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1 Uvod

U ovom diplomskom radu obradit ¢emo osnovne rezultate sferne geometrije.
Model sfere izgradit ¢emo u trodimenzionalnom realnom vektorskom prostoru
R3. Sferna geometrija je interesantna jer se primjenjujuje u astronomiji i
navigaciji. Zemlju ¢esto promatramo kao kuglu pa je u tom slucaju njezina
povrsina sfera.

U drugom poglavlju ponovit ¢éemo pojmove iz linearne algebre poput ska-
larnog produkta, norme, vektorskog produkta i vezu izmedu njih. Svi re-
zultati napravljeni su na vektorskom prostoru R? i potrebni su za dokaze u
ostalim poglavljima.

U tre¢em poglavlju obradit ¢emo osnovne pojmove modela sfere. Napra-
vit ¢emo parametrizaciju sfere, definirati sferu, veliku kruznicu, antipodalne
tocke i udaljenost izmedu dviju tocaka. U ovom poglavlju zelimo odrediti Sto
je to pravac na sferi, sijeku li se pravci i u koliko tocaka? Na Zemaljskoj ku-
gli je Sjeverni pol najudaljenija tocka od Juznog pola. Sto je karakteristi¢no
za takve dvije tocke? Ako putujemo najkra¢im putem od Zagreba do Pa-
riza, kre¢emo li se po duzini ili po nekoj krivulji? Kako mozemo odrediti
udaljenost izmedu tih gradova?

U cetvrtom poglavlju definirat ¢emo sferni trokut i proéi kroz sfernu trigo-
nometriju. Glavni rezultati ovog poglavlja su analogoni kosinusova, sinusova
i Pitagorina poucka. Uz to ¢emo dokazat nekoliko trigonometrijskih identi-
teta za pravokutni sferni trokut. Na samom kraju poglavlja dokazat ¢emo
dualni teorem o kosinusu po kojem iz danih mjera kutova trokuta mozemo
odrediti duljine stranica.

U petom poglavlju obradit ¢emo grupu izometrija sfere. Definirat ¢emo
izometriju, ortogonalno preslikavanje i pokazat ¢emo da je grupa izometrija
sfere izomorfna ortogonalnoj grupi na R®. Zatim ¢emo definirat osnu sime-
triju i pokazat da se svaka izometrija sfere moze prikazati kao kompozicija
najvise tri osne simetrije. Na samom kraju poglavlja pokazat ¢emo poucke
o sukladnosti sfernih trokuta. Osim standardnih poucaka o sukladnosti tro-
kuta koji vrijede u euklidnskoj geometriji, u sfernoj geometriji vrijedi i K K K
poucak o sukladnosti.



2 Vektorski prostor R?

U drugoj cjelini ponovit ¢emo pojmove iz linearne algebre koje ¢emo koristiti
u dokazima u sfernoj geometriji. Za potrebe diplomskog rada mozemo se
ograniciti na trodimenzionalni relani vektorski prostor R3.

Definicija 2.1. Skalarni produkt je funkcija {.,.) : R* x R® — R koja
svakom uredenom paru vektora x,y € R® pridruzuje skalar (x,y) sa sljedeéim

svojstvima:
1. {z,z) >0, VreR3
2. (x,x) =0 <= x =0,

4. Ox,y) = Ma,y), Vr,y e R3 N ER,

{
{

3. (z,y) = (y,2), Vr,yeR’
{

5. (

T4y2) = (@,2) + (y.2), Va,y,z € R

Definicija 2.2. Norma je funkcija ||.|| : R® — R koja svakom wvektoru
r € R? pridruzuje realan broj ||| sa sljedeéim svojstvima:

1. ||lz|| >0, VzeR?

2. ||z]| =0 <= 2z =0,

3. | Az]| = [MN||z|l, VzeR3}XeR,
4Nz +yll < ol + llyll,  Va,y € RS,

Propozicija 2.3. Neka je funkcija {.,.) : R® x R® — R skalarni produkt.
Tada vrijedi

1. {z,\y) = Nuz,y), Vr,y e R} \eR,
2. {x,y+2) = (x,y) + (x,2), Vz,y,z¢€ R
Dokaz. Primjenom 3. i 4. svojstva definicije skalarnog produkta, vrijedi
(z, \y) = Ay, ) = My, ) = Mz, y).

Primjenom 3. i 5. svojstva definicije skalarnog produkta, vrijedi

(T y+2)=W+z2) =)+ (z2) = {2y + (22



Teorem 2.4. Neka su x,y € R3 vektori. Tada za sve x,y vrijedi nejednakost
Cauchy-Schwarz- Bunjakovskog:

2
(z,y)" < (z, 2){y,y).

Jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x iy kolinearna.

Dokaz. Pretpostavimo da je jedan od vektora nulvektor. Bez smanjenja opc¢enitosti,

neka je z = 0. Tada je (z,y) = (x,x) = 0 pa je na lijevoj i desnoj strani 0 i

nejednakost vrijedi.

Pretpostavimo da su z,y # 0. Definirajmo funkciju f(t) = (x+ty, z+1ty),
t € R. Po definiciji skalarnog produkta i propoziciji 2.3 slijedi

f(t) = (z +ty,z +ty)
= (,2) + (z,1y) + (ty, x) + (ty, 1Y)
= (z,2) + (z,ty) + (2, ty) +t{y, y)
= (z,7) + 2{z, ty) + *(y, )
= (m,x) + 2t{z,y) + t*(y, y).
Dobili smo da je f(t) kvadratni polinom. Kako smo f(t) definirali kao skalarni

produkt vektora x + ty sa samim sobom, po 1. svojstvu definicije 2.1 je
f(t) >0, za svaki t € R. Stoga je diskriminanta D < 0, tj.

Az,y)* — Az, 2)(y,y) <0
<ZL’,y>2 - (%@(y’y) S 0
(@, ) < (2,2)(y, y).

Preostaje nam dokazati karakterizaciju jednakosti. Vidimo da je postizanje
jednakosti ekvivalentno s time da za diskriminantu kvadratnog polinoma f(t)
vrijedi da je D = 0. To je ekvivalentno postojanju t € R za koji je f(t) =
Stoga po 2. svojstvu definicije 2.1 vrijedi

(x+ty,xr+ty) =0 <= x+ty=0 <= = = —ty.

Stavimo A = —t pa je x = Ay. Zakljuc¢ujemo da su x i y kolinearni. Time je
tvrdnja dokazana. O
Propozicija 2.5. Neka je v € R? i neka je (.,.) : R® x R® — R skalarni
produkt. Tada je funkcija ||.|| : R® — R koja svakom vektoru pridruzuje
skalar ||z|| = \/{x,x) norma.

Dokaz. Zelimo pokazati da je ||z := \/(x, z) norma, tj. da zadovoljava svoj-
stva iz definicije 2.2. Funkcija drugog korijena definirana je za nenegativne
brojeve. Kako je (z,x) > 0, zakljucujemo da je \/(z,x) dobro definiran.
Dokazimo da je dana funkcija norma.



L. ||z|| = v/{x,z) > 0 jer funkcija drugog korijena nenegativna.

2. U dokazu ovog svojstva koristimo v/0 = 0 i 2. svojstvo definicije 2.1:
lz|l = V{(z,2) =0 <= /(r,2) =0 <= (z,2) =0 < x=0.

3. Primjenom 4. svojstva definicije 2.1 i 1. svojstva propozicije 2.3 imamo
At = /O, ha) = /X, 2) = M/ (. o).

4. Po definiciji skalarnog produkta 2.1, propoziciji 2.3 i nejednakosti Cauchy-
Schwarz-Bunjakovskog iz teorema 2.4 slijedi

|z + ylI* = (z +y, 2 +y)
= (z,y) + (2, y) + (¥, 2) + (y,y)
= ||z|I* + 2(z, y) + [|y[I’
< Nzl + 24z, )| + |1yl

< lel® + 24/(x, 2) v/ g, y) + llyll®

2 2
= [lzl” + 2l [yl + 1y
2
= ([l + [lyl)"

Kako je norma nenegativna, a funkcija drugog korijena rastuca, korje-
novanjem ||z +y|* < (|z]| + [|y[})* dobivamo ||z +y| < [|z[| + [lyll-

]

Dokazivanjem propozicije 2.5 zakljucili smo da postoji veza izmedu ska-
larnog produkta i norme. Ako tu vezu primijenimo na nejednakost iz teorema
2.4, imamo sljedeéi zapis

(2, 9) < (@, 2)(y.y) <= (@) < |z]*ly|
= (@, )] < llz][l|yll-

Nejednakost Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog mozemo zapisati kao

[{z, 9)| < llllllyll (2.1)

Ovaj zapis koristit ¢éemo za odredivanje kuta izmedu dva vektora z,y € R3.
Neka su x,y # 0. Podijelimo nejednakost (2.1) s ||z]/||y]]. Kako je norma
nenegativna, slijedi

(2, 9)]

— 2= < 17
(vl

tj. vrijedi
i< Yo
[ IR
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Stoga zakljuéujemo da postoji jedinstven kut ¢ € [0, 7| takav da je

cos {z,y)

[yl

Definicija 2.6. Kut ¢ izmedu dvaju vektora x,y € R?, xz,y # 0 dan je
relacijom

cosp = € [0,7].

Definicija 2.7. Vektorski produkt x x y dvaju vektora x,y € R? je jedinstven
vektor definiran relacijom

(x < y,2) =det(z,2,y), VzecR>

Zasto postoji takav vektor x x y? Preslikavanje f : R® — R koje je
zadano pravilom pridruzivanja f(z) = det(z, z,y) za odabrane vektore z,y
je linearni funkcional, tj. Vz,w € R3, X\ € R vrijedi

fl+w) = f(z) + fw),
f(Az) = Af(2).

Vektor je u R? jedinstveno odreden svojim koordinatama x = (zy, s, 73).
Pogledajmo desnu stranu prve jednakosti. Raspisimo prvo f(z):

f(z) =det(z,z,y)

21 k2 Z3
= |T1 T2 I3
Y1 Y2 Ys
— (1)1, T X3 +(=1)*22 Ty T3 4 (—1)13, Ty T2
(> 1?!2?/3 () 2y1y3 <) 33/13/2
o Ty I3 I 3 T1 T2
=21 — 29 + 23 .
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
Analogno se pokaze da je f(w) jednako
T2 I3 Tr1 I3 Tr1 I9
w) = w —w +w .
J) =wrly ol T g T g
Njihova suma je jednaka
Ty I3 Ty I3 Ty T2
2)+ Jj(w)=(z1 +w — (2 +w +(z3+w .
fR + ) =latw)), | = Erw) y3’ (st wa) |




Raspisimo sada lijevu stranu prve jednakosti:

flz+w) =det(z +w,z,y)

21 +wy 29+ wy 23+ ws

= X T2 €3
hn Y2 Ys3
To I3 xr1 I3 xr1 T2
=(z1 +w — (20 +w + + w
Grtw)) 3/3‘ (2 w2) ) (s tws) ),

Zaklju¢ujemo da su lijeva i desna strana jednake pa je f(z4+w) = f(2)+ f(w).
Preostaje nam pokazati da je f(Az) = Af(x):

f(Az) =det(Az,z,y)

)\Zl )\22 )\23
=|T1r X2 I3
o Y2 Y3
= )\Zl T2 T3 - )\22 1 + AZ SRR
Y2 Y3 Y1 Yy Y2
=\ z T2 Tg| _ |T1 T3 T1 o
Y2 Y3 Y1 Y3 Yyr Y2

21 k92 X3

= ( Tr1 T2 I3 >
Y1 Y2 Y3

= Mdet(z,z,vy)

=\ (2).

S druge strane, za linearni funkcional f postoji jedinstven vektor a takav
da je f reprezentiran skalarnim produktom f(z) = (a,z). Uzmimo a = z x y
iz, cega slijedi da je det(z,z,y) = (x X y,z). Stoga je vektor z x y dobro
definiran.

Propozicija 2.8. Neka sux,y, 2z € R3. Vektorski produkt zadovoljava sljedeéa
svojstva:

1. {(x xy,z) = (x x y,y) =0,
2. x Xy=—y Xz,
5. (x Xy, z) = (T,y X 2),

4. (xxy) xz=(z,2)y — (y, 2).



Dokaz. Pokazimo da vektorski produkt zadovoljava gore navedena svojstva.

1. Po definiciji vektorskog produkta je (x X y,x) = det(x,z,y). Uotimo
da determinanta ima dva jednaka retka pa je det(x,x,y) = 0. Stoga
slijedi da je (z x y,x) = 0. Analogno se pokaze da je (z x y,y) = 0.

2. Ako determinanti zamjenimo dva retka, ona ¢e promijeniti predznak.
Stoga za svaki z € R3 vrijedi

<ZL’ XY, Z> = det(z,q:,y) = —det(z,y,x) = _<y X Q?,Z> = <_y X QJ,Z>-
Slijedi da je z X y = —y X .

3. Po definiciji vektorskog produkta je (x Xy, z) = det(z, x,y). Zamijenimo
retke determinante:

det(z,x,y) = —det(z,z,y) = —(—det(y, z,x)) = det(y, z, x).
Stoga je

(z % y,2) = det(z,,y) = det(y, z,7) = {y x 2,2) = {0,y X 2).

4. Neka su e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) i e3 = (0,0, 1) vektori standardne
baze od R3. Tada vrijedi e; X es = €3, €3 X €3 = €1 i e3 X €] = es.
Vektorski produkt vektora e; x es i eg jednak je

(e1 X e3) X e3 =e3 X e3 = 0.
Desna strana trazene jednakosti jednaka je
(e1,e3)ea — (ea,e3)e1 =0-e3 —0-e1 = 0.
Pogledajmo ¢emu je jednak vektorski produkt vektora es X ez i e3:
(e2 X €3) X e3 = €1 X €3 = —es.
Desna strana jednakosti jednaka je
(€9, e3)e3 — (€3,e3)e9 =0-e3 — 1 €9 = —e.
Analogno se pokaze da je

(63X€1)X€3:€2X€3:€1,

<€3,63>61 — <€1, 63)63 = 1 €1 — 0 c €3 = €.
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Pokazali smo da vrijedi
(e1 X e3) X e3 = (e1, ez)ex — (ea, e3)eq,
(e2 X e3) X e3 = (e, e3)e3 — (e3, €3)€2,
(63 X 61) X e3 = <€3,€3>€1 — <€1, €3>€3.
Zbog linearnosti, za vektore x i y vrijedi
(z X y) x e3 = (z,e3)y — (y, e3)7.
Analogno se pokaze da prethodne realcije vrijede kada zamjenimo e3 s

e1 ili e5. Stoga, zbog linearnosti vrijedi

(@ x y) x w=(z,w)y — (y, w)z.

Propozicija 2.9. Neka su .y, z,w € R3. Tada vrijedi:

1. z x y =0 ako 1 samo ako su vektori x iy proporcionalni,
2. <l‘ XY,z X U)> = (x,z)(y,w> - <y7 Z><$7w>7
2 20,112 2
3. Nl x yll” = [l=l*llyll” = (2, 9"
Dokaz. Pokazimo da vektorski produkt zadovoljava svojstva iz propozicije:

1. Neka je x x y = 0. Tada iz definiciji vektorskog produkta slijedi da je
(0,2) = det(z,z,y) = 0, za svaki 2 € R3. Determinanta je jednaka 0
ako i samo ako su vektori x i y proporcionalni.

2. Po definiciji 2.7 je (z X y,z x w) = det(z X w,z,y). Zamijenimo prvi
redak determinante s drugim i zatim treci redak s prvim. Tada je
det(zxw, z,y) = —det(x, zxy,y) = —(—det(y, zxw, x)) = det(y, zxXw, x).
Sada po definiciji vektorskog produkta imamo

det(z x w,x,y) = det(y,z x w,x) = ((z X w) X x,y).

Primjenom 4. svojstva iz propozicije 2.8 i svojstava skalarnog produkta
imamo

((z xw) xa,y) = ((z,2)w — (w, ) 2,y)
({z, 2)w,y) = ((w, )2,y
= (z2)(w,y) = (w,2){(z,9)
= (z,2){y, w) = (y, 2){z, w).

Time smo pokazali da je (x X y,z x w) = (x, 2)(y, w) — (y, z)(z, w).

(z,x
(z, x)w

)

Ovaj rezultat ¢emo iskoristiti za dokazivanje posljednjeg svojstva.

8



3. Po propoziciji 2.5 je ||z x yH2 = (r X y,x X y). Iz prethodnog svojstva
slijedi
<‘T XY, r X y> - <$,I><y,y> - <y,$><$,y> - “'rHQHy”2 - <$,y>2.

]

Neka je ¢ kut izmedu vektora = i y, x,y # 0. Duljina vektora =z x y
jednaka je

[z < yll = llzlllyll sine, @ € [0,7]. (2.2)

Zasto vrijedi formula (2.2)7 Po propozicijama 2.5 i 2.9 vrijedi

2 2 2
o x yll = v x gz x g = 2Pl = (@, 9)>

Iz definicije 2.6 vidimo da je

(2, y) = |[z[lly[| cos .

Stoga imamo

2 2 2 2
e x gl = /eIyl = 2]yl cos?
— VIl - cos? )
— /N2yl sin? .

Kako je ¢ € [0, 7], slijedi

lz <yl = [|]|[|y]| sin ¢.



3 Model sfere

Uvedimo najprije osnovne pojmove. U prvom poglavlju smo definirali ska-
larni produkt kao preslikavanje (.,.) : R?* x R® — R koja zadovoljava svoj-
stva definicije 2.1. Za sve vektore X = (z1,22,23) 1Y = (y1, Y2, ¥3) mozemo
definirati skalarni produkt kao

(X,Y) := 2191 + T2y + T3y3. (3.1)

Naime, (X, X) = 212 + 5% + 232 > 0. Ova jednakost je jednaka nuli ako i
samo ako je z1 = o = x3 = 0. Nadalje, zbog komutativnosti mnozenja je

(X,Y) = 2151 + 22y2 + T3y3 = Y171 + yax2 + yzzz = (¥, X).
Zbog asocijativnosti mnozenja i distributivnosti za svaki realni skalar A je

(AX,Y) = (Ar)yn + (Ax2)ya + (Ar3)ys
= Ma1y1) + Ma2y2) + A(z3y3)
= Mz1y1 + T2y2 + T3Y3)

— MX,Y).

Primjenom distributivnosti i komutativnosti zbrajanja vrijedi

(r+y,2) = (v1+y)a + (22 +y2) 22 + (23 + y3)23
= T121 + Y121 + T2z + Y222 + T323 + Y323
= (2121 + T222 + T323) + (Y121 + Y222 + Y323)
= (z,2) + (y,2).

Prema tome, (X,Y) := z1y; + 22y + x3y3 je zaista skalarni produkt.

3.1 Definicija i parametrizacija sfere
Definicija 3.1. Jedinicna sfera je skup tocaka za koje vrijedi
S?={XeR:|X| =1}
Sada mozemo odrediti jednadzbu sfere. Po propoziciji 2.5 vrijedi da je

| X = (X, X). Stoga iz jednakosti (3.1) slijedi || X|| = v/z12 + 222 + 732
Norma vektora || X|| jednaka je 1 pa je

| X = /a7 + a3+ a3 =1.

10




Kvadriranjem jednakosti dobijemo jednadzbu jedini¢ne sfere
]+ w3+ a5 =1

U literaturi se ¢esto korsti tocka s koordinatama X = (z,y, z) pa je poznata
jednadzba sfere 22 + 2 + 22 = 1.

Srediste sfere (nulvektor u R?) oznacit ¢emo s O i napravit ¢emo para-
metrizaciju. Neka je T € S? proizovljna tocka i 7" ortogonalna projekcija
tocke 7' na ravninu zy. Neka je ¢ € [0,27] kut Sto ga vektor T zatvara s
pozitivnim dijelom z-osi i neka je 0 € [0, 7] kut sto ga vektor T zatvara s
pozitivnim dijelom z-osi. Oznacimo noziste okomice iz tocke T" na z-os s Ny
1 noziste okomice iz tocke T na z-0s s Ns.

z

Slika 1: Sfera

Uocimo da je trokut AOT Ny pravokutan pa slijedi

cosf = —— =

Trokut AOTT' je pravokutan i mjera kuta £7°OT jednaka je 5 — 0. Vrijedi

0T"]
0T

cos (g —0) = > sinf = |OT'| (3.2)

Trokut AOT'N; je pravokutan pa imamo
_ Ty

0T’ |OT"|
Iz jendakosti (3.2) slijedi

< y=|0T"|sinp.

sin @

y = sinfsin .
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Analogno,

|ON1| . A
0T |OT"]

cos p = < 1 =|0T"|cosp <= x =sinfcos.

Parametrizacija sfere za kutove ¢ € [0,27], § € [0, 7] dana je sa

x = sinf cos ¢
y =sinfsin g

z = cosf.

3.2 Velike kruznice

Definicija 3.2. Presjek sfere i bilo koje ravnine koja prolazi sredistem sfere
(tj. dvodimenzionalnim potprostorom od R?®) nazivamo velikom kruznicom I,
tj.

I={Xe€5%: (X, & =0}

pri cemu je & jedinicni vektor. Vektor & zovemo polom velike kruzZnice [.

Slika 2: Velika kruznica

Velika kruznica je zapravo pravac na sferi i odredena je vektorom nor-
malne ravnine u kojoj je sadrzana. Stoga je (X, &) = 0 u definiciji 3.2 dobro
definirano, pri cemu je £ vektor normale ravnine. Drugim rije¢ima, velika
kruznica je odredena svojim polom.

Geometrijski gledano, velika kruznica obuhvaca sve tocke koje su kao
vektori okomite na pol . Za razliku od pravaca u euklidskoj geometriji,
velike kruznice u sfernoj geometriji se uvijek sijeku u dvije tocke. Kako
ravnina ima dva jedini¢na vektora normale, tako i velika kruznica ima dva
pola +£.

12



Definicija 3.3. Za tocke P,Q € S? kazemo da su antipodalne ako vrijedi
P=-Q.

Antipodalne tocke nazivamo jos dijametralno suprotnim tockama. Pri-
mijetimo da su dva pola iste velike kruznice antipodalna. Ako se vratimo na
primjer Zemaljske kugle, njezine dvije najpoznatije antipodalne tocke su Sje-
verni i Juzni pol. Velike kruznice koje sadrze polove nazivamo meridijanima.

Propozicija 3.4. Za svaki par tocaka od S* koje nisu antipodalne, postoji
jedinstvena velika kruznica koji sadrzi te tocke.

Dokaz. Neka su P, € S? tocke koje nisu antipodalne. Da bismo odredili

veliku kruznicu koja sadrzi te tocke, trebamo odrediti njezin pol. Takoder, iz

definicije 3.2 znamo da pol velike kruznice treba biti ortogonalan s vektorima

P i @ te njegova duljina treba biti jednaka 1. Iz 1. svojstva propozicije 2.8

vidimo da je (P x Q, P) = (P x Q, Q) = 0, tj. vektor P X () je ortogonalan s

vektorima P i (). Normiranjem vektora P x () dobivamo pol velike kruznice
PxQ

1P > @l

Iz pretpostavke da tocke P i () nisu antipodalne slijedi da su vektori P i @)
nekolinearni. Stoga je po 1. svojstvu propozicije 2.9 P x Q) # 0.

Preostaje nam dokazati da je velika kruznica odredena polom TBxOl
PxQ

dinstvena, tj. da je <ol jedinstven do na predznak. Pretpostavimo da
postoji neki drugi pol ¢. Tada je (P,&) = (Q,£) = 0. Iz 4. svojstva
propozicije 2.8 slijedi

(PxQ)x& =(PEYQ—(Q,)P=0-Q—0-P=0.

PXQ je—

Stoga su vektori P x @ i & kolinearni. Kako je & jedini¢ni slijedi da je

£ == ||£§8H' Time smo pokazali da postoji jedinstvena velika kruznica koja

sadrzi tocke P i Q. O

Propozicija 3.5. Neka su l,m € S? dvije razli¢ite velike kruznice. Tada je
presjek velikih kruznica | i m par antipodalnih tocaka.

Dokaz. Neka su l,m € S? dvije velike kruznice takve da je [ # m. Tada za
pol € od i pol & od m vrijedi € # ££. Stoga polovi velikih kruznica [ i m
nisu kolinearni pa je & x & # 0. Definirajmo sada

exe . exe

A= = -
1€ x &'l

llex€l
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Slika 3: Presjek dviju razli¢itih velikih kruznica

Iz definicije skalarnog produkta 2.1 i 1. svojstva propozicije 2.8 slijedi

Ex¢& 1 ,
A7 = \Te o a0 = TNe w o ) = 0.
W= e e &Y
Analogno, vrijedi
, ExE 1 ;o
A =(—=0— = — =0.

Time smo pokazali da se tocka A nalazi u presjeku velikih kruznica [ i m.
Analogno se pokaze da se tocka A’ takoder nalazi u presjeku od I i m. Iz
definicije tocaka A i A’ vidimo da je A = —A’ paslijedi da su one antipodalne.

Kako znamo da ne postoji vise od dvije tocke presjeka? Kada bi posto-
jala jos jedna tocka presjeka B, onda ona ne bi bila antipodalna s tockama
Ai A’ Po propoziciji 3.4 znamo da su svake dvije tocke koje nisu antipo-
dalne sadrzane u jedinstvenoj velikoj kruznici. Kako su [ i m razlicite velike
kruznice, tocka B ne postoji. O

Kroz dvije antipodalne tocke prolazi beskona¢no mnogo velikih kruznica.
Iz propozicije 3.4 vidimo da za veliku kruznicu koja sadrzi dvije tocke P i )
koje nisu antipodalne, mozemo uvesti oznaku PQ).

Korolar 3.6. Ne postoje velike kruznice na S? koje se ne sijeku.

Cemu je jednak kut izmedu dvije velike kruznice? Neka je [ € S? velika
kruznica, £ njezin pol i P € S? tocka koja pripada velikoj kruznici. Tada
je (P,&) = 0, tj. vektori P i & su ortogonalni. Vektor P x & lezi u ravnini
kojom je odredena velika kruznica [ i ortogonalan je s vektorom P. Stoga je
vektor P x & jednak tangencijalnom vektoru na [ u tocki P. Kut izmedu

14



dvije velike kruznice jednak je kutu izmedu njihovih tangencijalnih vektora
u tocki presjeka. Neka je m € S? velika kruznica s polom &'. Tada je po
definiciji 2.6 kut izmedu velikih kruznica [ i m jednak

(Px & PxE)
[P x E[[I1P =&

cosL(l,m) =cos £(P x &,P x €)=

Iz jednakosti (2.2) slijedi
: T
12> &l = [IP]liEll sin £(P,€) =1-1-sino = 1.

Analogno se pokaze da je |P x £'|| = 1. Stoga je cos £(I,m) = (P x &, P x &),
Po propozicijama 2.9 i 2.5 imamo

(Px &P xE)=(P,P)EE) — (&, PUP,EY = ||P|IP(€.€) — 0= (€.

Zakljucujemo da je kut izmedu tangencijalnih vektora u tocki presjeka jednak
kutu izmedu polova.

Definicija 3.7. Kut izmedu dvije velike kruznice jednak je kutu izmedu nji-
hovih polova. KaZemo da su velike kruznice l,m € S? okomite ako su im
polovi ortogonalns.

Slika 4: Okomite velike kruznice

3.3 Udaljenost tocaka na sferi

Definicija 3.8. Udaljenost dviju tocaka P,Q € S? definiramo kao
d(P,Q) = L(P,Q) = arccos (P, Q).
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U euklidskoj ravnini udaljenost izmedu tocaka P i ) jednaka je duljini
duzine PQ. Znamo da je to najkrac¢a udaljenost izmedu tih tocaka. Najkraca
udaljenost izmedu dvije tocke na S? je duljina kraceg luka velike kruznice
odredene s tim tockama.

Zasto jednakosti u definiciji 3.8 imaju smisla? Radijanska mjera kuta
jednaka je duljini pripadnog kruznog luka kruznice ¢iji je radijus 1. Stoga je
udaljenost izmedu P i () jednaka mjeri kuta kojeg zatvaraju ta dva vektora.

Iz definicije 2.6 imamo relaciju:

(PQ)

[Pl

Kako su P i @) tocke jedini¢ne sfere, njihova norma je jednaka 1. Slijedi da
je cos L(P,Q) = (P, Q).

Kao sto je velika kruznica pravac na sferi, tako su i kruzni lukovi duzine
sfere. Primijetimo da je m maksimalna udaljenost izmedu dviju tocaka na
S2.

Sada vidimo da je udaljenost izmedu dva grada jednaka duljini luka velike
kruznice na kojoj ti gradovi leze.

cos £(P,Q) =

Slika 5: Udaljenost izmedu dvije tocke

Teorem 3.9. Funkcija udaljenosti d iz definicije 3.8 je metrika, tj. za sve
tocke P,Q, R € S? vrijedi

1. d(P,Q) >
2.d(P,Q)=0 < P=0Q,
3. d(P,Q) = d(Q, P),

4. d(P,R)+d(R,Q) = d(P,Q).
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Dokaz. Pokazimo da funkcija d zadovoljava svojstva metrike.

1. Po definiciji 3.8 vrijedi d( P, Q) = arccos (P, Q) € [0, 7). Slijedi d(P, Q) >
0.

2. Pretpostavimo da je d(P, Q) = 0. Po definiciji 3.8 vrijedi

d(P,Q) = £(P,Q) = 0.

Iz £(P, Q) = 0 slijedi da vektori P i () imaju jednak smjer i orijentaciju.
Kako su P,Q € S?, duljina vektora P i Q jednaka je 1. Zaklju¢ujemo
da su vektori jednaki te slijedi P = Q.

Pokazimo da vrijedi obrat. Pretpostavimo da je P = (). Tada je mjera
kuta izmedu njih jednaka 0. Po definiciji 3.8 je d(P, Q) = £(P, Q) = 0.

3. Koristenjem definicije 3.8 imamo
d(P,Q) = £(P,Q) = £(Q, P) = d(Q, P).

4. Za dokazivanje nejednakosti trokuta koristit ¢emo nejednakost Cauchy-
Schwarz-Bunjakovskog iz teorema 2.4 zapisanu kao nejednakost (2.1)
iz drugog poglavlja:

(PxQ,RxQ)*<|PxQl*|Rx Q| (3.3)

Zbog jednostavnosti uvodimo oznake
d(P,Q)=a, d(P.R)=b, d(R,Q)=c.

Prisjetimo se da vektorski produkt zadovoljava svojstvo iz propozicije
2.9:

(P xQ,RxQ)=(P,R{(Q,Q) - (P,Q){Q, R).

Raspisivanjem lijeve strane nejednakosti (3.3) i primjenom definicije
3.8 dobivamo

(P, R)(Q,Q) — (P,Q)(Q,R))” = ((P,R) — (P,Q)(Q, R))*

= (cosb — cosacosc)’.
Iz propozicije 2.9 primijenimo sljedece svojstvo:

1P < QI° = [IPIPIIQI” — (P.Q)"
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Stoga je desna strana nejednakosti (3.3) jednaka

UPIZIQIF = (P, IRIPIQI* — (R, @)?)
1—(P,Q)")(1 - (R.Q)
(

IP x QII’|IR x Q|

1 —cos?a)(1 — cos?c)
2

2

n“ asin” c.

Nakon raspisivanja lijeve i desne strane nejednakosti imamo

2 2

2 . .
(cosb — cosacosc)” < sin”asin®c
cosb — cosacosc <sinasinc
cosb < cosacosc+sinasinc

cosb < cos(a — ¢).
Kako je funkcija kosinus padajuéa na intervalu [0, 7], slijedi

b>a—c
b+c>a
d(P,R) + d(R,Q) > d(P, Q).

Sto ako je a — ¢ > 7w ili a — ¢ < 0? Kako su a,c¢ < m, njihova razlika
mora biti manja od 7. Stoga je a — ¢ > m nemoguce. Ako je a —c < 0,
onda vrijedi a < ¢ < ¢+ b.

[]

Korolar 3.10. Neka su P,Q, R € S?. Ako je d(P,R) + d(R,Q) = d(P,Q),
onda tocke P, Q) i R pripadaju istoj velikoj kruznici.

Dokaz. 1z pretpostavke vrijedi da je d(P, R) = d(P,Q) — d(R, Q). Stoga su
vektori P x Q i R x @ kolinearni. Ako je P x (Q = 0, onda tocke P, Q) i
R pripadaju istoj velikoj kruznici. Pretpostavimo da je P x @) # 0. Tada
je vektor P x @ kolinearan s polom velike kruznice P(Q). Stoga je i vektor
R x @ je kolinearan s polom velike kruznice PQ). Zaklju¢ujemo da je tocka
R € PQ, tj. tocke P, () i R pripadaju istoj velikoj kruznici. O

Propozicija 3.11. Tocke P,Q € S? su antipodnalne ako i samo ako je
d(P,Q) = .

Dokaz. Pretpostavimo da su tocke P,Q € S? antipodalne. Zelimo pokazati
da je tada d(P,Q) = 7. Iz definicije 3.3 slijedi da je P = —@Q. Po definiciji
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3.8 za udaljenost dviju tocaka i 4. svojstvu definicije 2.1 skalarnog produkta
imamo

d(P,Q) = arccos (—Q, Q) = arccos (—(Q, Q)) = arccos (—1) = .

Dokazimo obrat. Neka je d(P, Q) = . Zelimo pokazati da su tocke P, Q € S?
antipodalne. Pogledajmo ¢emu je jednak skalarni produkt vektora P + @) sa
samim sobom. U dokazu teorema 2.4 vidimo da je

(P+Q.P+Q)=|P|"+2(P,Q) + Q|

Norma vektora P i @) jednaka je 1. Udaljnost tocaka P i () jednaka je
arccos (P, Q)). 1z pretpostavke da je d(P, Q) = m slijedi

cosm = (P,Q) < (P,Q)=—1.

Stoga je
(P+Q,P+Q)=1+2(-1)+1=0.

Po definiciji skalarnog produkta to vrijedi ako i samo ako je P + ) = 0,
odnosno P = —Q. Zaklju¢ujemo da su tocke P, Q) € S? antipodalne. n

19



4 Sferna trigonometrija

U astronomiji se u svrhu odredivanja polozaja nebeskih tijela definira nebeska
sfera. Rijec je o sferi proizvoljno velikog radijusa sa sredistem u promatracu.
Uzmemo li da je promatrac osoba koja se nalazi na povrsini Zemlje, jasno je
da nam je potreban veliki radijus kako bismo mogli promatrati objekte koji
se nalaze daleko u svemiru. Polozaj nebeskog tijela se odreduje tako da se
tijelo projicira na nebesku sferu, pri cemu se uzima da je udaljenost svakog ti-
jela od promatraca jednaka. Zatim se pomocu sfernog koordinatnog sustava
odreduje polozaj danog tijela na nebeskoj sferi. Stoga se taj koordinatni
sustav naziva jos i nebeskim. Imamo pet razlicitih nebeskih koordinatnih
sustava: horizontski, mjesni ekvatorski, nebeski ekvatorski, eklipticki i ga-
lakticki. Transformacijama mozemo doéi iz jednog nebeskog koordinatnog
sustava u drugi tako da odredimo karakteristi¢ni sferni trokut i zatim pri-
mjenom sferne trigonometrije uspostavimo vezu izmedu tih sustava. Vise
detalja o primjeni sferne trigonometrije u astronomiji i nebeskim koordinat-
nim sustavima mogu se pronaéi na [6] i [12]. U ovom poglavlju definirat
¢emo sferni trokut, pokazat ¢emo poznate trigonometrijske analogone euk-
lidske geometrije i trigonometrijske relacije pravokutnog sfernog trokuta.

4.1 Sferni trokut

Definicija 4.1. Neka su A, B,C € S? tri tocke koje ne pripadaju istoj velikoj
kruznici. Sferni trokut ANABC' je skup {A,B,C}.

Slika 6: Sferni trokut

Tocke A, B i C su vrhovi sfernog trokuta AABC'". Duljine stranica trokuta
oznacavamo s a = d(B,C), b =d(A,C) i c = d(A, B). Iz definicije 3.8 slijedi

cosa = (B,C), cosb=(A,C) i cosc=(A,B). (4.1)
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Maksimalna udaljenost izmedu dviju tocaka jednaka je 7. Iz propozicije 3.11
vidimo da je udaljenost izmedu dvije antipodalne tocke jednaka m. Medutim,
dvije tocke sfernog trokuta ne mogu biti antipodalne. Naime, kroz dvije
antipodalne tocke prolazi beskonaé¢no mnogo velikih kruznica. Tada bi trec¢a
tocka bila sadrzana u jednoj od njih, tj. sve tri tocke bi pripadale istoj velikoj
kruznici. Po definiciji sfernog trokuta to je nemoguce. Stoga vrijedi

0<a,bc<m.

Mjere kutova trokuta oznacavamo s o = £(AB,AC), f = L(AB,BC) i
v = £(AC, BC). Vektore normale velikih kruznica AB, AC' i BC' ozna¢imo

gAB ::AXB7
§ac = AXC,
530 =B xC.

Tada vrijedi:

|€asl|| = ||A x BJ| =sinc,
|€ac]| = [|[A x C|| = sinb,
I¢sc|| = || B x C|| = sina.

Primijetimo da su kutovi trokuta jednaki kutovima izmedu polova pripadnih
velikih kruznica na kojima leze stranice trokuta. Slijedi:

(€as,&ac) (€as,&ac)

— = in bsin c.
cos o = || Mexcl Ep—— < (€ap,&ac) = cosasinbsinc
(4.2)

Analogno vrijedi:

(€aB,E&pc) = cos Bsinasinc,

(€, €ac) = cos~ysinasinb.

Cemu je jednak sin a? Iz formule (2.2) za duljinu vektorskog produkta dvaju
vektora mozemo izraziti sinus kuta:

~ l€as x &acl

sina = .
[€aBlll€acl

(4.3)

4.2 Trigonometrija sfernog trokuta

Teorem 4.2 (Poucak o kosinusu). Neka je AABC € S? trokut sa strani-
cama duljina a,b, c i kutovima mgjera o, 8,7. Tada vrijedi:

cosa = cos asinbsin ¢ + cos b cos c.
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Dokaz. Oduzimanjem cos b cos ¢ od jednakosti dobivamo
cosasinbsinc = cosa — cosbcosc.

Raspisimo lijevu stranu jednakosti koristeéi relaciju (4.2), svojstvo vektorskog
produkta iz propozicije 2.9 i jednakost (4.1):

cosasinbsinc = (ap, Eac)
=(Ax B,AxC)
= <A7A><B’C> - <B7A><A7C>
= cosa — cosccosb

= cosa — cos bcosc.

Pokazali smo da je lijeva strana jednaka desnoj i time smo dokazali trazenu
jednakost. O]

Analogno se pokaze da vrijedi:

cosb = cos fsinasinc + cosacosc,

cos ¢ = cosysinasinb + cos a cos b.

Teorem 4.3 (Poucak o sinusima). Neka je AABC € S? trokut sa strani-
cama duljina a,b, c i kutovima mjera o, 8,7. Tada vrijedi:

sinaw  sinf  sinvy

sina  sinb  sinc’
Dokaz. 1z jednakosti (4.3) vrijedi
sin « 1648 X Eacl| |(Ax B) x (AxC)|

sina  sinall€apl[€acll  sinasincsinb

Primjenom 4. svojstva vektorskog produkta iz propozicije 2.8 imamo
(AxB)x (Ax(C)=(A,Ax(C)B—(B,AxC)A.

Iz 1. svojstva propozicije 2.8 slijedi da je (A, A x C)B = 0. Nadalje, iz 3. i
2. svojstva vrijedi
(AxB)x (AxC)=—-(Bx A C)A
=—(—Ax B,C)A.

Po definiciji skalarnog produkta 2.1 i norme 2.2 pocetna jednadzba jednaka
je

sinae |[(Ax B, CYA| _ [(Ax B, C)[||A]

sina sinasinbsin ¢ sinasinbsinc
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Norma vektora ||A|| jednaka je 1 pa slijedi
sina [(Ax B,C)|

sina  sinasinbsinc’

Analogno vrijedi

sinf  ||€as X Eacl|
sinb  sind||€agll[[€sc]
_ (A x B) x (B xC)
sinbsin csina
|{A, B x CYB — (B, B x C)A]||
sinasinbsinc
(4 xB,0)B]

sinasinbsin ¢

_ {Ax B, C)||B]

sinasin bsin ¢
(A x B,C)|

sinasinbsinc’

Stoga vrijedi jednakost
sina  sinf

sina  sinb’
sin y
sin ¢

Analogno se pokaze jednakost i za pa je time dokaz zavrSen. O

Definicija 4.4. Sferni trokut koji ima barem jedan pravi kut nazivamo pra-
vokutnim trokutom.

Slika 7: Pravokutni sferni trokut

Sferni trokut moze imati jedan, dva ili tri prava kuta. U euklidskoj geome-
triji u pravokutnom trokutu AABC' s katetama duljine a i b i hipotenuzom
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duljine ¢ vrijede sljede¢i identiteti:

b b
cosa = — = sin f3, cosﬁzg:sina, tga:%:ctgﬁ, tgf = — =ctga.
c c a

Takoder, u pravokutom trokutu s pravim kutom u vrhu C' vrijedi ¢ = a?+b?.
Pogledajmo kako glasi Pitagorin teorem u sfernom trokutu.

Teorem 4.5 (Pitagorin poucak). Trokut NABC € S? je pravokutan s
pravim kutom u vrhu C' ako i samo ako je

cosc = cosacosb.

Dokaz. Neka su duljine stranica i mjere kutova trokuta AABC' standarno
oznacene. Neka je v = 7. Tada iz kosinusova poucka za kut v slijedi

T . .
COS € = COS (5) sinasin b + cos a cos b

cosc=0-sinasinb + cosacosb

COS C = CcoS @ cos b.

Pokazimo obrat. Neka je cosc = cosacosb. Tada iz kosinusova poucka za
kut ~ dobijemo

cosacosb = cosysinasinb + cosacosb

0 = cos~ysinasinb.

Duljine stranica sfernog trokuta su veé¢e od 0 i manje od 7. Stoga je sina, sin b #
0. Zakljucujemo da je cosy = 0. Kako je mjera kuta v pozitivna, slijedi da
jevy=7%. O

Kako glase trigonometrijski identiteti u pravokutnom sfernom trokutu?
Omjeri ostaju isti, ali se na brojnik i nazivnik primjenjuje odgovarajuca
trigonometrijska funkcija. Trigonometrijske identitete pravokutnog sfernog
trokuta iskazat i dokazat ¢emo u iduca tri teorema. Prisjetimo se da je

1 sinz

tgr = ——

ctgx = cosz’
Teorem 4.6. Neka je ANABC pravokutni sferni trokut s pravim kutom u
vrhu C' i neka su a,b# 5. Tada vrijed

tgb tga
cosa=— | cosff=—.
tgc tgc
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Dokaz. Iz teorema 4.2 o kosinusu izrazimo cos «:

cosa = cos asinbsin ¢ + cosbcos ¢

cosasinbsin ¢ = cosa — cos b cos c.

Za duljine stranica trokuta vrijedi 0 < a,b,c < 7w pa je sinbsinc # 0. Podi-
jelimo gornju jednakost sa sin bsin c:

cosa — cosbcosc
cos v = . g ) (4.4)
sinbsin ¢

Kako je AABC' pravokutan s pravim kutom u vrhu C', po teoremu 4.5 slijedi
da je cosc = cos acosb. Primijenimo li to na jednakost (4.4) imamo

cosa — cosbceosc

cosq = - -
sinbsinc

cosa — cosbcosacosb

sinbsin ¢
cosa — cos a cos®b

sin bsin ¢
cosa(l — cos? b)

sin bsin ¢
cosasin® b

sinbsin ¢
cosasinb

sin ¢

Cos ¢
cosb’

Kako je b # 7, iz cosc = cosacosb slijedi da je cosa = Stoga imamo

cos o = <80 =

sin ¢

wscging b g,

tge’

Analogno se pokaze da je cos f = zg—i. O

Teorem 4.7. Neka je NABC pravokutni sferni trokut s pravim kutom u
vrhu C. Tada vrijedi
sina . sin b

- i sinfl=——.
sin ¢ sin ¢

Dokaz. Kako je trokut AABC pravokutan s pravim kutom u vrhu C, slijedi
da je v = 7. Stoga je siny = sin § = 1. Iz teorema 4.2 o sinusima slijedi
sina  sinc sina

- = —— <= sinasinc=sina <= sina= ——.
sin o 1 sin ¢
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Analogno vrijedi

sinb  sinc ) . ) ) sinb
— = —— <= sinffsinc=sinb <= sinff = —.
sin 3 1 sin ¢

]

Teorem 4.8. Neka je NABC pravokutni sferni trokut s pravim kutom u
vrhu C' i neka su a,b # 5. Tada vrijed

1 tga tg b
ctga  sinbd ctgS  sina
Dokaz. Znamo da je tga = ﬁ. Iz teorema 4.6 slijedi
sin «
tga =
cos o
sin «v
T Tigd
tgc
. tge
= sina——
tg b
sin ¢
— sina
cosb

Kako je trokut AABC pravokutan s pravim kutom u vrhu C'i b # 7, iz
Pitagorina teorema slijedi da je cosa = £27. Stoga je

sinc sinc
tg o = sin 3BL = gip o -Smb
cos c
87 cosa
cosb
Sada iz teorema o sinusima slijedi
sin ¢ s?n Y
. i . sin
tg o = sin a2 = sin b
cosa cosa

Kako je v = 7, slijedi da je siny = 1 pa je

1 sin v
. sin sin
tga = sin S8 — b
cosa  cosa

Primijenimo jo$ jednom teorem o sinusima:

sina sina
sinb  __ cosa

cosa sinb sinb’

_ tga

tga =
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Analogno se pokaze da je

B _ tgb
~ctgfB sina’

tg 8

Teorem 4.9. Neka je ANABC sferni trokut. Tada vrijedi
cosy = — cos v cos 3 + sin acsin 3 cos c.

Dokaz. Neka je AABC sferni trokut. Neka je N noziste okomice iz vrha C'
na stranicu c. Oznacimo:

d [ L]
A=z N

Slika 8: Noziste okomice sfernog trokuta

d(C,N)=wv, d(B,N)==z, dA,N)=c—zx.
Kako su trokuti ABNC' i AAC'N pravokutni, po Pitagorinom poucku slijedi

COSa = COSv cos,

cosb = cosvcos (¢ — ).

Pomnozimo medusobno jednadzbe i potom dobivenu jednakost pomnozimo
S cos c:

cos a cos b cos ¢ = cos®v cos 1 cos (¢ — 1) cos c. (4.5)
Po adicijskoj formuli za kosinus vrijedi
cosc = cos (x4 (c—x)) = cosxcos (¢ —x) —sinzsin (¢ — z).
Uvrstimo prethodnu jednadzbu u lijevu stranu jednakosti (4.5):

cos a cos b(cos x cos (¢ — x) — sinz sin (¢ — x)) = cos*v cos x cos (¢ — x) cos c.
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Podijelimo jednakost s cosx cos (¢ — z)

sinzsin (¢ — x
cosacosb(l— ( ) 2

= COS“V COS ¢

cos x cos (¢ — x)

cosacosb(l —tgrtg(c—x)) = (1 —sin’v) cosc
cosacosb — cosacosbtgxtg (c — x) = cosc — sin®v cosc.

Preslagivanjem jednakosti dobivamo:

cosacosb — cosc = cosacosbtgxtg (c — x) — sin*v cos ¢

Iz kosinusova poucka za kut v slijedi

—cosysinasinb = cosacosbtg xtg (c — x) — sin*v cos ¢

Podijelimo jednakost sa — sin a sin b:

cosa cosb sin?v
Cosy = —— —tgatg(c —x) + ———— cosc.
sina sin b sina sin b
Raspisivanjem dobivamo
tgxtg(c—x sin v sin v
cosy = — R ) . —— COS C. (4.6)
tga  tgb sina sinb

Primjenom teorema 4.6 i 4.7 na trokut ABNC' imamo

tg (c — )

t2b i cosﬁztg—a.

Primjenom tih teorema na trokut AAC'N dobivamo

COos v =

. sinv . . sin v
sino = — i sinpg -
sin b sina
Stoga je jednakost (4.6) jednaka
cosy = — cos [ cos o + sin B sin a cos c.

O
Stoga mozemo izracunati duljine stranica sfernog trokuta, ako su poznate
mjere kutova. U euklidskoj geometriji ne postoji analogon teorema 4.9
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5 Grupa izometrija

5.1 Izometrija
Definicija 5.1. Preslikavanje T : S?* — S? je izometrija ako vrijedi
d(T(X), T(Y))=d(X,Y), VXY €S>

Skup svih izometrija sfere obzirom na kompoziciju ¢ini grupu I koju zo-
vemo grupom izometrija.

Teorem 5.2. Neka su P,Q, R € S? tri tocke koje ne pripadaju jednoj velikoj
kruznici. Ako izometrija T zadovoljava T(P) = P, T(Q) = Q i T(R) = R,
onda je T identiteta.

Dokaz. Neka su P, i R tri fiksne tocke izometrije T koje ne pripadaju
istoj velikoj kruznici. Tada su vektori P, i R linearno nezavisni, tj. skup
{P,Q, R} ¢ini bazu. Stoga se svaki vektor A € 5% moze na jedinstven nacin
prikazati kao

A=aP+ Q+R.
Iz propozicije 2.3 slijedi da je

(P, Ay = (P,aP + pQ + YR)
= (P,aP) + (P, Q) + (P,vR)
= a(P, P) + B(P,Q) + (P, R).

Analogno se pokaze da vrijedi

(@A) =a(P,Q) + 8(Q, Q) +v{Q, R),
(R, A) = a(P, R) + 5(Q, R) + v(R, R).

Sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice ima jedinstveno rjesenje
ako je matrica sustava regularna. Neka je

(P,P) (P.Q) (PR)

M= (PQ) (QQ) (QR)
(P,R) (Q R) (R,R)

Uoc¢imo da je M Gramova matrica linearno nezavisnog skupa vektora
{P,Q, R}. Stoga je M regularna matrica pa sustav ima jedinstveno rjesenje.
Iz toga slijedi da je totka A jedinstveno odredena sklarnim produktima
(P,A), (Q,A) 1 (R, A). Po definiciji 3.8 za udaljenost dviju tocaka vidimo
da je tocka A jedinstveno odredena svojom udaljenosc¢u od tocaka P,Q i R.
Kako je T(P) =P, T(Q) =Q iT(R) = R, a T ¢uva udaljenost, slijedi da je
T(A) = A za svaku tocku A € S%. Zakljucujemo da je T identiteta. H
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Korolar 5.3. Neka su P,Q, R € S? tri tocke koje ne pripadaju istoj velikoj
kruznici. Ako za dvije izometrije Ty, Ty € I vrijedi T1(P) = To(P), T1(Q) =
T5(Q) i T1(R) = Ty(R), onda je T} = Ts.

Dokaz. 1z pretpostavke da je T} (P) = To(P), T1(Q) = T2(Q) i T1(R) = Ty (R)
slijedi
(T o T3)(P)

(T7 ! o T5)(Q)
(T7 ' o Ty)(R)

Ty Y (Ty(P)) = Ty Y(Th(P)) = P,
T (T2(Q) = T (Th(Q)) = Q,
Ty (To(R)) = Ty (TA(R))

I
=

Kompozicija T;* o Ty je izometrija koja ima tri fiksne tocke, pa po teoremu
5.2 slijedi da je T, ' o Ty = id. Stoga je T} = T. m

Definicija 5.4. Preslikavanje T : R® — R? je ortogonalno ako vrijedi
(T(X),T(Y)) = (X,Y), VXY R

Iz definicije 5.4 vidimo da ortogonalno preslikavanje ¢uva skalarni pro-
dukt. Skup svih ortogonalnih preslikavanja ¢ini ortogonalnu grupu O(3).

Teorem 5.5. Neka je f : R? — R3 preslikavanje koje cuva skalarni produkt.
Tada je f linearni operator.

Teorem 5.6. Linearni operator f : R3 — R3 je ortogonalan ako i samo
ako f c¢uva normu.

Teorem 5.7. Linearni operator f : R3 — R3 je ortogonalan ako i samo
ako svaki jedinicni vektor 1z domene preslika u jedinicni vektor kodomene.

Teorem 5.8. Linearni operator f : R3 — R3 je ortogonalan ako i samo
ako preslikava bar jednu ortonormiranu bazu domene u ortonormirani skup
vektora kodomene.

Iskazi i dokazi teorema 5.5-5.8 u opcenitijem slucaju se nalaze u knjizi
Linearna algebra od K.Horvatica [4].

Ako je T : R* — R? ortogonalno preslikavanje, onda po teoremu 5.7
vrijedi T'(S?) C S2. Za svake dvije tocke X, Y € S? vrijedi

d(X,Y) = arccos (X,Y) = arccos (T'(X), T(Y)) = d(T(X),T(YV)).

Slijedi da je restrikcija T'|g2 : S? — S? izometrija.
Obratno, neka je T : S? — S? izometrija. Neka je {e, ez, e3} kanonska
baza od R3. Definirajmo

fl = T(Gl), fg = T(eg) i f3 = T(eg).
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Budu¢i da T' ¢uva udaljenost, vrijedi

d(fi, f;) = d(ei,e;) <= arccos (f;, f;) = arccos (e;, €;)
= (fi, fi) = lei, e5).
Zakljuéujemo da je skup {fi, fa, f3} takoder ortonormiran.
Neka je A : R? — R? jedinstveni linearni operator takav da je A(e;) =
fi, A(e2) = fo i A(es) = f3. Po teoremu 5.8 je linearni operator A orto-
gonalan. Tada je restrikcija A|g2 : S? — S? izometrija koja se podudara

s izometrijom 7" u tri tocke koje ne pripadaju na istoj velikoj kruznici. Po
korolaru 5.3 je A|g2 = T. Time smo dokazali ovaj teorem:

Teorem 5.9. Grupa izometrija I na S? je izomorfna ortogonalnoj grupi

0(3).

Primjer izometrije sfere je antipodalno preslikavanje koje definiramo na
sljededi nacin.

Definicija 5.10. Preslikavanje E : S? — S? nazivamo antipodalnim pres-
likavanjem ako vrijedi:

BE(X)=-X, VXcS%
Preslikavanje E je ocito restrikcija ortogonalnog operatora jer za sve vek-

tore X, Y € R? vrijedi (X,Y) = (=X, —Y). Samim time je F izometrija.

5.2 Osna simetrija sfere

Osna simetrija sfere je takoder primjer izometrije. Svaka izometrija sfere
moze se prikazati kao kompozicija najvise triju osnih simetrija. Prije nego
Sto dokazemo navedenu tvrdnju, definirat ¢emo osnu simetriju sfere i dokazati
njena svojstva.

Definicija 5.11. Osna simetrija na sferi s obzirom na veliku kruznicu | s
polom & je preslikavanje € : S?* — S? dano s

Q(X) = X —2(X, 8¢, VX € 52

Preslikavanje €2; ne ovisi o izboru pola velike kruznice {. Uzmemo li pol
suprotan polu & vrijedi:

(X)) = X = 2(X, =6)(=¢) = X +2(X, §) (=) = X = 2(X, §)¢.
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Slika 9: Osnosimetricna slika tocke X s obrziom na veliku kruznicu [

Propozicija 5.12. Neka je T : R? — R® definirano sa T(X) = X —
2(X,€)¢, ||&]| = 1. Tada je T ortogonalni operator.

Dokaz. Zelimo pokazati da T ¢uva skalarni produkt. Po definiciji preslikava-
nja T vrijedi

(T(X), T(Y)) = (X = 2(X, )&, Y = 2(Y, §)¢). (5.1)

Primjenom definicije 2.1 i propozicije 2.3 slijedi da je desna strana jednakosti
(5.1) jednaka

Stoga vrijedi

(r(X),T(Y)) =

(X,Y) - ,
=(X,Y) - < ><Y >—2< ,€>< £> (X,€>(Y,€>
=(X,Y) -

Y).

bl

= (X,

Time smo pokazali da osna simetrija ¢uva skalarni produkt, tj. da je T orto-
gonalni operator. O

Kako su preslikavanja T' i €); zadana istim pravilom, iz propozicije 5.12
slijedi ((X), (X)) = (X, X) =1, tj. Y(X) € S?, za svaki z € S%. Sto
ako tocka X pripada velikoj kruznici [? Tada vrijede ekvivalencije: X €
| <= (2,{) =0 <= Q(X)=X—-2-0-& = X. Preslikavanje €; je dobro
definirano.

Kako smo preslikavanje T ¢ija je domena R? definirali istim pravilom kao i
O na S?, slijedi da je osna simetrija sfere restrikcija ortogonalnog operatora.
Stoga je osna simetrija ujedno i izometrija.
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Propozicija 5.13. Osna simetrija € : S* — S? je involucija, tj.
QlOQl(X):X, VXGSQ

Dokaz. Kako je osna simetrija restrikcija ortgonalnog operatora, iz teorema
5.5 slijedi da je linearna. Stoga po definiciji 5.11 i definiciji 2.1 imamo:

Y ((X)) = (X —2(X,€)E)
= (X —2(X,£)§) — 2(X — 2(X,§)§, §)¢
=X —2(X, )€ — 2(X, )¢ — 2(—2(X,£)¢, )¢
= X —4(X, )+ 4(X, €)(&,6)¢
= X —4(X, )¢ +4(X,§)¢
= X.

]

Lema 5.14. Za svake dvije tocke X,Y € S? postoji osna simetrija Q; takva
da je (X)) =Y.

Dokaz. Neka su X,Y € S?. Pretpostavimo da one nisu antipodalne. Tada
po propoziciji 3.4 postoji jedinstvena velika kruznica m koja sadrzi te tocke
Ciji je pol jednak %

Zelimo pokazati da postoji osna simetrija €, : S? — S? takva da je
0 (X) =Y. Za trazenu os simetrije [ vrijedi da je okomita na veliku kruznicu

m i da je presjek [ "m = M poloviste luka XY

Odredimo prvo poloviste M. Vektore X i Y zbrajamo po pravilu para-
lelograma pa je vektor X + Y kolinearan s vektorom M. Normiranjem tog
vektora dobit ¢emo jedini¢ni vektor pa je

X+Y
X+ Yl

= S

Svaka velika kruznica jedinstveno je odredena svojim polom. Neka je &
pol velike kruznice [. Po definiciji 3.7 su dvije velike kruznice okomite ako su
im polovi ortogonalni. Stoga, trebamo odrediti £ takav da je (£, X xY) = 0.
Takoder, poloviste M pripada velikoj kruznici [ pa vrijedi (¢, M) = 0.

Kako je OM simetrala duzine XY, slijedi da je vektor XY okomit na

o
vektor OM. Zbrajanjem vektora Y i —X dobijemo vektor ¥ — X koji je
okomit na vektor M. Normiranjem dobijemo kandidata za &:

Y -X

= € 5%
Iy — X

§
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Slika 10: Konstrukcija osi simetrije [ koja preslikava tocku X u tocku Y

Direktnom provjerom vidimo da je

VoX X4V, 1 <
Y =X X+ YT Y = XX + Y

(&, M) = ( X+Y,X-Y).

Po definiciji 2.1 i propoziciji 2.3 vrijedi
(X+Y,X-Y)=(X, X)— (X, ")+, X)— (Y, Y)=1-0-—-1=0.
Takoder, direktnom provjerom vrijedi

XxV,  Y-X XxV, 1
XY= Y = XX < YT Y = XX > Y

(€ (Y —X, X xY).

Po definiciji 2.1 i propoziciji 2.8 vrijedi
V-XXxY)=Y,XxY)— (X, XxY)=0-0=0.

Pretpostavimo sada da su X,Y € S? antipodalne tocke. Tada postoji be-
skonacno mnogo velikih kruznica koje prolaze tockama X i Y, tj. postoji
beskonac¢no mnogo polovista koja ¢ine os simetrije [. Kako su X i Y antipo-
dalne, one su ujedno polovi velike kruznice [. Stoga je os simetrije odredena
s polovima £X. Uistinu, po definiciji 5.11 vrijedi

QX)) =X —2(X, X)X =X —2X = —X.
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Lema 5.15. Neka je Q; : S? — S? osna simetrija i X, Y € S%, (V) £ Y.
Ako je d(X,Y) = d(X,(Y)), onda je (X)) = X.

Dokaz. Neka je ,(Y) = Y. Tada je d(X,Y) = d(X,Y;). Kako je funkcija
arccos injektivna, slijedi da je (X,Y) = (X,Y)). Po propoziciji 2.3 vrijedi

(X,Y)=(X,}1) <= (X,)Y) - (X.\1) =0 <= X,V -Y;) =0.

Ako tocke Y i Y] nisu antipodalne, onda iz dokaza leme 5.14 slijedi da je
ﬁ pol velike kruznice [. Stoga je X € [, odnosno ;(X) = X.

Ako su tocke Y i Y] antipodalne, onda su iz dokaza leme 5.14 slijedi da
su vektori Y i Y] polovi velike kruznice [. Stoga je (X,Y) = (X,Y;) = 0.
Slijedi da je X fiksna tocka preslikavanja €);. m

Teorem 5.16. Svaka izometrija sfere se moZe prikazati kao kompozicija
najvie tri osne simetrije sfere.

Dokaz. Neka su A, B,C € S? tocke koje ne pripadaju istoj velikoj kruznici i
neka je f : S? — S? izometrija. Nekaje f(A) = Ay, f(B) = Byi f(C) = ().

Kada bi A, B i C' bile fiksne tocke izometrije f, onda bi po teoremu 5.2
preslikavanje f bilo identiteta. Tada za osnu simetriju §2; s obrziom na bilo
koji pravac [ € S? vrijedi f = ;0 (.

Pretpostavimo da barem jedna od tocaka A, B i C' nije fiksna tocka
preslikavanja f. Bez smanjenja opéenitosti neka je f(A) # A. Tada po
lemi 5.14 mozemo definiratiti osnu simetriju €, : S? — S? takvu da je
Q1 (A) = A;. Po propoziciji 5.13. vrijedi da je

(Ql o f)(A) = Ql(f(A)) = Q1(141) = A

Slijedi da je A fiksna tocka preslikavanja €2; o f. Kada bi B i C bile fiksne
tocke tog preslikavnja, onda bi po teoremu 5.2 vrijedilo da je €2, o f identiteta.
Kako je €; involucija, vrijedilo bi da je 2,0 f =id < f = (.

Pretpostavimo da barem jedna od tocaka B i C nije fiksna tocka presli-
kavanja €2y o f. Bez smanjenja opéenitosti neka je (2 0 f)(B) = Bs, By # B.
Tada po lemi 5.14 mozemo definirati osnu simetriju Qy : S? — S? takvu da
je Q9(B) = Bsy. Tada po definiciji 5.1 vrijedi

d(A,B) L d(A,, B)) £ d(A, By).

Po lemi 5.15 slijedi da je A fiksna tocka preslikavanja 5. Po propoziciji 5.13.
za tocku B vrijedi:

(€209 0 [)(B) = Q(u(f(B))) = Qa(h(B1)) = Qa(Be) = B.
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Stoga su A i B fiksne tocke preslikavanja €25 0 €25 o f. Kada bi C' bila fiksna
tocka tog preslikavanja, onda bi po teoremu 5.2 vrijedilo da je 25 0 {2 o f
identiteta. Analogno prethodnom slu¢aju, kako su €25 i €25 involucije, vrijedilo
bi f = Q1 00Q,.

Pretpostavimo sada da C' nije fiksna tocka preslikavanja {25 0 o f. Neka
je (080 f)(C) =C5 # Cinekaje (Q 0 f)(C) = Cy. Tada po lemi 5.14
mozemo definirati osnu simetriju 3 : S? — S? takvu da je Q(C) = Cs.
Tada po definiciji 5.1 vrijedi

d(A,C) L d(Ar, Cr) 2 d(A, Cy) B d(A, Cy).

Analnogno vrijedi

951

d(B,C) L d(By,C1) % d(By, Cy) £ d(B, Cy).

Stoga su po lemi 5.15 tocke A i B fiksne tocke preslikavanja €23. Po propoziciji
5.13. za tocku C' vrijedi:

(300000 f)(C) =Q3

Stoga su A, B i C fiksne tocka preslikavanja €23 0 Q25 0 €)1 o f. Po teoremu
5.2 vrijedilo da je €23 0€)5 0, o f identiteta. Analogno prethodnom slucaju,
kako su 24, 25 i 23 involucije, slijedi f = €2y o €25 0 (23. ]

5.3 Sukladnost sfernih trokuta

Sferni trokuti AABC' i AA;B;C; su sukladni ako postoji izometrija koja
trokut AABC preslika u trokut AA; B;C;. Prisjetimo se da je izometrija
prelikavanje koje cuva udaljenost. Za sferni trokut vrijede sljede¢i teoremi o
sukladosti:

Teorem 5.17 (SSS). Ako se sfernim trokutima NABC i ANA;B1Cy podu-

daraju duljine odgovarajucih stranica, onda su oni sukladna.

Dokaz 1. Neka su AABC i AA;B;Cy sferni trokuti takvi da je d(A, B) =
d(Ay, By), d(A,C) = d(A1,Ch) 1 d(B,C) = d(By,Cy). Tvrdimo da postoji
izometrija f : S? — S? takva da je f(A) = Ay, f(B) =B, i f(C) = C}.
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Neka je A = Ay, B= B; i C = (). Tada se trokuti AABC i ANA;B;C}
preklapaju.

Pretpostavimo sada da se bar jedna tocka ne preklapa. Neka je A # Aj.
Zbog leme 5.14 moZemo definirati osnu simetriju €; : S? — S? takvu da
je Y (A) = A;. Kada bi vrijedilo da je €,(B) = By i (C) = C, onda bi
f =€ bila trazena izometrija.

Pretpostavimo da je ;(B) = B' # B; i )(C) = C'. Definirajmo sada
osnu simetriju Q,, : S — S? takvu da je Q,,(B’) = B;. Neka je Q,,(C") =
C". Sto je osnosimetriéna slika tocke A; s obzirom na pravac m? Zbog osne
simetrije €2; vrijedi

d(A,B) = d(Ay, B).

S druge strane, iz pretpostavke da je d(A, B) = d(A;, By) imamo jednakost
d(Ay, B) = d(Ay, By).

Stoga iz leme 5.15 slijedi da je Q,,(A4;) = A;. Kada bi vrijedilo da je Q,,(C") =
(1, onda bi po teoremu 5.16 kompozicija f = €20, bila trazena izometrija.
Pretpostavimo da je Q,,(C') = C” # C). Definirajmo osnu simetriju

Q, : S? — S? takvu da je Q,(C") = Cy. Tada vrijedi

d(A,C) 2 d(A,,C) 2 d(A,, C").
Kako je d(A,C) = d(A;, CY), slijedi da je

d(A1,C") = d(A1, CY).

Po lemi 5.15 vrijedi Q,(A;) = A;. Analogno se pokaze da je Q,(B1) = Bj.
Stoga kompozicija osnih simetrija f = 2, o Q,, o €); preslikava tocke A,

B i C redom u tocke Ay, By i C pa je po teoremu 5.16 f = £, 0 €, o €}

trazena izometrija. O

Dokaz 2. Neka su AABC 1 AA;BC sferni trokuti takvi da je d(A, B) =
d(Al, Bl), d(A, C) = d(Al, Cl) i d(B, C) = d(Bl, Cl) Tadaje PO deﬁnlClJI 3.8
(A, B) = (A1, B1), (A,C) = (A1,C1) 1 (B, C) = (B1,Ch). Skup {4, B,C} je
baza pa mozemo definirati jedinstveni linearni operator 7' : R? — R? takav
daje T'(A) = Ay, T(B) = B, 1 T(C) = (. Pokazimo da je T" ortogonalan.

Neka je X € R? proizvoljan vektor. Tada se X moZe na jedinstven nacin
prikazati kao X = aA + B + 7C. Iz toga slijedi

T(X) = T(aA+ BB +~C) = aT(A) + BT(B) +4T(C) = ad; + 8By +~C4.
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Nadalje, vrijedi | X||* = (aA+ BB +~C,aA+ BB +yC). Stoga iz definicije
2.1 i propozicije 2.3 slijedi

IX)* = a® + B2+ 4% + 2a8(A, B) + 2ay(A, C) + 26v(B, C)
=’ + 32+ + 2a(A1, B1) + 2av(Ay, Cy) + 2pv(By, Ch)
= | T(X)|>

Tada vrijedi | X || = ||T(X)||, VX € R?. Time smo pokazali da T' ¢uva normu,
pa iz teoremu 5.6 slijedi da je T ortogonalan. Stoga je T|g2 : S* — S?
trazena izometrija.

]

Teorem 5.18 (SKS). Ako se sfernim trokutima AABC i AA;B,Cy podu-
daraju duljine dviju stranica © mjera kuta kojeqg te stranice odreduju, onda su
oni sukladni.

Dokaz. Neka su AABC' i AA,B;Cy sferni trokuti takvi da je b = by, a = o
i ¢ = ¢;. Koristimo standardne oznake oznake b = d(A,C), by = d(A;,CY),
a = KBAC, a1 = ABlAlCl, C = d(A, B) i C1 = d(Al, Bl) Tada PO deﬁHICIJI
3.8 vrijedi (A,C) = (A1, C1) i (A, B) = (A4, By). 1z defincija 3.7 1 2.6 slijedi

<AXB,AXC> . <A1XBl,A1><Cl>
cosa = i cosag = :
[A > B[|Ax C] LA B[ A < G
Znamo da je ||A x B|| = sinc = sin¢; = ||[A; X By]] 1 ||A x C|| = sinb =
sinb; = [|A; x C]|. Izjednacavanjem cos o = cos o slijedi (A x B, A x C) =

(A; x By, A1 x C1). Iz 2. svojstva propozicije 2.9 slijedi
Stoga iz pretpostavke slijedi

(B,C) = (Ax B,AxC)+ (A, B)(A,C)
= <A1 X Bl,Al X Cl> -+ <A1,B1><A1,Cl>
= (B, Ch).

Dobili smo da je a = a; pa po teoremu 5.17 slijedi da su trokuti AABC' i
AAlBlCl sukladni. ]

Neka je AABC sferni trokut. Polarni trokut AA’B’C” definiramo na
sljedeci nacin. Neka je A’ pol velike kruznice BC' takav da se tocke A i A’
nalaze s iste strane te velike kruznice. Analogno definiramo tocke B’ i C'.
Tada vrijedi
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BxC Cx A Ax B

Al=4+—" " B =4+—"" R
1B =l Ioxa] YT Faxs]

Pokazuje se da u sve tri jednakosti stoji predznak + ili u sve tri jednakosti
stoji predznak — ( ovisno o orijentaciji trokuta AABC'). U nastavku ¢emo
pretpostaviti da je predznak +, a u suprotnom slucaju dokazi su analogni.

Teorem 5.19. Neka su u trokutu NABC' duljine stranica © mjere kutova
a,b,c i a,B,v, au odgovarajuéem polarnom trokutu a’,b',c i o', ,~". Tada
vrijedi

d=r—a b=r-8 d=1-7,

o =nr—a, [=71-0 F=r1r-c

Dokaz. 1z definicije polarnog trokuta vrijedi

CxA A><B>
|C < All" |A < B

_ arceos [ (AXC AxB,
- [AxC] 1A% B

AxC AxB>
A C|"|Ax B

a' = d(B',C") = arccos (

= m — arccos (
=7 — .

Analogno se pokaze daje b =7 — [ficd =7 — 7.

Neka je AA” B”C" polarni trokut od AA’B'C’. Tada je AA”B"C"” jednak
polaznom trokutu AABC. Stoga je a = a” = m — /. Iz toga slijedi da je
o =7 — a. Analogno se pokaze daje f' =7 —biy =m —c. ]

Teorem 5.20 (KKK). Ako se sfernim trokutima AABC i AA;B,Cy podu-
daraju mjere svih kutova, onda su oni sukladni.

Dokaz. Neka su ANABC i AA;B;C sferni trokuti takvi da je « = aq, 8 = 1
iy =m.Neka su AA'B'C' i AA|B{C] redom njihovi polarni trokuti. Tada
po teoremu 5.19 vrijedi da je ' = 7 —aiad] = m—a; paje d = a|. Analogno
se pokaze da je O = b} i ¢ = ¢]|. Stoga su po teoremu 5.17 trokuti AA'B'C’
i AA]B]CY sukladni pa vrijedi o = o}, f = ] 1+ = +}. Po teoremu 5.19
vrijedi «/ = 7 —aia) =7 —a; paje a = a;. Analogno se pokaze da je
b= b 1ic= c. Stoga su po teoremu 5.17 su trokuti AABC i ANA,B,C}
sukladni. O]
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Teorem 5.21 (KSK). Ako se sfernim trokutima ANABC' i ANA;B,Cy podu-
dara dulyina jedne stranice i mjere kutova nad tom stranicom, onda su oni
sukladna.

Dokaz. Neka su AABC' i AA,B,Cy sferni trokuti takvi da je a = a1, c = ¢4
i 8 = f1. Neka su AA'B'C" i AA|B]C" redom njihovi polarni trokuti. Iz
teorema 5.19 slijedi @’ = 1—a ia}] = 7—ay paje a’ = a}. Analogno se pokaze
da je b = b}. Po istom teoremu slijedi da je ¥/ =7 —ci~vy] =7 —c; paje
7' = ~1. Stoga su po teoremu 5.18 trokuti AA'B'C" i AA!| B|C] sukladni pa
vrijedi o/ = o}, ¢ =} i 8 = p]. 1z teorema 5.19 slijedi da je a = a1, v =7
i b= b;. Stoga su po teoremu 5.18 trokuti AABC i AA,B;Cy sukladni. [

U euklidskoj geometriji vrijede svi iskazani teoremi o sukladnosti trokuta
osim teorema 5.20. Naime, KKK teorem o sukladnosti trokuta vrijedi samo
za slicne trokute euklidske geometrije. Po teoremu 4.9 u sfernom trokutu
iz poznatih mjera kutova mozemo odrediti duljine stranica, sto u euklidskoj
ravnini nije moguce.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo kroz ¢etiri poglavlja obradili osnovne rezultate
sferne geometrije izgradene na R3. U drugom poglavlju smo definirali osnovne
pojmove: sfera, velika kruznica, antipodalne tocke i udaljenost izmedu dviju
tocaka. U tretem poglavlju smo proucavali sfernu trigonometriju. Defini-
rali smo sferni trokut i dokazali analogone kosinusova, sinusova i Pitagorina
poucka. Potom smo pokazali nekoliko rezultata za pravokutni sferni trokut i
dualni teorem o kosinusu koji nema analogona u euklidskoj geometriji. U pe-
tom poglavlju smo obradili grupu izometrija sfere. Definirali smo izometriju
na sferi, ortogonalni operator na R? i pokazali da je grupa izometrija na sferi
izomorfna ortogonalnoj grupi na R3. Zatim smo definirali osnu simetriju i
pokazali da se svaka izometrija sfere moze prikazati kao kompozicija najvise
tri osne simetrije. Na samom kraju smo dokazali da na sferi, uz standardne
teoreme o sukladnosti trokuta, vrijedi i K K K teorem o sukladnosti.
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Summary

In this thesis divided in four chapters we studied fundamental results of sp-
herical geometry considered as a subset of R®. In the second chapter we
defined elementary terms: sphere, great circles, antipodal points and the
distance between two points. In the third chapter we studied spherical tri-
gonometry. We defined the spherical triangle and proved analogues of the
cosine theorem, the sine theorem and the Pythagoras’ theorem. Then, we
proved several results about right-angled triangles and proved the dual cosine
theorem which doesn’t have an analogue in Euclidean geometry. In the fifth
chapter we studied the isometry group of the sphere. We defined the isometry
of sphere, orthogonal operator on R? and proved that there is a isomorphism
between the isometry group of sphere and the orthogonal group of R3. Then,
we defined reflections and proved that every isometry of the sphere can be
represented as the composition of at most three reflections. At the end we
proved that besides ordinary congruence criteria for triangles, on the sphere
the AAA criteria also holds.
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