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Uvod

“What is mathematics? It is only a systematic effort of solving puzzles
posed by nature.”

— Shakuntala Devi

U danaSnjem se druStvu teski zahtjevi stavljaju pred pojedince, koji se suoCavaju s
problemima u mnogim aspektima svog Zivota. Da bi uspjeSno odgovorili na zah-
tjeve 1 pristupili problemima, pojedinci bi trebali usvojiti klju¢ne Zivotne kompe-
tencije, medu kojima je i matematicka kompetencija. Radi se o sposobnosti razvoja
i primjene matematickog misljenja kako bi se rijesio niz problema u svakodnevnim
situacijama.

Iako mnogi ljudi zauzimaju stav da se matematika niti matematicko misljenje ne
primjenjuju niti mogu primijeniti u svakodnevnom Zivotu, s druge strane nalaze se
ljudi koji iznimno cijene matematicke kompetencije. Jedan od njih je i Elon Musk,
jedan od utjecajnijih ljudi danasnjice, koji navodno na razgovoru za posao ispita-
niku postavlja inacicu jednog poznatog zadatka.

Zadatak glasi: “Lovac krece iz svog Satora i hoda 10 km prema jugu. Nakon toga
skrece 1 hoda 10 km prema zapadu. Onda skrece prema sjeveru i hoda 10 km. Na-
kon prehodanih 30 km nalazi se na mjestu s kojeg je krenuo, pred svojim Satorom,
no ne moZe uéi jer je unutra medvjed. Koje je boje medvjed?”

Svi znamo rjeSenje ovog zadatka - medvjed je bijele boje, jer se lovac nalazi na
Sjevernom polu. No, ukoliko bi ispitanik odgovorio da je pocetno mjesto lovca
Sjeverni pol, docekalo bi ga pitanje: ,,I od kuda joS lovac moZe krenuti?*“. Ovim
zadnjim pitanjem bavim se u ovom diplomskom radu.

Nas planet Zemlja izgledom nas podsje€a na kuglu, iako ne skroz pravilnu, no
njezina se povrSina moZe aproksimirati sferom. U tom je slu€aju zapravo zada-
tak pronaci sve tocke na sferi s kojih se moze krenuti i hodati odredenu udaljenost
prema jugu, zatim istu udaljenost prema zapadu te prema sjeveru i do¢i u istu tocku.
Takvih tocaka na sferi ima beskona¢no mnogo.



SADRZAJ 2

U prvom poglavlju opisani su osnovni pojmovi sferne geometrije te su navedeni
osnovni teoremi i definicije toga podruc¢ja. U drugom su poglavlju opisana rjeSenja
navedenog zadatka, prvo na sferi, a zatim i na kruZnom valjku i kruZnom stoScu. Na
samom kraju drugog poglavlja navedena su zapaZanja o postojanju takvih to¢aka na
opcenitoj rotacijskoj plohi.



Poglavlje 1

Sferna geometrija

1.1 Sfera

Definicija 1.1.1. Sfera je skup svih tocaka prostora koje su na jednakoj euklidskoj
udaljenosti od cvrste tocke O koja se zove srediste ili centar sfere, a ta udaljenost
R naziva se polumjer sfere.
Dakle, sfera je skup

S2(O;R) ={T € R}|d(O,T) = R).

Sfera s centrom u ishodistu O koordinatnog sustava i jedini¢nim polumjerom zove
se standardna sfera i biljezi sa S>. Dakle S? = S%(0; 1). Svaka sfera je rubna
ploha kugle. Ima polumjer i srediSte koji se poklapaju s polumjerom i srediStem
pripadne kugle.

Teorem 1.1.2. Svaki presjek sfere s ravninom je ili kruzZnica ili prazan skup.

Dakako, presjek sfere i ravnine moze biti i tocka, no tocku moZemo smatrati kruZnicom
polumjera 0.

Korolar 1.1.3. Ako ravnina koja presjeca sferu prolazi sredistem, tada je presjek
sfere i ravnine kruznica ¢iji je polumjer jednak polumjeru sfere.

Definicija 1.1.4. Ravnina koja sijece sferu u kruZnici koja ima jednak polumjer kao
i sfera naziva se glavna kruznica ili ortodroma sfere. Sve ostale kruZnice nastale
presjecanjem sfere i ravnine nazivaju se sporedne kruZnice sfere.

Definicija 1.1.5. Antipodalne tocke sfere su tocke koje su jedna drugoj centralno
simetricne s obzirom na srediste sfere.
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Najpoznatiji primjer glavnih kruZnica na kugli zemaljskoj su ekvator i meridijani,
dok su najpoznatije antipodalne toc¢ke sjeverni i juzni pol. KruZnice paralelne s
ekvatorom nazivamo paralele. Sve paralele osim ekvatora su sporedne kruznice.

Korolar 1.1.6. Dvije glavne kruznice sfere uvijek se medusobno raspolavljaju.

Dokaz. Neka sull iIl, ravnine u kojima leze zadane glavne kruZnice. Znamo da je
presjek tih dviju ravnina pravac. Buduci da obje zadane ravnine prolaze srediStem
sfere, pravac presjeka ravnina sadrZi jedan promjer sfere. Krajnje tocke svakog pro-
mjera rapolavljaju kruznicu, pa krajnje tocke promjera na presjeku ravnina takoder
pripadaju glavnim kruZnicama i raspolavljaju ih. O

Propozicija 1.1.7. Svaka glavna kruZnica sfere raspolavlja sferu.

Dokaz. Neka je R polumjer sfere, a I ravnina kojoj pripada zadana glavna kruZnica.
Po definiciji, ravnina II prolazi srediStem sfere. Neka je T proizvoljna tocka sfere,
a T’ njezina osnosimetri¢na slika s obzirom na I1, te neka je N noZiSte okomice iz
T na I1. Promotrimo sliku [[11

Slika 1.1: Glavna kruZnica sfere raspolavlja sferu

Trokuti ANOT i ANOT’ imaju zajedni¢ku stranicu ON, kutovi ZONT i ZONT’ su
pravi, a stranice NT i NT’ su sukladne. Prema tome, navedeni trokuti su sukladni
po S — K — S poucku o sukladnosti te vrijedi |OT| = |OT’| = R. Dakle, tocka T’
nalazi se na sferi, i vidljiva je bijekcija dijelova sfere koje dobivamo presijecanjem
ravninom [1. Prema tome, ravnina I1 raspolavlja sferu.

O



POGLAVLIJE 1. SFERNA GEOMETRIJA 5

1.2 Sferna udaljenost

Kroz dvije tocke A i B na sferi koje nisu antipodalne prolazi beskonacno mnogo
sporednih kruznica, no samo jedna glavna kruznica. Neka su k; 1 k, dvije sporedne
kruZnice kroz A i B, te g glavna kruZnica kroz A i B (slika[I.2).

A

Slika 1.2: Glavna i sporedne kruznice kroz to¢ke A i B

Glavna kruZnica ima najveci polumjer, pa tako i najmanju zakrivljenost. Uspore-
dimo li veli¢ine lukova AB malih kruZnica k| i k, s istim lukom kruZnice g, vidimo
[

da je luk AB kruznice g najkraca spojnica tih dviju tocaka na sferi (slika|l.2)), pa nju
uzimamo kao udaljenost tih dviju tocaka.

Definicija 1.2.1. Neka su dane dvije tocke na sferi. Sferna udaljenost tih dviju
tocaka je duljina manjeg luka izmedu tih tocaka koji pripada glavnoj kruzZnici sfere
koju zadane dvije tocke odreduju.

Sternu udaljenost dviju to¢aka mozemo izraziti mjerom za duljinu ili mjerom za kut
(slika[T.3).

Kutna mjera sferne udaljenosti je kut izmedu polumjera OA i OB mjeren u sredistu
kugle. Tim kutom sferna udaljenost je jednoznacno odredena. Duzinska mjera
sferne udaljenosti je duljina luka velike kruZnice izmedu toCaka A i B, a oznaCava

se s AB = R-a. DuZinska i kutna mjera su ravnopravne, iako se u sfernoj geometriji
uobicajno upotrebljava kutna mjera.
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Slika 1.3: Sferna udaljenost

1.3 Sferni koordinatni sustav

Neka je zadan pravokutni koordinatni sustav (O; x,y, z). Sferni koordinatni sustav
(O; 1,6, ¢) uvodimo tako da srediSte O sfernog sustava postavimo u srediSte O pra-
vokutnog koordinatnog sustava (slika|1.4).

Tada r predstavlja udaljenost zadane tocke od ishodiSta O koordinatnog sustava,
0 predstavlja kut izmedu pozitivnog dijela z-osi 1 pravca koji spaja ishodiste 1 za-
danu tocku, a ¢ predstavlja kut izmedu projekcije pravca koji spaja zadanu tocku
s ishodiStem na xy-ravninu, i pozitivnog dijela x-osi. Veza izmedu pravokutnih i
polarnih koordinata dana je sljede¢im izrazima:

x(r,0,¢) = rsinfcos ¢
y(r,6,¢) = rsinfsing
z(r,0,¢) = rcosé

Prethodne izraze koristimo za prelazak iz sfernih u pravokutne koordinate, a sljedeée
za prelazak iz pravokutnih u sferne koordinate:
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r2:x2+y2+zz

cosf =

Z
P
Y
X

gy =

Slika 1.4: Veza sfernog i Kartezijevog koordinatnog sustava

Ako promatramo tocku na Zemljinoj povrsini, r ¢e predstavljati udaljenost te tocke
od sredista Zemlje, ¢ e predstavljati zemljopisnu duzinu, koju mjerimo isto¢no,
odnosno zapadno od nultog meridijana Greenwicha, a pomocu kuta 6 lako mozemo
do¢i do zemljopisne Sirine, koju mjerimo sjeverno, odnosno juzno od ekvatora. Na-
ime, zemljopisna Sirina i duZina obi¢no se oznacavaju u stupnjevima, minutama
i sekundama. Tako ¢emo, ukoliko se nalazimo na sjevernoj polutki, zemljopisnu
Sirinu dobiti oduzimanjem kuta € od 90°, a ako se nalazimo na juznoj polutki, dobit
¢emo ju oduzimanjem 90°od kuta 6.
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1.4 Sferni trokut

Definicija 1.4.1. Sferni trokut je dio sfere odreden s tri tocke na sferi od kojih nikoje
dvije nisu dijametralne. Omeden je s tri luka glavnih kruZnica.

Dakle, njegove stranice su lukovi, a njihove duljine jednake su veli¢inama pripa-
dajucih kutova. Tri toCke na sferi odreduju dva razliita sferna trokuta, no podrazu-
mijevamo da se radi o onom trokutu koji je manji od polovine sfere.

Definicija 1.4.2. Kut sfernog trokuta je kut izmedu tangenata glavnih kruznica
stranica trokuta, koje se sastaju u vrhu kuta.

Definicija 1.4.3. Sferna kruznica je svaka sporedna kruZnica sfere. Sferno srediste
jest ona tocka sfere koja je jednako udaljena od svih tocaka te kruzZnice. Sferno
srediste neke glavne kruznice je takoder tocka sfere koja je jednako udaljena od
svih tocaka te kruZnice. Takve tocke se jos zovu i polovi glavne kruZnice. Svaka
glavna kruznica ima dva pola i njihova je polara.

Definicija 1.4.4. Neka je ABC sferni trokut, A’, B’, C’' redom polovi stranica BC, CA
i AB takvi da su A i A’ na istoj strani glavne kruZnice kroz BC, B i B’ na istoj strani

glavne kruZnice kroz CA, a C i C’ na istoj strani od AB. Tada A’B’'C’ nazivamo
polarnim trokutom od ABC.

Teorem 1.4.5. Zbroj duljina stranica sfernog trokuta manji je od 2.

Teorem 1.4.6. U dva medusobna polarna trokuta svaki kut jednog trokuta suple-
mentaran je duljini stranice drugog trokuta koja je nasuprotna odgovarajucem vrhu.

Teorem 1.4.7. U svakom sfernom trokutu zbroj veli¢ina kutova veci je od m i manji
od 3.

Dokaz. Neka su a, 8,y kutovi sfernog trokuta te a’, b’, ¢’ nasuprotne stranice polar-
nog trokuta. Tada po teoremu [I.4.6] vrijedi:

a+d =B+b =y+c =nm.
Zbrajanjem gornjih jednakosti dobivamo

a+B+y+ad +b +c =3n,
pa iz toga moZemo zakljuciti da je

a+pB+y<3m
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Po teoremu vrijedi
a+b+cd <2nm
pa slijedi da je
a+p+y>nm.



Poglavlje 2

RjeSenja na razliCitim rotacijskim
plohama

Ponovimo jo$ jednom zadatak: “Lovac krece iz svog Satora i hoda 10 km prema
jugu. Nakon toga skrece i hoda 10 km prema zapadu. Onda skreée prema sjeveru i
hoda 10 km. Nakon prehodanih 30 km nalazi se na mjestu s kojeg je krenuo, pred
svojim Satorom, no ne moZe u¢i jer je unutra medvjed. Koje je boje medvjed?”

Svi bismo pomislili - medvjed je bijele boje, jer se nalazi na Sjevernom polu. No,
to nije jedina tocka na Zemlji s ovim svojstvom - njih ima beskona¢no mnogo.
U ovom dijelu rada traZimo sve tocke s tim svojstvom na razli¢itim rotacijskim
plohama. Nema niSta posebno ni u udaljenosti od 10 km - rjeSenja postoje 1 za
druge udaljenosti a.

2.1 Sfera

Trivijalno rjesenje

Trivijalno rjeSenje je dakako Sjeverni pol (slika [2.I). Naime, kamo god krenuli iz
Sjevernog pola, krenuli smo na jug. Kada lovac promijeni smjer kretanja prema
zapadu, kree se okomito od smjera prema jugu, Sto znaci da je skrenuo za 90°.
Analogno, kada promijeni smjer kretanja od zapada prema sjeveru, takoder se za-
krenuo za 90°. Bududi da se radi o istim udaljenostima od 10 km, trokut je jedna-

kostrani¢an, pa su mu i kutovi jednaki. To znaci da sferni trokut kojeg je propjesacio
lovac ima tri prava kuta.

10



POGLAVLIJE 2. RIESENJA NA RAZLICITIM ROTACIJSKIM PLOHAMA 11

S

A

Slika 2.1: Trivijalno rjeSenje

Netrivijalna rjeSenja

Na sferi imamo beskona¢no mnogo takvih to¢aka koje opisuju kretanja u zadatku.
Neka je a udaljenost koju lovac treba prijeci u jednom smjeru.

Zamislimo kruznicu /; paralelnu ekvatoru kojoj je opseg . Tada pocetna pozicija
lovca moZe biti bilo koja tocka na kruznici k; koja je takoder paralelna ekvatoru, a
nalazi se na sfernoj udaljenosti a sjeverno od kruZnice /;.

Takoder, neka je kruznica [, paralelna ekvatoru kojoj je opseg 5. Tada pocetna
pozicija lovca moZe biti bilo koja to¢ka na kruZnici k, koja je takoder paralelna
ekvatoru, a nalazi se na sfernoj udaljenosti « sjeverno od kruZnice I, jer se lovac
krece a prema jugu, dolazi do kruZnice /, koju obilazi dvaput (odnosno prelazi uda-
ljenost 2 - & = ) te se istim putem vraca sjeverno do kruznice k,. Analogno, ako
je I, kruznica paralelna s ekvatorom opsega 7, rjeSenja su tada sve tocke koje se na-
laze na kruZnici k, paralelnoj s ekvatorom, a udaljenoj od kruznice [, za @ (slika[2.2)

OpiSimo sada te kruZnice.
Zelimo nadi sve tocke

T = (x,y,z) = (sinfcos ¢, sin #sin ¢, cos 6)

na jedini¢noj sferi koje zadovoljavaju zadatak. Buduéi da se takve toCke nalaze na
paraleli (kruZnici paralelnoj s ekvatorom), znamo da ¢ € [—m, 7].
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ln

Slika 2.2: Opce rjeSenje zadatka na sferi

Tada trazimo sve 6 za koje vrijedi zadatak.
Presjecemo li sferu ravninom koja sadrzi tocke A, B i O, dobivamo glavnu kruZnicu
sfere (slika[2.3)).
Neka je « udaljenost koju lovac treba prijeci u jednom smjeru, a € [0, 7], an € N.
Neka je [, paralela kojoj je opseg O;, = ¢ itocka A € [,. Tada je radijus kruZznice /,
jednak
a
n= . 2.1
" 2nm @D
Neka je k, paralela i tocka B € k, takva da je AB = a.
Na slici [2.3| nalazi se presjek sfere po glavnoj kruznici koja sadrzi tocke A i B.
Iz AAA’O i dobivenog radijusa (2.1)) slijedi
Tn o'
inx=— = —. 2.2
sin x T (2.2)
Takoder, 0 + @ + x = 7, odnosno

x=n-0-a. (2.3)
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Slika 2.3: Glavna kruznica kroz tocke A1 B

Iz (2.2) i (2.3]) dobivamo

sin(t— 60 —a) = —. (2.4)
2nm
Na cijelu jednakost djelujemo funkcijom arcsin 1 dobivamo
m— 6 — a = arcsin (i), (2.5)
2nm
odnosno, nakon sredivanja
0 = m — a — arcsin (i) (2.6)
2nm

Dobili smo vrijednosti svih 6 koji ovise o . Dakle, tu ovisnost gledamo kao funk-
ciju
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@) = 7 - o — arcsin 5. @.7)
2nr

Uvrstimo li u 6(@) razli¢ite vrijednosti prirodnog broja n, dobivamo familiju sku-

pova rjeSenja zadatka, prikazanu na slici 2.4 Funkcija 6(a) konvergira u pravac

nm — « kada n konvergira u 0.

Tl'_
i n=1
2.8 1 n=2
n=3
26 1 n=4
241 n=25
N n=50
2.2
2.
1.8 1
16 1
141 N\
1.2 1
1-
0.8 1
0.6 1
0.4
0.2 1
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 286 28 3 I

Slika 2.4: Graf funkcije 6(a)
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2.2 Kruzni valjak

Ako svakom tockom ravninske krivulje povucemo pravac paralelan s nekim prav-
cem prostora, dobit ¢emo skup toCaka koji zovemo valjkastom ili cilindriénom plo-
hom. Ti se pravci zovu izvodnice valjkaste plohe, a krivulja njezinom ravnalicom
ili direktrisom.

Ploha kojoj je direktrisa kruznica x*> + y* = r%,z = 0 u xy-ravnini, a izvodnice para-
lelne s osi z naziva se kruzni valjak.

Uvedimo za pocetak cilindricki koordinatni sustav.

Cilindricki koordinatni sustav

Neka je zadan pravokutni koordinatni sustav (O; x, y, 7). Cilindri¢ki koordinatni sus-
tav (O; p, ¢, z) uvodimo tako da srediSte O cilindrickog sustava postavimo u srediSte
O pravokutnog koordinatnog sustava (slika[2.5)).

T(p,9,2)

A
KD

X

Slika 2.5: Veza cilindri¢nog i Kartezijevog koordinatnog sustava
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Tada p predstavlja euklidsku udaljenost zadane tocke od z-osi O koordinatnog sus-
tava, ¢ predstavlja kut kojeg projekcija pravca koji spaja zadanu toc¢ku s ishodiStem
na xy-ravninu zatvara s pozitivnim dijelom x-osi, a z je euklidska udaljenost tocke
od njezine projekcije na xy-ravninu.

Veza izmedu pravokutnih i cilindri¢kih koordinata dana je sljedeCim izrazima:

x(p,p,27) = pcose
Y, 9,2) = psing
2p,9,2) =2

Za prelazak iz pravokutnih u cilindricke koordinate koristimo sljedece izraze:

=24y
y

tgp =~
x

=2

RjeSenje zadatka za kruzni valjak

Kruzni je valjak u cilindrickom koordinatnom sustavu dan kao p = R, gdje je R
radijus valjka.

Neka je d prijedena udaljenost iz danog zadatka, te neka su kruZnice k i [ dobivene
presjekom valjka i ravnina paralelnih xy-ravnini. Neka je B proizvoljna tocka na
kruznici /1 A tocka na kruznici k tako da se A 1 B nalaze na istoj izvodnici valjka.
Neka je udaljenost tocaka A i B jednaka d (slika[2.6).

Opseg valjka, kao i kruznica k i [ je konstantan i iznosi O = 2Rm.

Buduci da je opseg valjka konstantan, ako uzmemo u obzir da valjak smijemo obiéi
viSe puta, problem ima smisla promatrati samo za one udaljenosti d koje su jednake
cjelobrojnom visekratniku opsega valjka, odnosno

d=2nRr, neN
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Slika 2.6: Kruzni valjak

Zelimo naci sve tocke

A =(x,y,2) = (pcosg,psing,z)

za koje vrijede uvjeti zadatka. Za sve toCke na kruznom valjku vrijedi p = R, a
bududi da se svaka tocka nalazi na kruZnici nastaloj kao presjek valjka i ravnine
paralelne xy-ravnini, vrijedi ¢ € [—m, 7].

Tada trazimo sve uredene parove (d, z) za koje vrijede uvjeti zadatka.

Bududi da je d = 2nRm, udaljenost koju bi trebalo preci ne ovisi o z.

U koordinatnom sustavu, trazeni parovi bit ¢e vertikalni pravci za razliCite vrijed-
nosti n (slika[2.7).
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2Rt 4Rm  |6Rm | 8Rm  10Rm  |12Rm d

Slika 2.7: Graficki prikaz rjeSenja za kruzni valjak

2.3 Kruzni stozac

Ako svakom to¢kom ravninske krivulje povu¢emo pravce tako da se oni sijeku u
jednoj fiksnoj tocki prostora, dobit éemo skup tocaka kojeg nazivamo stoZasta ili
konusna ploha. Fiksna tocka zove se vrh stoZaste plohe, pravce nazivamo izvod-
nicama stoZaste plohe, a zadanu ravninsku krivulju ravnalica ili direktrisa stoZaste
plohe.

StoZasta se ploha sastoji od dvaju dijelova spojenih vrhom, plasta koji tvore zrake
s jedne strane vrha i plasta koji tvore zrake s druge strane vrha.



POGLAVLIJE 2. RIESENJA NA RAZLICITIM ROTACIJSKIM PLOHAMA 19

Ploha kojoj je direktrisa kruznica x> + y* = 72,z = 0 u xy-ravnini, a izvodnice se
sijeku u tocki kojoj ortogonalna projekcija pada u srediSte direktrise, naziva se us-
pravni kruzZni stoZac.

RjeSenje zadatka za kruzni stoZac

Promotrimo dio kruZnog stoSca u sfernom koordinatnom sustavu koji se nalazi is-
pod xy-ravnine. Vrh stoSca V postavljen je u ishodiSte koordinatnog sustava O.

Slika 2.8: Promatrani dio stoSca u sfernom koordinatnom sustavu

Tada je proizvoljna toc¢ka na stoScu dana s

T(x,y,z) = (rsinfcos ¢, rsindsin ¢, r cos 6).
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Tada je r udaljenost to¢ke od ishodiSta koordinatnog sustava, 6 je kut kojeg z-os
zatvara s pravcem koji spaja ishodiste i gledanu tocku, a ¢ predstavlja kut izmedu
projekcije pravca koji spaja gledanu toc¢ku s ishodiStem na xy-ravninu, i pozitivnog
dijela x-osi (slika[2.8§).

Oznacimo kut pri vrhu stoSca s 5. Neka je d udaljenost koja odgovara uvjetima
zadatka. Pomaknemo li se iz vrha stoSca duZ izvodnice za d, do¢i ¢emo do paralele
¢iji opseg mora biti jednak cjelobrojnom visSekratniku duZine d.

Ukoliko krenemo s proizvoljne tocke stoSca, vrijedi sljedece: sli¢no kao i na sfert,
zamislimo kruZnicu [/ dobivenu presjekom stoSca i ravnine paralelne bazi, kojoj
je opseg jednak cjelobrojnom viSekratniku duZine d. Tada se rjeSenja nalaze na
kruZnici k koja se nalazi sjeverno od kruznice / na udaljenosti d, a koja se takoder
nalazi na ravnini paralelnoj bazi stoSca.

Ukoliko je kut pri vrhu stoSca S prevelik, tada ¢emo, spustajuci se po nekoj izvodnici
stoSca za d naiCi na paralelu prevelikog opsega, veceg od d. Dakle, postojanje
rjeSenja na kruznom stoScu ovisi o kutu S pri vrhu stoSca, odnosno kutu 8. Da
bismo uvidjeli postojanje rjeSenja, moramo pronaci sve 6 za koje moZemo krenuti
iz vrha V i obaviti uvjete zadatka.

Slika 2.9: Osni presjek stosca
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Neka je k kruznica paralelna s bazom stoSca na udaljenosti d od vrha V. Polumjer
kruZnice k ozna¢imo s R, kao na slici [2.9] Tada rjeSenje postoji ukoliko je zadana
udaljenost d cjelobrojni viSekratnik opsega kruznice k, odnosno ako jed =n - Oy, .
Bududi da je O, = 2Rn, vrijedi

d=n-2Rm. (2.8)
Iz osnog presjeka stosca (slika[2.9) vidimo da vrijedi

R=4d- sin'g, (2.9)

paiz[2.8]i[2.9|slijedi

d:n-2-d-sin§-7r,

odnosno, nakon sredivanja

. B
1 =2nr-sin=
nmw sm2

B_ 1
3 = arcsim 2

1
= 2arcsin | —|.
B arcsm(2 )

nmw

Za rubni slucaj n = 1 kut pri vrhu iznosi g = 18°9'29”.

Dakle, za kut pri vrhu stoSca 8 > 2 arcsin (i) problem nema netrivijalnih rjeSenja
na stoScu. Ako Zelimo imati netrivijalna rjeSenja iz vrha, kut 8 mora biti manji od
2 arcsin (ﬁ), odnosno u vidu sfernih koordinata, budu¢i da je g = 7 — 6 (po slici
[2.9), uvjet da postoje netrivijalna rjeSenja je

1
6 > m — arcsin (2—) (2.10)

nmw
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Netrivijalna rjeSenja

Neka je 6 > 7 — arcsin (ﬁ)

Tada zadatak na stoScu ima kona¢no mnogo rjesenja, koja su tocke oblika (d, z).
Izracunajmo z za zadanu udaljenost d.

Promotrimo osni presjek stoSca (slika[2.10).

Slika 2.10: Osni presjek stoSca

1z skice vrijedi:

A je pocetna toCka, B se nalazi na paraleli ¢iji je opseg jednak viSekratniku duZine
d, AB = d. Tocke S i S, su redom ordinate to¢aka A i B, a tocka D je visina iz A
na BS,.

|AV| = r je udaljenost pocetne tocke od ishodista,

|[VS 1| = z je ordinata toCke A,

|BS »| = R je radijus kruZznice kojoj je opseg jednak viSekratniku duZine d.

Kutovi ZBAD i /AVS su kutovi uz presjecnicu, pa su isti i iznose g.
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Iz AAS |V vrijedi:

IAS | :z-tg('g). @.11)

Iz ABDA vrijedi:
IAD| = d - cos (g) (2.12)
|AD| = |§ S| (2.13)

Sada iz osjencanog trokuta, koriste¢i[2.11], [2.12]1 2.13| vrijedi:

B R
tg(i): Z+d-cos(§)

z+d-cos(§):ctg(é)-R

2
) (5)
=ctg|l=|-R-d- =
z=ctg ( > cos >
Naposlijetku, koriste¢i R = ﬁ dobivamo
2z (5)
=d- —||— - =1]. 2.14
z=d ctg(2 - sin 5 ( )
Koristeci termine sfernih koordinata, dobili smo
1 .
Z=d-ctg(7r—9)(——51n(7r—9)), (2.15)
2nw

gdje je 6 > m — arcsin (L)

2nm

Za fiksni kut 6, izraz u zagradi postane negativan za dovoljno veliki n € N, pa
imamo kona¢no mnogo rjesenja.
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Ovisnost

Ad)=d-ctg (/g)(ﬁ _sin (g)) =1,k

je unija polupravaca i pozitivne poluosi d > 0. Prikazimo tu ovisnost graficki (slika

2.11).

Slika 2.11: Graficki prikaz ovisnosti z(d)

2.4 Opcenita rotacijska ploha

Definicija 2.4.1. Skup tocaka koji nastaje rotacijom neke ravninske krivulje oko
pravca u toj ravnini (koji ne sijece krivulju) nazivamo rotacijskom plohom. Kri-
vulju koja rotira nazivamo izvodnicom ili generatrisom plohe, a pravac oko kojeg
krivulja rotira os rotacije.

Svaka tocka na krivulji rotacijom opisuje kruZznicu. Ravnina u kojoj lezi ta kruZnica
okomita je na os rotacije.
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Neka je c krivulja. Tocke krivulje ¢ prilikom rotacije opisuju kruZnice koje zovemo
paralelama. Dakle, paralele pripadaju ravninama koje su okomite na os rotacije, a
srediSta su im na rotacijskoj osi.

Ako rotacijsku plohu pak presjeCemo ravninom koja sadrzi os rotacije, dobivamo
krivulju koju zovemo meridijanom. Svi meridijani su medusobno sukladni, pa ro-
tacijska ploha moZe nastati rotacijom bilo kojeg meridijana (¢ak i polumeridijana)
oko rotacijske osi.

Krivulja ¢ koju rotiramo moze biti dana implicitno ili parametarski. Za implicitno
zadanu krivulju vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 2.4.2. Neka je zadana krivulja f(y,z) = c u xy-ravnini i neka ona rotira
oko z-osi. Neka je T = (x,YV,z) bilo koja tocka rotacijske plohe. Ona je dobivena
rotacijom tocke T krivulje f oko z-osi. Koordinate tocke T, su

T, = (\/x2 +y2,z).
Tada je
f( VX2 +y2,z) =c.
Za parametarski zadanu krivulju vrijedi sljedeéa propozicija.

Propozicija 2.4.3. Neka je zadana krivulja c(v) = (x(u), 0, z(w)), gdje je u kut rota-
cije. Krivulju rotiramo oko z-osi u xy—ravnini. Parametarska reprezentacija rota-
cijske plohe je tada

x(u,v) = (x(u) cos v, x(u) sinv, z(n)) .

Da bi problem medvjeda rijeSili za opéenitu rotacijsku krivulju, moramo znati racunati
duljinu luka krivulje.

Duljinu luka krivulje y = f(x) od tocke x = a do tocke x = b ratunamo kao
beskonacnu integralnu sumu beskona¢no malih elemenata duljine ds. Formula za
duljinu luka krivulje glasi:

b
S = f V1 + (v)2dx

no nije uvijek jednostavno izraCunati ju. Za vecinu krivulja, integral se ne moze
izraCunati eksplicitno.
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Sazetak

Ovaj rad bavi se poznatim problemom: “Lovac krece iz svog Satora i hoda 10 km
prema jugu. Nakon toga skrece i hoda 10 km prema zapadu. Onda skrece prema
sjeveru 1 hoda 10 km. Nakon prehodanih 30 km nalazi se na mjestu s kojeg je
krenuo, pred svojim Satorom, no ne moze uéi jer je unutra medvjed. Koje je boje
medvjed?” U prvom poglavlju opisani su osnovni pojmovi sferne geometrije te su
navedeni osnovni teoremi 1 definicije toga podru¢ja. U drugom su poglavlju opi-
sana rjeSenja navedenog zadatka na razli¢itim rotacijskim plohama: sferi, kruznom
valjku i1 kruznom stoScu. Na kraju se spominje postojanost rjeSenja na opcéenitoj
rotacijskoj plohi.



Summary

This paper presents a well-known problem: “A hunter started from his tent and
went 10 km strictly south. After that he turns and walks 10 km strictly west. Then
he turns to the north and walks 10 km. After walking 30 km he is in front of his
tent, but he can’t enter because there is a bear inside. What color is the bear?
The first chapter presents the basic concepts, definitions and theorems of spherical
geometry. The second chapter describes the answers of this problem on different
rotational surfaces: a sphere, a cylinder and a cone, and in the end, on general
rotational surfaces.
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