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Sazetak

Cahn-Hilliardova jednadzba nelinearna je difuzijska jednadzba Cetvrtog reda pr-
vobitno izvedena za modeliranje razdvajanja faza u binarnim legurama. U radu pri-
kazujemo brojne primjene jednadzbe, s naglaskom na primjenu u obradi digitalne
slike. Ilustriramo jedan od izvoda ove jednadzbe koriste¢i se osnovama termodina-
mike. Uvodimo problem uslikavanja binarnih slika i kroz nekoliko primjera postupno
razvijamo sofisticirane pristupe problemu. Takoder predstavljamo numericku me-
todu za rjeSavanje Cahn-Hilliardove jednadzbe koja se temelji na metodi cijepanja
konveksnosti. Na kraju ovu metodu usporedujemo s nekoliko ranije poznatih pri-

mjera iz literature.

Kljucne rijeci: Cahn-Hilliardova jednadzba, digitalna slika, uslikavanje, cijepanje ko-

nveksnosti



Applications of the Cahn-Hilliard equation in the
digital image processing

Abstract

Cahn-Hilliard equation is a nonlinear fourth order diffusion equation originally deri-
ved to model phase separation in binary alloys. In this thesis, we present a number
of applications with a focus on applications in digital image processing. We present
one of the derivations of the equation by using basic thermodynamics. We introduce
the problem of inpainting of binary digital images and through a few examples we
gradually develop sophisticated approaches to the problem. We also introduce a nu-
merical method for solving the Cahn-Hilliard equation that is based on the convexity
splitting method. Finally, we compare this method with several approaches previ-

ously seen in the literature.

Keywords: Cahn-Hilliard equation, digital image, inpainting, convexity splitting



Sadrzaj
1 Uvod

2 Cahn-Hilliardova jednadzba
2.1 Fizikalan izvod jednadzbe . . .

2.2 Primjene Cahn-Hilliardove jednadzbe . . . . . ... ... ... .....

2.2.1 Dvofazni tokovi tekuéina

......................

2.2.2 Razvoj mikrostruktura s jakom elasti¢cnom nehomogeno$¢u

2.2.3 Dvolancani polimeri . .
2.2.4 Kretanje zivotinja . . . .
2.2.5 Rast tumorskih stanica .

2.2.6 Racunarstvo. . . . . ..

3 Problem uslikavanja
3.1 Uslikavanje .. .........
3.2 Prikaz slike u racunalu . . . . .

3.3 Uslikavanje digitalne slike . . .

4 Cahn-Hilliard uslikavanje

4.1 Numericka metoda . . ... ..

5 Simulacije

5.1 Uslikavanje pruge . . . . . . ..
5.2 Obnovakuteva .........

52.1 Kriz ...........

5.2.2 Zvijezda . .. ... ...
5.3 Uslikavanje kruga . . . . . . ..
5.4 Obnovateksta. ... ......
5.5 Obnova @ simbola . ... . ..
5.6 Obnova binarne slike . . . . . .

5.7 Usporedba s drugim metodama
6 Zakljucak

Dodaci

......................

......................

......................

......................

......................

......................

11
11
12
12
13
13
14

15
15
16
17

23
24

29
29
30
30
31
31
32
32
33
34

39

40



A Glavni kod

B Harmonicko uslikavanje
B.1 Numerickashema. . . .. .. ... . . . ... . . .. ...

B.2 MATLABkod .. ... ... ... ... e

C Cahn-Hilliard uslikavanje
C.1 MATLABkod . . ... ... . . . it

D TV uslikavanje
D.1 Numerickashema. . . . . . . . . . . . . . .

D.2 MATLABkod . . ... ... . .. . e

E Ostale funkcije
E.1 Funkcija’convert2binary’. . . . . . ... ... ... . ... .. ...,

E.2 Funkcija’slika.s maskom’ . ... ... ... ... ... .. .. .....

Literatura

40

42
42
42

44
44

45
45
45

47
47
47

48



1 Uvod

Problem uslikavanja potjece iz podrudja restauracije slika, gdje se javljala potreba za
obnavljanjem slika koje su pretrpjele ostecenja kao sto su ostecenja od vlage ili trga-
nja. Potreba za obradom slike prirodno se prosirila od slike do fotografije i filma, a
pojavom racunala i na digitalnu sliku. Posebno nas zanima uslikavanje digitalne slike.
Do danas su razvijeni mnogi pristupi za rjeSavanje ovoga problema i mogu se podije-
liti u dvije kategorije: teksturno orijentirano uslikavanje koje se bavi obnovom teks-
ture slike i strukturno orijentirano uslikavanje za obnovu geometrijskih znacajki slike.
U ovom radu razmatramo uslikavanje geometrijskih slika, odnosno slika bez teksture
te upotrebu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi kao matematickog alata. Posebno
nas zanima parcijalna diferencijalna jednadzba viseg reda - Cahn-Hilliardova jed-
nadzba, koja je izvedena kao matematicki model za opisivanje razdvajanja faza u
binarnim legurama [1]. Od tada je nasla primjene u brojnim podrucjima kao $to su
medicina, racunarstvo, fizika materijala i biologija [5]. Moze se izvesti iz funkcionala

slobodne energije

e(u) = / (F(u) + ?\Vulz) dz, (1.1)
0

uz definiranje kemijskoga potencijala kao y = 0=/0du, toka J = —MVy i primjenom
jednadzbe kontinuiteta.

U literaturi je dostupno nekoliko pristupa za numericko rjesavanje ove jednadzbe,
medu kojima su metoda cijepanja konveksnosti, metoda kvadratizacije invarijantne
energije i metoda skalarne pomocne varijable [4]. Motivacija za izbor Cahn-Hilliardove
jednadzbe jest uc¢inkovito uslikavanje oblika kao sto su linije i krugovi, ali i u slu¢aju
jednostavnih realnih binarnih slika, kao i skra¢ivanje vremena izvodenja u odnosu na
druge metode temeljene na parcijalnim diferencijalnim jednadzbama viseg reda.

U poglavlju 2 provodimo detaljan izvod jednadzbe temeljen na osnovama termodina-
mike i opisujemo nekoliko njezinih primjena u raznim podru¢jima u kojima modelira
fenomene sli¢ne razdvajanju faza u binarnim legurama.

U tre¢em poglavlju definiramo problem uslikavanja. Zatim se bavimo prikazom slike
u racunalu, odnosno definiranjem digitalne slike i uslikavanja digitalne slike. Pred-
stavljamo nekoliko ranijih pristupa problemu uslikavanja, kao i pristup temeljen na
Cahn-Hilliardovoj jednadzbi.

U poglavlju 4 opisujemo numericku metodu za rjeSavanje jednadzbe temeljenu na



podjeli energijskog funkcionala na konkavni i konveksni dio.
U poglavlju 5 predstavljamo rezultate primjene opisane jednadzbe na nekoliko bi-
narnih slika, kao i usporedbu s ranijim metodama opisanima u poglavlju 3. Rad

zavrsavamo s nekoliko zaklju¢nih komentara o dobivenim rezultatima.



2 Cahn-Hilliardova jednadzba

Cahn-Hilliardova jednadzba nelinearna je difuzijska jednadzba Cetvrtoga reda koju
su predlozili J. W. Cahn i J. E. Hilliard u [1] za modeliranje fazne separacije i faznog
ogrubljivanja u binarnim legurama. Jednadzba potjeCe iz znanosti o materijalima
i opisuje vazna kvalitativna obiljezja dvofaznih sustava vezana uz procese razdva-
janja faza, podrazumijevajuci izotropnost i konstantnu temperaturu. Takve pojave
imaju vaznu ulogu u mehanickim svojstvima materijala, kao na primjer ¢vrstodi,
tvrdo¢i, lomljivosti, izdrzljivosti i rastezljivosti, te mogu znacajno poboljsati fizi-
kalna svojstva materijala. Do pojave razdvajanja faza dolazi kada je binarna legura
(npr. zlato/nikal [4]) dovoljno ohladena. Tada opazamo spontano razdvajanje binar-
nog A-B sustava poznato kao spinodalna dekompozicija: po¢etni homogeni sustav s
ujednacenim sastavom ¢ (molarni udio jedne od sastavnica, npr. satavnice B) brzo
postaje nehomogen rezultirajuéi fino rasprSsenom mikrostrukturom. U drugoj fazi
procesa, koja se dogada na sporijoj vremenskoj skali, mikrostrukture postaju zrna-
tije, rezultiraju¢i formiranjem domena unutar materijala - svaka bogata jednom od
sastavnica, A ili B. Spinodalna dekompozicija posljedica je smanjivanja slobodne
energije i pri najmanjim fluktuacijama u sustavu. Takoder, odvija se jednoliko u cije-

lom materijalu, a ne samo na diskretnim mjestima.

T=50 T=500 T=5000

0 125 250 O 125 250 0 S 250

Slika 2.1: Simulacija spinodalne dekompozicije i ogrubljivanja pocetno homogene
otopine (lijevo) prikazana u razli¢itim vremenskim trenutcima. Preuzeto iz [2].

Prostorna raspodjela dvaju faza tokom razdvajanja moze se opisati funkcijom
¢(Z,t), koja je kontinuirana, diferencijabilna funkcija polozaja (¥) i vremena (¢). Bi-
tan koncept koji lezi u osnovi Cahn-Hilliardove jednadzbe je da medufazna granica
izmedu dviju faza A i B nije ostra, ve¢ ima neku konacnu debljinu u kojoj se sastav
¢ mijenja postupno. Tada domene gdje vrijedi ¢(7,t) = ¢} i ¢(Z,t) = ¢ odgovaraju

fazama A i B, dok podruéje gdje ¢(Z,t) varira postepeno od ¢ do ¢ predstavlja

3



medufazni ili difuzni prostor, kao $to je prikazano na slici 2.2. U prijasnjim teorijskim
razmatranjima slobodne energije dvofaznoga sustava medufazna granica bila je pro-
izvoljno ogranicena do neke odredene debljine ili je bilo pretpostavljano da su faze
homogene sve do zajednicke granice. Prvi kontinuirani model za ovaj problem, uz
tretiranje medufaznoga prostora kao glatko promjenjive difuzne veli¢ine, uveli su J.
W. Cahn i J. E. Hilliard u ve¢ spomenutom radu [1]. U izvodu jednadzbe za slobodnu
energiju sustava dodali su ispravak tako da se urac¢una i postojec¢a prostorna nehomo-
genost. Lokalnu slobodnu energiju po molekuli F' prikazali su kao zbroj dvaju dopri-
nosa: funkcije lokalnog sastava i njezinih derivacija. Ispravak na slobodnu energiju
dolazi iz Taylorovog razvoja F' po potencijama derivacija prostornog sastava ¢, pod

uvjetom da je F kontinuirana funkcija tih varijabli: F' = F(c, Ac, A%, ...). [1]

Slika 2.2: Dvofazna mikrostruktura. Preuzeto iz [3].

U ovom radu izvod provodimo koriste¢i se osnovama termodinamike. Najprije, raz-
matrajuci leguru na stalnoj temperaturi, izvodimo izraz za gusto¢u Helmoltzove slo-
bodne energije F'(c) za homogeni sustav. Zatim izvodimo lokalnu gusto¢u slobodne
energije za sastavno neujednacen sustav. Definiramo lokalni kemijski potencijal i kao
varijacijsku derivaciju slobodne energije F' i maseni tok J kao negativni gradijent ke-
mijskog potencijala ;.. Kona¢no, Cahn-Hilliardova jednadzba dobije se uvrStavanjem
izraza za J i p u jednadzbu ocuvanja mase (jednadzbu kontinuiteta). Detaljan opis

nalazi se u nastavku.

2.1 Figikalan izvod jednadzbe

Zapotinjemo izvodom slobodne energije po molekuli F'(¢) za homogeni sustav. Za

zatvoren sustav zadanog volumena V' i temperature 7" Helmholtzova slobodna ener-



gija mora biti minimalna. Prema definiciji, dana je izrazom F = U-T'S, gdjesu U i S

unutarnja energija i entropija sustava.

nakon mijesanja

®, ‘' & ‘o'e’ ¢
R R o o

¢, molova od A Cp molova od B 1 mol krute mjesavine

Slika 2.3: Slobodna energija prije mijeSanja: F° = c4F§ + cpFp, i poslije: Fjjesanja =
FO + AF’mijeéanja .

Razmotrimo jedan mol binarne mjesavine sastavljene od N, atoma sastavnice Ai N
atoma sastavnice B. Neka je cjelokupan sastav danog sustava zadan molarnim udje-
lom komponente B, definiranim kao ¢ = Ng/(Ns+ Ng) = Ng/N,, gdje je N, Avoga-
drov broj 6,023 x 10?®. Nasumi¢nim mijeSanjem N, atoma sastavnice A i Nz atoma
sastavnice B pri stalnoj temperaturi 7" dobivena je homogena binarna mjesavina
ujednacenog sastava ¢, prikazano na slici 2.3. Da bismo dobili molarnu Helmhol-
tzovu slobodnu energiju takve mjesavine razmatramo izoterman proces mijesanja
1 — ¢ molova ciste A i ¢ molova Ciste B sastavnice. Molarna Helmholtzova slobodna
energija sustava prije mijeSanja F tezinska je suma slobodnih energija Cistih sastav-

nica (FY i Fj) i dana je izrazom F° = U°-TS° = (1 — ¢)F§ + cF} (slika 2.4).

Slika 2.4: Varijacija u slobodnoj energiji prije mijeSanja. Preuzeto iz [3].

Procesom mijeSanja mijenja se atomska konfiguracija A i B sastavnica, Sto rezultira

promjenama u unutarnjoj energiji i entropiji sustava. Stoga molarnu Helmholtzovu



energiju sustava nakon mijesanja mozemo izraziti na sljede¢i nacin:
0
Fmijesanja =F + A]_(_’mijesanja, (21)

gdje je AFijesanja = AUnijesanja — 1A Smijesanja Promjena u slobodnoj Helmholtzovoj
energiji kao posljedica mijesanja.

Entropija mijeSanja ASyjesanja MOZe se dobiti iz Boltzmannove jednadzbe

ASpiiesanja = k In W““VJV—OJ (2.2)
gdje su W' i Wipiesanja brojevi nacina na koji se N4 atoma od A i N atoma od B
mogu rasporediti prije, odnosno poslije mijeSanja. Bududi da su atomi iste sastavnice
neraspoznatljivi, vrijedi W° = 1, te u slu¢aju nasumi¢noga mijesanja Wiijesanja =
Na!/(N4!Ng!). Slijedi da je promjena molarne entropije kao posljedica nasumi¢nog
mijeSanja Cistih A i B sastavnica dana izrazom ASpjesanja = £ In[Na!/(N4!Ng!)].

Primjenjujudi Stirlingovu aproksimaciju (InN! ~ N In N-N za veliki V) dobivamo
AShijesanja = k(N In Ny = Ny In Ny — NpIn Ng) = —R[(1—¢)In (1 — ¢)+clnc| (2.3)

gdje je R = kN, univerzalna plinska konstanta. MoZemo vidjeti da AS jjesanja POStaje
0 kada je ¢ = 0 (cisti A) ili ¢ = 1 (¢isti B), a inace pozitivan.

Nadalje izvodimo promjenu unutarnje energije AUjjesanja- PONOVNO razmatramo na-
sumic¢no mijeSanje V4 atoma od A i Np atoma od B, te racunamo unutarnju energiju
Umijesanja ka0 zbroj meduatomskih potencijala parova atoma u mjeSavini. Radi jed-
nostavnosti, u obzir ¢emo uzeti samo zbrojeve bliskih parova atoma. Neka su €44,

epp 1 €ap negativne veli¢ine. Tada U moZemo izraziti kao
U = Pyacaa + Pppepp + Papean (2.4)

gdje Paa, Ppp i Pap predstavljaju brojeve A-A, B-B i A-B veza u sustavu. Ako svaki
atom u ¢vrstom sustavu ima z najblizih susjeda, broj parova veza ostvarenih s N4

atoma od A i Np atoma od B, odnose se prema brojevima P44, Pgp i P4g kao

Naz o Pap ; _ Npz o Pap
—= -5 IPBB — —=.

Pya = 2 - 2 2



Uvrstavanjem izraza za P44 i Pgp u jednadzbu (2.4) dobivamo

NAZ NBZ

1
U= 5 caa + T&BB] + Pap |:5AB - §(€AA +egB)| - (2.5)

Mozemo primijetiti da prvi ¢lan, odnosno vodeca uglata zagrada na desnoj strani
jednakosti gornje jednadzbe, odgovara energijama cistih A i Cistih B sastavnica prije
mijeSanja. Tada drugi ¢lan s desne strane jednakosti predstavlja promjenu u unu-
tarnjoj energiji kao posljedicu mijeSanja AUpjjesanja- Sljedece razmotrimo broj A-B
veza P,p u slucaju nasumicnog mijeSanja, gdje su vjerojatnosti da mjesto resetke
bude zauzeto s A ili s B dane s 1 — ¢, odnosno c. Postoji N,z/2 veza u jednom
molu otopine, a vjerojatnost za svaku vezu da bude A-B veza je 2¢(1 — ¢), Sto vodi na
Psp = zN,c(1—c). Slijedi da je u slu¢aju nasumi¢noga mijeSanja i uz pretpostavku da
je potencijal interakcijskih parova (veza) neovisan o temperaturi promjena unutarnje

energije dana izrazom:

1
AUmijesanja = ZNaC(l — C) EAB — 5(514,4 + 833) = QC(l — C), (26)

gdje se Q = zN, [5,43 — %(8,4,4 +5BB)] obi¢no zove konstanta regularne otopine.
Kada je ¢ = 0 ili ¢ = 1, AUpjjesanja POStaje 0. Inace, AUjesanja j€ POZitivna ili ne-
gativna, ovisno o predznaku ).

Koristedi se jednadzbama (2.3) i (2.6), promjenu u molarnoj Helmholtzovoj slobod-

noj energiji A F,jjesanja MOZemo izraziti kao funkciju temperature i sastava:
AFyijesanja(T,¢) = Qc(l —¢) + RT[(1 —¢)In(1 —¢) + clnc]. (2.7)
Gustoc¢a molarne Helmholtzove slobodne energije tada je dana izrazom

AP 1
mijesanja _ —Qc(l _ C) + RT [(1 _ C) 1Il(1 — c) + clnc], (28)

F(T,c) =
N

gdje se APFijesanja(T, ¢) mjeri u odnosu na referentnu F°(T,c). Graf 2.5 prikazuje
F(T,c) kao funkciju sastava c za razliCite vrijednosti temperature, u sluc¢aju kada je
2 > 0. MozZemo primijetiti da je pri temperaturama ve¢ima od kriticne temperature
T. = Q/2R (isprekidana linija na slici 2.5) slobodna energija F' konveksna funkcija

sastava c. To znaci da je homogena otopina u cijelom podrudju svojega sastava sta-



bilna u kontekstu mogucih razdvajanja u sastavu. Pri temperaturama manjima od
kriticne T' < T, krivulja slobodne energije postaje konkavna u odredenom intervalu
oko ¢ = 0.5. Kada se slobodna energija homogenog sustava nalazi u tom dijelu kri-
vulje, i najmanja fluktuacija u sastavu smanjuje slobodnu energiju i homogena se
otopina spontano razvija u dvofaznu mjesavinu s kompozicijama ¢ i ¢y faza A i B.
Ravnotezni sastavi ¢ i ¢ odgovaraju sastavima koji daju lokalne minimume slo-

bodne energije (slika 2.5).

. —T < bV .
. . O .
\ T'=3z -
\ f e 2 ¥
.‘ == T -~ TR ,'
F(T, (.') Y
0 4 0.5 4 4
3

Slika 2.5: Slobodna energija kao funkcija koncentracije ¢ za razlicite vrijednosti tem-
perature. Preuzeto iz [3].

Nadalje izvodimo op¢u jednadzbu za slobodnu energiju nejednolikog sustava koji
ima prostornu varijaciju u sastavu. U nastavku ¢emo s F'(c) oznacavati F(c) =
AFyijesanja/No. Razmotrimo funkcional ukupne slobodne energije izotropnog sustava

volumena 2 s neujednacenim sastavom:
e(c) = NQ/ fdz, (2.9)
Q

gdje je lokalna slobodna energija po molekuli f dana s f(c, Ve, V¢, ...). [3]
Taylorov razvoj mozemo poopc¢iti na razvoj s visSe varijabli, pod uvjetom da je f kon-
tinuirana funkcija ¢ i njezinih derivacija. Provode¢i razvoj oko c¢y(c, 0,0, ...) i zanema-

rujudi derivacije vise od drugog reda, za dvodimenzionalni sustav dobivamo:



f c@ Jc 0%c 0% 0%c 0% _ PO+
"ox’ Oy’ 0xdy’ 022 Oy’ Oydx )

df (o) 80+af(00) %—l— Of(co) Pc | Of(co) Pc | 0f(co) OPc  0f(c) 0%

¢\ P c 2¢ 9%c 2 2¢ _2_'_ 2¢c +
0 (5¢) Ox a(g_y)ay a({g}_@y)@x@y 0 (Z5) Ox a(g_gﬂ)@y a(%)@y@x
1 0?f(co) Oc 8c+82f(co) (80)2+ 0% f(co) (8c>2+ 0?f(co)  Oc Oc
Sl a0 /AN A s 9e\2 \ A, 2\ o, Al oe) A\ Ouor
2o (5)m o)\ g () AW o (o (g) o

Za izotropan sustav slobodna energija mora biti neovisna o rotacijama i refleksijama,

odnosno o zamjeni x — —z i x — y, pa vrijedi:

a(x) "
Pfleco) _  Pf() _0
TCHORICLG
af(Co) _ af(Co) = K,
955 o(%)
?f(co) _ 0°f(co) _ o

Tada slijedi
?c % Ko oc\? oc\ >
ot b*a—w}*?[(a—x) ~(3)

Integracijom po cijelom volumenu sustava dobivamo ukupnu slobodnu energiju:

= F(c) + kiAc+ %|Vc\2 + ...

(2.10)

g(c) = NQ/ fdz = NQ/ [F(c) + k1 Ac+ @|Vc\2 + } dz. (2.11)
0 Q 2

Nadalje, parcijalnom integracijom drugog ¢lana s desne strane gornje jednadzbe, uz

pretpostavku da ¢lan dc/0n iS¢ezava na granici, slijedi:

. dc ., . Ok1 Oc  Oky0c| Ok 9 1o

Acd? = —d5— | Vk1-VedZ = — ———+ ——|d¥ = — | —|V|d7.

/QK1 o /agmﬁn i /Q e /gl{axax+8x8y] * Qac| ofdz
(2.12)



2 . f 2| g=
NQ/Q [F<c)+ (7—§> Vel +] deQ/Q {F(CH 1Vl 1 dF (2.13)

gdje je € = Ky — 20k, /Oc.

U jednadzbi (2.13) vidimo da se slobodna energija nekog volumena nejednolikog
sastava moze prikazati kao zbroj dvaju doprinosa, jedan je slobodna energija koju
bi volumen imao u homogenoj otopini, drugi je gradijentna energija kao funkcija

lokalnog sastava. Izraz (2.13) zapisujemo u jedinicama Ngq:
62
ee) = / [F(c) + 5|vc|2] dz. (2.14)
Q
Sljedece uvodimo kemijski potencijal u kao varijacijsku derivaciju od e:
= — 2.15
/"L a Y ( )
Sto uvrStavanjem izraza (2.13) daje
= F'(c) — €Ac. (2.16)
Zatim definiramo tok jedne od komponenti
J=-MVyu, (2.17)

gdje je M pokretljivost i ona je stalna. Pretpostavka da je masa sustava ocuvana vodi
na sljedecu diferencijalnu jednadzbu:
oc -
—=-V-J 2.18
5 \ (2.18)

Kombiniranjem jednadzbi (2.16), (2.17) i (2.18) dobivamo Cahn-Hilliardovu jed-

nadzbu:
g—j = MA(F'(c) — €Ac). (2.19)

10



Ako se promatrani sustav nalazi u podrudju €2, na granici sustava 02 namecu se
sljedec¢i rubni uvjeti:

Onc = 0p(F'(c) — € Ac) = 0, (2.20)

gdje 0, oznacava derivaciju u smjeru normale na 0. Bududi da vrijedi 0, f(c) =
f'(¢)0,c = 0, dobivamo 0,¢ = 9,,Ac = 0 na Jf2. Promotrimo fizikalna znacenja uvjeta
u izrazu (2.20). Zabrana prolaska mjeSavine kroz stijenke posude nametnuta je dru-
gim uvjetom, dok se prvim uvjetom opisuje smanjivanje ukupne slobodne energije
sustava u vremenu [11]. To mozemo pokazati i diferencijacijom energije ¢ i masenog

toka, s [, cd# kao ukupnom masom sustava:

d ., Oc 9 dc| . 36 B .
%5(0) / [F( >8t +eVe- Vat] dx = P —d¥ = /,LLV (MV p)dz
:/ MY i - nds—/Vu (MVp)dz = /M|V,u| dz (2.21)
o9
i
[z = / %€ ax = / MAudx = | MV -ads =0, (2.22)
Q 09

gdje smo koristili rubni uvjet zabrane prolaska kroz granice (2.20) [3].

Fizikalna i izvorna motivacija za uvodenje jednadzbe bila je, dakle, jednostavno
modeliranje fazne separacije i ogrubljivanja faza u binarnim legurama. No naj-
upecatljivija prednost koristenja ove jednadzbe u svrhu simuliranja razvoja mikros-
trukture sustava jest izbjegnuto eksplicitno pracenje razvoja medufaznog difuznog

sucelja.

2.2 Primjene Cahn-Hilliardove jednadzbe

Ova jednadzba i mnoga njezina poop¢enja mogu opisati fenomene sli¢ne faznoj se-
paraciji u Sirokom spektru disciplina, ukljucujudi fiziku, racunarstvo, ekologiju i me-

dicinu [4]. Neke od primjena opisane su u nastavku.

2.2.1 Dvofazni tokovi tekucina

Slicno separaciji binarne legure, medusobno gibanje dviju teku¢ina koje se ne mijesaju
(npr. ulje i voda) moZze se opisati kako se s vremenom medusobno razdvajaju.

Dvofazni tokovi takvih teku¢ina modeliraju se sustavom jednadzbi koji tvore Cahn-
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Hilliardova i Navier-Stokesova jednadzba. U ovoj primjeni Cahn-Hilliardova jed-
nadzba opisuje polozaj medufazne granice dvaju fluida koji se ne mijesaju. Velicine
koje modeliramo u ovoj primjeni jesu gustoca i brzina. Kao primjer ove primjene,
na slici 2.6, prikazana je evolucija povrSine mjehuri¢a vece gustoce u fluidu manje
gustoce, a koja je rezultat opisanog sustava jednadzbi. Detalji simulacije i koristeni

parametri mogu se pronaci u [5].

2 2 2 2

5 15 @ 1 15 15¢
| | - | @ |

1.5 0.5+ 4 05 0.5 F O

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
t=0 t=1 t=2 t=27

Slika 2.6: Vremenska evolucija mjehuric¢a vece gustoce u fluidu manje gustoce. Pre-
uzeto iz [5].

2.2.2 Razvoj mikrostruktura s jakom elasticnom nehomogenos$¢u

Cahn-Hilliardova jednadzba se moze prilagoditi za modeliranje razvoja dvodimenzi-
onalnih mikrostruktura s jakim elasti¢cnim nehomogenostima. U takvim sustavima
prosirenje Cahn-Hilliardove jednadzbe opisuje deformaciju objekta kada je na njega
primijenjena vanjska sila. Energija deformacije pohranjena u objektu ima vaznu
ulogu u odredivanju putanje daljnjeg razvoja mikrostrukture. U ovom problemu
model predstavlja elasticnu energiju kao funkciju sastava i koristi se za istrazivanje

ucinaka energije deformacije na morfoloski razvoj strukture materijala. [5]

2.2.3 Dvolancani polimeri

Neka poopc¢enja Cahn-Hilliardove jednadzbe pokazala su se kao dobar matematicki
model za opisivanje procesa samosastavljanja dvolan¢anih kopolimera [5]. Takav
sustav ¢ine dva kemijski razli¢ita makromolekulska lanca povezana kovalentnom ve-
zom. Njihova sposobnost prirodnog samosastavljanja na mikroskopskoj skali od ve-

like je koristi u proizvodnji slozenih materijala kao Sto su plastika, tekstil, integrirani
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krugovi. Cilj je kombinirati dva razli¢ita Zeljena svojstva unutar jednoga materijala.
Na primjer, polimer A moze imati zeljeno mehanicko svojstvo, a polimer B Zeljeno
opticko svojstvo. Kada se pocetno visokotemperaturna i neuredena tvorevina sastav-
ljena od ovih makromolekula ohladi, ona moZe pod odredenim okolnostima pro¢i
fazno razdvajanje i prirodno formirati sloZzeni materijal zamrSene mikrostrukture.

Drugim rije¢ima, stvaraju se domene A i B [13].

spheres cylinders lamellae cylinders spheres

fa

Slika 2.7: (a) Shematski prikaz morfoloskih struktura kopolimera ovisno o relativ-
nom udjelu u sastavu f, (b) polietilen tereftalat (PET) supstrat, koji pokazuje me-
hanicku otpornost na savijanje (lijevo) i nano uzorak supstrata lamelarne morfoloske
strukture (desno). Preuzeto s [26].

2.2.4 Kretanje zivotinja

U ekologiji se pojava grupiranja zivotinja moze modelirati Cahn-Hilliardovom jed-
nadzbom. Princip razdvajanja faza prevodi se u proces prilagodbe kretanja zivotinja
sukladno kretanju jedinki iste vrste, sto dovodi do medusobnog razdvajanja, odnosno
grupiranja medu vrstama. Ovaj fenomen samoorganizacije zivotinja opazen je kod

brojnih vrsta, ukljucujudi i dagnje i mrave [4].

2.2.5 Rast tumorskih stanica

Nedavno je predloZzeno prosirenje Cahn-Hilliardove jednadzbe s potencijalnim pri-
mjenama u medicini. U tom modelu dodan je proliferacijski ¢lan, koji opisuje stanice
koje se ubrzano umnozavaju ili medudjeluju difuzijom ili adhezijom, u kontekstu

zacjeljivanja rana i tumorskog rasta [16]. Dok izvorna Cahn-Hilliardova jednadzba
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ukljucuje dvije razlicite faze, u slucaju tumorskog rasta ovo prosirenje jednadzbe
razlikuje tumorska i zdrava tkiva kao svoje dvije faze. Ovaj prilagodeni model medi-
cinskim stru¢njacima moze pomoc¢i u pracenju i predvidanju rasta tumora u vremenu.
Na slici 2.8 moZzemo vidjeti rezultate numeric¢kih eksperimenata dobivenih vremen-
skom evolucijom opisane jednadzbe. Za viSe detalja o ovom modelu upuéujemo

na [5].

Time =0 Time = 50

40 ’ s, 10

30 ..o Fe T 30

(@) t=0 (b) t =50
Time = 100

40

(c) t =100

Slika 2.8: Simulacija rasta trodimenzionalnog asimetricnog tumorskog tkiva. Pre-
uzeto iz [5].

2.2.6 Racunarstvo

U podrudju racunarstva poopcenje Cahn-Hilliardove jednadzbe naslo je primjenu u
obnovi oste¢enja digitalne slike, odnosno uslikavanju [28], [31]. U nastavku ¢emo

detaljnije opisati ovaj problem i prikazati poopcenje jednadzbe za ovu primjenu.
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3 Problem uslikavanja

3.1 Uslikavanje

Uslikavanje je postupak obnavljanja dijelova slike koriste¢i se informacijama iz okol-
nih podrucja. Cilj je obnoviti oSte¢ena ili nepoznata podrucja slike tako da pro-
sjecnom promatracu promjene budu neuocljive. Preciznije, promatramo sljede¢i pro-
blem: za zadanu izvornu sliku u na podrudju 2 i domenu D C ) unutar nje, problem
je odrediti sliku u, takvu da se izvan D podudara s ug, a unutar D prirodno se nas-

tavljaju znacajke iz poznatih dijelova slike. [21]

U, dostupna samo izvan D

y - //
D ‘

*"\ﬁdomena uslikavanja>
N —
)

Slika 3.1: Problem uslikavanja.

Izraz uslikavanje uveli su muzejski restauratori, koji su ru¢no obnavljali oste¢ene
slike. Temeljno nacelo kojim se vode je sljedece: praznine se popunjavaju na temelju
znacajki dostupnih iz izvorne slike, tako Sto se prvo u prazninu Siri struktura, a zatim
se praznina popunjava bojom [6]. Pojavom racunala potreba za uslikavanjem pri-
rodno se prosirila na digitalnu sliku. Danas se koristi velika raznolikost matematickih
pristupa, medu kojima su i parcijalne diferencijalne jednadzbe. Metode temeljene na
parcijalnim diferencijalnim jednadzbama imitiraju tehniku uslikavanja restauratora.
Drugim rijecima Sire informacije iz okolnih podrucja oko dijela koji nedostaje kako
bi ga popunile.

Uslikavanje digitalne slike pronaslo je primjene u uklanjanju teksta i nezeljenih pred-
meta, rekonstrukciji klju¢nih informacija sa satelitskih snimaka, rekonstrukciji me-
dicinskih slika, kartografiji, prosSirenoj stvarnosti, seizmickim snimkama i astrono-
miji. Primjere primjena u rekonstrukciji satelitskih i astronomskih snimaka mozemo

pronaci u radu [7]. Koriste¢i uslikavanje Chahn-Hilliardovom jednadzbom, C. B.
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Schoenlieb i kolege razvili su algoritam za automatsko uklanjanje smetnji sa sa-
telitskih snimaka za potrebe mapiranja mreze prometnica prekrivenih drvecem i
autima [7]. Slicnom tehnikom francuski astronomi uklanjaju zvijezde s astronom-

skih slika Mlijecne staze kako bi dobili jasniju sliku galaksije [7].

3.2 Prikagz slike u racunalu

U ovom radu zanimaju nas iskljucivo digitalne slike te ¢e u nastavku upotreba izraza
'slika’ podrazumijevati upravo digitalnu sliku. U najjednostavnijem obliku, digitalna
slika veli¢cine M x N moze se u racunalu pohraniti kao matrica s M redaka i V stu-
paca (dvodimenzionalno polje). Svaki element matrice nazivamo piksel (dolazi od
’picture element’) i nosi informaciju o slici. Za slike u sivim tonovima vrijednost pik-
sela predstavlja intenzitet sive boje. Broj razli¢itih intenziteta koji se mogu prikazati
u ra¢unalu obi¢no je potencija broja 2°, gdje je b broj bitova. Uobicajena reprezen-
tacija je unsigned byte (b=8) i tada piksel moze prikazati 256 razlicitih vrijednosti
sive boje (0-255). Primjer slike u sivim tonovima je prikazan na slici 3.2. Za prikaz
slike u boji (RGB) potrebne su tri matrice, po jedna za prikaz intenziteta crvene (R),
zelene (G) i plave (B) boje zasebno. Proizvoljna boja se dobije koristeci vrijednosti
triju matrica. Memorija potrebna za spremanje slike u sivim tonovima u racunalu je
M x N xn, dok je u slucaju slike u boji M x N xnx3.

U nastavku ¢emo se baviti samo binarnim slikama. To su slike ¢iji pikseli mogu imati
samo dvije vrijednosti i u memoriji su spremljeni kao 1 bit. Obic¢no se prikazuju cr-
nom i bijelom bojom. Numericki, vrijednosti crnog piksela biljezimo s 0, a bijelog s
1. Najcesce se dobivaju obradom slika u sivim tonovima i u podrucju obrade slika su

pogodne jer omogucuju jednostavno razdvajanje objekta od pozadine.

210 210 210 210 210 210
210 210 210 210 210 210
210 210 210 210 210 210
210 210 210 210 210 210
210 210 210 210 210 210
210 210 210 210 210 210 210
210 210 210 210 210 210 210
235 235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235
235 235 235 235 235 235

38
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R R R R R
R R R R R
R R R R R

38
38

Slika 3.2: Slika u sivim tonovima (lijevo) s izrezanim dijelom slike (sredina) i ma-
tricnim prikazom vrijednosti piksela izrezanog dijela slike (desno)
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Slika 3.3: Slika dobivena obradom slike 3.3 i izrezanim diijelom binarne slike (sre-
dina) te matri¢nim prikazom vrijednosti piksela izrezanog dijela binarne slike

Matematicki govore¢i, sliku mozemo predstaviti matricom:

[ w(0,0)  w(0,1) WO, N —1) |
U u(1,0) u(1,1) u(l,N —1)
_u(M—l,O) u(M—l,N—l)_

gdje je (i, j) polozaj promatranog piksela, i gdje i oznacava redak, j stupac, a u(m,n)
vrijednost intenziteta u pikselu (i, j).
Tada funkciju slike definiramo na sljedeé¢i na¢in: f : Q Cc R? — R. Funkcija slike u

sivim tonovima je f : Q — [0, 255], dok je za binarne slike f : 2 — {0, 1}.

3.3 Uslikavanje digitalne slike

Opcenito, uslikavanje digitalne slike moze se podijeliti u dvije kategorije - struk-
turno orijentirane metode i metode temeljene na teksturi. Ovisno o vrsti problema,
predlozeno je nekoliko razli¢itih pristupa za njihovo rjesavanje. U ovom radu i u
daljnjim simulacijama bavit ¢emo se strukturno orijentiranim uslikavanjem, $to po-
drazumijeva obnovu granica i jednoliko obojenih dijelova slike (bez teksture), za koje
su posebno prikladni pristupi temeljeni na parcijalnim diferencijalnim jednadzbama
(PDJ). Takve jednadzbe automatiziraju proces uslikavanja i pruzaju moc¢ne alate za
obnovu kljuc¢nih dijelova kao Sto su izofotne linije i rubovi. Glavna je ideja u pot-
punosti iskoristiti informacije s podru¢ja oko ostecenja i prosiriti te informacije u
domenu uslikavanja pomo¢u nekog od mehanizama Sirenja. VaZzni kriteriji kojima
osiguravamo kvalitetne rezultate uslikavanja su spajanje linija jednakog intenziteta

preko velikih udaljenosti (princip povezanosti) i ocuvanje zakrivljenosti linija.
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Razradujuéi sljede¢ih nekoliko osnovnih ideja postupno ¢emo razviti sofisticirane
pristupe uslikavanju kao sto su oni na kojima pociva uslikavanje primjenom Cahn-

Hilliardove jednadzbe.

A) Za pocetak razmotrimo uslikavanje s pomocu informacija dostupnih iz okolnih
podrudja, odnosno s ruba ostecenih dijelova. U podrudju uslikavanja D, pik-
seli ne nose nikakvu informaciju o slici. Postavlja se pitanje: Kako s pomocu

informacija iz okolne dobiti vrijednost u promatranom pikselu x;?

0 | 255 O
0 T 0
0 | 255 O

Jedan od pristupa moze biti racunanjem srednje vrijednosti: = = (255 + 0 +

255 + 0)/4 = 64.

Razmotrimo sada slucaj u kojem smo povecali podrucje D:

255| 255| 255 255

15 X2 €3 Ty

Ts Te X xg

T9 T10 | T11 | 12

255| 255| 255 255

S| o | o0 |0 | O
S| o | o0 |0 | O

B) Nadalje razmatramo realnu digitalnu sliku. Metoda odredivanja vrijednosti
neka je opet usrednjavanje intenziteta. Pretpostavimo da je domena uslikava-
nja podrudje slike ispunjeno bijelom bojom. Tada je Sirenje intenziteta piksela
iz poznatih u nepoznata podrucja slike opisano sljede¢om vremenskom evolu-

cijom:

Slika 3.4: Vremenska evolucija uslikavanja izvorne slike (lijevo) mehanizmom usred-
njavanja intenziteta
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Ukoliko pove¢amo rezoluciju slike 3.4 dobivamo:

Slika 3.5: Vremenska evolucija uslikavanja izvorne slike (lijevo) mehanizmom usred-
njavanja intenziteta

Evolucija prikazana na slici 3.5 podsjeca na proces Sirenja topline. U izotrop-

nom slucaju proces Sirenja topline opisan je sljede¢com jednadzbom:
w = Au, (3.1)

pri ¢emu je u nasim primjenama u digitalna slika.

C) Razmotrimo primjenu ovog modela na digitalnu sliku, pri ¢emu je pocetni uvjet

zadan pocetnom slikom. Rezultat uslikavanja prikazan je na slici 3.6.

it
I

Slika 3.6: Vremenska evolucija uslikavanja izvorne slike (lijevo) mehanizmom
vodenim jednadzbom (3.1)

Povecamo li rezoluciju slike 3.6 i primijenimo isti model temeljen na jednadzbi

(3.1), kao rezultat vremenske evolucije dobivamo:

Slika 3.7: Vremenska evolucija uslikavanja izvorne slike (lijevo) mehanizmom
vodenim jednadzbom (3.1)
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Opisanim postupkom pokazana je analogija Sirenja informacije iz poznatih dijelova
slike u nepoznate dijelove i fizikalnog fenomena Sirenja topline u materijalima, gdje
su oba procesa vodena difuzijskom jednadzbom (3.1). Ovakav pristup problemu
najjednostavniji je model uslikavanja temeljen na parcijalnim diferencijalnim jed-
nadzbama i nazivamo ga harmonicko uslikavanje.

Harmonicko uslikavanje formuliramo na sljedeci nacin: sSirenje informacija iz pozna-
tih dijelova izvorne slike f (podrucje 2\ D) odvija se prema funkciji u koja rjesava

sljededi sustav izotropnih linearnih jednadzbi [23]:

Au—Nu—f)=0, uQ
u—Au— f) u (3.2)

Opu =0, na o2

Zbog snaznog difuzijskog svojstva, harmonickim uslikavanjem se pri izracunavanju
vrijednosti intenziteta piksela usrednjuju, Sto rezultira zamuc¢ivanjem slike u D. Za
svaki sljedeci vremenski korak vrijednosti intenziteta postaju sve ujednacenije. Ako
se domena uslikavanja nalazi u homogenom dijelu slike, ovaj pristup ¢e dati dobre
rezultate, dok u slucaju ostrih rubova i prijelaza, usrednjavanjem vrijednosti ti se
rubovi gube. [7]

Kao popravka ovih nedostataka dolazi model totalne varijacije (TV), gdje konstanta
difuzivnosti ovisi o iznosu gradijenta slike [7]. Model su u kontekstu uslikavanja
predstavili Chan i Shen u [24]. Parcijalna diferencijalna jednadzba koja opisuje ovaj
model je

Vu
Ut = V- (W) + /\(f — U), (33)

gdje je \ pozitivna funkcija koja je u domeni jednaka nuli, Sto rezultira procesom
neizotropne difuzije unutar D [18]. Izvan domene, u podrucju Q\D, jednadzba
uklanja Sum ne mijenjajudi sliku. Ovaj model omogucuje obnavljanje ostrih geome-
trijskih struktura, ali ne uspijeva spojiti rubove preko velikih prekida i ne ¢uva smjer
izofotnih linija. Zbog ovih nedostataka TV metode Chan i Shen su u [25] predlozili
popravku difuzijskog ¢lana, gdje koeficijent neizotropne difuzije ovisi o zakrivljenosti
izofotnih linija. Novi CDD model (eng. Curvature Driven Diffusion) je difuzijska jed-
nadzba treceg reda i opisan je parcijalnom diferencijalnom jednadzbom:

u =V - (%w) +A(f — ). (3.4)
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Funkcija g : R™ — R™ neprekidna je funkcija koja osigurava difuziju u slucaju malih

Vu

zakrivljenosti, a skalar k = V - [W

] predstavlja zakrivljenost. Ova dodatna informa-
cija o geometriji slike omogucava uslikavanje preko velikih udaljenosti. [23]

Za razliku od prethodnih modela, gdje je glavni mehanizam Sirenja informacije di-
fuzija, transportno uslikavanje kao mehanizam koristi transportnu dinamiku. Op¢i
model je sljede¢ega oblika:

u = ¢ - Vu, (3.5)

gdje je @ polje smjera [14]. Najpoznatiji algoritam transportnog uslikavanja je
Bertalmio-Sapiro-Caselles-Ballester model opisan u radu [6]. Algoritam predstavlja
prvu automatizaciju interpolacije digitalne slike i motiviran je radom profesionalnih
muzejskih restauratora. Ideja je bila nastaviti strukturu slike koja je prisutna u okolini
granice domene uslikavanja 9D. Odnosno, proSiriti vrijednosti intenziteta u domenu
D, gdje je za smjer $irenja ¢ odabran smjer izofotnih linija definiran kao okomica
na gradijent slike: V+4tu = (—u,, u,) [18]. Matemati¢ki, model odgovara rjeSavanju

sljedece parcijalne diferencijalne jednadzbe treceg reda:
u = Viu - VAw. (3.6)

Izvrsavanje ovakvih metoda je sporo i u nekim slucajevima daju mutne rezultate [17].
Jednostavan difuzijski model temeljen na parcijalnim diferencijalnim jednadzbama
cetvrtog reda jest Cahn-Hilliardova jednadzba. Predstavljena je u radu [9] kao novi
pristup uslikavanju binarnih slika. Prema [18] Cahn-Hilliardova jednadzba je, za
razliku od sloZenijih modela koji uklju¢uju ¢lanove koji prate zakrivljenost, odnosno
smjer Sirenja, relativno jednostavna parcijalna diferencijalna jednadzba cetvrtog reda.
Takoder, u [18] se navodi da je numericko rjeSenje barem za red velicine brze od do-
tadasnjih modela. Kao jednadzba Cetvrtoga reda, Cahn-Hilliardova jednadzba u isto
vrijeme uspijeva povezati konturne linije preko velikih prekida i ¢uvati njihovu za-
krivljenost. To mozemo protumaciti postojanjem dvaju rubnih uvjeta potrebnih za
dobro definiranje problema - zadane su vrijednosti slike na granici domene uslika-
vanja i vrijednosti gradijenta funkcije slike, odnosno smjerovi izofotnih linija [18].
Usprkos odli¢nim vizualnim rezultatima koje postizu, glavni izazov s jednadzbama
cetvrtoga reda je naci jednostavnu, ali ucinkovitu numericku metodu za njihovo

rjeSavanje. U tom pogledu jedna od glavnih prednosti izbora Cahn-Hilliardove jed-
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nadzbe je dostupnost brzih numerickih metoda. [9]
U ovom radu bavit ¢emo se upravo Cahn-Hilliardovom jednadzbom. U nastavku
predstavljamo numericku metodu za njezino rjeSavanje, rezultate simulacija za razlicite

primjere binarnih slika, kao i usporedbe s rezultatima nekoliko drugih pristupa.
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4 Cahn-Hilliard uslikavanje

Za primjenu u uslikavanju binarnih slika razmatramo modificiranu Cahn-Hilliardovu

jednadzbu oblika:
u = —A (eAu - %W’(u)) + AM@)(f —w), (4.1)

gdje je na originalnu Cahn-Hilliardovu jednadzbu (2.19) dodan ¢lan vjernosti

A(f —u):

0, X eD
AT) = (4.2)

X, & € O\D

Promatramo sljede¢i zadatak: neka je (%) binarna slika zadana na domeni (2, gdje
je ¥ = (z,y)inekaje D C Q) podrudje uslikavanja, te neka se u (7, t) razvija u vremenu
prema jednadzbi (4.1). Parametar )\ u slucaju odabira velike vrijednosti (\g — o0)
ima ucinak postavljanja svojevrsnih rubnih uvjeta na domenu uslikavanja. Na taj
nacin rjeSenja konstruirana u D drzi dovoljno bliskima izvornoj slici, a izvan po-
dru¢ja uslikavanja postavlja izvornu sliku [11]. Funkcija W (u) je nelinearan potenci-
jal dvostruke jame koji poprima minimalnu vrijednost za vrijednosti intenziteta slike
koje odgovaraju crnoj i bijeloj boji. Koristit ¢emo se funkcijom W (u) = u?(u — 1)?, za
koju minimumi potencijala odgovaraju upravo vrijednostima 0 (crna boja) i 1 (bijela
boja). Parametar ¢ u izvornoj Cahn-Hilliardovoj jednadzbi sluzi kao mjera debljine
prijelaznog podru¢ja izmedu dva metala u leguri, dobivenoj nakon zagrijavanja i pos-
tizanja stacionarnoga stanja. U slucaju primjene u uslikavanju, € je mjera prijelaznog
podrucja izmedu dviju vrijednosti intenziteta, odnosno bijele i crne boje u slucaju
binarne slike.

Jedna od glavnih znacajki ove jednostavne metode temeljene na parcijalnim dife-
rencijalnim jednadzbama je dostupnost vrlo brzih racunskih tehnika za njezinu nu-

mericku integraciju [9].
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4.1 Numericka metoda

Jedna od dostupnih metoda za brzo numericko rjesavanje Cahn-Hilliardove jednadzbe
jest cijepanje konveksnosti. Prvotno su metodu predstavili C. M. Elliott i A. M. Stuart

u radu [22], a kasnije je doradena za Cahn-Hilliardovu jednadzbu u [10].

Cijepanje konveksnosti podrazumijeva podjelu funkcionala energije na dva dijela —
konveksnu i konkavnu energiju. Dio jednadzbe dobiven iz konveksnog dijela tretira

se implicitno u numerickoj shemi, dok se konkavni dio tretira eksplicitno. [9]

Nova modificirana Cahn-Hilliardova jednadzba (4.1) nije strogo gradijentni tok, medutim
moze se promatrati kao superpozicija gradijentnih silaza za dvije energije. Izvorna

Cahn-Hilliardova jednadzba je gradijentni tok koriste¢i se H~! normom za energiju:

1
Ei(u) = /Q g]Vu]2+EW(u) dz, (4.3)

dok se ¢lan vjernosti u modificiranoj Cahn-Hilliardovoj jednadzbi moze izvesti iz gra-

dijentnog toka koriste¢i se L? normom za energiju:
Es(u) = / No(f — u)? di. 4.4)
O\D

Podjelu energija F; i F, mozemo izabrati na sljededi nacin:

Ey = En — B (4.5)
gdje su
€ 2 Cl 2 1o
Ei(u) = / —|Vu|* + —|u|* dZ (4.6)
2 2
i
1 C
Eiw) = [ —=W(u) + —|u|? dz. 4.7)
Q € 2
Analogno za energiju Es:
By = E9 — B, (4.8)
gdje su
o C2 2 7o
Eoy(u) = 7|u| dz, (4.9)
O\D
2 CY2 2 1
O\D 2
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Tada modificiranu Cahn-Hilliardovu jednadzbu mozemo zapisati kao superpoziciju
dvaju gradijentnih tokova, jedan u odnosu na H~! unutarnji produkt i drugi u odnosu

na L*:

dEq dFq3 0 Eay dEs
&JﬂHi_& 15HH'_(15H 2 bu LE) 4-11)

gdje, koristeci teorem o divergenciji i zadane rubne uvjete problema, slijedi:

|5E11 . 4 |e 2 Cl al _ d | Cl 2| _
= = [§|w| + S| =5 [qudu+ —juf’| = —eAu+Cu,  (4.12)

Eyy 5[ 1 N B
6By )
Su ~ 3u [ | | = Cyu, (4.14)
6By 8 G o] B
2 = = [2ho(f —w)?+ SHul } —20(f — u) + Cyu. (4.15)

Ovo, vracanjem u (4.11), daje:
= A (—Ef_‘.u + Ciu — (—%W’{u] + Clu)) —(Cou — (2X(f — u) + Cau)), (4.16)

sto se prevodi u numericku shemu sljedeceg oblika:

D W) (@) + Cau (@) + AL (@) -

C1Au™(F) — Coun1(F) + A(@) {f{f] — un(@)) + Coun(@). (4.17)

Konstante C; i C; moraju se birati kao pozitivne i dovoljno velike kako bi energije
Eiq, Eis, Es; i Ey bile konveksne [9]. Odnosno, postavljajuci uvjete konveksnosti
1, = 0, EY, > 0 iuzimajuci u obzir da za vrijednosti koncentracija u materijalu vri-
jedi0 € u < 1, gdje u = 0 predstavlja cistu komponentu A, a u = 1 ¢istu komponentu
B, te uvrstavajuci bilo koju od 2 rubne vrijednosti, dobivamo da za konstante mora
vrijediti Cy > % i Cy > 2)\gp. Odnosno, konstanta C usporediva je s %, aChs Ap.
Korisno je na dani problem primijeniti Fourierovu pretvorbu, kojom ¢emo iz pros-

torne domene slike prijeci u frekvencijsku. Vecina Fourierovih koeficijenata stvarnih
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slika je jako mala ili jednaka nuli, pa prelaskom u frekvencijsku domenu stedimo me-
moriju i ubrzavamo ra¢unanje [15]. Jednadzba (4.17) se tada rjesava za u"*!(f)
uz dani u™(Z¥) s pomocu metode brze Fourierove pretvorbe (FFT) - algoritma za
racunanje diskretne Fourierove pretvorbe. Koristenjem FFT-a, ucinkovitost ove teh-
nike znacajno se povecava u svakom vremenskom koraku. Primjenjujuci Fourierovu

pretvorbu na jednadzbu (4.17) dobivamo:

Tl _ i
u {ﬂ&; u™(Z) = —eA2u"H(F) + O Aunti(T) +L‘-%W" (7)) —

C1Aw(F) — Court (&) + A@)(f (&) — wn(8)) + Cour(Z). (4.18)

Kako radimo sa slikama koje su diskretni objekti, koristimo se diskretnom Fouriero-

vom pretvorbom [4]. Za jednodimenzionalan slucaj diskretna Fourierova pretvorba

definira se kao: Nt
. . 1 Ixilk
mm—ﬁgme , (4.19)

gdje I oznacava imaginaran broj. Primijetimo da je ovo definicija za mrezu s N

tocaka, od 0 do N-1. Za dvodimenzionalan slucaj, Fourierova pretvorba postaje

N-1N-1

- 1 _2wilk i
gk ) =33 DD wige N e R (4.20)
i=0 =0
Nadalje, laplasijan raspisujemo kao
At = (Uir1g + Ui1g — 25 + Usgar + Usj1 — 2ui5) B2, (4.21)

gdje biramo h = 1/N. Tada za Fourierovu pretvorbu Laplaceovog operatora vrijedi:

l'lui,j = {ﬂ'i+1,j + 'ﬁ-i—l,j — Z'ﬁ-ilj + ﬁ;J+1 + 'ﬁ-é,j—l — 2&1,\:] f.hﬂ (4.22)
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Manipulacijom indeksima za prvi ¢lan s desne strane jednakosti dobije se:

NoIN-1 Zwilk  Zwill
LAl .
ﬁ@+1g—ﬁzzm+u€ _"L—{t_1+1}—
i=0 =0
1 N N-1 27r|:| 1k Zxjll
N_EZ U; ;€ eTN =
i=1 =0
NNl 2mitk _2mjll 2 ;n 2 ;n
_lﬁf? ZZH-,JE ]? e E‘%_k-FZHHJE v 2“”! ZHEJE d 2““!
i=0 =0 F=0 =0

Ovdje za periodicne funkcije vrijedi ug = uxy, pa se zadnja dva clana s desne strane

gornje jednakosti krate. Analognim postupkom za i;_1 ;, i j, 1 j41 1 1; ;1 dobivamo:

N-1N-1

2xlk 2xjIl Zxilk
;= EE E U; ;6N €N e N | (4.23)
i=0 =0
—1N-1 .
L] _Zwilk
i.j ‘“22 E U; € N - N (424)
i=0 =0
| NNt
- 2wl 2wl 2xilk
Uij1 = g U; ;e N e N e N | (4.25)
i=0 =0
N—-1N-1
2wl Zxyll 2xilk
u,J_l_VEE E ;e e N e § . (4.26)
i=0 j=

Uvrstavanjem gornjih izraza u (4.22):

— TZ Z =0 u‘%,j —zﬁu—kgjﬁjﬁ (Q%—k +ET_4+ET+E ‘.hrn)
Au, ;= " —
NEZ
. Inlk 221k -
— Ui j (E! N te — 4+ e + e~ N )
At = I 4.27)
wz

Au,; = N2Mj i, (4.28)

(WL

gdje je
Znlk 'Er.i'k 2wl

My, =e" +e — 4t e N e N, (4.29)
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Analogno se moze pokazati A%u;; = N*M i ;.

Sada se mozemo vratiti na jednadzbu (4.18) u kojoj smo Laplaceov i bi-Laplaceov
operator numericki izvrijednili prikazanom metodom, te razdvajanjem ¢lanova u™ i

u™*! dobivamo:

(14 eMZ,At — C1 My 1At + CoAt) un+i(k, 1) = ur(k, )+

———

J’iffk,:%“”’{ﬂ“)(k: [) + (M@) (f(Z) — u™(2))) 1k, 1) — C1 My qur (k, 1) + Cour(k, 1) | .
(4.30)

At

Rjesavanjem za u™*!, ovo se pojednostavi kao:

un (k1) =

AtMyg [ 1W/(um) — | (k,1) + At [N@)f(@) — A@ur(F) + Cowr (&) | (k1) + u(k, J
1+ eMZ,AL— Cy My At + CoAt

(4.31)

Svaka diskretna Fourierova pretvorba s desne strane jednadzbe (4.31) lako se izracuna
uz dani u”, pa ova metoda brzo i u¢inkovito ra¢una matricu u"+. Na kraju, da bismo
dobili u(Z,t), sve Sto preostaje jest izracunati inverz Fourierove pretvorbe od u"+!,
definirane na sljedeci nacin:

N-1N-
ﬂ-+1

]. xi. 2wjil
uft= 5 )0 Y uH(k DR e R (4.32)

k=1 I=1

Usporedbom jednadzbi (4.17) i (4.31) mozemo primijetiti da je upotreba Fourierove

pretvorbe dovela do znacajnoga pojednostavljenja problema.
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5 Simulacije

Modificirana Cahn-Hilliardova jednadzba opisana u radu odlican je izbor u usli-
kavanju jednostavnih oblika. Takoder, zbog dostupnosti brzih numerickih metoda
skratuje se vrijeme potrebno za izvodenje programa u odnosu na druge metode.
Kako bismo pokazali mo¢ izvedbe Cahn-Hilliardove metode, napravljeno je nekoliko
testova. Zapocinjemo s jednostavnim oblicima, kao Sto su linija, kriz i krug. Zatim
razmatramo sloZenije oblike poput zvijezde, teksta, @ simbola, te na kraju realnu
binarnu sliku. Svi primjeri prikazani u nastavku izvedeni su u Matlabu. Na kraju
usporedujemo Cahn-Hilliardovu jednadzbu s nekoliko poznatih metoda za uslikava-
nje koje su i danas u primjeni: harmonickim i transportnim uslikavanjem, metodom
totalne varijacije, te Matlabovom funkcijom ’inpaintn’.

Izvodenje Cahn-Hilliardove metode odvija se u dva koraka. U prvome postavljamo
veliku vrijednost parametra ¢;, Sto rezultira nastavljanjem konturnih linija unutar
domene. Spojeni rubovi razmazani su zbog velikog doprinosa difuzije. U drugom
koraku koristimo rezultat prvoga, te se jako malom vrijednos¢u e, spojene konture
izoStravaju. U simulacijama u ovom radu koristimo jednak broj iteracija u oba koraka
(my; = mg = m/2), a za konstante C i C; uzimamo vrijednosti C; = A i C; = 1/e,.
Veli¢ina svih slika je 392 x 469, a podrudje uslikavanja oznaceno je crvenom bojom.
Algoritam za transportno uslikavanje preuzet je sa [19] i izmijenjen tako da radi
s binarnim slikama, a kod za ’inpaintn’ funkciju preuzet je sa [20]. Ostali kodovi
koristeni u simulacijama nalaze se u dodacima A-E. Koristeni parametri, kao i vri-
jeme izvrSavanja, prikazani su u tablicama ispod slika. Sve simulacije provedene su

na standardnom modelu laptopa iz 2021. godine.

5.1 Uslikavanje pruge

U prvom primjeru zadatak je uslikati prekinutu bijelu liniju. Postavljajuéi duljinu do-
mene uslikavanja puno ve¢om od sirine linije, ispitujemo sposobnost spajanja kontur-
nih linija preko velikih prekida. Na slici 5.1¢ vidimo da Cahn-Hilliardova jednadzba
uspjesno spaja rubove bijele linije u slucaju velikih domena uslikavanja. Zapocinjemo
simulaciju s ¢; = 100, nakon m; = 39000 iteracija mijenjamo vrijednost parametra u

€2 = 2, te provodimo dodatnih ms, = 39000 iteracija.
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(a) Izvorna slika (b) Ostecena slika (c) Rezultat uslikavanja
Slika 5.1: Rezultati uslikavanja linije koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jednadzbom

C; Cy A g mq €9 mo ‘ t
05 2 5 100 39000 2 39000‘10035

Tablica 5.1: Parametri koristeni u uslikavanju slike 5.1.

5.2 Obnova kuteva

Na primjeru zvijezde i kriza ispitujemo sposobnost obnove kuteva. Na krizu je oSte¢en
sredi$nji dio slike, dok su na zvijezdi oStecena 3 razlic¢ita podrucja.

5.2.1 Kriz

Parametri koriSteni za obnovu kriza prikazani su u tablici 5.2. Na slici 5.2c vidimo da
dvije okomite linije nisu spojene u pravi kut, vec se krajevi blago savijaju. Pomnim
promatranjem moze se primijetiti i da konturne linije nisu oStre, odnosno vidljiv je

utjecaj difuzije unutar domene uslikavanja.

(a) Izvorna slika (b) Ostecena slika (c) Rezultat uslikavanja

Slika 5.2: Rezultati uslikavanja kriza koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jednadzbom

C; Cy A g m €9 mo ‘ t
1 1 10 200 10000 1 10000 |187s

Tablica 5.2: Parametri koristeni u uslikavanju slike 5.2
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5.2.2 Zvijezda

Masku smo primijenili na tri razli¢ita podrucja zvijezde. Rezultat prikazan na slici
5.3c dobili smo nakon ukupno 60 000 iteracija, gdje smo u prvom koraku uzeli veliku
vrijednost parametra ¢; = 400, a u drugom koraku e; = 1. Ponovno vidimo zakriv-
ljeno spajanje izvorno ostrih kuteva, dok su konturne linije lijevog kraka zvijezde

uspjesno spojene.

(a) Izvorna slika (b) Ostecena slika (c) Rezultat uslikavanja

Slika 5.3: Rezultati uslikavanja zvijezde koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jednadzbom

Cl CQ A €1 mq €9 Mo ‘ t
1 1 5 400 30000 1 30000 \ 566 s

Tablica 5.3: Parametri koriSteni u uslikavanju slike 5.3

5.3 Uslikavanje kruga

Sljedece promatramo uslikavanje zakrivljenih linija. U tu svrhu odabrana je jednos-
tavna slika kruga, koji je oSte¢en na dva mjesta razli¢itih duljina lukova. Na slici 5.4c
prikazan je najbolji postignuti rezultat, koji smo dobili za izbor parametara prika-
zanih u tablici 5.4. Na ovom primjeru mozemo primijetiti da Cahn-Hilliardova jed-
nadzba daje jako dobre rezultate u uslikavanju zakrivljenih linija - dobiven je osStar

rub, a pri tome je ocuvana i njegova zakrivljenost.

G G A e m e my |t

1 1 1 4000 20000 1 20000 ‘ 375s

Tablica 5.4: Parametri koriSteni u uslikavanju slike 5.4
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(a) Izvorna slika (b) Ostecena slika (c) Rezultat uslikavanja

Slika 5.4: Rezultati uslikavanja binarne slike koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jed-
nadzbom

5.4 Obnova teksta

Binarni tekst prekrili smo sa 6 paralelnih linija koje predstavljaju domenu uslikava-
nja. PocCetna vrijednost je ¢; = 100, nakon m; = 500 iteracija postavljamo e, = 1, te

provodimo jos my = 500 iteracija. Koristeni parametri prikazani su u tablici 5.5.

A binary image is one that o A binary image is onc that
consists of pixels that can have CoISi s consists of pixels that can have
one of exactly two colors, y , one of exactly two colors,
usually black and white. Binary usually black and white. Binary
images are also called bi-level ii g imagcs arc also called bi-level

or two-level, Pixelart made of = 2 or two lcvel, Pixclart madc of
two colours is often referred to two colours is often referred to

as 1-Bit or 1bit.[2] This means 2 This ar as 1-Dit or 1bit.[2] This mcanc
that each pixel is stored as a tha i 3 that each pixel is stuied as a
single bit—i.e., a0 or1. single bit—i.e., a0 or1. single bit—i.e., a0 or 1.

(a) Izvorna slika (b) Ostecena slika (c) Rezultat uslikavanja

Slika 5.5: Rezultati uslikavanja binarne slike koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jed-
nadzbom

Ci Cy N ¢ my 6 mg‘t
1 1 5 100 250 1 250‘55

Tablica 5.5: Parametri koriSteni u uslikavanju slike 5.5

5.5 Obnova @ simbola

Sljedece razmatramo uslikavanje domene male povrsSine na primjeru @ simbola. Na
slici 5.6c model je dao rezultat blizak izvornoj slici i ljudskom vizualnom poimanju
’kako treba uslikati’. Dok na slici 5.6d, uz drugaciji izbor parametra A\, model nije
uspio spojiti znak. U drugom slucaju, za manju vrijednost \, osim nemogucnosti spa-

janja linija takoder je primjetno i zamucenje u cijelom podrudju slike i izvan domene.
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Parametri za oba rezultata uslikavanja navedeni su u tablici 5.6. Koristili smo isti

maksimalan broj iteracija, te istu vrijednost ¢ u prvom i drugom koraku izvrSavanja.

elelele

(a) Izvorna slika (b) Ostecena slika (¢) Rezultat 1 (d) Rezultat 2

Slika 5.6: Rezultati uslikavanja @ znaka koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jednadzbom

C; Co A g mi e my | ot
© 1 1 10 200 40000 1 40000 | 761s
d 1 1 1 200 40000 1 40000 | 758s

Tablica 5.6: Parametri koriSteni za dobivanje slike 5.6

5.6 Obnova binarne slike

Obradom proizvoljne slike u boji dobili smo binarnu sliku i zatim je oStetili proizvolj-
nim potezima misa preko cijelog podrudja slike, te to podrudje predstavlja domenu

uslikavanja. KoriSteni parametri prikazani su u tablici 5.7.

(a) Izvorna slika (b) Ostec¢ena slika (c) Rezultat uslikavanja

Slika 5.7: Rezultati uslikavanja binarne slike Cahn-Hilliardovom jednadZbom

Ci Cy A ¢ mp € mg‘t

1 1 3 100 250 1 250 |12s

Tablica 5.7: Parametri koriSteni u uslikavanju slike 5.7
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5.7 Usporedba s drugim metodama

Rezultate dobivene uslikavanjem koriste¢i Cahn-Hilliardovu jednadzbu usporedujemo
s metodama harmonickog i transportnog uslikavanja, TV modela i Matlabovom ’inpa-
intn’ funkcijom. Svaki pristup ispitujemo na istim primjerima na kojima smo ispitivali

i Cahn-Hilliardovu metodu. Slike 5.8-5.14 prikazuju rezultate navedenih modela.

(a) harmonicko uslikavanje (b) TV metoda (c) transportno uslikavanje

(d) ’inpaintn’ funkcija (e) CH metoda

Slika 5.8: Rezultati uslikavanja razli¢itih metoda na primjeru linije

Na slici 5.8 vidimo da harmonicko uslikavanje ne uspijeva spojiti krajeve linije, te
da unutar domene uslikavanja ujednacuje vrijednosti intenziteta. Rezultat je nepo-
vezana i mutna slika. Matlabova 'inpaintn’ funkcija postize slican rezultat, ali je vid-
ljivo puno slabije, odnosno lokalizirano rasprsivanje vrijednosti. Rezultati dobiveni
TV metodom slazu se s rezultatima u radu [7] - za velike domene uslikavanja, vec¢e od
Sirine linije, TV model ne uspijeva povezati liniju. Suprotno tome, Cahn-Hilliardovom
jednadzbom i transportnim uslikavanjem rubovi su uspjeSno spojeni. Transportnim
uslikavanjem dobivene su oStre granice, dok je u slucaju koristenja Cahn-Hilliardove
jednadzbe vidljivo zamucenje granica u podrucju unutar domene uslikavanja.

Na slikama 5.9 i 5.10 razmatramo primjere kada oSte¢eno podrudje sadrzi kut. Har-
monicko uslikavanje rezultira mutnom slikom u oSte¢enom podrucju, bez ikakve ob-
nove strukture slike. ’Inpaint’ funkcijom postignuti su bolji rezultati - dobivene su
granice kuta, ali uz snazno zamucenje rubova. TV metodom ponovno nije uslikan

osteceni dio slike. U izvornom radu [29], gdje je TV metoda prvotno i predstav-
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ljena, takoder se vidi da i za manje domene rezultira slikom s rupom koja odgovara
ostecenju. Cahn-Hilliardova jednadzba daje vizualno najbolje rezultate iako ne us-

pijeva obnoviti ostar kut, te je primjetno blago zakretanje konturnih linija unutar

(a) harmonicko uslikavanje (b) TV metoda (c) transportno uslikavanje

(d) ’inpaintn’ funkcija (e) CH metoda

domene uslikavanja.

Slika 5.9: Rezultati uslikavanja razli¢itih metoda na primjeru kriza

(a) harmonicko uslikavanje (b) TV metoda (c) transportno uslikavanje

(d) ’inpaintn’ funkcija (e) CH metoda

Slika 5.10: Rezultati uslikavanja razli¢itih metoda na primjeru zvijezde

Slika 5.11 prikazuje rezultate na testu obnove kruga. ’Inpaintn’ funkcija, transportno
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uslikavanje i Cahn-Hilliardova jednadzba ¢uvaju smjer konturnih linija, dok jedino
za posljednje dvije mozemo re¢i da daju zadovoljavajuce rezultate bliske izvornoj
slici. TV metodom nije postignuta obnova strukture slike. U radu [9] prikazana je
izvedba superiornije CDD metode na primjeru kruga, koja u odnosu na TV metodu
ima dodatnu korekciju difuzijskog ¢lana. Rezultat uslikavanja ove metode takoder

daje jednake rezultate kao i predstavljena metoda totalne varijacije.

(a) harmonicko uslikavanje (b) TV metoda (c) transportno uslikavanje

(d) ’inpaintn’ funkcija (e) CH metoda

Slika 5.11: Rezultati uslikavanja razli¢itih metoda na primjeru kruga

(a) harmonicko uslikavanje (b) TV metoda (c) transportno uslikavanje
(d) ’inpaintn’ funkcija (e) CH metoda

Slika 5.12: Rezultati uslikavanja razli¢itih metoda na primjeru @ simbola
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Na slici 5.12 prikazani su rezultati uslikavanja @ simbola, gdje smo maskom obu-
hvatili dio slike koji sadrzi jednu zakrivljenu liniju koja ulazi i izlazi iz domene, te
jednu liniju koja zavrsava u domeni. Lijnije su medusobno blizu. Ocekivano, har-
monicko uslikavanje rezultiralo je mutnom slikom u oste¢cenom podrucju i gubitkom
granica znaka, dok TV model nije uspio povezati linije. Najblizi izvornoj slici je rezul-
tat dobiven koriste¢i se Cahn-Hilliardovom jednadzbom s oStro spojenim rubovima i
ocuvanim smjerom konturnih linija.

Rezultati simulacija na slikama 5.13 i 5.14 prikazuju ucinkovitost ispitanih metoda
u slucaju obnove teksta i realne binarne slike. U sluc¢aju harmonicke i TV metode
te ’inpaintn’ funkcije najvidljivije je da je postojalo oStecenje slike. Ove metode
daju najloSije rezultate. U slucaju transportnog uslikavanja, pomnim promatranjem
takoder su vidljiva mjesta oStecenja slike. Najbolji rezultati dobiveni su primjenom

Cahn-Hilliardove jednadzbe, ali uz pristutno zamucenje u cijelom podrucju slike.

A binary image is one that
consists of pixcls that can have
one of exactly two colors,
usually black and white. Binary
images arc also called bi-level

or twe level, Pixclart made of
two colours is often referred to
as 1-Bit or 1bit.[2] This means
that each pixel is stvied as a
single bit—i.e., a0 or 1.

(a) harmonicko uslikavanje

A binary image is onc that
consists of pixcls that can have
one of exactly two colors,
usually black and white. Binary
images arc alse ealled bi-level

ar twe level, Mixclart made of
two colours is often referred to
as 1-Bit er 1bit.[2] This means
that each pixel is stvied as a
single bit—i.e., a0 or 1.

(b) TV metoda

A binary image i3 onc that
consists of pixels that can have
one of exactly two colors,
usually black and white. Binary
images are also called bi-level
or two lcvel, Tixclart madc of
two colours is often referred to
as 1-Dit or 1bit.[2] This meano
that each pixel is sluued as a
single bit—i.e., a0 or 1.

(c) transportno uslikavanje

A binary image i3 onc that
consists of pixcls that can have
one of exactly two colors,
usually black and white. Binary
images arc also called bi-level

or two level, Pixclart madc of
two colours is often referred to
as 1-Dit or 1bit.[2] This mcanc
that each pixel is sluied as a
single bit—i.e., aoor1.

(d) ’inpaintn’ funkcija

A binary image i3 onc that
consists of pixcls that can have
one of exactly two colors,
usually black and white. Binary
images arc also called bi-level

or two Icvcl, Pixclart madc of
two colours is often referred to
as 1-Dit or 1bit.[2a] This mcanc
that each pixel is sluued as a
single bit—i.e., aoor1.

(e) CH metoda

Slika 5.13: Rezultati uslikavanja binarnog teksta za razli¢ite metode

U tablici 5.8 prikano je vrijeme izvrSavanja programa za svaki od modela. U od-
nosu na slozenije metode viSeg reda, osim Sto znatno pojednostavljuje problem i daje
dobre rezultate uslikavanja, Cahn-Hilliardova jednadzba znacajno ubrzava vrijeme

potrebno za izvodenje simulacije.
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(d) ’inpaintn’ funkcija

(e) CH metoda

Slika 5.14: Rezultati sulikavanja na primjeru binarne slike.

| linija | kriz | zvijezda | krug | tekst | @ | binarna

harmonicko 108 61 34 42 1 14 7

inpaintn 1 0.3 0.3 0.5 7 14 12
TV 85 77 75 99 49 35 167
transportno | 4437 | 1476 683 612 | 142 | 5705 | 1758

Cahn-Hilliard || 1003 | 187 566 375 5 761 12

dama.

Tablica 5.8: Vrijeme izvrsavanja metoda za promatrane primjere, izraZzeno u sekun-

38



6 Zakljucak

U ovom radu razmatrali smo problem uslikavanja digitalne slike i posebice pris-
tup problemu upotrebom Cahn-Hilliardove jednadzbe. Koristili smo ideju cijepa-
nja konveksnosti za izvodenje numericke sheme za rjeSavanje jednadzbe i metodu
brze Fourierove pretvorbe za pojednostavljivanje problema i skracivanje vremena
izvrsavanja programa. Algoritam je podijeljen u dva dijela, gdje se u prvom koraku
uc¢inkom difuzije preko domene uslikavanja spajaju rubovi, dok se u drugom koraku
rubovi izoStravaju. Kako bismo ispitali u¢inkovitost opisane metode primijenili smo
ju na nekoliko binarnih slika. Usporedba je provedena na primjeru nekoliko razli¢itih
jednostavnih geometrijskih oblika, odnosno smjerova konturnih linija te je mjereno i
vrijeme izvrSavanja.

Rezultati simulacija potvrduju da je Cahn-Hilliardova jednadzba dobar izbor za pris-
tup problemu - pokazuju prirodno nastavljanje strukture slike i o¢uvanje zakrivlje-
nosti unutar domene D. Cahn-Hilliardova jednadzba dala je zadovoljavajuce rezul-
tate uslikavanja, ali uz prisutan difuzijski u¢inak jasno vidljiv u primjerima linije (sl.
5.1), teksta (sl. 5.5) i realne binarne slike (sl. 5.7), a pomnijim promatranjem i u
ostalima.

U poglavlju 5.7. pokazali smo da koriStenjem PDJ viSeg reda (posebice Cahn-Hillia-
rdovom jednadzbom cCetvrtoga reda) postizemo bolje rezultate uslikavanja u od-
nosu na ranije metode drugog (harmonicko, TV uslikavanje) i treceg reda (trans-
portno uslikavanje). Ocekivano, metode temeljene na parcijalnim diferencijalnim
jednadzbama drugoga reda nisu uspjele obnoviti strukturu i ocuvati zakrivljenost.
Takoder mozemo primijetiti da je Cahn-Hilliardovom jednadzbom, osim dobrih re-
zultata uslikavanja, u odnosu na raniju metodu trecega reda - transportno uslikava-
nje, smanjen i broj potrebnih iteracija i vrijeme izvrsavanja programa.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe dobar su izbor za uslikavanje strukture slike, dok
u slucaju uslikavanja teksture ili domena koje prekrivaju cijele objekte, moramo po-

segnuti za drugim pristupima.
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Dodaci

Dodatak A Glavni kod

Harmonicko uslikavanje
clear

close all

cle

[u,maska] = slika_s_maskom(stripe.png’,’)maska.png’);

imwrite(u,’h_ulaz.png’);

lambda = 10; maxiter = 500; dt = 0.1;

tic

harmonicko(u,maska,lambda, maxiter,dt);

toc

Cahn-Hilliard uslikavanje

clear

close all

[u,maska] = slika_s_ maskom(’stripe.png’,’ maska.png’);
imwrite(u,’CH_ulaz.png’);

m = 4000; epsilon = [100 1]; lambda = 10; dt = 1;
tic

CH(u,maska,lambda,m,dt,epsilon);

toc

Transportno uslikavanje
clear

close all

[u,maska] = slika_s_maskom(stripe.png’,’)maska.png’);
imwrite(u,’transportno_ulaz.png’);

tol = le-5; m = 50;dt = 0.1; param.M = 40; param.N = 2; param.eps = le-10;
tic

inpainting_transport(u,maska,m,tol,dt,param);

toc
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TV uslikavanje
clear

close all

[u,maska] = slika_s_maskom(stripe.png’,’)maska.png’);
imwrite(u,’TV_ulaz.png’);

lambda = 10; m = 2000; dt = 0.1; epsilon =1;
TV(u,maska,lambda,m,dt,epsilon);

toc

Inpaintn

u = imread(stripe.png’); maska = imread( 'maska.png’);
u=convert2binary(u); mask=convert2binary(mask);
[M,N] = size(u);
uNaN=double(u);
fori=1:M
for j=1:N
if mask(i,j) ==
uNaN(i,j) =NaN;
end
end
end
N=2000;
z=inpaintn(uNaN,N);

imwrite(z,’inpaintn.png’);
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Dodatak B Harmonic¢ko uslikavanje

B.1 Numericka shema

Harmonicko uslikavanje opisano parcijalnom diferencijalnom jednadzbom:
u = Au — AMu — f), (B.1)

prevodimo u numericku shemu oblika:

u" M (x) — u(X)
At

= Au"(x) = A(¥) (f(¥) —u"(¥)) . (B.2)

Odnosno

u" (%) = u" (%) + At (Au" (%) — A®) (f(x) —u" (%)) (B.3)

B.2 MATLAB kod

function u = harmonicko(ulaz,maska,lambda,maxiter,dt)

[M,N] = size(ulaz);

Laplasijan dobiven metodom opisanom u [27]
El=sparse(2:N,1:N-1,1,N,N);

E2=sparse(2:M,1:M-1,1,M,M);

[1=speye(N);

[2=speye(M);

D1=E1l+transpose(E1)-2*I1;

D2=E2+transpose(E2)-2*12;

Neumannovi uvjeti
D1(1,[12]) = [-11];
D1(end,[end-1 end]) = [1 -1];
D2(1,[12]) = [-11];
D2(end,[end-1 end]) = [1 -1];
A=kron(I1,D2)+kron(D1,12);

Oslobadanje memorije

clear D1 D2
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Inicijalizacija
u = ulaz;

f = ulaz;

for i = 1:maxiter

Jednadzba harmonickog uslikavanja (B.3)

laplacian = reshape( A*reshape(u(:),[1,1) ,M,N);
u = u + dt*( laplacian + lambda*mask.*(f-u) );
end
imwrite (u,’harmonicko.png’);

return
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Dodatak C Cahn-Hilliard uslikavanje

C.1 MATLAB kod

function u = CH(ulaz,maska,lambda,m,dt,epsilon)
[M,N] = size(ulaz);
u = ulaz;

Dva koraka pristupa uslikavaju Cahn-Hilliardovom jed-

nadzbom, opisano na str. 29.
swap = round(m/2);

ep = [epsilon(1)*ones(numel(1:swap-1),1); epsilon(2)*ones(numel(swap:m),1)];

Konstante odabrane prema uvjetima da je C usporediva s %, aCys A (str.25.)
cl = 1/epsilon(2);

c2 = lambda*maska;

Matrica My,
Mkl=spdiags(2*(cos(2*(0:M-1)"*pi/M)-1),0,M,M) *ones(M,N) +...
ones(M,N)*spdiags(2*(cos(2*(0:N-1)"*pi/N)-1),0,N,N);

Inicijalizacija

FT_u = fft2(u);
FT_lambda_f = fft2(lambda*maska.*u);
fori = 1:m
nazivnik=1+ep(i) *MKkl. 2*dt-c1*Mkl*dt+dt*c2;
FT W’ = fft2(2*(2*u. 3-3*u." 24+u));
Jednadzba (4.31)
FT u = (dt*(1/ep(i)*MKkL.*FT_W’-(Mkl*c1).*FT _u) +...
dt*(FT_lambda_f - fft2(lambda*maska.*u) +c2.*FT_u) +FT_u)./nazivnik;
u = real(ifft2(FT_u));

end
imwrite(u,’CH.png");

return
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Dodatak D TV uslikavanje

D.1 Numericka shema

Uslikavanje metodom totalne varijacije drugoga reda opisano je parcijalnom diferen-
cijalnom jednadzbom (3.3), gdje je |Vu| zamijenjena regulariziranom verzijom
V/|Vul?2 + €2 [29]. Diskretizacija je provedena koriste¢i se metodom cijepanja ko-

nveksnosti, kao i u salu¢aju Cahn-Hilliardove metode, s energijama:

C C
By = / —|Vul*dg By = / —|Vu| + | Vul*dx
Q 2 Q 2

Ey = / @|u|2d)_( Eyy = / —Af —u)* + 9]u\Qd)_(.
Q 2 Q 2

Koriste¢i se metodom brze Fourierove pretvorbe dobivamo sljede¢u numericku shemu:

—

A f —un)At — 2At
1 — Cy My At + Co At

,anJrl — ,&n +

(D.1)

gdje je [30]:
L um(ug + €%) + uyy (u? + %) — 2uxuyu$y. D.2)

VIVaP

D.2 MATLAB kod

function u = TV(ulaz,maska,lambda,m,dt,epsilon)
[M,N] = size(ulaz);
u = ulaz;
Konstante odabrane prema uvjetima da je Cy usporediva s 1, a Cy s Ao [30]
cl = 1/epsilon;

c2 = lambda*maska;

Matrica My,
Mkl=spdiags(2*(cos(2*(0:M-1)"*pi/M)-1),0,M,M) *ones(M,N) +...
ones(M,N)*spdiags(2*(cos(2*(0:N-1)*pi/N)-1),0,N,N);

Inicijalizacija
FT_u = fft2(u);
FT_lambda_f = fft2(lambda*maska.*u);
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fori = 1:m
ux=(u(:;,[2:N N])-u(;,[1 1:N-11))/2;
uy=(u([2:M M],:)-u([1 1:M-11,:))/2;
uxx=u(:;,[2:N N])+u(;,[1 1:N-11,:)-2*u;
uyy=u([2:M M],:)+u([1 1:M-1],:)-2*u;
Dp=u([2:M M],[2:N N]) +u([1 1:M-1],[1 1:N-1D);
Dm=u([1 1:M-1],[2:N N +u([2:M M],[1 1:N-1]);
uxy=(Dp-Dm)/4;
Num=uxx.*(epsilon" 2+uy. “2)-2*ux.*uy.*uxy+uyy.* (epsilon "2 +ux. " 2);
Den=(epsilon"2+ux. " 24+uy. " 2)." (3/2);
z=Num./Den;
nazivnik=1+dt*c2-dt*c1*MKI;
Jednadzba (D.1)
FT_u = (FT_u+dt*fft(z) +dt*(FT_lambda_f-fft(lambda*maska.*u)))./nazivnik;
u = real(ifft2(FT_u));

end
imwrite(u,"TV.png);

return
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Dodatak E Ostale funkcije

E.1 Funkcija ’convert2binary’

function [binary] = convert2binary(ulaz)
[M, N, C]=size(ulaz);
if C==
ulaz=rgb2gray(ulaz);
end
ulaz=double(ulaz); sum=0;
fori=1:M
for j=1:N
sum=sum-+ulaz(i, j);
end
end
prag=sum/(M*N); binary=zeros(M, N);
fori=1:M
for j=1:N
if ulaz(i, j) >= prag
binary(i, j) = 1;
end
end
end

end

E.2 Funkcija ’slika s maskom’

function [u,maska,ulaz] = slika_s_maskom(il,i2)

ulaz = im2double(imread(il));

ulaz = convert2binary(ulaz);

maska = double(im2double(imread(i2)) == 1);

maska = convert2binary(maska);

noise = rand(size(ulaz)); noise = convert2binary(noise);

u = maska.*ulaz + (1-maska).*noise;
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