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Uvod

Intuitivno, primitivno rekurzivne funkcije su one funkcije koje se mogu dobiti ograni¢enim
racunanjem, odnosno racunanjem ¢iji broj koraka je ogranicen veli¢inom ulaza (kao nepo-
srednu posljedicu dobivamo da su sve primitivno rekurzivne funkcije totalne). Sli¢no, par-
cijalno rekurzivne funkcije su one funkcije koje se mogu dobiti neograni¢enim raCunanjem
— onim kod kojeg nemamo a priori ogranicenje na broj koraka ovisno o veli¢ini ulaza
(jedini nacin da utvrdimo stane li izraCunavanje u opéem slucaju je da ga simuliramo).
Kroz godine proucavanja razvijeni su brojni formalizmi za raCunanje parcijalno rekurziv-
nih funkcija (RAM-stroj, Turingov stroj, A-racun, ...), dok formalizmi primitivno rekur-
zivnih funkcija nisu bili toliko proucavani [3]. U ovom diplomskom radu pokazat ¢emo da
je LOOP-stroj odgovarajuci formalizam za primitivno rekurzivne funkcije.

Kad trebamo dokazati da je funkcija parcijalno rekurzivna, moZzemo je definirati s
pomocu kompozicije, primitivne rekurzije i minimizacije iz ve¢ definiranih funkcija, ili
pak napisati makro-program koriste¢i ve¢ definirane makroe. MoZemo i kombinirati pris-
tupe, piSuci neke dijelove funkcijski, a druge u obliku makro-programa.

No kad trebamo dokazati da je funkcija primitivno rekurzivna (Sto bi trebao biti jednos-
tavniji pojam), na prvi pogled moZemo Koristiti samo funkcijski pristup: funkcije za koje
ve¢ znamo da su primitivno rekurzivne, kompoziciju i primitivnu rekurziju. Bilo kakvo
pisanje RAM- ili makro-programa ne pomaze samo po sebi, osim ako smo spremni naci
neku primitivno rekurzivnu gornju ogradu za broj koraka koje taj program ¢ini. To se
efektivno svodi na proucavanje sloZenosti, Sto djeluje kao gubitak vremena ako nas zanima
samo izracunljivost.

Cilj je ovog diplomskog rada pokazati da moZemo pisati programe iz ¢ije sintaksne
strukture slijedi da racunaju upravo primitivno rekurzivne funkcije. Takoder, postoji funk-
cijski potprogram, tako da mozemo kombinirati pristupe analogno kao kod parcijalno re-
kurzivnih funkcija. StoviSe, postoji univerzalna funkcija koja moZe raunati svaku primi-
tivno rekurzivnu funkciju, simulirajuéi proizvoljni LOOP-program. Dijagonalizacijom se
onda lako dobije da univerzalna funkcija nije primitivno rekurzivna (iako jest rekurzivna),
pa imamo ,racunarsku” verziju Ackermannove funkcije. Cak i bolje: imamo analogon
,ZAckermannove relacije”, ¢ija karakteristicna funkcija ima kodomenu {0, 1}, pokazujuci
da brzi rast nije nuZan za izostanak primitivne rekurzivnosti rekurzivne funkcije.



Poglavlje 1

Uvod u LOOP-izracunljivost

1.1 Osnovni pojmovi i oznake

U ovom ¢emo radu uglavnom promatrati totalne brojevne funkcije oblika f : N* — N za
neki k € N, koje jednostavno zovemo funkcijama. Broj k zovemo mjesnoscu funkcije f i
skraceno pisemo f* Svaka (totalna brojevna) funkcija ima jedinstvenu mjesnost. Brojevna
relacija je oblika R C N¥ za neki k € N,. Po analogiji s funkcijama, k zovemo mjesnoscu
relacije, i piSemo R* ako je Zelimo naglasiti. Cinjenicu ¥ € R jo§ piSemo kao R(¥X), dok
X & R piSemo kao —R(X). Svakoj k-mjesnoj relaciji R prirodno odgovara k-mjesna karak-
teristicna funkcija y, definirana s

. I, XeR
XR(X) 1= R
0, 1nace
O¢ito svaka neprazna brojevna relacija ima jedinstvenu mjesnost. Sto je s praznom relaci-
jom? Iako postoji samo jedan prazan skup, promatrat éemo familiju @, k € N,, smatrajuéi
sve njene elemente razliCitim relacijama. Na kraju krajeva, njihove karakteristi¢ne funkcije
Jesu razliCite, jer imaju razli¢ite domene: recimo, D, , = N3,

1.2 LOOP-stroj i LOOP-program

Radi lakSeg razumijevanja, prvo ¢emo okvirno opisati LOOP-stroj. To je matematicki stroj
koji sadrzi prebrojivo mnogo registara Ry, Ry, R,, ... kao i RAM-stroj, ali umjesto pro-
gramskog brojaca, LOOP-stroj sadrZi stog prirodnih brojeva. Takoder, LOOP-stroj sadrzi
LOOP-program: to je fiksni neprazni konacni niz LOOP-instrukcija 1, ;1, ;... ;1,, svaka
od kojih je jednog od tri tipa:
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e INC R; — povecava sadrzaj registra R; za 1;
e DEC R; — ako je sadrzaj od R; pozitivan smanjuje ga za 1, a inaCe ne radi niSta;
e R; { L} (gdje je R, registar, a L LOOP-program) petlja
— izvrSi L onoliko puta koliki je sadrZaj registra R; na poCetku izvrSavanja petlje.

Skup svih LOOP-programa ozna¢avamo s LProg. Instrukcije tipova INC 1 DEC nazivamo
elementarnim instrukcijama.

Napomena 1.1. LOOP-program duljine 1 poistovjeéujemo s jedinom njegovom instrukci-
jom — sli¢no kao Sto u teoriji formalnih jezika, rije¢ duljine 1 poistovje¢ujemo s jedinim
njenim znakom. <

Napomena 1.2. Ne dozvoljavamo LOOP-programe s beskonac¢no mnogo ugnijezdenih
petlji. Preciznije, binarna relacija C na skupu LProg, gdje L, C L, znaci ,,petlja oblika
R{L:}, zaneki j € N, je jedna od instrukcija programa L,”, je dobro utemeljena. <

Definicija 1.3. LOOP-algoritam je uredeni par LOOP-programa L i mjesnosti k € N,.
Umjesto (L, k) piSemo L. <

LOOP-izracunavanje LOOP-algoritma L* sastoji se od sljedeéih koraka:
1. Resetiramo sve registre (postavimo 1h na 0) 1 ispraznimo stog.
2. Stavimo ulazne podatke redom u registre Ry, Rs, ..., Rx.

3. IzvrSimo LOOP-program L, koristeci stog za pracenje broja ponavljanja petlji
(pogledajte primjere i za ilustraciju i detaljniji opis tog postupka).

4. Procitamo izlazni podatak (rezultat) iz registra Ry.

Definicija 1.4. Kazemo da LOOP-algoritam L* racuna funkciju f* ako za svaki ¥ € Nf
vrijedi da je rezultat LOOP-izradunavanja algoritma L* s ulazom ¥ jednak f(¥).
Sli¢no, kazemo da L* odlucuje relaciju R* ako L* ra¢una funkciju yx. <

Napomena 1.5. Zbog deterministicnosti LOOP-izracunavanja, svaki LOOP-algoritam mo-
Ze raCunati najvise jednu funkciju. <

Definicija 1.6. Neka je k € N, te f* funkcija. KaZemo da je f* LOOP-izracunljiva
ako postoji LOOP-algoritam L* koji je rauna. Za svaki k € N,, oznakom LComp;
oznac¢avamo skup svih LOOP-izracunljivih funkcija mjesnosti k. LComp :=J;en, LCompy
je skup svih LOOP-izracunljivih funkcija (svih mjesnosti). <
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Primjer 1.7. Ovo su (neki) LOOP-programi koji ra¢unaju inicijalne funkcije:
o nulfunkciju Z', zadanu sa Z(x) := 0, ratuna LOOP-program pec Ry;
o sljedbenik Sc!, zadan sa Sc(x) := x+ 1, ratuna LOOP-program (R;{iNc Ry}; INC Rp);

e n-tu k-mjesnu koordinatnu projekciju Iﬁ, zadanu s 1,(x1, X2, ..., Xp) 1= X,
racuna LOOP-program R, {inc Ry} <

Primijetimo da za funkciju Z ne moZzemo uzeti ,,prazni LOOP-program” jer su LOOP-
programi po definiciji neprazni. Umjesto toga moZemo uzeti bilo koji LOOP-program koji
u R, ostavlja nulu, primjerice iNc R7, R{pEc Ry} ili (INc Ry; DEC Rp).

Definicija 1.8. Stanje registara LOOP-stroja je niz prirodnih brojeva ¢ : N — N s kona¢nim
nosacem (na svima osim kona¢no mnogo mjesta su mu nule), gdje za svaki j € N sma-
tramo da je c(j) upravo sadrzaj registra R;. Stoga umjesto c(j) obi¢no piSemo c(R;). Skup
svih mogudih stanja registara nazivamo SReg. <

Definicija 1.9. Za LOOP-program L rekurzivno definiramo dubinu p(L) na sljedeéi nacin:

p(Ne R;) = p(pEc R;) := 0,
pis L. L) = max{py), p(l), ..., p(L,) },
P(R; (L)) = 1+ p(L).

Zbog napomene [I.2]to je dobra definicija, a zbog kona¢nosti LOOP-programa p(L) je uvi-
jek prirodni broj. <

Pokazimo sada op¢i induktivni princip za LOOP-programe, koji ¢emo Cesto koristiti u
dokazima.

Teorem 1.10. Neka je P neko svojstvo LOOP-programa, takvo da vrijedi:
1. za svaki j € N, LOOP-programi INc R; i DEC R; imaju to svojstvo;
2. ako LOOP-program L i instrukcija 1 imaju svojstvo P, tada ga ima i (L; I);
3. za svaki j € N, ako LOOP-program L ima svojstvo P, tada ga ima i R;{L}.
Tada svi LOOP-programi imaju svojstvo P.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati vanjskom totalnom indukcijom po dubini programa i unu-
tarnjom obi¢nom indukcijom po duljini programa.

Vanjska pretpostavka: za neki d, vrijedi da svi LOOP-programi dubine manje od d
imaju svojstvo P.



POGLAVLIJE 1. UVOD U LOOP-IZRACUNLJIVOST 5

Vanjski korak: neka je L proizvoljni LOOP-program dubine d.

Pomoc¢na tvrdnja: Dokazimo da sve instrukcije u L imaju svojstvo $. Neka je I’ pro-
izvoljna instrukcija iz L. Ako je I’ elementarna, ima svojstvo # prema (I). Ako je I’ petlja,
recimo I’ = R;{L’'} zaneke j € Ni L € LProg, tadaje d = p(L) > p(I') = p(R}{L'}) =
1 +p(L'), 1z Cega slijedi p(L") < d — 1 < d, pa po vanjskoj pretpostavci L’ ima svojstvo P,
aonda gaimail prema (3).

Dokazimo sada da L ima svojstvo #, indukcijom po njegovoj duljini.

Unutarnja baza: ako je duljina od L jednaka 1, po napomeni [I.1] je L jednak jedinoj
svojoj instrukciji, pa ima svojstvo  prema pomoc¢noj tvrdnji.

Unutarnja pretpostavka: za neki ¢ > 1, svaki LOOP-program dubine d 1 duljine 7 ima

svojstvo P.
Unutarnji korak: neka je L = (Iy; ... ; 1;; I,41) proizvoljni LOOP-program dubine d 1
duljine #+1. Oznacimo L’ := (I;; ... ; I,). OCitoje d = p(L) = max{p(l,),...,p,), o(I;41)},

dakle p(I,), ..., o(I,) (paondaip(L’))ip(l;;) sumanjiili jednaki d. Ako je p(L’) < d, tada
L’ ima svojstvo P po vanjskoj pretpostavci, a ako je p(L") = d, tada ga ima po unutarnjoj
pretpostavci (jer mu je duljina ¢). U svakom slucaju L’ ima svojstvo P, a 1, ga takoder
ima po pomo¢noj tvrdnji, dakle i L ima svojstvo $ prema (2). O

U LOOP-izraCunavanju broj koraka, raCunamo kao broj izvrSenih elementarnih ins-
trukcija (rad sa stogom ne brojimo). U sljedecoj lemi smatramo da su pocetak i zavrSetak
racunanja s praznim stogom, iako ¢emo u dokazu koristiti (kao induktivnu pretpostavku)
,Jjacu” tvrdnju, u kojoj stog nije nuzno prazan. No ta tvrdnja nije zapravo jaca, jer za
vrijeme izvrSavanja (pot)programa ne diramo dio stoga koji je postojao prije njegovog
izvrSavanja. Pogledajte napomenu|1.17

Lema 1.11. Za svaki LOOP-program L, za svako stanje registara LOOP-stroja c,
postoji s € N takav da izvrsavanje L pocevsi od c stane nakon s koraka.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati koristeéi teorem[I.10] TraZeno svojstvo  LOOP-programa
L Ce biti da za svako stanje registara c, postoji s € N takav da izvrSavanje L pocevsi od ¢
stane nakon s koraka. Za pocetak pokazimo da to vrijedi za elementarne instrukcije. One
se po definiciji izvrSavaju u jednom koraku, pa imaju traZzeno svojstvo.

Neka LOOP-program L i LOOP-instrukcija I imaju traZeno svojstvo; dokazimo da
gaimai L’ := (L;I). Neka je ¢, proizvoljno stanje registara. Tada postoji s; takav da
izvrSavanje L pocevsi od c; stane nakon s; koraka; oznaCimo s ¢, stanje registara nakon
tog izvrSavanja. Za to stanje postoji s, takav da izvrSavanje I pocCevsi od ¢, stane nakon
s, koraka. Tada izvrSavanje L’ poCevsi od c¢; stane nakon s; + s, koraka. Kako je ¢; bilo
proizvoljno stanje registara, zakljucujemo da L’ ima traZzeno svojstvo.

Neka je L' = R;{L}, gdje L ima traZeno svojstvo. Znamo da ¢e se pri izvrSavanju L',
L izvr$iti neki konacni broj puta. Pokazimo sada indukcijom po r, broju ponavljanja tijela
petlje, da L’ ima trazeno svojstvo.
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Baza indukcije: za r = 0, ponavljanje LOOP-programa L nula puta uvijek stane nakon
0 koraka.

Pretpostavka indukcije: za r = k, L’ ima traZeno svojstvo.

Unutarnji korak: za r = k + 1, izvrSavamo LOOP-program L k + 1 puta. To je ek-
vivalentno tome da smo L izvrSili k puta, pa onda joS jednom. Po pretpostavci indukcije
za proizvoljno stanje registara c;, postoji s; takav da izvrSavanje L k puta pocevsi od ¢,
stane nakon s; koraka, te novo stanje registara ozna¢imo s ¢,. Kako L ima traZeno svoj-
stvo, postoji s, takav da izvrSavanje od L pocevsi od ¢, stane nakon s, koraka. Sada za
r = k + 1, vrijedi da izvrSavanje od L’, pocevsi od proizvoljnog stanja registara cy, k + 1
puta stane nakon s; + s, koraka. Kako tvrdnja dokazana indukcijom vrijedi za proizvoljni
r, ako uzmemo r := ¢(R;), dokazali smo da L’ ima traZeno svojstvo.

Primjenom teorema [[.10]dobivamo da svaki LOOP-program ima traZeno svojstvo. O

Teorem 1.12. Svaki LOOP-algoritam racuna neku funkciju.

Dokaz. Neka je P* proizvoljan LOOP-algoritam. Definirajmo funkciju f : N* — N tako
da je f() upravo rezultat LOOP-izraunavanja algoritma P* s ulazom ¥ (koje po lemi
zavr§i nakon kona¢no mnogo koraka). Tada P* ratuna f. O
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1.3 Primjeri LOOP-programa

LOOP-programe Cesto koristimo za racunanje funkcija, i tada nas zanima samo sadrzaj re-
gistra Ry nakon izracunavanja. No ponekada Zelimo koristiti LOOP-programe kako bismo
promijenili sadrZzaj nekih registara, ne promatrajuci taj postupak kao izraCunavanje neke
funkcije. Sljedeci primjer pokazuje jednu takvu upotrebu LOOP-programa.

Primjer 1.13. Jedan LOOP-program koji resetira R; je R;{pec R;}.
Stanje registara i stanje stoga tijekom njegovog izvrSavanja izgleda ovako:

program R; stog
Aﬂj{DEC Rj} rj [)
Rj{pec Rj} | 1 [r))
Ri{peC Rj} | 1 [rj)
Rifpec Rj} | rj=1 | [r))
R,-A{DEC Riy | ri—=1|[ri—-1)
Rj{pEC R ,-A} 1 [2)
R]-A{DEC R} 1 [1)
Rj{/\DEC R} 1 [1)
R;{pEC ﬂj-A} 0 [1)
RJ/'\{DEC R} 0 [0)
Rifoec Rj} | 0 [

Znak ,, »” oznacava Sto sljedece ,,Citamo” odnosno izvrSavamo, stupac ,,R;” prikazuje stanje
registra R;, a stupac ,,stog” prikazuje stanje na stogu (dno stoga oznaceno je s ,,[”’, a vrh
stoga s ,,)”). Kada procitamo elementarnu instrukciju, pove¢avamo ili smanjujemo (ako
je moguée) sadrzaj zadanog registra. Kada proCitamo oznaku registra R; koja nije dio
elementarne instrukcije, njegov sadrZaj stavljamo na vrh stoga. Kada procitamo ,,{” ako
je na vrhu stoga 0, mi¢emo O s vrha stoga i program nastavlja s izvodenjem instrukcije
koja slijedi pripadnu ,,}”. Inace samo izvrSavamo instrukcije dalje. Kada procitamo ,,}”,
smanjujemo broj na vrhu stoga za 1 i vraCamo izvodenje programa do pripadne ,,{”. <

Ubuduce, da bismo smanjili prikaz, kada ¢itamo ,, {”, a na vrhu stoga nije 0, u istom ko-
raku izvrSavamo sljedecu instrukciju. Pogledajmo kompliciraniji primjer LOOP-programa
koji ima ugnijezdene petlje.

Primjer 1.14. Funkciju mul?, zadanu s mul(x, y) := x - y, ratuna LOOP-program

Ri{Ra{iNc Ro}}.
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Kao i u prethodnom primjeru, prikazimo njegovo stanje registara i stanje stoga tijekom
izvrSavanja s nekim pozitivnim brojevima x 1 y:

program Ro R R stog
A7%1{7€2{1Nc Ro}} 0 Xy [
Rl/\{Rz{INC Ro}} 0 x [x)
Ri{Rz{ve Rol) 0 x oy [x, )
Ri{R-{INe Ro/\}} 1 X oy [x, y)
Ri{Ra{ine Rol} 1 x oy [x,y—1)
Riffofve Rol} | y—=1 x [x, 1)
Ri{Rofine Rol} |y x oy [x, 1)
RifRaofine Rol} |y x oy [x,0)
Ri{R>{ine Ro}A} y Xy [x)
Ri{Ro{ive Rol} y x oy [x—1)
Ri{Rofve Rol} |y x y | [x=Ly
RifRANC R} | y+1  x [x-1»
Ri{Rafine Rl | y+1 x y |[x—Ly-1)
RifRa{ne Ro}} | xy—1 x (L, 1)
RI{RZ/\ weRol} |y x Y
Riffofve Roll | vy x [1,0)
Ri{R>{ine Ro}/\} Xy X Yy [1)
RlA{Rz{INc Ro}} | xy X [0)
Ri{Ra{ine Ro}} Xy Xy [) <

Umjesto makroa ovdje imamo potprograme: to su doslovno podstringovi izvornog pro-
grama koji su 1 sami programi. Tako je zero Rj, za bilo koji j € N, zapravo pokrata za
program R;{pEc R;} iz primjera[I.13]

Definirajmo potprogram (REMOVE R; 10 R;), za sve i, j € N takve da je i # j, tako da
premjesta sadrzaj registra R; u R}, resetirajuci pritom R;. To je pokrata za sljede¢i LOOP-

program:
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ZERO Rj;
Ri {
(REMOVE R; TO R)) = pEC R;; |. (1.1)
INC R

}

Pocetna instrukcija (odnosno potprogram) zero R; resetira registar R,
a druga instrukcija odnosno petlja premjesta sadrZaj registra R; u registar R;.

Napomena 1.15. Pri pisanju kompliciranijih LOOP-programa, tijela petlji ¢emo uvlaci-
ti slicno kao Sto se to radi u C-u, radi bolje preglednosti. Treba napomenuti da ovdje
toCka-zarez predstavlja separator izmedu instrukcija, za razliku od C-a gdje predstavlja
kraj instrukcije. Naglasimo da oble zagrade (za razliku od vitiastih) nisu sintaksni dio
LOOP-programa, nego ih koristimo samo kako bismo oznacili cjelinu. <

Potprogram (MuL R;, R; 10 Ry USING R)), za sve j # i,k,[ 1] # i,k, mnoZi sadrZaj regis-
tara R; i R, koristeci registar R; kao pomo¢ni, te rezultat sprema u registar Ri. Primijetimo
da ne zahtijevamo da je i # k; to je zato §to nam je sadrZaj registra R; bitan samo na pocetku
programa kada zadajemo broj ponavljanja vanjske petlje. (MuL R;, R; T0o Ri USING R)) je
pokrata za sljedec¢i LOOP-program:

REMOVE R; 10 R}
ZERO Ri;

Ri{

(MuL Ri, Rj T0 Rk USING R)) = R { . (1.2)
INC Ry

}

}

Petlja u programu ista je kao i1 program iz primjera osim §to umjesto R, R> 1 Ro
imamo redom R;, R; i Ri. Pocetna instrukcija odnosno potprogram (REMOVE R; 10 R))
resetira registar R; i premjesta sadrZaj registra R; u registar R;. To je bitno kada je i = k,
jer moramo resetirati registar R; kako bismo u njega spremili vrijednost, a s druge strane
moramo negdje saCuvati njegovu vrijednost kako bismo je mogli iskoristiti za mnoZenje.
Potprogram zero Ri, kao $to smo vec vidjeli u primjeru resetira registar Ry. Pogle-
dajmo primjer koji koristi upravo definirani potprogram.

Primjer 1.16. Funkciju pow?, zadanu s pow(x, y) := x”, rauna LOOP-program

(ine Ro; Ro {mMuL Ro, R To Ro USING Ra}).
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Po definiciji potprograma to je ustvari isto kao 1 sljedeci LOOP-program:

INe Ro;

R {

(1.3)

Primijetimo da je [ iz (MuL R;, R; T0 Ri USING R;) jednak 2, Sto znaci da gubimo pocetnu
vrijednost registra R», ali to nije problem jer smo je ve¢ iskoristili kako bismo pokrenuli
petlju. Kao i u prethodnim primjerima, prikaZimo stanje registara i stanje stoga:

program Ro Ri R stog
INC Ro; Ro{ MUL Ro, Ri T0 Ro USING Ro} | O X y D
INC Ro; Rz{ MUL R, Ri 10 Ro USING R>} 1 y D
INC Ro; /\{ MUL Ro, Ri T0 Ro USING Ro} | 1 X y [y
INC Ro; Ra{ MUL R, R1 TO Ro USING Rz} X X 1 [y
INC Ro; RA{ MUL Ro, Ri T0 Ro USING Rz} X X 1 y-1)
INC Ro; Ro{ MUL R, Ri To Ro USING 7%2} x> x x | [y-1)
INC Ro; R /\{ MUL Ro, R1 10 Ro USING Rz} X2 X x | [y—-2)
INe Ro; Ra{ MUL Ro, R1 TO Ro USING Rz} 2 ox x| y-2
INe Ro; Rz{ MUL Ro, Ri To Ro USING Rz} 2 x X |[y-3)
INe Ro; 7{2/\{ MUL Ro, R1 T0 Ro USING Ro} | X2 x x| [2)
INe Ro; Ra{ MUL Ro, R1 TO Ro USING R2A} x! 2| [2)
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INe Ro; Ro{MUL Ro, R1 To Ro usING Ra} | » 1 x  »72 [1)
INe Ro; 7{2/\{ MUL Ro, R1 To Ro USING RzA} ¥ x x! [1)
INe Ro; RQA{ MUL Ro, R1 To Ro using Ro} | ¥ x  x7! [0)
INC Ro; Ro{MUL Ro, Ri To Ro using R} | ¥ x x| D

A

Kao Sto smo prije napomenuli, nakon 3. retka u gornjoj tablici viSe ni u jednom registru
nemamo vrijednost y, ali je zato ta vrijednost spremljena na stogu. <

Napomena 1.17. Bitno je primijetiti da se sadrzaj stoga moZe mijenjati tijekom izvodenja
programa, ali na pocCetku i na kraju je uvijek isti. Ista stvar vrijedi i za potprograme (jer
su oni takoder programi); sadrZzaj stoga neposredno prije i neposredno nakon izvrSavanja
potprograma je isti. U primjeru tijekom izvrSavanja potprograma

(MuL Ro, Ri 10 Ro USING R2),

na stogu se u nekom trenutku nalaze 3 vrijednosti, ali na kraju izvrSavanja stog je isti kao 1
na pocetku izvrSavanja potprograma. <

Napomena 1.18. Za dani LOOP-program L, maksimalna veli¢ina stoga tijekom njegovog
izvrSavanja je upravo p(L), dakle stog mozemo staticki alocirati (za fiksni LOOP-program),
odnosno nema opasnosti od stack overflowa. No ta veli¢ina se ne mora posti¢i. Na primjer,
dubina LOOP-programa iz primjera je 2, ali ako je prvi ulazni podatak nula onda
nikada nec¢emo ,,u¢i” u prvu petlju, pa Ce tijekom izvrSavanja biti najviSe jedan broj na
stogu. <

Za definiciju funkcijskog potprograma, potreban nam je pojam sirine LOOP-programa.
Lako je vidjeti da svaka LOOP-instrukcija, pa onda i svaki LOOP-program, djeluje na
neprazni konacni skup registara. To znaci da za svaki LOOP-program L moZemo definirati
njegovu Sirinu m; kao maksimalni broj j € N takav da se registar R; koristi u L. Formalno,
radi se o preslikavanju m. : LProg — N, definiranom rekurzivno s

Mixe R; += Mpec R; = Js
mu; .1, = max{my, ..., mi,},

mg(1) = max{me, j}.



Poglavlje 2

Primitivna rekurzivnost

U ovom poglavlju definiramo funkcijski potprogram i primitivno rekurzivne funkcije
te dokazujemo ekvivalentnost primitivne rekurzivnosti i LOOP-izracunljivosti.

2.1 Funkcijski potprogram

Prvi nam je cilj definirati funkcijski potprogram, koji omogucuje poziv bilo koje LOOP-
izracunljive funkcije na bilo kojim registrima kao argumentima, spremajuci rezultat u po
volji odabrani registar i Cuvajuéi po volji veliki poCetni komad memorije. Za pripremu
definirajmo prvo neke jednostavnije potprograme.

Kako bismo detaljnije opisali semantiku potprograma, u nastavku ¢emo koristiti ozna-
ku r; za sadrZaj registra R; prije izvrSavanja potprograma, a oznaku r; za sadrZaj istog
registra nakon njegova izvrSavanja. Za one registre za koje nismo posebno definirali stanje
nakon izvrSavanja potprograma, podrazumijevamo da su nepromijenjeni. Kao §to smo
napomenuli u primjeru[I.16] sadrzaj stoga uvijek ostaje nepromijenjen.

Potprogram (Move R; 10 R)), za sve i, j € N takve da je i # j, ima semantiku r, =i
Rijecima, taj potprogram kopira sadrZaj registra R; u registar R;. To je pokrata za sljedeci
LOOP-program:

ZERO Rj;
Ri {

(MOVE R; T0 R)) = e R;

2.1)
}

Vidimo da (movE R; To R;) Koristi potprogram (zero R;); to je isto kao da smo napisali:

12
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Ri{
DEC R;
|

(MovE R; T0 R)) = R |

(2.2)

INe R

}

Potprogram (REMOVE R; To R;) ve¢ smo upoznali u definiciji potprograma MUL iz pri-
mjera Njegova semantika je r; = ri A rj = 0. MoZemo ga implementirati i pomocu
(MovE R; T0 R;) ovako:

(REMOVE R; TO R)) = (

MOVE R; T0 R}; ) 2.3)

ZERO R;

Primijetimo da je, za razliku od RAM-arhitekture, na LOOP-arhitekturi jednostavnije na-
pisati potprogram MOVE nego REMOVE, odnosno jednostavnije je napisati potprogram koji
saCuva registar koji prenosi, od potprograma koji ga resetira. To je zato Sto u RAM-
arhitekturi, ako Zelimo imati petlju, moramo smanjivati sadrzaj registra instrukcijom tipa
pEC; dok se u LOOP-arhitekturi broj ponavljanja petlje pamti na stogu, a sadrzaj registra se
ne mora mijenjati.

Zai, j,n € N takve da je |i — j| > n > 0 definiramo potprogram (MMOVE n FROM R;.. TO
R;..), sa semantikom (V¢ < n)(r;. . = izt A 17, = 0), kao pokratu za LOOP-program:

REMOVE R; T0 Rj;

REMOVE Ris1 TO Rjs1;
(MMOVE n FROM R;.. TO R;..) = . . (2.4)

REMOVE Risn-1 TO Rjsn-1

Rijecima, potprogram (MMOVE n FROM R;.. To R;..) prebacuje vrijednosti n registara pocevsi
od R; u n registara pocevsi od Rj, resetirajuci polazne registre.
Sada za k € N+ i prirodne brojeve ji, ja,..., jx > k definiramo potprogram:

MOVE Rj, 10 Ri;

MOVE R, T0 Ro;
(ARGS Rj\, Rjss ..., Rjy) = ) . (2.5)

MOVE R}, TO Ri

sa semantikom (V¢ € {1,...,k})(r; = rj,), koji priprema LOOP-stroj za prijenos kontrole
na pozvanu funkciju, kopirajuci u prvih & registara Zeljene argumente funkcije. Uo¢imo da
su ji, j2,..., jk > k, pa su R i Rj, razliiti registri za sve t € {1,...,k}, ¢cime su ispunjeni
uvjeti poziva potprograma MOVE.

Sada moZemo, sli¢no kao u [[I}, definicija 1.31], definirati funkcijski potprogram.
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Definicija 2.1. Neka je k € N+ te neka je f¥* LOOP-izratunljiva funkcija
koja racuna LOOP-algoritam L]f‘. Neka su m, jo, j1, ..., ji € N. Definiramo

b =1+ max {mg,m,k, jo, j1,..., jk}
te pomocu tog broja definiramo funkcijski potprogram

MMOVE b FROM Ry.. T0 Rp..;

ARGS R ji, Ro+jos - -+ » Rorjis
(LR, ..., Rj) = Rj, SAVING R.m) == | Ls; . (2.6)
REMOVE Ro TO Rp+jy; <

MMOVE b FROM Rp.. TO Ro..

Propozicija 2.2. Semantika funkcijskog makroa, uz oznake iz definicije
te pokratu 7 := (rj,,Fjsy...,Fj), je v = f(#) AVt e {b,...,2b— 1})(r] = 0).

Dokaz. Pokazimo prvo da su zadovoljeni svi uvjeti koriStenih potprograma: za prvu i zad-
nju instrukciju to je |b — 0| = |0 — b| = b > b, za prijenos argumenata je b+ j: > b > k, a za
prijenos povratne vrijednostije b+ jo > b > 1 > 0.

Nakon izvrSavanja prvog potprograma MMOVE, prvih b registara bit Ce resetirano,

a njihove stare vrijednosti ro, r1, . .., rp-1 bit e sacuvane u iducih b registara.
Posebno, za sve t € {1,...,k}, u Rp+j,nalazit e se rj,.
Dakle, potprogram ARrGs ¢e u ulazne registre Ri, ..., Rx zapisati upravo vrijednosti 7.

Ostale registre nece mijenjati, pa ¢e Ro i dalje biti resetiran, kao i svi registri iz (moguce
praznog) skupa {R; | k < j < b}, a u iducih b registara ¢e i dalje biti ,.backup”.

Slijedi izvrSavanje potprograma L na trenutnom stanju registara. Kako L]{‘ racuna funk-
ciju f, a u ulaznim registrima mu se nalazi nalazi 71i svi ,,pomo¢ni” registri su mu resetirani,
kao Sto bi 1 trebali biti na pocetku, jer je b > my,. Slijedi da ¢e izvrSavanje tog potprograma
stati (po propoziciji [I.11)), i u ,,zavr$noj” konfiguraciji sadrZaj registra Ry Ce biti f(7).

Nakon toga izvrSavanje funkcijskog makroa prijeci ¢e na potprogram REMOVE, koji ¢e
tu vrijednost f(7) zapisati u registar Ry j,, koji je dio bloka {R; | b < j < 2b} zbog jo < b.
Svi ostali registri iz tog bloka i dalje ¢e sadrzavati backup pocetnih vrijednosti prvih b
registara. Ne znamo $to Ce biti u prvih b registara (osim $to ¢e Ry biti resetiran) jer to ovisi
o konkretnom programu Ly, ali zapravo to nije ni bitno.

Naime, zadnji potprogram MMOVE Ce Citav taj blok prepisati backup-blokom, vrativsi
prvih b registara na originalne vrijednosti (konkretno, zanimat ¢e nas da se sacuva prvih
m < b registara), osim S$to ¢e u Rj, pisati vracena vrijednost iz Rp+j,, dakle f(7). Backup-
blok (registri od R, do Ra-1) Ce time biti resetiran. To sve moZemo prikazati tablicom:
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potprogram 0 Flyeeostk Tjo | ¥ Thejo T2b-1
MMOVE b FROM Rp.. TO Rp..; 0 0,...,0 0 |ro rjy 1p1
ARGS Rp1j1s Rosjos-- s Rovjis | O rjpsesrjy 0 |10 1jy  Tpot
. 9 9 9 2.7)
Ls; fA»  2,...,7 ? |0 Tjy,  Fp-l
REMOVE Ro TO Rp+jy; 0 2,...,7 ? {ro (A re
MMOVE b FROM Rp.. TO Rp.. ro r,....,rc @10 0 0

Tablica (2.7) nije dovoljno precizna za sve mogucnosti: recimo, moze biti jo = 1 ako
Zelimo promijeniti R; in-place. No zajedno s tekstnim opisom prije nje, tablica pruza dobar
uvid u sve $to se zbiva pri izvrSavanju funkcijskog makroa. O

2.2 Primitivna rekurzivnost povlaci LOOP-izracunljivost

U ovom odjeljku ¢emo pokazati da je svaka primitivno rekurzivna funkcija LOOP-izracun-
ljiva. Za pocetak definirajmo operatore kompozicije i primitivne rekurzije i pokazimo da je
skup LOOP-izracunljivih funkcija zatvoren na njih.

Definicija 2.3. Neka su k,/ € N+ te neka su G}, G5, ..., G¥ i H' funkcije. Za funkciju F*
definiranu s
F(%) := HGi(¥),G2(X),...,Gi(X)) zasve X € N, (2.8)

kazemo da je dobivena kompozicijom iz funkcija G1, G2, ..., G;i H.

Skraceno piSemo F := H o (G1,Ga,...,G)).

Za skup funkcija F kazemo da je zatvoren na kompoziciju ako za sve k, | € N+, za sve k-
mjesne G1,G>,...,G; € F te zasve [-mjesne H € 7, vrijedi H o (G1,G2,...,G)) € F. <

Definicija[2.3]je specijalni slucaj od [} definicija 2.5]. Naime, ovdje promatramo samo
totalne funkcije, pa ée domena funkcije dobivene kompozicijom uvijek biti &itav N,

Lema 2.4. Skup LOOP-izracunljivih funkcija zatvoren je na kompoziciju.

Dokaz. Samo ¢emo napisati odgovaraju¢i LOOP-program; dokaz da on doista raCuna
funkciju dobivenu kompozicijom vrlo je slican dokazu [1} lema 2.10] za RAM-izracunljive
funkcije.

Neka su k,/ € N+ proizvoljni te neka su Gf, G5, ..., Gf i H' proizvoljne LOOP-
izratunljive funkcije. To znaci da postoje LOOP-algoritmi L§ , L§ , ..., L§ i L), koji
ih redom racunaju. Tada LOOP-algoritam
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Lg,(R1, Rz, ..., R) = Ri+1 SAVING R k15
La,(R1,Ra, ..., Rk) = Ris2 SAVING R k115

: 2.9
Le,(R1, Rz, ..., Rk) = Ris2 SAVING R k1s; (9
Lg,(R1,R2, ..., Rk) = Rei+i SAVING R k415
Lu(Ri+1, Ri+25 - - - s Rie1) = Ro SAVING R k41
ratuna Ho (G, Ga,...,G)). |

Definicija 2.5. Neka je k € N+ te neka su G* i H**? funkcije. Za funkciju F**! definiranu s

F(%,0) := G(D), (2.10)
F(X,y+1):= HX,y, F(X,y)), zasve y € N, (2.11)

kaZzemo da je dobivena primitivnom rekurzijom iz funkcija G i H, i piSemo F := G = H.
Za skup funkcija ¥ kaZemo da je zatvoren na primitivnu rekurziju ako za svaki k € N+,

za svaku k-mjesnu funkciju G € ¥ te za svaku (k + 2)-mjesnu funkciju H € ¥ vrijedi

GrHeTF. <

Lema 2.6. Skup LOOP-izracunljivih funkcija zatvoren je na primitivnu rekurziju.

Dokaz. Neka je k € N+ proizvoljan te neka su G* i H**2 LOOP-izracunljive funkcije.
Neka su Lf i Ly;> LOOP-algoritmi koji ih redom ratunaju.
Sli¢no [1, lema 2.14] moZemo napisati LOOP-algoritam

La(Ri,Ra2, ..., Ri) = Ro SAVING R i+2; s
Rt {
Lu(R1, Rz, . .., R, Riv2, Ro) — Ro SAVING R k+2; (2.12)
INC Ri+2
}
koji racuna funkciju G = H. O

Sada moZemo definirati pojam primitivno rekurzivne funkcije.

Definicija 2.7. Skup primitivno rekurzivnih funkcija je najmanji skup funkcija koji
sadrZi sve inicijalne funkcije te je zatvoren na kompoziciju i na primitivnu rekurziju.
Za relaciju R kaZzemo da je primitivno rekurzivna ako je yr primitivno rekurzivna. <

Propozicija 2.8. Sve primitivno rekurzivne funkcije su LOOP-izracunljive.
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Dokaz. U primjeru(1.7|pokazali smo da skup LComp sadrzi sve inicijalne funkcije, a u le-
mama |2.4]i[2.6)smo pokazali da je LComp zatvoren na kompoziciju i primitivnu rekurziju.
Kako je skup primitivno rekurzivnih funkcija najmanji skup s tim svojstvima, taj skup je
nuzno podskup skupa LComp. |

2.3 LOOP-izracunljivost povlaci primitivhu rekurzivnost

U proslom odjeljku pokazali smo da je svaka primitivno rekurzivna funkcija LOOP-izra-
cunljiva; u ovom odjeljku pokazat ¢emo da vrijedi 1 obrat. Uzmimo proizvoljnu LOOP-
izra¢unljivu funkciju f* i jedan LOOP-algoritam L* koji je ra¢una.

Da bismo pokazali da je f* primitivno rekurzivna, simulirat éemo izvr$avanje LOOP-
programa L. Za to nam je potrebno kodiranje stanja registara. Kao i u RAM-arhitekturi
trebamo kodirati nizove prirodnih brojeva s kona¢nim nosacem, te koristimo isto kodiranje.
Neka je (pi)ien strogo rastuéi niz prostih brojeva (po = 2, p1 = 3, ...). Za proizvoljni niz

prirodnih brojeva s kona¢nim nosacem (ro, r1,72,...,0,0,0,...) definiramo kod kao
ro,r1,72,...,0,0,0,..) := | | pl". (2.13)
ieN

Konacne nizove takoder kodiramo kao u [1], pomocu primitivno rekurzivnih funkcija
Code* [} definicija 3.3].

Definicija 2.9. Tranzicija LOOP-programa L je preslikavanje 77: SReg — SReg koje pres-
likava stanje registara LOOP-stroja prije izvrSavanja L u stanje registara nakon izvrSavanja
L. PrateCu funkciju [1), definicija 4.15] N7 oznacavamo s 7, te je proSirujemo s 0 +— 0
kako bi bila totalna (O je jedini prirodni broj koji nije kod nijednog stanja registara). <

Sada bismo htjeli za proizvoljni LOOP-program L dokazati da je funkcija 7' primitivno
rekurzivna. Ako je L = (iNc R;), moramo povecati sadrZaj registra R; za 1. To na kodu
registara mozemo napraviti mnozenjem s p;.

Lema 2.10. Prateca funkcija tranzicije od INc R; je zadana s Ticr,(r) =1 - pj,
te je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka je ¢ € SReg proizvoljan, i ozna¢imo r := (¢} = [];en pf(R"). Tada je
c(R; c(Rj)+1 c(R;
Tnew,(") = pi-r=p;- | | ™ = pi™" [ [ ™, (2.14)
ieN iEN\{j}

Sto je upravo kod stanja registara nakon izvrSavanja instrukcije iNnc R; pocevsi od c. Takoder
je Tine%,(0) = pj - 0 = 0, kao Sto i treba biti.
T ®; je primitivno rekurzivna kao pj-specijalizacija funkcije mul. i
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Ako je L = (pEc R;) onda moramo smanjiti eksponent od p; u kodu stanja registara,
odnosno trebamo podijeliti taj kod s p;. Trebamo jedino biti oprezni ako kod nije djeljiv
s pj; to znaci da sadrZaj registra R; veC jest nula pa ne trebamo nista napraviti (Stovise,
cjelobrojno dijeljenje koda s p; tada bi bilo pogresno).

Lema 2.11. Pratecéa funkcija tranzicije od pec R je

rvpj pilr

. v ’
r, inace

T'oec Rj(r) = { (2.15)

te je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka je ¢ € SReg proizvoljan, i ozna¢imo r = (c) = [];en pf(Ri). Akoje c¢(Rj) =0
onda p; ne dijeli r, pa je kod stanja registara isti prije i nakon izvrSavanja pec R; — §to je
tocno jer ako je sadrZaj registra R; nula, onda ne radimo niSta. Ako je c¢(R;) > 0, tada je

c(Ri c(Rj)-1 c(Ri
Towcr,(F) =17/ pj = (1_[ pi(R)) /Vpi=p; " l_[pi(m, (2.16)
ieN ieN\(j)

Sto je upravo kod stanja registara nakon izvrSavanja instrukcije pec R; pocevsi od c. Takoder
j€ Toee ®,(0) =0 pj = 0.

Tuee ®; je primitivno rekurzivna, jer je dobivena grananjem [, teorem 2.46] iz primi-
tivno rekurzivne relacije djeljivosti i primitivno rekurzivnih funkcija (p-specijalizacije cje-
lobrojnog dijeljenja 1 identitete). O

Za sada moZzemo simulirati samo programe koji se sastoje od jedne elementarne ins-
trukcije. LOOP-program L koji se sastoji od dvije ili viSe instrukcija sigurno ima barem
jedan separator (toCka-zarez), pa ga mozemo zapisati kao L = (Li; L»), gdje su L; i Lo neka
dva LOOP-programa. Kako bismo simulirali L, moramo prvo simulirati L1, pa L,. Tada za
Ty vrijedi:

Ty =T, =T, 0Ty, (2.17)
Primijetimo da u slucaju da je L = (L1; Lo; L3), Tr moze biti ili Tz, o Ty, 1, 1li Try 1 0 T,
No te funkcije su jednake jer je

Ti,oTr, =T, 0T, 0T, = Tiy, o Ty,

zbog asocijativnosti kompozicije. Drugim rije¢ima, 7 ne ovisi o tome kako smo L rastavili
na jednostavnije potprograme.

Lema 2.12. Prateca funkcija tranzicije od L = (L1; L2; ... ;Ln)je Tt = Tr,0...0T1,0Ty,.
Ako je, za svakii € {1,...,n}, Tr, primitivno rekurzivna, tada je i Ty, primitivno rekurzivna.
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Dokaz. Prvi dio tvrdnje dokazujemo indukcijom po broju potprograma n.
U bazi indukcije (n = 1) nemamo Sto dokazivati.

Pretpostavka indukcije: za neki n € N, za proizvoljni L sastavljen od n potprograma
vrijedi lema.

Korak indukcije: neka je L = (Li;La;... ; La; Lys1) proizvoljni LOOP-program, i
neka je ¢ proizvoljno stanje registara ¢iji kod oznalimo s r = (c). Oznalimo L' :=
(L1; La; . .. ; Ln); tada vrijedi da je Tt,.,(Tr(r)) kod stanja registara nakon izvrSavanja Ly
pocevsi od stanja Ciji je kod Tr/(r), paje Tt = Ti,,, o Tr. 1z pretpostavke indukcije slijedi:

T,=T.,, oTy =Ty, o(Ty,0o...oT,oTr,)=Ti,,, 0T, 0...0T1,oTr, (2.18)

n+1 n+1

¢ime je prvi dio tvrdnje dokazan (naravno, kompozicija funkcija koje preslikavaju O u 0 je
opet takva). Drugi dio tvrdnje slijedi iz ¢injenice da je skup primitivno rekurzivnih funkcija
zatvoren na kompoziciju. O

PokaZimo na primjeru kako simuliramo rad LOOP-programa.

Primjer 2.13. Uzmimo LOOP-program duljine 4 i dubine 0,

INC Ro;
DEC Ri;
DEC Ry;

INC Ra
Izra¢unajmo T1(3993). Prikazimo 3993 kao kod stanja registara: jer je 3993 = 3 - 11° =
p1 - P, vidimo da je sadrZaj svih registara 0, osim registra R; &iji je sadrZaj 1 i registra Ry
Ciji je sadrzaj 3.

L=

T, =Ty oTy,oTyoTy
T1,(3993) = Tine #,(3993) = 3993 - po = 3993 - 2 = 7986
T1,(7986) = Toec #,(7986) = 7986 /7 p1 = 7986 /7 3 = 2662
T1,(2662) = Toee #,(2662) = 2662
T1,(2662) = Toe ,(2662) = 2662 - ps = 2662 - 11 = 29282
T1(3993) = T1,(T1,(T1,(T1,(3993)))) = 29282

Kod novog stanja registara je 29282 = 2 - 114, §to znaci da je nakon izvrSavanja programa
L sadrzaj svih registara 0, osim registra Ro Ciji sadrzaj je 1 i registra Ry Ciji sadrZaj je 4.

instrukcija | Ro R1 R2 Rz Ru | stog r
o 1 0 0 3 [> | 3993
INC Ro; 1 1 0 0 3 D 7986
DEC Ri; 1 0 0 0 3 [ | 2662 (2.19)
DEC Ro; 1 0 0 0 3 [ | 2662
INC Ry 1 0 0 O 4 [ 129282
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Tablica [2.19| prikazuje stanje registara i stoga tijekom izvrSavanja od L. <

Preostaje nam joS§ definirati primitivno rekurzivnu funkciju koja simulira izvrSavanje
petlji. Takva funkcija osim koda stanja registara mora primati i broj ponavljanja petlje
(8to lako dobijemo pomodu funkcije ex? iz [1}, lema 3.13]). Operator koji komponira neku
funkciju odredeni broj puta (zadan argumentom) zovemo operatorom ponavljanja.

Definicija 2.14. Neka je G! funkcija. Za funkciju F? zadanu s

F(x,0) = x, (2.20)
F(x,n+ 1) := G(F(x,n)), (2.21)
kazemo da je ponavljanje funkcije G i piSemo F = OG. <

Primjer 2.15. Izratunajmo OSc(5, 3):

O8Sc(5,3) = Sc(USc(5,2)) = Sc(Sc(USc(5, 1))
= Sc(Sc(Sc(VOSc(5,0))))
= Sc(Sc(Sc(5))) = Sc(Sc(6)) = Sc(7) = 8.

Kao $to smo mogli i o¢ekivati, ponavljanjem funkcije Sc 3 puta na broju 5 dobijemo broj 8.
Primijetimo da je (USc)?> = add?; to vrijedi zato §to je zbrajanje definirano upravo kao
ponavljanje funkcije sljedbenik. <

Lema 2.16. Za svaku jednomjesnu funkciju F' vrijedi:
F je primitivno rekurzivna ako i samo ako je OF primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka je F primitivno rekurzivna; funkcija H® == F' o Ig je primitivno rekurzivna
kao kompozicija dviju primitivno rekurzivnih funkcija. Sada je (OF)* = I} se H? primitivno
rekurzivna jer je dobivena pomocu primitivne rekurzije iz dviju primitivno rekurzivnih
funkcija.

Za obrat, neka je OF primitivno rekurzivna. Tada iz

OF(li(x), Ci(x)) = OF(x, 1) = F(OF(x,0)) = F(x) (2.22)

slijedi F = OF o (I}, C}), pa zakljuujemo da je F primitivno rekurzivna kao kompozicija
primitivno rekurzivnih funkcija. |

Primijetimo da lema vrijedi (s malo kompliciranijim iskazom i dokazom) i za
viSemjesne funkcije, ali nama Ce biti potrebna samo za jednomjesne.
Sada imamo sve potrebno da bismo simulirali izvrSavanje petlje u LOOP-programu.
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Lema 2.17. Za svaki j € N, za svaki L € LProg, prateca funkcija tranzicije od R;{L}
je zadana s Tr)(r) = OTL(r,ex(r, j)). Ako je Tv primitivno rekurzivna tada je i Tg,1
primitivno rekurzivna.

Dokaz. Neka je ¢ proizvoljno stanje registara ¢iji kod ozna¢imo s r = {(c).
Tvrdnju dokazujemo indukcijom po broju ponavljanja tijela petlje n.
Baza indukcije: ako je n = 0, tada vrijedi

OTr(r,n) = OT(r,0) =r, (2.23)

Sto je upravo kod stanja registara nakon izvrSavanja instrukcije R;{L} Cije tijelo je izvrSeno
0 puta (odnosno nije uopce izvrseno).

Pretpostavka indukcije: za neki n € N, ako je broj ponavljanja tijela petlje jednak n,
vrijedi Tw,i1y(r) = OTL(r, n).

Korak indukcije: neka je broj ponavljanja tijela petlje n+ 1; tada je izvrSavanje od R ;{L}
ekvivalentno izvrSavanju L n puta, pa jo$ jednom. Po pretpostavci indukcije OTr(r, n) je
kod stanja registara nakon izvrSavanja L n puta. Onda je Tr(OTr(r, n)) kod stanja registara
nakon izvrSavanja R;{L}, pa vrijedi:

Tryry(r) = TL(OTL(r,n)) = OTL(r,n + 1), (2.24)

¢ime je dokazano da tvrdnja vrijedi za svaki n — pa specijalno vrijedi i za n := c¢(R)) =
ex(r, j), odnosno imamo
TR_,{L}(V) = OT¢r(r, ex(r, j)).

Takoder je
Tr;11(0) = OTL(0,ex(0, j)) = OTL(0,0) = 0.
Ako je T primitivno rekurzivna funkcija, onda je i OT. primitivno rekurzivna po

lemi [2.16] Tada je primitivno rekurzivna i funkcija T,y kao kompozicija primitivno re-
kurzivnih funkcija (OT7z, identitete i j-specijalizacije funkcije ex). O

Primjer 2.18. Promotrimo sljede¢i LOOP-program:

Ri{
INC R
Ro{
INC Ro

}

}

Taj LOOP-program racuna sumu prvih r; prirodnih brojeva pocevsi od 1.
Rastavimo ga na potprograme kako bismo laksSe prikazivali racunanje funkcije 77,.
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Ri{
L

L = mne Ry I :=1ne Ry
R {
Ip)

L =

L3 = }

}

Izratunajmo T, (18), Prikazimo 18 kao kod stanja registara: 18 = 2 - 3% = p| - pi.
ZakljuCujemodajero=1,r1 =21r,=0zasvei> 1.

T1,(18) = OT1,(18,ex(18, 1)) = OT1,(18,2)
= T (0T (18, 1)) = To(TL(OTw(18,0)))
= T1,(T1,(18))
Tr,(18) = Tr,(T1,(18)) = Ti15(Tine #,(18)) = T1,(90)
T1.(90) = OT4,(90, ex(90,2)) = OT5(90, 1)
= Tn(OTL(90,0)) = T1,(90)
T1,(90) = Tine 2,(90) = 180
T1,(18) = T1,(90) = T1,(90) = 180
T1,(180) = T1,(T1,(180)) = Tr;(Tiwe #,(180)) = T1,(900)
T1,(900) = OT1(900,ex(900,2)) = OT1(900,2)
= T(OTL(900, 1)) = Tr(Tr,(OT1L(900,0)))
= T1,(T1,(900)) = Th,(Te ,(900)) = T1,(1800)
= Tine ®,(1800) = 3600
Tr,(18) = T1,(T1,(18)) = T1,(180) = T1,(900) = 3600

Kod novog stanja registara je 3600 = 2* - 32 - 52, §to znaci da je rj, = 4, r;, = 2. Primijetimo
da smo dobili da je ,,suma prva dva prirodna broja” jednaka 4 # 3; to je zato $to smo na
pocetku u registru Ko imali ve¢ jednu jedinicu. Sli¢no bi se dogodilo i za r» # 0; onda
bismoracunali (m + 1)+ (n+2)+---+(n+r)=r-rn+1+2+---+r. <

Lema 2.19. Za svaki LOOP-program L, funkcija T je primitivno rekurzivna.

Dokaz. Tvrdnju éemo dokazati koristeéi teorem[1.10]

Za LOOP-programe L koji sadrZze samo jednu elementarnu instrukciju smo pokazali
u lemama i da je Ty primitivno rekurzivna. Iz leme slijedi da ako su za
LOOP-program L’ i LOOP-instrukciju I, funkcije 7 1 T1 primitivno rekurzivne, onda je
primitivno rekurzivna i 7T .1). Ako je za neki LOOP-program L’, funkcija 7 primitivno
rekurzivna, onda je po lemi primitivno rekurzivna i Tg,1/), za bilo koji j € N. Sada
koriste¢i teorem|[I.10|zakljucujemo da je za svaki LOOP-program L, funkcija 77, primitivno
rekurzivna. O
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Kako bismo u potpunosti simulirali izvrSavanje nekog LOOP-programa, moramo na
pocetku postaviti registre na ulazne podatke te na kraju procitati rezultat iz Ro. Za pos-
tavljanje registara na ulazne podatke na pocetku izracunavanja koristimo primitivno rekur-
zivnu funkciju start' [1, lema 3.31], a za ¢itanje rezultata koristimo primitivno rekurzivnu
funkciju result' [T, formula (3.50)].

Teorem 2.20. Svaki LOOP-algoritam L* racuna primitivno rekurzivau funkciju
fr := result o T, o start o Code”.

Dokaz. Neka je L* proizvoljni LOOP-algoritam. Po lemi vrijedi da je 7 primitivno
rekurzivna. Za proizvoljni ¥ = (x1,...,x) € N, broj start(Code*(x1, x2,..., 1)) =
(0, x1,x2,...,x,0,0,...) je upravo kod pocetnog stanja registara za ulaz ¥. Kako je T;
prate¢a funkcija tranzicije od L, primjenom 77 na taj kod dobijemo kod stanja registara na-
kon L-izraCunavanja s X. Primjenjujuéi result pak na taj kod dobijemo sadrzaj registra Ro
nakon L-izratunavanja s ¥. Zaklju¢ujemo da L* ra¢una f;, a kako su funkcije Code", start,
Ty i result primitivno rekurzivne, fz je takoder primitivno rekurzivna kao njihova kompo-
zicija. ]

Teorem 2.21. Ako je funkcija t* LOOP-izracunljiva, tada je i primitivno rekurzivna.

Dokaz. Kako je f* LOOP-izracunljiva, postoji LOOP-algoritam L* koji je ra¢una. Po
teoremu L* rauna i primitivno rekurzivnu funkciju f,. Po napomeni LOOP-
algoritam L* racuna jedinstvenu funkciju, pa je f = f, primitivno rekurzivna. O



Poglavlje 3

Interpreter LOOP-programa

U prethodnom poglavlju pokazali smo kako uz pomo¢ primitivno rekurzivnih funkcija si-
mulirati rad fiksiranog LOOP-programa; sada ¢emo pokazati kako simulirati proizvoljni
LOOP-program zadan kao ulaz. Naprije definirajmo pojam rekurzivne funkcije. Napome-
nimo da u ovom poglavlju promatramo samo brojevne relacije, pa kad kazemo ,relacija”,
podrazumijevamo da se radi o brojevnoj relaciji.

Definicija 3.1. Neka je k € N+ te neka je R“*! relacija takva da vrijedi
(V¥ e N (Fy e N)R(R, y). (3.1)
Za funkciju F* definiranu s
F(®) := min {y € N | R(¥, )} (3.2)

kaZzemo da je dobivena minimizacijom relacije R.

Pisemo F* := uR*!, ili totkovno F(¥) = uyR(X,y). Za skup funkcija ¥ kazemo da je
zatvoren na totalnu minimizaciju ako za svaki k € N+, za svaku (k + 1)-mjesnu relaciju R
za koju vrijedi (3.1)), yz € F povladi uR € F. <

Definicija[3.1{je specijalni slucaj od [1, definicija 2.30] za totalne funkcije.

Definicija 3.2. Skup rekurzivnih funkcija je najmanji skup funkcija koji sadrzi sve inici-
jalne funkcije te je zatvoren na kompoziciju, primitivnu rekurziju i totalnu minimizaciju.
Za relaciju R kaZzemo da je rekurzivna ako je yr rekurzivna. <

Na kraju poglavlja dat ¢emo primjer rekurzivne relacije koja nije primitivno rekurzivna.

24
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3.1 Kodiranje LOOP-programa

Kako bismo mogli prenijeti proizvoljni LOOP-program kao ulaz, moramo ga kodirati.
Iz napomene [1.1|slijedi da za L = (Iy; ... ; I») vrijedi:

L= (Li;...; Ln),
zalL =1y, ..., Ln:= 1.

Svaka LOOP-instrukcija osim svoga tipa (INc, pEc ili petlja) ima i registar na koji dje-
luje, te ako se radi o petlji onda ima i tijelo: LOOP-program koji ponavlja odredeni broj
puta. Registri veC jesu prirodni brojevi, a za tipove elementarnih instrukcija ¢emo uzeti
kodiranje koje preslikava mwc +— 01 pec — 1. Kod kodiranja petlji moramo rekurzivno
kodirati i tijelo petlje (ta rekurzija mora stati zbog napomene|[I.2). Pri kodiranju programa
koristit cemo primitivno rekurzivnu operaciju * koja predstavlja pratecu funkciju konkate-
nacije konacnih nizova [1, lema 3.18].

Definicija 3.3. Za proizvoljni LOOP-program L, definiramo kod | L’ na sljedeéi nalin:

‘N R =(0,/)=6" 3/, (3.3)

pEC R; = (1,j) =123/, (3.4)

RIAL'Y, = (L, j)=6-20.3], (3.5)

19 CHUUIRED PIEI FIRE S O P (3.6)

za sve j,n € N, sve LOOP-programe L’ i sve LOOP-instrukcije 11, I, ..., In. <

Primijetimo da je, u skladu s napomenom [I. 1] kod LOOP-programa s jednom instruk-
cijom jednak kodu te instrukcije.

Primjer 3.4. Izracunajmo kod LOOP-programa L = (iNc Ro).
"L ="IncRo) =(0,0y =2 -3 =6.

Kako su LOOP-programi po definiciji neprazni, moZemo vidjeti da je 6 upravo najmanji
kod nekog LOOP-programa. <

Iz primjera slijedi da je (L] > 6 za svaki LOOP-program L, pa ¢e pri kodiranju
petlji prvi broj biti veci ili jednak od 6, tako da se nece poklapati s brojevima 0 odnosno 1
koje smo dodijelili tipovima elementarnih instrukcija.

Za lak$e baratanje kodovima koristit éemo primitivno rekurzivne funkcije Ih i part iz [1,
propozicija 3.14]. Funkcija |h racuna duljinu kodiranog niza, a funkcija part racuna neki
odredeni element kodiranog niza. Definirajmo jo§ funkciju slice’ koja iz kodiranog niza
izvlaci neki podniz zadan pocetnom i zavrSnom pozicijom.
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Lema 3.5. Postoji primitivno rekurzivna funkcija slice’, takva da za svaki
X=(x1,x2,...,x) € N*, uz oznaku c := (X) te pokratu c[i..j] := slice(c, i, j) vrijedi:

1. zasvei < j <k, cli.jl = (Xir1,- s Xjs1);
2. inace, cli..j] = 0.
Dokaz. Tvrdimo da funkcija zadana s

[Te<ji prime@) A+ i < j A j < Ih(c)

3.7
0, inace. S

cli..j] := slice(c, i, j) := {

zadovoljava sve uvjete. Ta funkcija je primitivno rekurzivna po teoremu o grananju za
primitivno rekurzivne funkcije. Funkcija u prvoj grani je primitivno rekurzivna jer je do-
bivena ograni¢enim produktom [1, lema 2.53] primitivno rekurzivne funkcije (dobivene
kompozicijom prime, Sc, sub, part i pow). Uvjet je primitivno rekurzivan jer je dobiven
konjunkcijom iz kompozicije |h, usporedivanja i kordinatnih projekcija. Funkcija u drugoj
grani je konstanta, pa je primitivno rekurzivna.

Za tvrdnju[I] neka su i < j < k proizvoljni. Iz c[£] = x¢41 slijedi:

Jj—i

slice(c, i, j) = n prime(£)<li+i+! (3.8)
(=0
— 2xi+1+1 X 3x,-+2+1 .. pj:ﬁl _ <Xi+1, L )Cj+1> (39)
Tvrdnja|2|slijedi iz definicije. O

Lema 3.6. Kodiranje _-- - skupa LProg je injektivno.

Dokaz. Lemu ¢emo dokazati uz pomoc¢ teorema Svojstvo LOOP-programa L koje
dokazujemo je: za svaki L', akoje L' = 'L’ tadaje L = L’.

Za LOOP-program L s jednom elementarnom instrukcijom, pretpostavka znaci (L'} =
‘L) =i, j), gdjejei € {0,1}1 j € N. Tada5 { (L'}, pa L’ ima samo jednu instrukciju, i
zbog i < 6 ta instrukcija mora biti elementarna. Iz (i, j) = (7, j') zbog injektivnosti Code?
slijedii =i’ 1 j = j', pa je ta elementarna instrukcija istog tipa i djeluje na isti registar kao
jedina instrukcija od L. ZakljuCujemo L = L'.

Za LOOP-program L s viSe instrukcija oblika (Li; 1), gdje L 1 I; imaju traZzeno svoj-
stvo, pretpostavka zna¢i (L'} = L) = "L;. % 1. Zbog Ih((Li}) > 2jen =h((L"]) > 4,
pa L’ ima barem dvije instrukcije: ozna¢imo zadnju od njih s I, a ostatak s L,. Tada je
'Ly = slice((L'},0,n — 3) = slice((L],0,n — 3) = slice((L;} = [I,},0,n—3) = 'L, te je

po pretpostavci Ly = L. Slicno se dobijje i1y = I, paje L' = (L2; o) = (Li; 1) = L.
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Za LOOP-program L = R;{L1}, gdje L ima traZeno svojstvo, pretpostavka zna¢i | L'} =
‘L'=("Li,j). Tada5 t (L'}, pa L’ ima samo jednu instrukciju, a zbog 'L’}[0] = (L} > 6
ta instrukcija mora biti petlja; dakle L' = Ri{L»} zaneki k € Ni L, € LProg. 1z {(L:., j) =
L) ="L" = (L, kyslijedidaje j=ki L =L, aiz ovog zadnjeg po pretpostavci
slijedi da je L1 = L, paje L' = Ri{L2} = R{L1} = L.

Sada moZemo iskoristiti teorem [1.10|1 dobiti da za svaki LOOP-program L, za svaki

LOOP-program L’ vrijedi: akoje L' = 'L’} tadaje L= L. i
Primjer 3.7. IzraCunajmo kod sljedeceg LOOP-programa:

INC Ri;

DEC R2;

Ri{
INC Ro;
DEC R

(3.10)

"L} = INc Ri] % ‘DEC R} % [Ri{iNc Ro; DEC R1}]
0, 1) = (1,2) * ({iNc Ro; DEC R1 ., 1)
=(0,1) = (1,2) = ({iNnc Ro_ * ' DEC Ri ], 1)
=(0,1)*{1,2) «{(0,0) =« (1, 1), 1)
=0, 1) %(1,2) % (2-3-52-7%,1)
=40,1) = (1,2) %« (7350, 1)
=(0,1,1,2,7350,1) =2-3%-5*. 77 - 117" . 132 <

Da bismo pokazali da je slika kodiranja |- - -] primitivno rekurzivna, koristit ¢emo re-
kurziju s povijescu iz [1, propozicija 3.21].

Lema 3.8. Slika kodiranja LOOP-programa, LProg' = {'L’ | L € LProg),
primitivno je rekurzivna.

Dokaz. Karakteristi¢nu funkciju te slike yLprog, definirat cemo rekurzijom s povijeséu. Tre-
bamo nadi primitivno rekurzivnu funkciju G koja prima povijest YLprog(7) (kod kona¢nog
niza duljine n) i vraca je li n kod nekog LOOP-programa. Kako G vraca 0 ili 1 (bool),
mozemo je shvatiti kao karakteristi¢nu funkciju: G = yr, gdje je

R(p) < ,,n := In(p) je kod nekog LOOP-programa”. (3.11)

Dakle, pretpostavimo da imamo »n i razmislimo kako bismo odlucili je li n kod nekog
LOOP-progama. Za pocetak, indukcijom mozemo vidjeti da Ih(rn) mora biti djeljiv s 2.
Nadalje, ako je n kod nekog LOOP-programa onda je
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1. ili kod neke instrukcije tipa INc
2. ili kod neke instrukcije tipa pEc
3. ili kod petlje

4. ili kod LOOP-programa koji se sastoji od viSe instrukcija, svaka od kojih je neki
LOOP-program (u smislu napomene|1.1])).

Kako je svaki element konacnog niza manji od koda tog niza, slu¢aj (I)) moZemo napisati
kao (i < n)(n = (0, 1)), Sto je primitivno rekurzivno kao ograni¢ena egzistencijalna kvan-
tifikacija [[1, propozicija 2.55] primitivno rekurzivne relacije. Slucaj (2) mozemo sli¢no
napisati kao (i < n)(n = (1,i)), $to je na isti nacin primitivno rekurzivno. Za slucaj (3))
moramo rekurzivno provjeriti je li broj n[0], koji bi trebao kodirati tijelo petlje, kod nekog
LOOP-programa, no opet vrijedi da je taj broj sigurno manji od n. Sada treci disjunkt
mozemo zapisati kao (i < n)(Al < n)(n = (L,i) A p[l] = 1), Sto je primitivno rekurzivno
kao dvostruka ograni€ena egzistencijalna kvantifikacija konjunkcije dviju primitivno re-
kurzivnih relacija. U sluc¢aju @) taj LOOP-program (kodiran brojem 7) ima barem dvije

instrukcije, svaka od kojih mora biti neki LOOP-program ¢iji je kod manji od n. Tada (@)
mozemo zapisati kao:

(Vi < Ih(n) 7 2)(p[n[2i.2i + 1]] = 1). (3.12)

Naime, iz toga slijedi da je t := n[2i..2i+ 1] < n— jer bi inace bilo p[¢] = 0 po specifikaciji
kodiranja kona¢nih nizova [[I} propozicija 3.14(3)]. Uvjet (3.12) je primitivno rekurzivan
kao ogranicena univerzalna kvantifikacija primitivno rekurzivne relacije. Spojimo sada sve
dijelove u relaciju R:

R(p) = Qi < n)(n =(0,i) v Ti < n)(n = (1,i)V
@i < n)(@Al < n)(n = {1,y A p[l] = D)V (3.13)
(2| In(n) A (i < Ih(n) 7 2)(p[n[2i..2i + 1]] = 1)),

gdje je kao 1 prije n := Ih(p). R je primitivno rekurzivna jer je dobivena disjunkcijom i ko-
njunkcijom iz primitivno rekurzivnih relacija, pa je primitivno rekurzivna i njena karakte-
risticna funkcija G. Tada je koristeci rekurziju s povijescu [[1, propozicija 3.21] primitivno
rekurzivna i yLprog, pa je LProg primitivno rekurzivna. O

Napomena 3.9. Primijetimo da bismo bez uvjeta 2|lh(n), na primjer 2700 = (1,2, 1)
prihvatili kao kod od pec R». Prva tri disjunkta ne bismo mogli ispuniti, ali bismo ispunili
Cetvrtijerzai =0 < 1 = 3,2 =1h(2700) 2 vrijedi p[2700[0..1]] = p[(1,2)] = p[54] =
plipEc Ro1] = 1. <
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3.2 Parcijalna rekurzivnost

U ovom potpoglavlju éemo promatrati i parcijalne funkcije, pa ¢emo zato za svaku funkciju
istaknuti je li totalna ili nije. Za pocetak pokazimo da se nasa definicija rekurzivnih funkcija
poklapa s [, definicija 2.32].

Definicija 3.10. Skup parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanji skup funkcija koji sadrzi
sve inicijalne funkcije te je zatvoren na kompoziciju [1, definicija 2.5], na primitivnu re-
kurziju [, definicija 2.11] i na minimizaciju [1}, definicija 2.30] (pri ¢emu dopusStamo da
domena ne bude nuzno N*). Skup rekurzivnih funkcija je presjek skupa parcijalno re-
kurzivnih 1 skupa totalnih funkcija. Za relaciju R kazemo da je rekurzivna ako je njena
karakteristicna funkcija yr rekurzivna. <

Lema 3.11. Skup rekurzivnih funkcija Rek1 iz definicije 3.2
Jednak je skupu rekurzivnih funkcija Rek2 iz definicije

Dokaz. Zasmjer (=), neka je f € Rekl. Tada je f dobivena iz inicijalnih funkcija pomocu
kompozicije, primitivne rekurzije i totalne minimizacije. 1z toga slijedi da je ona i parci-
jalno rekurzivna (totalna minimizacija je posebni slu¢aj minimizacije), a kako je totalna
onda vrijedi f € Rek?2.

formi [[1, teorem 3.50] postoji primitivno rekurzivna funkcija U, primitivno rekurzivna
relacija Ty i prirodni broj e, takav da za sve ¥ € N* vrijede sljedeée dvije tvrdnje:

Y€ Dy AyTi(X,e,y),
f(&) = U(uy T(, e,y)) .

Te dvije tvrdnje skraceno piSemo f = {e} i govorimo da je e indeks od f. Definiramo li

8(X) = uy Ti(X,e,y),

(to je totalna minimizacija) onda je g € Rekl, pa jer je U primitivno rekurzivna (iz cega
U € Rekl), vrijedi da je f = Uo g € Rekl. Time smo dokazali da se dvije navedene
definicije rekurzivnih funkcija poklapaju. |

U teoremu rekurzije koristit éemo oznake iz [[1, definicija 3.52].
PokaZzimo sada rekurzivnu varijantu tog teorema.

Teorem 3.12. Neka je k € N+ te G rekurzivna funkcija.
Tada postoji e € N takav da za sve X € N* vrijedi {e}*(?) = G(X, e).
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Dokaz. Kako je G rekurzivna onda je i parcijalno rekurzivna pa po teoremu rekurzije [[1}
teorem 6.12] postoji e € Prog C N takav da za sve ¥ € Nf vrijedi {e}*(¥) ~ G(X e)
(pri ¢emu znak =~ znaci da dopustamo ne totalne funkcije). Medutim, G jest totalna, pa
takva mora biti i njena e-specijalizacija {e}*. Onda vrijedi {e}*(¥) = G(¥, e), pa je teorem
dokazan. O

Bez ulaZenja u velike detalje, taj teorem nam govori da ako je G rekurzivna, tada opca
rekurzija zadana pomocu [1,, definicija 6.9] ima rekurzivno rjeSenje. Za viSe detalja pogle-
dajte [1].

3.3 Interpreter

Sada imamo gotovo sve potrebno kako bismo simulirali proizvoljni LOOP-program. Do-
kaZimo jo$ nekoliko lema koje ¢e nam u tome pomoci. Prvo pokazimo da je funkcija koja
za zadani n > 0ikod LOOP-programa | L}, ratuna kod LOOP-programa ¢ije se izvrSavanje

sastoji od n uzastopnih ponavljanja izvrSavanja LOOP-programa L, primitivno rekurzivna.

Lema 3.13. Funkcija repeat(l,n) =[x 1% ... [l je primitivno rekurzivna.

n

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati koriste¢i primitivnu rekurziju.

G =1, (3.14)
H(l,n,z) = zx*L (3.15)

G je primitivno rekurzivna jer je konstanta, a H je primitivno rekurzivna po [1, lema 3.18].
Tada je repeat = G rr H takoder primitivno rekurzivna. O

Napomena 3.14. U definiciji grananja [1, definicija 2.45] zahtijevamo da su svi uvjeti
u parovima disjunktni, pa ne moramo brinuti o redoslijedu provjeravanja uvjeta. Kako
bismo lakSe zapisali univerzalnu funkciju koristit ¢emo zapis grananja gdje nam je bitan
redoslijed provjeravanja uvjeta. Ako imamo fiksiran redoslijed ne nuzno disjunktnih uvjeta
iste mjesnosti Ri, Ro, ..., R;, uvijek moZemo napraviti nove disjunktne uvjete s istom
unijom:

P 1 .= R1,

i-1 3.16
P; ::R,-\Uj:]Rj,zasveie{2,...,1}, (5.16)

koji ¢e biti primitivno rekurzivni ako su R; takvi.
Neka su k, [ € N+, te neka su G§, G%, ..., G} ne nuZno totalne funkcije, a R}, RS, ..., R} ne
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nuzno disjunktne relacije. Funkciju F' dobivenu grananjem u kojem se uvjeti Ri, R, ...,
R; provjeravaju upravo tim redoslijedom ozna¢avamo s

Gi1(%), Ri(¥) Gi1(%), Pi(®)
G2(X), Ra(X) G2(X), PaX)
F(X):= : = :
Gi(¥), Ri(®) Gi(¥), Pi(X)
Go(¥), inale Go(¥), inale

Zbog (3.16)) vidimo da ¢e po [1} teorem 3.60] funkcija F biti parcijalno rekurzivna ako su
sve G; parcijalno rekurzivne 1 sve R; primitivno rekurzivne. <

Uvedimo jos primitivno rekurzivne funkcije zadane s

most(l) = slice(l, 0, 1h(l) = 3), (3.17)
last(/) := slice(Z, Ih(l) = 2,Ih(l) = 1). (3.18)

Ocito za LOOP-program L, LOOP-instrukciju i/ := [L; T vrijedi da je most(l) = L.,
alast(l) = T..

Sada mozemo definirati funkciju koja ¢e za zadani kod stanja registara r i kod LOOP-
programa | L', izraCunati kod stanja registara nakon izvrSavanja L pocevsi od r. Funkcija
proc? zadovoljava opéu rekurziju

[ 7, =1
0, -LProg(l)
proc(proc(r,most(l)), last(l)), Ih(l) >2
proc(r,l) ~| r-prime(l[1]), [[0]=0 . (3.19)
r, ex(r,/[1) =0
rsprime(l[1]), [0]=1
| proc(r, repeat(I[0], ex(r, I[1]))), inace

Lema 3.15. Ako je proc bilo koja funkcija koja zadovoljava (3.19) tada vrijedi:
1. proc(r,1)=r,
2. proc(r, L)) = Ti(r),

3. proc(r,l) = 0, inace.

Dokaz. Ako —LProg(l) il # 1, tada prvi uvjet grananja (3.19) nije zadovoljen, pa ispitu-
jemo drugi uvjet koji jest zadovoljen i vidimo da vrijedi da je proc(c,l) = 0. Ako to nije
istina tada je ili [ = 1 (pa je proc(c,1) = c iz prvog uvjeta) ili je pak LProg(/), pa tada
postoji L € LProg takavdajel = L .
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Drugu tvrdnju dokazujemo pomocu teorema|l.10

Akoje L = inc Rj zaneki j € N, redom ispitujemo uvjete grananja i ocito prva tri uvjeta
nisu zadovoljena, a Cetvrti jest jer je [INnc R;] = (0, j). Prema lemiodgovarajuéa grana
je upravo prateca tranzicija od INc R;.

Ako je L = pec Rj zaneki j € N te ako je ex(r, j) = O tada p; 1 r, pa tvrdnja slijedi iz
petog uvjeta (jer je tada Tr(r) = r prema (2.15))). Inace p; | r, pa tvrdnja slijedi iz Sestog
uvjeta.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki LOOP-program L i neku LOOP-instrukciju I,
i dokazimo da tvrdnja vrijedi i za L; I. Dakle, imamo

proc(r, L)) =Ti(r) i proc(r, 1)) =Ti(r) zasver.

L 4 L4

Tada je (L;1) € LProgih((L;T)) = Ih((L)) +2 > 0 + 2 = 2, pa je zadovoljen treci uvjet.
Neka je r proizvoljni kod stanja registara; tada je

proc(r, | Ly 1)) = proc(proc(r,most([L; 1)), last((L; 1))
= proc(proc(r, L)), 1) = proc(Ti(r), 1))
= Ti(TL(r)) = (Tr o TL)(r) = Tra(r).

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki LOOP-program L, dakle imamo proc(r, (L)) =
T'r(r) za sve r. Dokazimo da tada tvrdnja vrijedi i za R;{L}, za bilo koji j € N. Za pocetak
pokazimo indukcijom po n > 1 da je proc(r,repeat((L}, n)) = OTL(r, n).

Baza indukcije: za n = 1 1 proizvoljni » imamo

L) = Tu(r) = TL(OTwu(r,0)) = OTw(r, ).

L 4

proc(r,repeat((L., 1)) = proc(r,

L

Pretpostavka indukcije: za n = k vrijedi proc(r,repeat((L’, n)) = OTi(r, n).
Korak indukcije: zan = k + 1, oznac¢imo [ := L', tada za proizvoljni » imamo

L0

L, k+ 1)) = proc(r,repeat(l, k + 1)) = proc(r, repeat(l, k) = )
= proc(proc(r,repeat(l, k) = [[0..Ih(]) = 3]), [[Ih(]) =~ 2..Ih(]) = 1])
= ... = proc(proc(r,repeat(l, k) = 1[0..1]), [[2..Ih(]) = 1])
= proc(proc(r, repeat(l, k)), ) = proc(proc(r,repeat((L’,k)), (L)
= proc(OTL(r,k),1) = OT(OTw(r, k), 1) = TL(OTw(r, k) = OTr(r,k + 1).

proc(r,repeat( L’

Ovdje je bio zadovoljen treci uvjet grananja, te smo njega koristili viSestruko u oba smjera
jednakosti, ¢ime smo proveli indukciju. Neka je sada r € N proizvoljan, i oznacimo n =
ex(r, j). Akojen = 0, tadajeili r = Oili r = (c) za neki c € SReg takav da je ¢(Rj) = 0. U
svakom slucaju je proc(r, ‘Ri{L})) = c, jer prva 4 uvjeta nisu zadovoljena, a peti jest. Ako
je r = 0, onda je Tg;1)(0) = 0 = r, a ako je c(R;) = 0 onda je Tr;1)(r) = OTL(r,0) = r.
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Ako je pak n > 0, tada je sigurno r = {c) za neki ¢ € SReg, i pritom je c¢(R;) = n. Tada
ako ozna¢imo [ := "R{L}} = ((L., j), vrijedi [[0] = L’ > 6 > 1, pa smo u sedmom uvjetu.
Tada vrijedi
proc(r,1) = proc(r, repeat(l, ex(r, j))) = proc(r,repeat(( L}, n))
= OTr(r,n) = OTL(r,ex(r, ))) = Tryw)(r).

Po teoremu vrijedi (2)), a time i cijela lema. O
Teorem 3.16. Rjesenje rekurzije (3.19) je jedinstveno, totalno i rekurzivno.
Dokaz. Neka je proc neko rjesenje rekurzije (3.19). Koristeéi lemu za

1. reNil=1vrijedi proc(r,1) =r.

2. r € Nil € LProg, znamo da postoji L takav daje [ = [L;

L

tada vrijedi proc(r,l) = T1(r), a funkcija T je totalna za svaki L.
3. reNil¢LProg U {1} vrijedi proc(r,l) = 0.

Time smo pokazali da je proc definirana na (Nx{1}) U(NxLProg)U(N x (LProguU{1})°) =
N x N, pa je totalna.
Neka su proci i proc; proizvoljna rjesenja rekurzije (3.19). Koriste¢i lemu[3.15] za

1. reNil=1vrijedi proci(r,1) = r = proca(r, 1).

2. reNil e LProg, po lemi[3.6 postoji jedinstveni L takav da je [ = [L’;
tada vrijedi proci(r,l) = Ti(r) = proca(r,1).

3. reNil ¢ LProg U {1} vrijedi proci(r,l) = 0 = procy(r,1).

Time smo pokazali da su funkcije proci i proc; jednake na (N x {1}) U (N x LProg) U (N x
(LProg U {1})°) = N X N, pa je rjeSenje rekurzije (3.19) jedinstveno, te ga moZemo zvati
samo proc.

U dokazu rekurzivnosti ¢emo koristiti funkciju compy [1, propozicija 3.48] kako bismo
primijenili [1, teorem 6.12]. ZapiSimo na$ problem u obliku opce rekurzije compi(c, [, e) =
G(c, 1, e), gdje je k = 2, e je traZeni indeks, a G> je zadana s

[ 7, [=1
0, -LProg(l)
compa(comps(r, most(l), ), last(l), e), Ih(l) >2
G(r,l,e) := | r-prime(l[1]), [0]=0 . (3.20)
7, ex(r,/[1D =0
r s prime(l[1]), [[0]=1
| comp(r, repeat(/[0], ex(r, [[1])), e), inace
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Po [1, teorem 3.60], koristeci rezultate iz napomene G je parcijalno rekurzivna. Tada
po [1, teorem 6.12], postoji prirodni broj a takav da za sve ¢,l € N vrijedi {a}(c,]) =
G(c,l,a). Tada iz definicije od G i jedinstvenosti rjeSenja (3.19) vrijedi da je {a} = proc.
No kako je proc totalna, onda vrijedi i da je {a} totalna. Jer je {a} parcijalno rekurzivna
(ima indeks a), tada je i proc parcijalno rekurzivna, a onda i rekurzivna jer je totalna. O

Za zapisivanje pocetnog stanja registara koristit ¢emo funkciju zadanu sa

start(x), xeSeqAx#1 (3.21)

0, inace

start’(x) := {

gdje je Seq definarana u [, korolar 3.16]. start’ je primitivno rekurzivna po [1, teorem
2.46]. Sada moramo joS§ samo na kraju procitati rezultat izracunavanja. Tako dobivamo

eval(x, ) := result(proc(start’(x), 1)), (3.22)

prateCu funkciju univerzalne funkcije koja preslikava LOOP-program i njegov ulaz u re-
zultat izraCunavanja.

Teorem 3.17. Funkcija eval® je rekurzivna i za sve x,1 € N vrijedi:

1. Ako je x kod nekog nepraznog konacnog niza X, ako je | kod nekog LOOP-programa
L, tada je eval(x, 1) rezultat L-izracunavanja s X.

2. U ostalim slucajevima je eval(x,l) = 0.

Dokaz. Funkcija eval je rekurzivna jer je dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija.
Za prvu tvrdnju, start’ ¢e vratiti kod stanja registara s ulazom ¥, proc Ce vratiti kod stanja
registara nakon L-izraCunavanja s ulazom X, a result ¢e procitati rezultat iz registra Ro u
tom stanju. Za drugu tvrdnju, ako / nije kod nekog LOOP-programa onda je

1. ili / # 1, onda ée po[3.15] proc vratiti rezultat 0, pa ¢e onda i result vratiti 0.

2. ilil =1, onda ¢ée po proc vratiti rezultat start’(x),
a uvijek vrijedi da je result(start’(x)) = 0.

Ako je [ kod nekog LOOP-programa L, ali x nije kod nekog nepraznog konacnog niza onda
je start’(x) = 0, pa je po result(proc(0, 1)) = result(7T.(0)) = result(0) = 0. i
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3.4 LOOP-neizracunljivost

Do sada smo se ve¢inom bavili primitivno rekurzivnim funkcijama za koje smo pokazali
da odgovaraju LOOP-programima. U ovom poglavlju ¢emo dati primjer relacije koja nije
primitivno rekurzivna, a jest rekurzivna. Ackermannova funkcija [1), toc¢ka 6.2] je jedan
primjer funkcije koja je rekurzivna, ali nije primitivno rekurzivna. Ona nije primitivno
rekurzivna zbog svog brzog rasta, no kako ¢emo mi dobiti relaciju (Cija karakteristi¢na
funkcija je ogranicena brojem 2), vidjet cemo da brzi rast nije nuZni uvjet za izostanak
primitvne rekurzivnosti rekurzivne funkcije.

Lema 3.18. Funkcija eval® nije primitivno rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da eval jest primitivno rekurzivna.
Tada moZemo definirati funkciju diag' pomoéu

diag(n) := eval(Code(n),n) + 1. (3.23)

Jer smo pretpostavili da je eval primitivno rekurzivna i jer su Code, sljedbenik i identiteta
primitivno rekurzivne, tada je 1 diag primitivno rekurzivna kao njihova kompozicija. Onda
prema propoziciji [2.8| postoji LOOP-program L s kodom L} =: [, koji rauna diag. Sada
dobivamo

diag(l) = eval({l), L)+ 1 =Tr(l)) + 1 = diag(l) + 1 (3.24)

Sto je kontradikcija. Zakljucujemo da eval nije primitivno rekurzivna. O

Definirajmo sada relaciju R kao
R(x) :& diag(x) = 1; (3.25)
ona je rekurzivna jer je svediva [1} definicija 5.12] na rekurzivnu relaciju jednakosti.
Teorem 3.19. R nije primitivno rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo da R jest primitivno rekurzivna. Tada po propoziciji [2.8] postoji
LOOP-program L koji racuna yz. To znaci da za svaki x vrijedi yz(x) = eval({x), L)).
Specijalno za x := [ := 'L imamo y&(l) = eval({l),]). Primjenjujuéi sljedbenik na obje
strane dobivamo

Sc(yr(l)) = diag(l).
1° Ako je R(l), tada gornja jednadza glasi Sc(1) = 1 $to je kontradikcija.

2° Ako je —R(l), tada je lijeva strana jednakosti Sc(0) = 1, a desna je diag(l) # 1
(jer bi inace bilo R(l)), pa opet dobivamo kontradikciju.
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Jer oba slucaja vode na kontradikciju, zaklju¢ujemo da R ne moze biti primitivno rekur-
zivna. =

Kako smo najavili, R je rekurzivna relacija koja nije primitivno rekurzivna. Kao Sto je
K, standardna oznaka za rekurzivno prebrojivu jednomjesnu relaciju koja nije rekurzivna, u
Cast Stephena Colea Kleeneja (1909-1994), odlucili smo rekurzivnu jednomjesnu relaciju
koja nije primitivno rekurzivna nazvati R u Cast Dennisa Ritchieja (1941-2011), autora
UNIX-ai C-a, koji je u svojoj doktorskoj disertaciji 2] uveo jezik LOOP i dokazao mnoga
njegova svojstva.
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Sazetak

Ukratko, u ovom radu prou¢avamo LOOP-izraunljivost; detaljnija motivacija moZe se
naéi u uvodu.

U prvom poglavlju definiramo LOOP-stroj i pokazujemo njegov rad na nekoliko pri-
mjera. Definiramo LOOP-program te njegovu dubinu 1 duljinu. Na kraju definiramo
LOOP-algoritam i Sto znaci da je funkcija LOOP-izracunljiva.

U drugom poglavlju najprije definiramo funkcijski potprogram i primitivno rekurzivne
funkcije. Pomocu funkcijskog potprograma dokazujemo da je svaka primitivno rekurzivna
funkcija ujedno 1 LOOP-izracunljiva. Zatim pokazujemo 1 obrat te tvrdnje, da je svaka
LOOP-izracunljiva funkcija ujedno 1 primitivno rekurzivna.

U tre¢em poglavlju definiramo kodiranje LOOP-programa. Uvodimo rekurzivne funk-
cije 1 pokazujemo da se nasa definicija rekurzivnih funkcija poklapa s definicijom iz [1]].
Na kraju definiramo univerzalnu funkciju koja moZe simulirati proizvoljni LOOP-program,
te pomocu nje dobivamo primjer funkcije, a zatim i relacije, koja je rekurzivna, ali nije pri-
mitivno rekurzivna.



Summary

In short, in this paper we study LOOP-computability; a more detailed motivation can be
found in the introduction.

In the first chapter, we define the LOOP-machine and demonstrate its operation on
several examples. We define the LOOP-program and its depth and length. Then we define
the LOOP-algorithm and what it means for a function to be LOOP-computable.

In the second chapter, we first define a functional subroutine and primitively recursive
functions. Using the functional subroutine, we prove that every primitive recursive func-
tion is also LOOP-computable. We also show the converse statement, that every LOOP-
computable function is primitive recursive.

In the third chapter, we define the encoding of LOOP-programs into natural numbers.
We introduce recursive functions and show that our definition of recursive functions coin-
cides with the definition from [1]]. Finally, we define the universal function that is able to
simulate an arbitrary LOOP-program, and using it we get an example of a function and a
relation that are recursive while not being primitive recursive.
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