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Uvod

Numericke metode imaju siroku primjenu u podruc¢ju podatkovne znanosti i mogu
imati prednost u odnosu na neke druge metode kao sto su duboki modeli. Za do-
bar model neuronske mreze u klasifikaciji slika potreban je velik skup podataka za
treniranje i to je nedostatak u odnosu na numericke metode koje u kontekstu prepoz-
navanja lica trebaju svega nekoliko slika za treniranje. Cilj ovog rada je predstaviti te
metode koje primjenjuju razlicite matricne i tenzorske dekompozicije i faktorizacije.

Za razumijevanje takvih metoda je potrebno razumjeti i koncept tenzora. Tenzori
su visedimenzionalni nizovi prikladni za pohranjivanje podataka s vise informacija.
Vektori i matrice predstavljaju tenzore reda 1, odnosno tenzore reda 2 i oni nekad nisu
idealni za ucitavanje skupa podataka koji se sastoje vise od dvije vrste informacija.
Naprimjer, sliku u boji rezolucije 200 x 200 koju Zelimo ucitati ne mozemo pohraniti
u obliku matrice, jer svaki piksel je predstavljen u obliku uredene trojke (R, G, B),
odnosno boju svakog piksela mozemo reprezentirati kombinacijom crvene, zelene i
plave boje. U tom slucaju tenzor dimenzije 200 x 200 x 3 predstavlja dobar izbor za
pohranjivanje podataka. Sliku mozemo matricizirati tako da ju prevedemo iz RGB
koordinata u greyscale kanal i u tom slucaju dobivamo crno-bijelu sliku. No, ipak
i kada radimo s matriciziranim slikama javlja se potreba za tenzorima viseg reda u
slucajevima kada zelimo pohraniti vise slika u jedan niz podataka.

U ovom radu bavit ¢emo se pohranjivanjem skupa podataka (slika) u matrice i
tenzore te objasniti kako mozemo primjenom njihovih razlic¢itih dekompozicija mo-
delirati algoritme za prepoznavanje lica ljudi.

Prvu metodu koju obradujemo je poznata pod imenom PCA ili Eigenfaces (mi
¢emo ju zvati samo PCA). Svaka slika sadrzi puno numerickih podataka i racunanje
udaljenosti jedne od druge je skupa operacija. Metoda PCA je poznata metoda za
redukciju prostora u kojem prikazujemo slike u kojoj kljuénu ulogu igraju svojstveni
vektori i svojstvene vrijednosti. U ovom poglavlju iskazati ¢emo jedan od kljuc-
nih teorema numericke matematike, a radi se o dekompoziciji matrice na singularne
vrijednosti ili SVD (eng. Singular Value Decomposition) te ¢emo vidjeti njegovu
primjenu u algoritmu PCA.

Druga metoda se zove Tensorfaces i uvodi koristenje tenzora kao strukture za
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spremanje slika. Metoda Tensorfaces je multilinearni ekvivalent PCA metode i ustvari
predstavlja bolju alternativu za prepoznavanje lica. Objasniti ¢emo $to su tenzori,
definirati osnovne tenzorske operacije te iskazati generalizirani SVD kojeg zovemo
singularna dekompozicija viseg reda ili HOSVD (eng. High Order Singular Value
Decomposition) i primjeniti ga u algoritmu Tensorfaces.

Oba algoritma testiramo na istom skupu fotografija iz baze Yale Face Database.
Na kraju je provedena usporedba i komentar zasto tenzorski pristup ima prednost
nad matricnim PCA pristupom.



Poglavlje 1

Matricna PCA metoda

Jedna od najpoznatijih metoda u klasifikaciji slika je metoda analize glavnih kom-
ponenti ili skraéeno PCA (eng. Principal Component Analysis). Za ovu metodu
kljucno je razumjeti jedan mocan alat numericke matematike koji ¢e takoder biti te-
melj i tenzorskih metoda, a rije¢ je o dekompoziciji matrice na singularne vrijednosti
kojeg ¢emo odsada zvati SVD.

Prije objasnjenja SVD-a i PCA metode potrebno je navesti osnovne pojmove i
rezultate iz vjerojatnosti i linearne algebre potrebne za razumijevanje daljnjeg teksta.

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1.1. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Funkciju X :  — RP za
koju je X1 (B) = {w € Q: X(w) € B} € F,VB € B(RP) zovemo p-dimenzionalnim
slucajnim vektorom na (2, F, P). U slucaju p = 1 zovemo ju slucajnom varijablom
na (2, F, P).

Slijedi jedan od osnovnih rezultata vezanih za sluc¢ajne vektore.

Propozicija 1.1.2. Neka je X : Q@ - RP, X = (X3, Xs,...,X,). Tada je X slucajni
vektor ako i samo je Xy slucajna varijabla za svaki k =1,2,... p.

Dokaz je dan u [6].
Iz prethodne propozicije slijedi da je p-dimenzionalan sluc¢ajan vektor uredena
p-torka slucajnih varijabli.

Definicija 1.1.3. Neka su X1, Xy slucajne varijable. Ocekivanje

E[(X1 — E[X4])(X2 — E[Xo])]
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(ako postoji) zovemo kovarijancom slucajnih varijabli Xy i X5 i oznacavamo ju s
Cov(X1, X3). Specijalno, ako je X1 = X, ocekivanje

E[(X: — E[X1])?]
zovemo varijancom slucajne varijable Xy i oznacavamo ju s Var(Xy).
Primjetimo da vrijedi Cov(X7, X3) = Cov(Xs, X1) 1 Cov(Xy, Xy) = Var(X).

Definicija 1.1.4. KaZemo da su slucajne varijable X1 i@ Xo nekorelirane ako vrijedi

COU(Xl, XQ) = 0.

Nakon definicija varijance i kovarijance sada mozemo definirati matricu kovarijanci
slu¢ajnog vektora X.

Neka je X = (Xi,...,X,) p-dimenzionalan slucajni vektor takav da postoji
E[X?] za i = 1,...,p. Ocekivanja slucajnih varijabli E[X],...,E[X,] mozemo za-
pisati u vektorskom obliku E[X] = [E[X;],...,E[X,]]*. Matricu Cov(X) = E[(X —
E[X])(X — E[X])?] definiramo kao matricu kovarijanci slu¢ajnog vektora X. Vrijedi

| E[(X: — E[X4])?] o E[(XG - E[XG])(X, — E[X)])]
Cou(X) = z 5
_E[(Xp - E[Xp])(Xl - E[Xl])] s E[(Xp - E[Xp])Z]
[ Var(Xy) ... Cov(Xy,X,)
i _Cov()zfl,Xp) Var.(Xp)

(1.1)

Primjetimo da je matrica kovarijanci simetri¢na matrica.

Definicija 1.1.5. Za simetricnu matricu A € R™™ kaZemo da je pozitivno semide-
finitna ako za sve x € R" vrijedi 7 Az > 0.

Moze se pokazati da je matrica kovarijanci pozitivno semidefinitna. Neka je x €
RP? proizvoljan vektor. Vrijedi:

2" Cov(X)x = 2"E[(X — E[X])(X — E[X])!]z = E[2" (X — E[X])]* > 0.

Navedimo jos neke osnovne pojmove i rezultate iz linearne algebre.
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Definicija 1.1.6. Vektor v € R" je svojstveni vektor matrice A € R™" s pripadnom
svojstvenom vrijednoséu A € R ako je

Av =X v, v #0.

Propozicija 1.1.7. Neka je A € R™"™ pozitivno semidefinitna matrica. Tada su
njene svojstvene vrijednosti nenegativne. Svojstveni vektori koji pripadaju razlicitim
svojstvenim vrijednostima matrice A su ortogonalni.

Dokaz. Dokaz nejednakosti svojstvenih vrijednosti je dan u [I]. Pokazimo da vrijedi
da su svojstveni vektori s razli¢itim pripadnim svojstvenim vrijednostima medusobno
ortogonalni.

Pretpostavimo da je matrica A pozitivno semidefinitna i ima dva svojstvena vek-
tora u i v ¢ije su pripadne svojstvene vrijednosti p i A razlicite. Tada vrijedi:

Au = pu, Av = Iv.
Zbog simetri¢nosti matrice A vrijedi
u’ Av = u' AT = (Au)Tv
Vrijedi i
u’ Av = u' (W) = M.
Iz prethodnih jednakosti slijedi (z — A)u’v = 0. S obzirom da smo pretpostavili da
je i # A, slijedi da je uv = 0, odnosno u i v su ortogonalni. O

Iz prethodne prepozicije slijedi bitan zaklju¢ak da ako matrica kovarijanci dana s
ima razli¢ite svojstvene vrijednosti, tada pripadni svojstveni vektori su ortogo-
nalni.

Definirajmo jos i Frobeniusovu normu koja ¢e biti bitna kao uvjet kod klasifikacije

slika.

Definicija 1.1.8. Frobeniusova norma matrice A € R™*™ je matricna norma defi-
nirana kao korijen zbroja kvadrata apsolutnih vrijednosti elemenata matrice

m n
ZZ |a; ;[?

i=1j=1

1AllF =
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1.2 Matricni SVD

Teorem 1.2.1. (SVD) Neka sum in prirodni brojevi takvi da je m > n i A € R™*"
proizvoljna realna matrica. Tada postoji dekompozicija

A=UxVT (1.2)

gdje su U € R™™ ¢V € R™™ ortogonalne matrice, a ¥ = diag(oy,09,...,0,)
dijagonalna matrica tako da vrijedi oy > 09 = -+ > 0, = 0. [1]

Dokaz. Ako je A = 0, tada je ¥ = 0, a U i V su proizvoljne ortogonalne matrice.
Prepostavimo da je A # 0.
Dokaz provodimo indukcijom po m i n. Iz pretpostavke o postojanju SVD-a za
matrice dimenzija (m—1) x (n—1) dokazat ¢emo postojanje SVD-a za m x n matrice.
Jer je m > n, baza indukcije je n = 1. Tada imamo jednostupc¢anu matricu A
koju mozemo zapisati u obliku:

A=UxVT

gdje je
A

U=
1Al2

Y=Al V=1

pa tvrdnja vrijedi za n = 1 i bilo koji m > 1.

Prepostavimo da tvrdnja vrijedi za A € RM=D*(=1) 74 korak indukcije izabe-
remo vektor v, takav da je ||v||2 = 1 i na njemu se dostize maksimum 2-norme za A,
tj. vrijedi:

Al = max [[Aalls = || Av]z

[|lz[l2=1

Definiramo jedini¢ni vektor

. Av
| Av]la”

Vektore u i v dopunimo matricama U i V, tako da matrice

Up=[u,0], Vo=[v,V]
budu ortogonalne matrice reda m, odnosno reda n. Sada racunamo

uT] ~ luTAv uTAV]

Uy AVo = [TT Al VI=1gra, 07av
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Po definiciji vektora u i v vrijedi

vl AT Av||?
av =A%, = 4l = o

ul Av = =
| Av][2 | Av][2

Zbog ortogonalnosti matrice Uy vrijedi UTu = 0, pa vrijedi

UT Av = UTul| Av|| = 0.

Tvrdimo da je u” AV = 0. Oznacimo A, = U] AV, w” = u"AV i B=UTAV. Onda
vrijedi

T
AleOTAVO:[U v ]

0 B

Zbog invarijantnosti 2-norme na ortogonalnost dobivamo jednakost

o = || Allz = |Ug AVoll2 = [[As]l-.

Za proizvoljni vektor z # 0 vrijedi

Azl _ ||A1z]2
A = max >
Idle = e T 2 T

odnosno [|A1]|2]|z]|2 = ||A1z]|2. Izaberimo

z:m

Tada vrijedi

2

o
LA = A2 + wl2) > Azl = HA [ ]

Tl w

> (0" + [Jwll3)*.

2
2

= (0” + w'w)* + || Bwl|3
2

iz Cega slijedi
1A l3(0* + llwll2) > (o + [lwl2)*.
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Dijeljenjem s 02 + ||w||? dobivamo
o = Al = [Aill; = o® + [[wll3

sto je moguce samo za w = 0. Drugim rije¢ima, vrijedi

UT AV = [‘5 g}

Po pretpostavci indukcije vrijedi
B=UV]!
pa vrijedi

T
o 0 1 0]fo 0]t 0
e e A

odakle odmah slijedi tvrdnja, jer ortogonalne matrice ¢ine multiplikativnu grupu.
Silazni poredak elemenata na glavnoj dijagonali od ¥y postizemo primjenom matrica

permutacije koje su takoder ortogonalne. O]
Definicija 1.2.2. Stupce matrice U = [uy, ug, ..., uy] nazivamo lijevim singular-
nim vektorima, a stupce matrice V.= [v1,vs, ..., v, desnim singularnim vektorima.

Brojevi o; zovu se singularne vrijednosti.

Napomena 1.2.3. U slucaju da matrica A ima veci broj stupaca od redaka, odnosno
da vrijedi m < n, tada SVD definiramo za matricu AT

1.3 Metoda PCA

Metoda analize glavnih komponenti (PCA) je jedna od standardnih metoda u klasifi-
kaciji i kompresiji slika. Radi se o metodi koja smanjuje dimenziju skupova podataka
¢ime proces klasifikacije postaje efikasniji i brzi uz minimalne posljedice na toc¢nost
prepoznavanja. Dakle, transformiramo veliki skup varijabli u manji skup koji jos
uvijek sadrzi ve¢inu informacija, ali je laksi za analizu i vizualizaciju te ga algoritmi
strojnog ucenja brze procesiraju.

Bitna karakteristika skupa podataka je veza izmedu podataka. Ponekad su vari-
jable medusobno visoko korelirane te sadrze suvisne informacije. U takvoj situaciji
korisno je pretvoriti taj skup varijabli u novi skup nekoreliranih varijabli koje zo-
vemo glavne komponente. Glavne komponente su medusobno nekorelirane linearne
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kombinacije originalnih varijabli i to takve da je prva glavna komponenta linearna
kombinacija sluc¢ajnih varijabli koja je najvece varijance, druga glavna komponenta
linearna kombinacija slucajnih varijabli koja je druge najvece varijance i tako dalje.
Dakle, prva glavna komponenta ¢e objasnjavati Sto je vise moguce varijacije poda-
taka.

Ideja je reducirati pocetni skup podataka koji se sastoji od n mjerenja na p
ulaznih varijabli na skup od n mjerenja na k glavnih komponenata. Glavne kom-
ponente reprezentiraju smjer maksimalne varijacije i omoguéuju jednostavniji opis
kovarijantne strukture. One ovise samo o matrici kovarijanci polaznih slucajnih va-
rijabli X1,...,X,. Neka je X7 = [X1,..., X,] slucajni vektor i neka je C pripadna
matrica kovarijanci sa svojstvenim vrijednostima A; > Ay > --- > A, > 0. U praksi
je vrlo rijetko da su neke od svojstvenih vrijednosti jednake ili da su jednake nuli,
pa ¢emo odsada raditi s pretpostavkom da su sve svojstvene vrijednosti pozitivne i
medusobno razlicite.

Promotrimo linearne kombinacije

Uy = G{X = CL11X1 + CL12X2 + -+ (Ilep
U9y = CLgX = a21X1 + CI,QQXQ + -4 angp

Up = CLZ:X = Clp1X1 + (lngg + -+ Clprp.

Slijedi
Var(u;) = Var(aj X) = Elal XX"a;] = a} Ca;, i=1,2,...,p
Cov(uz, uy) = al Cay, i,k=1,2,...,p.

Izvedimo prvu glavnu komponentu. Zelimo izabrati jedini¢ni vektor a; i zamijeniti
svaki podatak X s njegovom projekcijom na taj vektor, al X. Prilikom odabira vek-
tora a; zelimo zadrzati Sto je viSe moguce varijacije podataka, odnosno zelimo maksi-
mizirati varijancu novih podataka a! X. S obzirom da se varijanca Var(u;) = a! Ca;
moze povecati mnozenjem vektora konstantom, paznja se ogranicava na vektore ko-
eficijenata duljine jedan. Dakle, prva glavna komponenta je linearna kombinacija
u; = al X koja maksimizira

Var(al’ X) = af Cay

uz dan uvjet
ala, = 1.
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Izvedimo drugu glavnu komponentu. Trazimo smjer ortogonalan na prvu glavnu kom-
ponentu koji ¢e zadrzati Sto je vise moguce varijacije podataka. Projekcije podataka
na tu komponentu nemaju varijancu u smjeru prve glavne komponente, sto znaci
da trazimo jedini¢ni vektor ay takav da je Cov(al X,al X) = 0. Slijedi da je druga
glavna komponenta linearna kombinacija uy = al X koja maksimizira

Var(uy) = ai Ca,

uz uvjete
ayas =1, Cov(ai X,a3 X) =0

Na isti nacin izvodimo i ostale glavne komponente. Opcenito, i-ta glavna komponenta
je linearna kombinacija u; = al X koja maksimizira

Var(u;) = al Ca;

uz uvjete
ala; =1, Cov(al X,a}X)=0, k<i

(2

Dakle, glavne komponente su one linearne kombinacije ¢ije su varijance u padajuc¢em
poretku (prva glavna komponenta je linearna kombinacija s najve¢om varijancom).

Dolazimo do sljedeceg teorema koji veze glavne komponente sa svojstvenim vek-
torima i pripadnim svojstvenim vrijednostima matrice kovarijanci C.

Teorem 1.3.1. Neka je dan slucajni vektor X' = [Xy, Xo, ..., X,] i neka je C nje-

gova matrica kovarijanci. Neka su

(>\17€1)7 ()\2762)7 RIS ()‘znep)

?

parovi svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice C' pri cemu vrijedi Ay >
Ag > - >\, > 0. Tada je i-ta glavna komponenta dana s

UZ':GlTX:€i1X1+6i2X2+"'+€ipo, 221,2,,])
Tada vrijedi

Var(u;) = el Ce; = A, 1=1,2,...,p
Cov(uz, uy,) = Cov(el Cey) = 0, i # k.

Dokaz. lzraz

atCa
max ——
a0 a‘a
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je dostignut za a = ey, tj. vrijedi

a’Ca ef'Ce
max —— = — =\
a#0  a’a e1 €1

Svojstveni vektori su normalizirani, odnosno vrijedi ef'e; = 1, pa slijedi

el'Cey

M =——— =¢€]Cey = Var(u)
€1 €1
Sli¢no
aTCa €£+106k+1
max T = —7 = Ngr1-
aler,ez,...ex Q" Q €k11Ck+1
uz uvjet e} e, =0zai=1,2,...,k Vrijedi
T
er.1Ce
_ Y41V O+l T _
Aey1 = —g—— = €, Ceppr = Var (ugsr).
Ch+1Ck+1

Jer je matrica C' pozitivno semidefinitna, pripadni svojstveni vektori su okomiti.

Vrijedi
C’ek == )\kek.

MnoZenjem gornje jednadzbe s e i # k dobivamo
Cov(ug, uy) = el Cey, = el ey, = Mpel e = 0.
O

Napomena 1.3.2. Cesto se pod i-tom glavnom komponentom misli na svojstveni
vektor e;, jer vektori e; i el X imaju isti smjer i orijentaciju (lefe na istom pravcu)
kojim se Zeli izraziti i-ta glavna komponenta. Normiranjem vektora ef' X dobivamo
vektor e;.

Veé¢ smo spomenuli algebarsku interpretaciju glavnih komponenti, a to je da su
one linearne kombinacije p sluc¢ajnih varijabli. Geometrijski su te linearne kombi-
nacije zapravo koordinatne osi novog koordinatnog sustava dobivenog rotacijom oko
starog s glavnim komponentama kao koordinatnim osima.

Generalno nije prakticno racunati matricu kovarijanci skupa podataka kako bi
nasli svojstvene vektore. Ako je svaki podatak dimenzije [ X n, tada je veli¢ina ma-
trice kovarijanci (I x n) x (I x n). Postavlja se pitanje kako izracunati svojstvene
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Slika 1.1: Glavne komponente skupa podataka u 2-dimenzionalnom prostoru

vektore matrice C' bez da rac¢unamo matricu C'7? Odgovor ¢emo dati u nastavku u
kojem slijedi objasnjenje PCA metode u kontekstu prepoznavanja lica [3].

Neka je {Xi,..., X} kolekcija slika [ x n, gdje je [ broj redova slike, a n broj
stupaca slike. Svaka slika X je 2-D slika (matrica) koju mozemo vektorizirati u 1-D
sliku (vektor). Definiramo matricu A tako da vrijedi da je j-ti stupac A(: j) jednak
vektoriziranoj slici X, odnosno A(:, j) = vec(X;).

Uzoracku sredinu slika (prosjeénu sliku) ra¢unamo kao

M = iA(,j)

Sada mozemo matricu A prikazati u srednje-devijacijskoj formi ako svakom stupcu
oduzmemo prosjecnu sliku
A7) =A(, ) — M, j=12...,m. (1.3)
Kovarijanca slucajnih varijabli x i y moze se empirijski definirati kao

1
n—1

Cov(z,y) = i(% —7)(yi — )
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gdje je m velicina uzorka i 7,7 su srednje vrijednosti observacija za varijable x i y.
Slijedi da za matri¢no prikazan skup podataka A mozemo izracunati njegovu matricu

kovarijanci
C = — 1 ST(AG) — M) (AG,:) — M) (1.4)

m—1¢
i=1
Koristedi ([1.3), jednakost (1.4]) dobiva slijedeéi oblik

1 ..

C=——AA". 1.5

p—— (1.5)

Matrica C' je simetri¢na i pozitivno semidefinitna i moze se ortogonalno dijago-
nalizirati, odnosno mozemo ju zapisati kao

C=UDU"

gdje je U ortogonalna matrica i D = diag(Aq, A, . . . ) dijagonalna matrica koja sadrzi
svojstvene vrijednosti matrice C'i vrijedi \; > Ay > - -+ > 0. Stupci u; od matrice U
su svojstveni vektori od C' i oni predstavljaju glavne komponente. S obzirom da je
A1 najveca svojstvena vrijednost, vektor u; oznacava smjer u kojem skup podataka
ima maksimalnu varijaciju.

.....

pristup je racunanje SVD-a matrice
A=UxvT.

Vrijedi . .
71[1217’ - UxT.

¢= m—1

m J—
Ortogonalna dijagonalizacija matrice C', gdje dijagonalna matrica D ima elemente na
dijagonali u padaju¢em poretku, je jedinstvena. Iz prethodnog slijedi

1

m—1

D=

22

odnosno singularne vrijednosti s; od A povezane su sa svojstvenim vrijednostima od

C
Sii = \/ (m — 1))\2

Takoder slijedi i klju¢an zaklju¢ak da lijeva singularna matrica U od matrice A sadrzi
svojstvene vektore matrice kovarijanci C.
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Postavlja se pitanje kako odabrati koliko £ glavnih komponenti Zelimo uzeti za
redukciju prostora. Postoji vise metoda odabira broja komponenti. Najpoznatija
metoda je Kaiserov kriterij koji ¢e zadrzati sve one komponente ¢ija je varijanca veca
od 1.

Broj komponenti mozemo odabrati i na drugi nac¢in. Moze se uzeti onoliko kompo-
nenti ¢ije ¢e varijance ¢initi 80% — 90% ukupne varijance. Proporciju zbroja varijanci

. . . A dA
k komponenti definiramo izrazom ﬁ, k < p.
Iz ortogonalnosti matrice U slijedi
A=UUTA
Nakon sto pazljivo odaberemo indeks smanjenja k, imamo

A, ) ~ UULA(, §) (1.6)

gdje je Uy, = U(:,1:k) za neki k& < m. Oznaka U(:,1:k) oznacava matricu koju
dobijemo kada iz matrice U izostavimo zadnjih m — k stupaca. Aproksimacija je
dobra zato sto su singularne vrijednosti s;,7? > k, "male" u odnosu na m i veéina
varijacije podataka je dobro opisana u k smjerova koji odgovaraju prvim najveéim
k singularnim vrijednostima. Dakle, iz matrice U mozemo izostaviti zadnjih m — k
stupaca jer oni ne nose znacajnu koli¢inu informacija o slikama u odnosu na prvih k
stupaca.

Matrica UkU,? je ortogonalni projektor na {uy,...,ux}, prostor razapet s prvih
k glavnih komponenti. Primjetimo da se svaka slika (s oduzetom sredinom) A(:, j)
moze aproksimirati kao linearna kombinacija glavnih komponenti, pa mozemo
zapisati i kao:

k
A(a]) R Uk<UgA(>j)) = Zciuia Ci = uzTA(>])
i=1

Neka je X testna slika. Sliku moramo dovesti u istu formu kao sto je kolekcija slika
u matrici A, dakle potrebno ju je vektorizirati i oduzeti joj sredinu kolekcije slika
X = vee(X) — M. Vektor X Zelimo prikazati kao linearnu kombinaciju glavnih
komponenti ug, ..., u, a koeficijente moZemo dobiti izrazom U} X. Klasificiranje
osobe na slici se radi tako da se nade onaj stupac A(:, j) &ji koeficijenti ¢; su najblizi
koeficijentima od X u Frobeniusovoj normi. Ako je norma manja od danog iznosa
tolerancije, osoba na testnoj slici X se klasificira kao osoba na slici A(:, j). Vrijednost
tolerancije namjestamo eksperimentima.
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Algoritam 1 - PCA metoda

Ulaz: Slike za treniranje: X;, i = 1,2, ..., m, Testna slika: X, Indeks smanjenja £k,
Tolerancija tol

Izlaz: 1 (ako je osoba u bazi), 0 (ako osoba nije u bazi)

for i =1 to m do
A(:, 1) + vektorizirani X;
end for
M < prosjecna slika (vektorizirana)
A « srednje-devijacijska forma od A
U « lijevi singularni vektori od A
G U(:,1:k)TA
X < vektorizirani X
X+X-M
c— UG 1:R)TX
for j =1 to m do
if ||c — G(:,7)||F < tol then
return 1
end if
end for
return 0

Metodu PCA smo obradili s pretpostavkom da su svojstvene vrijednosti matrice
kovarijanci razli¢ite od nule. Sto ako je jedan ili vise svojstvenih vrijednosti jednako
nuli?

Ukoliko imamo da je ¢ svojstvenih vrijednosti matrice C' jednako nuli, onda je
rang matrice p — ¢ umjesto q. Glavna komponenta koja ima varijancu 0 definira
linearnu vezu izmedu elemenata vektora X. Postojanost ovakve veze implicira da se
vrijednost jedne varijable moze izracunati pomocu drugih varijabli. Dakle, mozemo
smanjiti broj varijabli s p na p — ¢ bez gubitka informacija te za taj slucaj provesti
izracun glavnih komponenti. U praksi je jednakost svojstvenih vrijednosti nuli vrlo
rijedak slucaj.

1.4 Obrada slika i klasifikacija

Za testiranje svih algoritama uzete su slike iz baze podataka Yale Face Database [5].
Odabrano je 10 razli¢itih osoba i za svaku osobu po 7 razli¢itih ekspresija lica. Dakle,
sveukupno imamo 70 slika.
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009099

Slika 1.2: Primjer slika svih ekspresija za osobu 1

Slike su izrezane te smanjene na rezoluciju 90 x 90. Takoder su prilikom ucitava-
nja prevedene iz RGB koordinata u greyscale kanal. Posljednji korak je normalizacija
vrijednosti piksela, tako da je minimalna vrijednost piksela 0 (za crnu boju), maksi-
malna vrijednost 1 (za bijelu boju), a sve ostalo izmedu su nijanse sive boje.

Potrebno je odredeni dio slika odabrati za bazu, odnosno za skup za treniranje.
Za bazu uzete su prve tri ekspresije od prvih pet osoba (baza je oznacena zelenim
pravokutnikom na slici . Slike je potrebno spremiti u trening matricu dimenzija
8100 x 15, gdje svaki stupac matrice je slika pohranjena u vektor.

Ostale slike su testne slike na kojima ispitujemo efikasnost algoritma. Cilj algo-
ritma je vratiti vrijednost 1 ako danu testnu sliku klasificira kao jednu od osoba u
bazi ili mora vratiti vrijednost 0 ako testna slika nije klasificirana kao jedna od osoba
u bazi.

Do odredenog iznosa tolerancije dolazimo eksperimentima, imajuc¢i na umu da je
pogreska manja ako algoritam ne prepozna sliku osobe koja je u bazi u odnosu na
pogresku kada algoritam prepozna sliku osobe koja nije u bazi. Algoritam je bio
najefikasniji za nivo tolerancije 10 i u tom slucaju je prepoznao sve testne slike koje
su trebale biti prepoznate (osim jedne) te je odbacio sve testne slike koje su trebale
biti odbacene.
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Slika 1.3: Rezultati PCA algoritma - zelenom kvac¢icom su oznacene slike osoba
koje su prepoznate da su u bazi; crvenim krizi¢em su oznacene slike osoba koje nisu
prepoznate da su u bazi



Poglavlje 2

Metoda Tensorfaces

Ovo poglavlje odraduje metodu poznatu pod imenom Tensorfaces koja primjenjuje
singularnu dekompoziciju viseg reda koju ¢emo odsada zvati HOSVD (eng. High
Order Singular Value Decomposition). Za razumijevanje navedene metode potrebno
je objasniti Sto su tenzori, definirati njihove osnovne operacije te iskazati glavne
rezultate.

2.1 Tenzorii HOSVD

Tenzore shva¢amo kao nizove podataka [2]. Vektor je jednodimenzionalni niz poda-
taka i smatramo ga tenzorom reda 1. Matrice su dvodimenzionalni nizovi podataka
i smatramo ih tenzorima reda 2. Tenzore reda veéeg ili jednakog 3 zovemo tenzo-
rima viseg reda. U mnogim slucajevima je prikladno koristiti tenzore visih redova za
spremanje podataka umjesto matriciziranih ekvivalenata.

Preciznije, tenzor reda N definiramo kao element tenzorskog produkta N vektor-
skih prostora. Red tenzora A € RI*2XXIx jo N. Elemente tenzora A oznacavamo
S Aijigig, gdjesul <4, < I,, n=1,2,...N. Indekse u tenzoru nazivamo modo-
vima, a dimenzija pripadnog moda je broj razli¢itih vrijednosti koje taj indeks moze
poprimiti.

U ovom radu ¢emo se baviti iskljucivo tenzorima reda 3, tako da odsada podra-
zumijevamo tenzore u svim definicijama i rezultatima kao trodimenzionalne nizove
podataka.

Ogranic¢avanjem pojedinih indeksa mozemo indeksirati podtenzore. Ako imamo
tenzor A = (ay,i,5,) € RIVEXI3 tada fiksiranjem indeksa u modu 1,2 ili 3 moZemo
definirati podtenzore A(k,:,:), A(:, k,:) ili A(:,:, k) (koristeéi MATLAB-ovu nota-
ciju). Takve podtenzore zovemo horizontalnim, lateralnim i frontalnim odsjeccima,
respektivno. Frontalne odsjecke ¢esto oznac¢avamo is A®. U tom slucaju su podten-

18
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zori ustvari tenzori reda 2, odnosno matrice. Takoder mozemo definirati i podtenzore
A(:,i,7), A, :, 7) 1.A(1, j, :) fiksirajuéi sve indekse osim jednog. To su ustvari tenzori
reda 1 odnosno vektori.

XYY
22

Slika 2.1: S lijeva na desno: prikaz tenzora A, frontalnih odsje¢aka A(:,:, k) i pod-
tenzora reda 1 (vektora) A(:,4,7). [§]

Definirajmo skalarni produkt dvaju tenzora reda 3 jednakih dimenzija.

Definicija 2.1.1. Skalarni produkt dvaju tenzora istih dimenzija A, B € RV 12xIs je
suma umnozaka njihovih elemenata

I I I3

(A, B) => 33 agbiji.

i=1j=1k=1

Pripadnu Frobeniusovu normu za tenzore reda 3 definiramo analogno definiciji
Frobeniusove norme za matrice.

Definicija 2.1.2. Frobeniusova norma tenzora reda 3 A € RIV2X13 e norma defi-
nirana kao korijen zbroja kvadrata svih elemenata tenzora

I I I3
[AllF = V(A A) = 1D D> aij
i=1j=1k=1

Definiramo mnozenje u modu 1 matrice s tenzorom.

Definicija 2.1.3. MnoZenje u modu 1 tenzora A € RIV2XIs matricom U € Rloxh
(u oznaci A x1 U ), je lg x Iy X I3 tenzor dan s

Iy
(A x1U)(f, iy i3) = D Uj xQigis-
k=1
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U mnozZenju tenzora 4 matricom U u modu 1 ustvari mnozimo stupcane vektore
tenzora A s matricom U.

Sli¢no, mnozenje u modu 2 tenzora A s matricom V je definirano kao
I
(A X2 V) (i1, ,13) = D VG ks
k=1
U ovom slucaju imamo da su svi retci tenzora A pomnozeni s matricom V.
MnozZenje tenzora matricom u redu 3 dobivamo analogno.

Cesto je korisno matricizirati tenzor u matricu. Matricizaciju tenzora A definiramo
kroz tri moda:

unfold; (A) = (A(;,1,:) A(;,2,)) ... A(,L,:) €RxRE
wnfoldo(A) = (A )T AT oL AGn L)) € RS,
unfoldy(A) = (A(L,5, )7 A2,5)7 .. A(L,5)T) e RFXOE

Matricizacije tenzora u modovima 1, 2 i 3 ¢emo jos oznacavati s Ay, Ag) 1 Ag),
respektivno. Primjetimo da matrice A,y dobijemo tako da vektore iz moda n tenzora
A slozimo kao stupce u matricu A,.

A

A LI unfold, (.4)

— - I
unfolda(A)

Iy

A
g m )
- unfolds(A4)

L1,

— I

Slika 2.2: Matricizacije tenzora A. [§]

Takve matrice mozemo vratiti u originalan tenzor A koriste¢i operator fold koji
je definiran kao inverz operatora unfold

fold; (unfold,;(A)) = A.
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Sada pomocu fold-unfold operacija mozemo zapisati mnozenje tenzora u modu ¢
matricom na slijedeé¢i nacin

Singularnu dekompoziciju matrice mozemo generalizirati na singularnu dekompozi-
ciju tenzora viseg reda.
Prisjetimo se matriénog SVD-a. Izraz (1.2) mozemo zapisati koristeéi tenzorsku
notaciju
A=USVT =S x; U x5,V

Na isti nac¢in mozemo dekomponirati tenzore reda jednakog ili ve¢eg od 3, o cemu
nam govori sljedeci teorem.

Teorem 2.1.4. (HOSVD) Tenzor A € RV 2-XIN ‘moZemo zapisati kao
AZSXlU(l) X U(2)...><NU(N) (2.1)

gdje su U™ € RI"*In ortogonalne matrice i S je tenzor istih dimenzija kao i A te
ga zovemo jo$ i jezgrenim tenzorom. Svaka dva odsjecka tenzora S su ortogonalna u
smislu skalarnog produkta

(S, SU, 5 )) =(SG 00,0, 86 g o)y =--=0

za 1 # 5. Singularne vrijednosti v modu 1 su definirane s
1 . .
oV =I8G sy )ley G=1,0,

1 sortirane su stlazno
o >ol) > > o

Analogno vrijedi i za singularne vrijednosti u ostalim modovima. [4)]

Dokaz. Odredimo SVD matrica koje dobijemo matricizacijom tenzora 4 u svakom
od N modova

A =UDEOWVO)T =12, N. (2.2)

Oznac¢imo

S =Ax; (UNT xo (UNT ... xy (UMT,

Ostalo je za pokazati da su odsjecci tenzora S medusobno okomiti i da su singularne
vrijednosti u silaznom poretku u svakom modu. U tu svrhu nam treba Kroneckerov
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produkt matrica. Za matrice A € R™>J i B € R¥*! definiramo Kroneckerov produkt
kao

CLHB 0,128 . CLUB
A 9 B— CLQ.IB CLQ?B .. GQ‘?‘B
ailB az‘gB .. (lijB

Primjetimo da je A ® B € RA)*UD,
Sada mozemo jednadzbu (12.1)) zapisati u matricnom obliku

A(n) = U(")S(n)(U(n'H) ® U(n+2) R ® U(N) ® U(l) ® U(2) Q- ® U(n_l))T. (2‘3)

Oznadimo s r, najveéi indeks za koji je o{™ > 0. Usporedbom (2.2) i uz
ortogonalnost Kroneckerovog faktora u (2.3) slijedi

Stn) = E(n)(v(n))T(U(nJrl) QU ..UV eUVelPw. ... U(n71)>' (2.4)

Iz slijedi da za proizvoljne ortogonalne matrice UM, U ... k=1 ye+) W)
vrijedi da je skalarni produkt bilo koja dva razli¢ita odsjecka (u istom modu) tenzora
S jednak 0 te vrijedi

o>t > >0 >0

te za r, < I, vrijedi

]

Jezgreni tenzor S u HOSVD dekompoziciji ima masu koncentriranu u prednjem
gornjem lijevom kutu ako tenzor zamislimo kao trodimenzionalni kvadar. Sto se vise
odmic¢emo u bilo kojem smjeru njegovi elementi postaju sve manji.

Cesto se dogada (primjerice, kod slika) da je dimenzija jednog moda veéa od
umnogka dimenzija drugih modova. Ako imamo tenzor A € R>*™™ reda 3 za koji
vrijedi [ > mn, moze se pokazati da za jezgreni tenzor S vrijedi

S(i,:,:) =0, @>mn.

U tom slucaju mozemo zanemariti dio s nulama jezgrenog tenzera te napisati
tanku verziju HOSVD-a

A=8x,0Y x, U® x, U® (2.5)

gdje su S € Rmxmxn j (7(1) ¢ Rixmn
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2.2 Metoda Tensorfaces

Tensorfaces je bio prvi algoritam za prepoznavanje lica koji se bazirao na tenzorskim
operacijama. Za razliku od PCA metode gdje smo kolekciju slika prikazali u obliku
matrice, u Tensorfaces metodi reprezentiramo podatke u obliku tenzora. Sli¢nost
ovih dviju metoda je $to i dalje radimo sa vektoriziranim slikama.

Pretpostavimo da imamo kolekciju slika od ng osoba, za svaku osobu po ns slika
(za sve razlicite izraze lica). Neka su slike rezolucije my X my. S obzirom da radimo s
greyscale slikama, slike mozemo shvatiti kao matrice s myms = n; elemenata. Tada
vektorizirane slike predstavljaju vektore u R™.

Takve vektorizirane slike spremamo u stupce frontalnih odsjecaka tenzora A, i
to na taj nacin da j-ti frontalni odsjecak reprezentira kolekciju slika za j-tu osobu.
Tada cijelu kolekciju imamo spremljenu u tenzor

A E Rnl Xng ><’IL3.
Pretpostavljamo da je n; > nons. Za tenzor A mozemo pisati tanki HOSVD (12.5)
A:8X1FX2GX3H,

gdje je § € R™"3X"2Xn3 reducirani jezgreni tenzor, F' € R™*"2" matrica s ortogo-
nalnim stupcima, te G € R™*"2 i H € R"*™ gsu ortogonalne matrice.
Oznacimo

C=8x1F %x5G.
Sada tanki HOSVD tenzora A mozemo zapisati kao

A:CX3H.

Lateralni odsjecci A(:, 4, :) predstavljaju kolekciju fotografija po izrazima lica. Za
odredeni izraz A(:, e, :) imamo

A e,:) =C(xe,:) x5 H.
Oznacimo podtenzore A(:,e,:) i C(:,e,:) kao matrice A, i C,. Sada imamo
A.=C.HT, e=1,2,... no.

Ista ortogonalna matrica H ¢e se pojaviti u svih no relacija. Ako zapisemo H7T
kao (hy, ha, ..., hy,), stupac p matrice A, mozemo zapisati kao

a](f) = Cchy,.
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gdje je az(f) slika osobe p u izrazu e, C, matrica ¢iji stupci ¢ine bazne vektore za izraz
e, te hy red p matrice H koji sadrzi koordinate fotografija osobe p u toj bazi.

Neka je X € R™ vektorizirana testna fotografija. Klasificiranje osobe na testnoj
fotografiji se radi tako da koordinate vektora X izracunamo u svim bazama za izraze
i provjeravajuci za svaki izraz podudaraju li se koordinate X s elementima bilo kojeg
reda matrice H. Koordinate testne fotografije X u izraznoj bazi e nalazimo rjesavajuci
problem najmanjih kvadrata

min |Ceare — X2

Mozemo pretpostaviti da je C. matrica punog stupcastog ranga. U tom slucaju
rjeSenje mozemo izracunati kao

a, = (CTC,)'CTX.

Podudarnost testne fotografije X sa slikom aée) izracunavamo koristeé¢i Frobe-
niusovu normu razlike izmedu a, (fotografije X u izraznoj bazi e) i svih vektora
hp, P = 1,2,...,77,3.

Algoritam 2 - Metoda Tensorfaces

Ulaz: Slike za treniranje: X;.,, ¢ = 1,2,...,n1, e = 1,2,...,n9, p = 1,2,...,n3,
Testna slika: X, Tolerancija tol

Izlaz: 1 (ako je osoba u bazi), 0 (ako osoba nije u bazi)

fore=1,2,...,n,, p=1,2,...,n3 do
A(:, e, p)  vektorizirani X,
end for
HOSVD tenzora A kako bi dobili jezgreni tenzor S i ortogonalne matrice F, G, H
C+—Sx1FxyG
X < vektorizirani X
fore=1,2,...,ny do
C. +C(:,€,1)
a. < (CrC)~1oTX
forp=1,2,... ,n3do
if ||a. — H(p,:)||r < tol then
return 1
end if
end for
end for
return 0
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2.3 Klasifikacija i usporedba s PCA algoritmom

Ponovno koristimo slike iz baze podataka Yale Face Database za testiranje algoritma.
Imamo 10 osoba i 7 izraza lica za svaku osobu. Slike su obradene na isti nacin:
smanjene su na rezoluciju 90 x 90, prevedene u greyscale kanal i vrijednosti piksela
su normalizirane.

Za bazu uzimamo prve tri ekspresije lica za prvih pet osoba (slike u zelenom
pravokutniku na slici , a ostatak slika sluze za testiranje. Slike vektoriziramo i
zatim ih slazemo u tenzor dimenzija 8100 x 3 x 5. Slike ¢e biti poslozene u stupce, i
to tako da prvi frontalni odsjecak baznog tenzora dimenzije 8100 x 3 ¢ine slike prve
osobe, drugi frontalni odsjecak ¢ine slike druge osobe itd...

Algoritam vraca vrijednost 1 ako je osoba prepoznata da je u bazi, u protivhom
vrac¢a 0. Do iznosa tolerancije ponovno dolazimo eksperimentima. U ovom testiranju
najefektivnija tolerancija je bila 0.41 koja je prepoznala sve slike na kojima su osobe
u bazi te je odbacila sve slike onih osoba koje nisu u bazi (slika .

Konkretno na ovoj bazi slika testirali smo algoritme PCA i Tensorfaces. Nastima-
vanjem tolerancije vidimo da smo dobili bolju klasifikaciju s Tensorfaces algoritmom,
jer je PCA odbacio jednu sliku osobe koja je u bazi. Pove¢anjem tolerancije u PCA
mozemo dobiti da algoritam prepozna i tu sliku, ali je tada algoritam poceo pre-
poznavati i druge testne slike da su u bazi iako ustvari nebi trebale biti prepoznate.
Razlog zasto ne uzimamo tu toleranciju je taj da je greska neprepoznavanja osobe u
bazi manja nego greska prepoznavanja osobe koja pak nije u bazi.

Jos vecu prednost algoritma Tensorfaces mozemo vidjeti ako imamo vise parame-
tara koji variraju. Naime slike nad kojima su testirani algoritmi imaju iste uvjete
poput kuta gledanja, osvijetljenosti i sl. Kada bi imali slike gdje bi naprimjer para-
metar kuta gledanja varirao, pokazano je da PCA pokazuje puno losije rezultate. U
Tensorfaces algoritmu tada bi "pakirali" slike u tenzor reda 4, gdje bi 4. mod oznaca-
vao mod kuta gledanja. Tada bi imali dekompoziciju tenzora reda 4, odnosno imali
bi jezgreni tenzor reda 4 i 4 kvadratne matrice. Prednost multilinearnog tenzorskog
pristupa u odnosu na linearnu PCA metodu se ocitava u ¢injenici da Tensorfaces pres-
likava sve slike jedne osobe u isti vektor koeficijanata h, bez obzira na izraz lica, kut
gledanja, osvjetljenost itd... U PCA pristupu svaka slika osobe odgovarala je jednom
vektoru koeficijanata. Iz tog razloga Tensorfaces algoritam stvara dobro opredijeljene
klase ljudi jer maksimiziramo omjer rasprsenosti medu klasama i rasprsenosti unutar
jedne klase.
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Slika 2.3: Rezultati Tensorfaces algoritma - zelenom kvacicom su oznacene slike osoba

koje su prepoznate da su u bazi; crvenim krizi¢em su oznacene slike osoba koje nisu
prepoznate da su u bazi
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada je prepoznavanje lica algoritmima PCA i Tensorfaces.
Rad prikazuje primjenu bitnih teorema o singularnim dekompozicijama matrice i
tenzora u algoritmima za prepoznavanje lica.

U pocetku su prikazani osnovni pojmovi i rezultati iz linearne algebre i vjero-
jatnosti. Nakon toga slijedi iskaz singularne dekompozicije matrice i opis poznate
metode za redukciju prostora, PCA, u kontekstu prepoznavanja lica, kao i primjena
samog algoritma na odredenom skupu slika. U sljede¢em poglavlju uvedeni su pojam
tenzora, osnovne tenzorske operacije i singularna dekompozicija tenzora. Nakon toga
slijedi opis metode Tensorfaces i primjena algoritma na istom skupu slika.

Kodovi samih algoritama napisani su u programskom jeziku MATLAB.



Summary

The topic of this thesis is the Face Recognition using PCA and Tensorfaces algorit-
hms. This thesis shows the application of important theorems of singular matrix and
tensor decompositions in face recognition algorithms.

The introduction contains basic terms and results in the field of linear algebra and
probability. It is followed by the statement of the matrix singular value decomposition
theorem, the description of the PCA algorithm in the context of face recognition and
its application on the image dataset. Next chapter introduces tensors, basic tensor
operations and the singular decomposition of a tensor. It is followed by the description
of the Tensorfaces method and the application of the algorithm on the same image
dataset.

All of the algorithm codes are written in MATLAB programming language.
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