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Uvod

Nizove u kojima se ¢lanovi odreduju pomocu svojih prethodnika zovemo rekurzivnim.
U prvom poglavlju rada definirani su nizovi zadani linearnom homogenom rekurzijom s
konstantinim koeficijentima te je pokazano da skup svih takvih kompleksnih nizova ¢ini
kompleksni vektorski prostor. Nadalje, zanima nas kako odrediti op¢i ¢lan rekurzivno za-
danog niza, to jest kako rijesiti rekurziju. Opisujemo dvije metode za rjeSavanje rekurzije.
Jedna metoda koristi alate iz linearne algebre kao Sto su racun svojstvenih vrijednosti 1
svojstvenih vektora matrice, a druga se zasniva na rjeSavanju karakteristicne jednadzbe re-
kurzije. Metode su potkrijepljene rjeSavanjem primjera linearnih homogenih rekurzija reda
2 ireda 3.

Drugo poglavlje rada posveéeno je modularnim rekurzijama, odnosno linearnim ho-
mogenim rekurzijama s konstantnim cjelobrojnim koeficijentima i cjelobrojnim pocetnim
uvjetima modulo neki fiksni prirodni broj. Modularne rekurzije su periodi¢ne pa je stoga
najprije proucena periodi¢nost nizova dobivenih iteracijama, odnosno kompozicijama za-
dane funkcije. Detaljnije su obradene modularne rekurzije prvog i drugog reda.



Poglavlje 1

Linearne homogene rekurzivne relacije

Niz brojeva je funkcija ¢ija je domena skup prirodnih brojeva N (ili Ny = N U {0}), a ko-
domena neki skup brojeva. Niza : N — § krace oznacavamo s (a,), pri ¢emu je a, = a(n),
n € N, tzv. opé€i ili n-¢lan niza. U ovisnosti o kodomeni, koja je najéesée Z, R ili C, go-
vorimo o nizu cijelih brojeva, nizu realnih brojeva ili nizu kompleksnih brojeva. Jedan od
nacina zadavanja niza jest pomocu rekurzivnih formula u kojem se ¢lanovi niza odreduju
pomocu svojih prethodnika. Takve nizove nazivamo rekurzivnim nizovima. Primjer re-
kurzivno zadanog niza je poznati Fibonaccijev niz (ili niz Fibonaccijevih brojeva) (F))
kojemu je svaki Clan, izuzevsi prva dva, jednak zbroju prethodna dva ¢lana niza. Kon-
kretno,
Fl = 1, F2 = 1,

su pocetne vrijednosti niza, a svaki sljede¢i €lan niza definira se rekurzivnom relacijom
F,=F,_1+F,, n>3,
pa dobivamo
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233,377,610,987,1597,2584, 4181, 6765, . ..

Rekurzivna relacija kojom je zadan Fibonaccijev niz spada u tzv. linearne homogene re-
kurzivne relacije ili krace linearne homogene rekurzije.

U ovom poglavlju bavit ¢emo se problemom eksplicitnog odredivanja opceg ¢lana re-
kurzivnog niza, odnosno tzv. rjeSavanjem rekurzije. Jedna od metoda za rjesSavanje re-
kurzije koristi matricnu reprezentaciju rekurzivnog niza, a druga ukljucuje karakteristi¢nu
jednadzbu. Obje metode potkrijepit cemo 1 odgovaraju¢im primjerima.
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1.1 Definicija niza zadanog linearnom homogenom
rekurzijom

Definicija 1.1.1. Neka je k € N, ay,ay,a,,...,a,1 € C te ci,cz,...,¢c, € C, ¢, # 0.

KaZemo da je niz (a,) zadan linearnom homogenom rekurzijom reda k s konstantnim

koeficijentima ako je
Ay = C1Ap_1 + C2p 2 + -+ + Crlyyp, (1.1)

za sve n > k. Prvih k ¢lanova niza (a,) nazivaju se pocetni uvjeti.

Prema prethodnoj definiciji Fibonaccijev niz zadovoljava linearnu homogenu rekurziju
reda 2 s koeficijentima ¢; = ¢, = 1 uz pocetne uvjete F; = F, =1 (ili Fy =0, F; =1). U
radu ¢emo se baviti samo rekurzijama s konstantim koeficijentima.

Naziv linearne rekurzije proizlazi iz ¢injenice da su nizovi zadani relacijom (I.1)) zatvo-
ren na zbrajanje nizova i mnoZenje nizova skalarom Sto ¢emo pokazati u sljedecoj tvrdnji.

Propozicija 1.1.2. Neka je LH skup svih kompleksnih nizova zadanih linearnom homo-
genom rekurzijom reda k s konstantnim koeficijentima (1.1). Tada je LH kompleksan
vektorski prostor.

Dokaz. Prostor svih kompleksnih nizova, u oznaci CV, ¢ini kompleksan vektorski prostor
uz operacije zbrajanje nizova i mnozenje nizova skalarom koje se definiraju po elementima
niza (odnosno po to€kama jer je niz po definiciji funkcija s domenom N ili Ny). Stoga ¢emo
pokazati da je skup

LH ={(a,) € CV : a, = cla,_1 + C2ap + -+ + Cxln_i, N = k}.

potprostor od C*.
Neka su (a)), (a))) € LH te A, u € C. Tada za sve n > k vrijedi

’ ’ ’ ’
a, = cia,_ | + Ca, ,+ -+ cra, 4, (1.2)

174 7" 7" 124
a, =cCia,_| +Cay, 5+ + Cra,_;. (1.3)

Mnozenjem (I.2) s 2 € C te (I.3) s « € C dobivamo
Aa, = Acid),_| + Acxa, 5 + -+ + Ay, (1.4)

Ha, = [C1d)) | + HCad) 5 + -+ + pcrd . (1.5)
Zbrajanjem (1.4)) i (1.5) te izlu¢ivanjem konstanti cy, c5, . . ., ¢, dobivamo

Aa, +pa) =cy(Aa,_| +pa) ) +cx(Aa,_, +pa) )+ -+ (Aa,_ +pal ). (1.6)
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1z slijedi da 1 linearna kombinacija nizova (a;,) i (a,)), tj. da niz
Aa) + u(a)) = (da, + ual))
zadovoljava relaciju (I.1)) uz pocetne uvjete
Aay + pag, . .., da,_, + pa_,.

Dakle, LH je zatvoren na zbrajanje nizova i mnoZenje nizova skalarom pa je LH potpros-
tor od CM. m

Jasno je da je skup svih realnih nizova zadan istom linearnom homogenom rekurzijom
s konstantnim koeficijentima realan vektorski prostor, tj. potprostor od R*.

1.2 Matricni prikaz niza zadanog linearnom homogenom
rekurzijom

Pretpostavimo da je niz (a,) zadan pocetnim uvjetima
ap, Ay, ..., k-1,

te relacijom (I.1)) za sve n > k. S obzirom da je svaki ¢lan rekurzije k-tog reda odreden
s k neposredno prethodecih ¢lanova, moZemo promatrati funkciju koja djeluje na uredene
k-torke uzastopnih ¢lanova:

(Gr-1, Ak, . . ., o)
)
(crax-1 + crax + - - - + crag, Qg—1, - . . , A1)
=
)
(cray + crap_1 + -+ craq, ag, . .., a2)
=Ak+1
)
: (1.7)
)
(C1lpik—2 + C2lpyk—3 + + + Crlp_1, Apii—2s - - - » Ap)
=An+k-1
)
(Clansk-1 + Colpir—2 + ** + Crlps k=15 - - - A1)

=dn+k

l
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Na taj na¢n definirana je funkcija f : CK — C*,
Sx1, x50, x0) = (C1x1 + X + -+ X, X1y -+ 15 Xi1), (1.8)

Stovise linearan operator C¢ — C*. Njegov matri¢ni zapis u kanonskoj bazi prostora C,
(e) =((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)), je kvadratna matrica reda k:

1 Cr-1 Ck
1 0 ... 0 O

B=|0 1 ... 0] (1.9)
0 O 1 0

Ako uzastopne k-torke niza (a,) ,,smjestimo” u jednostupanu matricu

Aptk-1
Apvk-2
A, = : s (1.10)

aptl
ay

za sve n > 0, relacije iz (I.7) moZemo zapisati kao

An+l

Stoga, mozemo zakljuciti da za sve n € N vrijedi:

A, =BA,_1 = B(BA,») = BzAn—Z = BZ(BAn—3) = B3An—3 = .- = B"A,.
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Zbog toga ¢emo matricu B danu s (I.9) zvati matrica pridruzena rekurziji (I.1)) ili samo
matrica rekurzije.

Zahvalju¢i dobivenoj relaciji A, = B"Ay moZemo eksplicitno odrediti n-ti ¢lan rekur-
zivnog niza (a,), odnosno rijesiti rekurziju. Za to nam je potrebno izracunati n-tu potenciju
kvadratne matrice B, §to nije jednostavno osim u slucaju nekih specijalnih oblika matrice.
Npr. ako je matrica A dijagonalna, tj. A = diag(ay,...,a), n-ta potencija matrice A je
A" = diag(af, ..., a}). No matrica rekurzije ne moZze biti dijagonalna. Ipak u sluCaju da je
B dijagonalizabilna matrica, njenu potenciju isto moZemo relativno lako odrediti.

Kazemo da je matrica A € M, (C) dijagonalizabilna nad poljem kompleksnih brojeva
ako je slicna nekoj dijagonalnoj matrici D € M,(C), tj. ako postoji regularna matrica
P € M,(C) takva da je D = P"'AP. Matrica P je matrica prijelaza izmedu dviju baza vek-
torskog prostora u kojima je linearnom operatoru pridruZena matrica A, odnosno matrica
D.

Neka je D dijagonalna matricai D = P~'AP. Tadaje A = PDP~ ! te

A" = (PDP™Y(PDP™")...(PDP™).
Asocijativnost mnoZenja matrica omogucava nam da premjestimo zagrade pa imamo
A" = PD(P"'P)D(P'P)---(P"'P)DP".

S obzirom na to da svi susjedni faktori P~! i P u umnosku daju jedini¢nu matricu 7, dobi-
vamo
A" = PD'P7!,

Sto se zbog ve¢ spomenute n-te potencije dijagonalne matrice racuna relativno lako.

Za odredivanje dijagonalne matrice D i regularne matrice P potrebno je rijesiti tzv.
spektralni problem matrice A koji ukljuCuje odredivanje svojstvenih vrijednosti matrice (—
nultoCaka karakteristicne jednadzbe det(A — A/) = 0) te pripadnih svojstvenih vektora od
kojih se formira matrica P.

Ako B ima n razliCitih svojstvenih vrijednosti, onda je B dijagonalizabilna. Matrica
koja ima manje od n razlicitih svojstvenih vrijednosti moze, ali i ne mora biti dijagonali-
zabilna. Ako B nije dijagonalizabilna, koristi se takozvana Jordanova forma matrice (no u
ovom radu se s tim slu¢ajem necemo baviti).

Primjer 1.2.1. Rijesimo homogenu linearnu rekurziju drugog reda
ap = 2’ a = 3’ apy = 3an+1 - Zan’ ne N07 (1'11)

koristec¢i matricu pridruZenu rekurziji.
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Rjesenje. I3Citavamo matricu pridruZenu ovoj rekurziji:
3 =2
5=} o)
Svojstveni polinom matrice B bit ¢e

k() = l3 B 1 0__24‘ =@B-D-D-(-2)-1=2-31+2.

Nultocke polinoma A% — 31 +2 = (1 — 1)(1 — 2) su 1 i 2. Svojstvene vrijednosti matrice B
su stoga 1 1 2 pa je matrica B dijagonalizabilna. Kako bismo pronasli svojstvene vektore,
rjeSavamo matriéne jednadzbe

-l ) o))

gdje je I = ((1) (1)) (jedini¢na matrica). RjeSenje prve matri¢ne jednadzbe je (x y)! =
2y y)" =y2 DT, adruge (x y)* = (x x)T = x(1 1)7. Od svojstvenih vektora

(0]
)

Inverz ove matrice nalazimo standardnim postupkom:
2 1,10 1 0,1 -1 10,1 -1
L 1'0 1 L 1'0 1 o 1'-1 2 )
1 -1
-1 _
Pl = (_1 ; )
Stoga je B = PDP!, odnosno i B" = PD"P~! gdje je

D:(g ‘1))

formiramo matricu prijelaza:

Dakle,
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Dakle,
(21
B = 1
2n+1
= 2’1
te
An = BnA() =

2n+1_1
2" -1

L3
)

—n+l 4 2
-2"+2

—2m+l 4 2\ (3

2"+ 2 J\2

3.0m _3_0.0m 44
3.20-3-2.2"+4

Konac¢no, op¢i ¢lan niza zadanog rekurzijom i poc¢etnim uvjetima (I.1T]) glasi

a, =2"+ 1.

O

Primijetimo da postupak rjeSavanja rekurzije ne ovisi o pocetnim uvjetima. Konkretno,
op¢i ¢lan rekurzivnog niza zadan rekurzijom (I.11) i s pocetnim uvjetima ay, a; glasi:

a,=(2"-1 —2”+2)-(Zl):a1(2”—1)—a0(2"—2)
0

OpiSimo postupak koji smo proveli u primjeru|1.2.1

priemu sucy,...,c € Cic, #0.

Neka je niz (a,) zadan pocetnim uvjetima a, ..
rekurzijom s konstantnim koeficijentima k-tog reda

.,ax-1 € C te homogenom linearnom

Ay = ClQy_1 + C2lp + *+* + Clyg, N 2k,
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1. Oznacimo matricu rekurzije i poCetni vektor

Ci Cr ... Ckp-1 Cg ap_1

1 o ... 0 0 [2)7)
p=|0 1 ol . A =] :

: ‘. : ay

00 ... 1 0}, a ).,

Pretpostavka: Matrica B je dijagonalizabilna.

2. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice B rjeSavanjem karakteristi¢ne jednadzbe
det(B— Al) = 0.

Neka su Ay, Ay, .. ., A svojstvene vrijednosti od B (pri ¢emu svojstvene vrijednosti
ne moraju biti medusobno razlicite).

3. RjeSavanjem matri¢nih jednadzbi
BX = A;X,

zasve i = 1,...,k, odredimo bazu za C* koja se sastoji od svojstvenih vektora
matrice B: {vi,..., %}

4. Formiramo dijagonalnu matricu
D = diag(Ay, ..., A4),

i matricu prijelaza ¢iji su stupci svojstveni vektori matrice B, tj. P = (v; vy ... V)
te izracunamo
B'=PD'P".
5. RjeSenje rekurzije je
An = BnA().

(Op¢i ¢lan niza a, moZzemo dobiti mnoZenjem zadnjeg retka matrice B" sa jednos-
tupCanom matricom pocetnih uvjeta Ay.)
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1.3 Karakteristicna jednadzba rekurzije

Neka je homogenom linearnom rekurzijom (I.T]) s konstantnim koeficijentima cy, ..., ¢ €
C, ¢ # 0 zadan niz (a,). Objasnit cemo postupak za rjeSavanje ove rekurzije pomocu tzv.
karakteristicne jednadzbe.

U relaciju (I.1)) uvr§tavamo a, = x", tj. koristimo tzv. Eulerovu supstituciju jer pret-
postavljamo da je rjeSenje od (I.1I)) linearna kombinacija rjeSenja oblika x". Stoga iz

T

X=X+ X

kradenjem s x"~* (jer nas ne zanima trivijalno rjeSenje x = 0) dobivamo jednadZbu
F=e o Pt (1.12)

koja se naziva karakteristicna jednadzba rekurzivne relacije (I.1). Oznacavamo

p(x) = xr = ¥ et -~

Svaki korijen karakteristicne jednadzbe (I.12)) (odnosno nultocka polinoma p) rjeSenje
je rekurzije (I.T]) pa s obzirom na to da je LH (skup svih kompleksnih nizova zadanih
linearnom homogenom rekurzijom reda k s konstantnim koeficijentima) vektorski prostor
(propozicija[I.1.2)) slijedi da je i linearna kombinacija tih rjeSenja takoder rjeSenje rekurzije
(I.1). Konkretno, ako je p(x) = (x — x;) - - - (x — x;), odnosno ako su

X1,...,x €C
korijeni jednadzbe (I.12), tada su
rjesenja rekurzije (I.1)) pa je i
ay, = a1 x} + - +ax, n=k, (1.13)
rjeSenje rekurzije (I.I)) za proizvoljan izbor konstanti ay,...,@; € C. RjeSenje (I.I3)

naziva se opée rjesenje rekurzije. Uo¢imo da su svi korijeni jednadzbe (1.12)) razli¢iti od
nule zbog pretpostavke da je ¢, # 0.
Pretpostavimo da je x; € C viSestruki korijen kratnosti r > 1 jednadzbe (1.12)), tj. neka
je
p(x) = (x = x1)'q(x), q(x1) # 0.
Tada je
a, :njx’f, n>k, (1.14)
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rjesenje rekurzije (I.1)) zasve j = 0, 1,...,r — 1. Zaista, najprije uo¢imo da je x; i r-struka
nultocka polinoma

1 2 k

pa(x) = X" Fp(x) = ¥ (x = X)) q(x) = X' = o X — e = g
ali 1 nultocka prve derivacije polinoma p,, tj. p,(x;) = 0 Sto moZemo zapisati kao

nx’l’_1 —ci(n— l)x’l’_2 —c(n— 2)x’11_3 — o= c(n— k)x’l’_k_1 =0.
MnoZenjem prethodne jednakosti s x; slijedi da je

nx!—ci(n— DX —cx(n-2)x 2 - —c(n = k)xXTF = 0,

iz ¢ega vidimo da je
a, = nx

rjesenje rekurzije (I.1).
Sada ustanovimo da je x; nultocka derivacije polinoma

xpl(x) = nx" —ci(n— D" —cy(n—2)x"2 — -+ — cp(n — k)x"".
Zaista,
xp(x) = x((n = k)X (x = 1) q(x) + X' Fr(x = x1) 7 g(x) + X (x - x1) ' (1),

paje xp/(x) = (x — x))"'q1(x) , a d%(xp;(x)) = (x — x1)"2q»(x). S druge strane,
%(xp;(x)) =X —c(n—-1)*X"% —co(n - 2% — - = p(n — k)P
te uvrSavanjem x; u prethodni izraz dobivamo
X —ei(n— 12X = ey(n = 27X — - —a(n = k)2 = 0.
Ponovo, mnoZenjem prethodne jednakosti s x; zakljuCujemo 1 da je
a, = n°x}

rjesenje rekurzije (I.I). Opisani postupak mozemo ponoviti jo§ to¢no (r — 1) — 2 puta Sto
pokazuje da su (1.14) rjesenja rekurzije (I.1].

Zbog svega navedenog razlikujemo dva slucaja za rjeSavanje homogene linearne rekur-
zije:
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Sluc¢aj I. Karakteristi¢na jednadzba ima k razlicitih korijena, tj.
p(x) = (x —x)(x —x2) - (x — xp),
gdiejex; #x;zal <i< j<k.
Slucaj II. Karakteristicna jednadZba ima korijene viSestruke kratnosti, tj.
p() = (x = x)"(x = x2)" -+ - (x = X)),
priemu vrijedi/ <k, x; # xjzal <i<j<liri+---+r =k
Teorem 1.3.1. Neka su cy,cy,...,c; € C, ¢ # 0 te neka je niz (a,) zadan rekurzijom

A, = C1p—1 + Cop_p + -+ Crlp_i, 1 =k

s pocCetnim uvjetima ay, dy, . .., a1 € C.
I Ako su xi,xy,...,x; € C razli¢iti korijeni karakteristicne jednadzbe (1.12)), onda
postoje jedinstveni ay, s, ...,y € C takvi da je
a, = x| + -+ axg, (1.15)

za sve n € Nj.

II. Ako su xy,x,,...,x; € Crazli¢iti korijeni karakteristi¢ne jednadzbe (1.12) s kratnos-
tima ry, 12, ...,1;, onda postoje jedinstveni ay,...,Q1,..., 1, ..., € C takvi
da je

a, = (a1 +an+-+ay,n" X+ (@ Fapn+ e+ an" X, (1.16)
za sve n € Ny,

Dokaz. Pokazali smo da (I.13) i (I.16)) zadovoljavaju rekurziju za bilo koji izbor konstanti
@;, odnosno «;;. JoS samo preostaje pokazati da su te konstante potpuno odredene pocetnim
uvjetima ag, dy, . . . , Ag_1.-

I. U (L.I5) uvrStavamo n = O pan = 1 i tako sve do n = k — 1 te dobivamo sustav od k
linearnih jednadZbi s k nepoznanica

ay+ay+ -+ ap = q,

X1y + xap + - - -+ X = ay,

x’{_laq + x’é_laz +---+ xi_lak = Uj_1.
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Matrica ovog sustava naziva se Vandermondeova matrica

1 1 1

X1 X2 Xk

V= . . .
xllc—l x/; 1 xﬁ—l

te je determinanta Vandermondeove matrice (takozvana Vandermondeova determinanta)

detV =[] (xj-x)

1<i<j<k

(1.17)

razli¢ita od nule jer je x; # x;za 1 < i < j < k prema pretpostavci. Dakle, determina-
nata sustava V je regularna matrica pa zaklju€ujemo da sustav ima jedinstveno rjesenje u
a,q,...,q.

II. U ovom se sluCaju je matrica sustava u nepoznanicama «;; tzv. poopcena ili generalizi-
rana Vandermondeova matrica i regularna je zbog x; # x;za 1 <i < j < [. Stoga vrijedi
analogan rezultat kao u I. O

Napomena 1.3.2. Karakteristicna jednadzba (1.12)) rekurzivne relacije (1.1) jednaka je
upravo karakteristicnoj jednadzbi matrice rekurzije B koja je dana s (1.9)) . Zaista,

Ci—X (O Cik—1 Ck
1 -x ... O 0
detB-xn=| 0 1 .. 0
0 0 1 —x ik
Cy C3 Ck-1  Ck
1 —x 0 0
=(c; —0)(=x)F -0 1 .. 0
0 0 I —x (e=1)x(k=1)
C3 4 Cr-1  Ck
1 —x ... O 0
= (D' + (Do = o0 P+ |00 ] - 0
0 O 1 —x

D O = e )

(k=2)x(k—2)
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Primjer 1.3.3. Rijesimo homogenu linearnu rekurziju iz primjera drugog reda
ap =2,a1 = 3, a2 = 31 — 2a,,n 20,
koristeci njenu karakteristicnu jednadZbu.

Rjesenje. Korijeni karakteristi¢ne jednadzbe x> —3x+2 = Osu x; = 1i x, = 2. Stoga
je opce rjeSenje prema teoremu |[1.3.1f

a,=a;-1+ap-2"
Iz poCetnih uvjeta slijedi
a+a; =2,

1.18
a1+2a/2=3. ( )

RjeSenje ovog sustava je (a;, @,) = (1, 1) pa je opci Clan niza dan s

a, =1+2".

1.4 Primjeri

Primjer 1.4.1. Rijesimo rekurziju kojom je odreden Fibonaccijev niz

Fn+2:Fn+1+Fn’n20’

uz pocetne uvjete Fy = 0, Fy = 1.

Rjesenje. 1. naCin: Pomocu problema svojstvenih vrijednosti matrice rekurzije,

11
B[} o)
Svojstvene vrijednosti matrice B su nultoCke karakteristiécnog polinoma

I-4 1

kB(ﬂ)=‘ P SR Ep

Dakle, svojstvene vrijednosti od B su

pa se B moze dijagonalizirati u bazi svojstvenih vektora: {(a, 1), (5, 1)}, tj.

_ 1 _ pf@ 0) 5o
B = PDP —P(O ﬁ)P )



POGLAVLIJE 1. LINEARNE HOMOGENE REKURZIVNE RELACIJE 15

gdje su
1 1
Pz(“ ’8),P‘1=(7? _1@8]
b B
Racunamo
n B .
A, = B'Ag = PD"P™'Ay = ((f '[f) (% O)( ; 1‘@ﬁ) ((1))
AN
1 (! ﬁn+l 1 1 (! _IBn+1
-le )R )
Dakle, n n
1 1 (1 5 1 (1-+V5
Fn:_(an_ﬁn):_( +\/_]—_( \/_)anzo‘
\5 \5 2 vV5 2

II. na¢in: Karakteristi¢na jednadzba x> — x — 1 = 0 ima dva razli¢ita korijena: @ i3 pa je
stoga
F,=C-a"+D-p".

Konstante C, D odredimo pomocu pocetnih uvjeta Fp = 0, F; = 1:

C+D=0,Ca+DB=1.

Otuda je
Cla-p) =1,
odnosno 1 {
C=—, D=—.
V5 V5

Primjer 1.4.2. Rijesimo rekurziju zadanu s
ao=—-1,a1 =2,ap = 4, a3 = 4dys2 — dps1 — 04y, n € Ny.

Rjesenje. 1. naCin: Matrica rekurzije je

4 -1 -6
B=|1 0 O0].
0 1 O
Svojstveni polinom matrice B je
4-14 -1 -6
1 -2 0
0 1 -2

k() = =2 +42-21-6.
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Vrijedi
B4 - 21-6=(1+ 11 -2)(1-3),

iz Cega slijedi da su nultocke svojstvenog polinoma —1,2 i 3. Svojstvene vrijednosti ma-
trice B su stoga —1, 2 1 3. Kako bismo pronasli svojstvene vektore, rjeSavamo

X X X 1 00
(B+I)[y]:(),(B—2I)[y]:Ote(B—3I)[y]:O, gdjejeI:[O 1 O].
Z Z Z 001

Rjesenje prve matri¢ne jednadzbe je (x y 2)" = (x —x x)T = x(1 -1 1)T, druge
(xy 2l =@z22 2" =y2 Dl itreée (x y 2)7 = (92 3z 2)T = z(9 3 1)T. Stoga su

svojstveni vektori
1Y (4) (9
LRI
1 1) u

Matrica prijelaza glasi

1 409
P=1-1 2 3|.
I 11
Inverz matrice prijelaza je
1 =5 1
L -1 -1
4 4 2
Za
-1 00
D=0 2 0
0 0 3

i matricu P vrijedi B = PDP™!, stoga vrijedii B" = PD"P~!. Buduéidaje Ay = (4 2 — )7,

slijedi
1 4 9\ (D" 0 0)(+% 4
A, =B'Ag=|-1 2 3| 0 2" 0|5 2
1
: -1
4

I 11 0 0o 3
Dakle, rjeSenje rekurzije s danim pocetnim uvjetima je a, = —(—1)" + 3" — 2".

_.
| —| |
'“l.—‘-"“\’wlu]

— (_l)n + 3n+1 _ 2n+1
—(=1)" 431 —2n

_(_l)n + 3n+2 _ 2n+2]
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II. nacin: RjeSenja karakteristi¢ne jednadZzbe
X4 +x+6=0
su —1, 2,3 pa je opCe rjesenje rekurzije oblika
a,=a;-(-1)'"+a,-3"+as3-2",

zaneke a1, @y, @z € C. Pocetni uvjeti daju nam sustav tri linearne jednadZbe s tri nepozna-
nice

a; +ay + a3 = -1,
—a; +3ay +2a3 = 2,
aq +9a2+4a3 :4,

ije je rjesSenje (a1, aza3) = (—1, 1, —1). Dakle, op¢i ¢lan niza je

a, =—(-1)"+3"=-2", n>0.

Primjer 1.4.3. Odredimo opci ¢lan niza zadan rekurzijom
Sn+3 = 3842 = 3Sus1 + S, 120,
i pocetnim uvjetima so = 0, s; = 1, s, = 3.
Rjesenje. Karakteristi¢na jednadZba
¥ =3¢ +3x-1=(x-1’=0
ima trostruki korijen x; = 1 pa je prema teoremu |1.3.1|opce rjeSenje rekurzije dano s
Sp=ay +ay-n+as-n’
a konstante a1, a,, @3 dobivamo rjeSavanjem sustava

%} :0, 01+CZ2+CZ3:1, CZ]+2CZ2+4CZ3:3.

Kako je (ay, @z, a3) = (0, %% slijedi
1 1 1
Sp = §-n+§-n2: 5n(n+1).

Dakle, niz (s,) je niz tzv. trokutastih brojeva.
Matrica ove rekurzije nije dijagonalizabilna, no moze se prijei na Jordanovu formu. O



Poglavlje 2

Modularne rekurzije

Ovo poglavlje posveceno je proucavanju modularnih rekurzija, to jest linearnih rekurzija
zadanih s cjelobrojnim koeficijentima te cjelobrojnim pocetnim uvjetima modulo
neki fiksni prirodni broj.

Prije nego Sto krenemo u razmatranje periodi¢nosti modularnih rekurzija, navedimo
neke oznake koje ¢emo rabiti. Za prirodan broj m skup najmanjih nenegativnih ostataka
modulo m oznacavamo sa

Zm =10,1,2,...,m—1}.

Skup Z,, je komutativni prsten s jedinicom s obzirom na operacije zbrajanja i mnoZenja
modulo m. Ako je m = p prosti broj, Z, je polje.

Za a € 7Z najmanji nenegativan ostatak pri dijeljenju s m oznacit ¢emo s @ mod m. To
znaci da je a mod m € Z,, i kongruentan je broju a modulo m.

2.1 Periodicnost
Primjer 2.1.1. Pogledajmo prvih tridesetak ¢lanova Fibonaccijevog niza modulo 6:

1,1,2,3,5,2,1,3,4,1,5,0,5,5,4,3,1,4,5,3,2,5,1,0,1,1,2,3,5,2, 1,3, . ..

24 ¢lana niza

Primjecujemo da su se pocetni uvjeti 1,1 ponovili nakon nekog vremena, a buduci da je
rijec je o rekurziji drugog reda clanovi niza ce se ponoviti kada se pocetni uvjeti ponove.

Ovo smo mogli zakljuciti i bez da smo popisali elemente niza jer postoji 36 razlicitih
uredenih parova brojeva modulo 6. Stoga smo sigurni da ¢e se u prvih 37 ¢lanova niza
pojaviti barem jedno ponavljanje nekog para brojeva.

Periodi¢nost uo¢ena u primjeru motivacija je za sljedeéu definiciju.

18
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_ T/ o i ! eventualno ! )
' periodicna orbita l f(@) : T periodiéna orbita \l/f (z)
\\\ /’ \\\ /I
~ o _ _ - - S~ - : _ - -
£ () FY ()

Slika 2.1: Periodi¢na i eventualno periodi¢na orbita

Definicija 2.1.2. Neka je X neprazan skup. Za funkciju f : X — X definiramo n-tu
iteraciju od f kao

n puta

f"=fofofo-of.

Za x € X niz
%, fO@), 2, fD00, fD ), @D

zovemo orbita od x (s obzirom na funkciju f).

Ako postoji n > 0 takav da f™(x) = x, kaZemo da je orbita od x periodi¢éna. Ako je
orbita od x periodicna, njen period je najmanji prirodni broj t za koji vrijedi f®(x) = x. U
slu¢aju kada je t = 1, niz 2.1)) je stacionaran i kaZemo da je x fiksna tocka.

Nadalje, kaZemo da je orbita od x eventualno periodicna ako postoji prirodni broj t
takav da je f™(x) = f™(x) za sve dovoljno velike n. Najmanji takav t € N zvat éemo
period eventualno periodicne orbite.

Primijetimo da je prema definiciji svaka periodi¢na orbita ujedno 1 eventualno peri-
odi¢na. Na slici [2.T] ilustrirana je ideja periodi¢ne orbite kao zatvorene petlje koja se vraca
u pocetnu tocku nakon 7 iteracija od f. Jasno, kod eventualno periodi¢ne orbite zatvorena
petlja se pojavljuje tek nakon nekoliko pocetnih iteracija i ona se ostvaruje bez vraanja u
tocku x. Definirane pojmove ilustriramo sljede¢im primjerom.
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Primjer 2.1.3. Zadana je funkcija f : Z — Z, f(x) = —x* + 3x + 1. Vrijedi:

f) = 1,20) = f(f(0) = f(1) = 3, fO) = fF(fPO) = fB) =1,...

Orbita od x = 0 je niz 0,1,3,1,3,1,3,..., tj. orbita od x = 0 je eventualno periodicna s
periodom dva.

Teorem 2.1.4. Neka je X konacan skup i f : X — X. Tada je orbita od x eventualno
periodicna za svaki x € X. Period svake orbite manji je ili jednak broju elemenata skupa
X.

Dokaz. Ako skup X sadrzi n elemenata, onda skup
{x, 0, FO), L 0 (2.2)

sadrzi n + 1 elemenata koji su svi iz skupa X. Stoga moraju postojati dva elementa u skupu
(2.2) koji su jednaki. Pretpostavimo da su to

£ = O
zaneke 0 <i < j < n. Vrijedi

L) =f(FOx) = F(FP(x) = fU D),
FE20) =fFF20)) = FESD0)) = f92(x),

Fix) =fUR(x), zasve k > 0.
Dakle, za m > i imamo
f(Wl+(j—i))(x) — f(j+(m—i))(x) - f(i+(m—i))(x) — f(m)()C),

zbog Cega je orbita od x eventualno periodi¢na 1 period joj je najviSe j —i. Zbog j < ni
i > Oslijedi j — i < n ¢ime je tvrdnja teorema dokazana. O

Teorem 2.1.5. Neka je funkcija f : X — X injekcija, pri cemu X nije nuzno konacan skup.
Ako je orbita od x € X eventualno periodicna, onda je ona periodicna.

Dokaz. Neka je period orbite od x € X jednak ¢ te neka N najmanji nenegativan cijeli broj
za koji vrijedi
frx) = f0),

zasve n > N. Orbita od x je periodi¢na ako je N = 0, tj, ako je

fO%x) = x.
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Pretpostavimo suprotno, to jest N # 0. Tada imamo
S0 = P00 = fT0) = FFNTD ().
Buducdi da je f injekcija, slijedi
U0 = ).

Medutim, to je u kontradikciji s minimalnoS$¢u od N pa zaklju€ujemo da je N = 0, tj. orbita
od x je periodi¢na. O

Korolar 2.1.6. Neka je X konacan skup i f : X — X injektivna funkcija. Tada je orbita
svakog elementa skupa X periodicna.

Dokaz. Prema teoremu je orbita svakog elementa skupa X eventualno periodi¢na jer
je X konacan skup, a teorem [2.1.5|povlaci da je orbita i periodi¢na (jer je f injekcija). O

Ve¢ smo proucili Fibonaccijev niz modulo 6 i uoc€ili da mu je period 24. Promotrimo
sada niz Fibonaccijevih brojeva modulo 2, 3, 4 te 12.

e Fibonaccijev niz modulo 2:
1,1,0,1,1,0,...

Period je 3.

e Fibonaccijev niz modulo 3:
1,1,2,0,2,2,1,0,1,1,2...

Period je 8.

e Fibonaccijev niz modulo 4:
1,1,2,3,1,0,1,1,2...

Period je 6.

¢ Fibonaccijev niz modulo 12:
1,1,2,3,5,8,1,9,10,7,5,0,5,5,10,3,1,4,5,9,2,11,1,0,1,1,2.. ..

Period je 24.
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modul 2|34 ]| 6 |12
period || 3|8 | 6|24 |24

Tablica 2.1: Periodi¢nost Fibonaccijevog modularnog niza

Ukratko rezultate istrazivanja periodi¢nosti Fibonaccijevog niza modulom € {2, 3,4, 6, 12}
prikazujemo u Tablici 2.1

Primjecujemo period Fibonaccijevog niza modulo modulo 6 = 2 - 3 jednak 8, odnosno
jednak umnosku perioda za modulo 2 i perioda za modulo 3, no za period modulo 12 = 3-4
to ne vrijedi (24 # 8 - 6), ali ipak 24 | 8 - 6. Sljedeli teorem otkriva zbog Cega je to tako.

Napomenimo da za cjelobrojnu funkciju f : Z — Z, f mod m ¢e oznacavati funkciju
definiranu s (f mod m)(x) = f(x) mod m. Tada je za svaki x € Z orbita od x eventualno
periodi¢na s obzirom na funkciju f mod m jer je f* € Z,, za sve k € N.

Teorem 2.1.7. Neka je f : Z — Z, x € Z te my;,my € N. Ako je orbita od x periodicna
s periodom t| s obzirom na funkciju f mod m, i periodicna s periodom t, s obzirom na
funkciju f mod m,, onda je orbita od x periodicna s periodom nzv(t, tzﬂ s obzirom na
Sfunkciju f mod nzv(m,m,).

Dokaz. Neka je m = nzv(my,my) 1 T = nzv(t;,t,). Prema pretpostavci teorema postoje
nenegativni cijeli brojevi N; i N, za koje je

fU(x) = f7x)  (mod my), (2.3)
zasven > N;, i =1,2. Odatle je
F0(x) = f7x)  (mod my),

za sve n > max{Ni, N,}. Nadalje, s obzirom na to da ako m, | a i m; | a, onda nzv(m;, m,) |
a, dobivamo da
T D(x) = f"(x) (mod m), (2.4)

za sve n > max{N;, N»}.
S druge strane pretpostavimo da je orbita od x periodi¢na s periodom ¢ s obzirom na
funkciju f mod m. Dakle, postoji nenegativni cijeli broj N za koji je

S0 = fP(x)  (mod m), (2.5)

zasven > N.
Trebamo pokazatidajer=T.

'Najmanji zajednicki viSekratnik brojeva t; i f».
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: Direktno iz relacija (2.4) i (2.6). Naime, ¢ je period, tj. najmanji prirodan broj
za koji vrijedi (2.6).
[T <t} 1z 2.6) slijedi da je

Fox) = f7(x)  (mod my), (2.6)

zasven > N,i=1,2. Zbog (2.3) mora vrijeditida s, | tit, | t pastogaiT = nzv(t, 1) |
f. O

Svaki prirodni broj m > 1 mozemo prikazati u obliku

m = p(lllpgz .. .pgls,
gdje su py, pa, ..., ps razliciti prosti brojevi, a @, @, . . ., @, su prirodni brojevi. Takav pri-
kaz prirodnog broja m > 1 zovemo kanonski rastav broja m na proste faktore. Induktivnom
primjenom teorema dobivamo sljedecu tvrdnju.

Korolar 2.1.8. Neka je m = p{'pS* ... p§* kanonski rastav broja m na proste faktore te t;
period orbite od x € X s obziromna f mod p{", i =1,2,...,s. Tada je period orbite od x
s obziromna f mod m jednak nzv(t, t,,...,t,).

2.2 Periodi¢nost modularnih linearnih rekurzija

U odjeljku definirali smo funkciju f : C* — C* pravilom preslikavanja (I.8). Sada
¢emo promatrati funkcije f : ZX — Z sa sli¢nim pravilom preslikavanja

S, xo, . 00,x0) = (X2, .00, Xk (CrXy + Cro1 X2 + -+ - + €1 x) mod m), (2.7)
gdjesucy,...,cp € Zyicy #0.

Napomenimo jo§ da ¢emo elemente prstena Z,, koji imaju multiplikativni inverz mo-
dulo m zvati kratko invertibilnima. (Pritom ne bi trebalo do¢i do zabune oko toga s obzirom
na koju operaciju mislimo jer svaki element iz Z,, ima aditivni inverz, tj. suprotni element.)
Element a € Z,, je invertibilan ako i samo ako je a relativno prost s m, tj. nzd(a, m) = lﬂ

Lema 2.2.1. Funkcija f : Z¥, — ZF s pravilom preslikavanja @2.7)) je injekcija ako i samo
ako ¢ ima multiplikativni inverz modulo m.

’Najveéi zajednicki djelitelj brojeva a i m.



POGLAVLIJE 2. MODULARNE REKURZIJE 24

Dokaz. Pretpostavimo da je

f(-xbea .. ~axk) = f(yl9y25 .o ,)’k),
zaneke (X1, X2, ..., %), V1, Y25+ .. » W) € ZK . 1z 2.7) slijedi

X2 =Y2,

Xk =Yk»

(c1Xr + CaXp—y + -+ -+ cxxp) mod m =(c1yx + C2Yi-1 + * -+ + ¢xy1) mod m,

pa je stoga
cyx; mod m = ¢ y; mod m,

odnosno
X1 = cy; (mod m).

Prethodna relacija ekvivalentna je s
x1 =y, (mod m)

ako i samo ako je nzd(c, m) = 1, tj. ako i samo ako ¢, ima multiplikativni inverz modulo m.
Bududi da su x;,y; € Z¥, zaklju¢ujemo da je x; = y; ako i samo ako je ¢ invertibilan u Z£ .

Dakle, f(xi,x2,...,x) = f(y1,¥2,...,¥x) povlaci da je (x1,X2,..., X)) = V1, V25+--»Vk)
ako 1 samo ako ¢; ima multiplikativni inverz modulo m. O

Teorem 2.2.2. Neka je zadana funkcija f : Zt — Z s pravilom preslikavanja [2.7). Or-

bita svake uredene k-torke (ag, ay,...,a,_1) € Z’,‘n je eventualno periodicna. Dodatno, ako
¢y ima multiplikativni inverz modulo m, orbita svake uredene k-torke (ag, ay, . ..,a,_1) € Z’,‘n
Jje periodicna.

Dokaz. Zbog toga §to je Z¥, konacan skup prema teoremu vrijedi da je orbita svake
uredene k-torke (ag, ay, .. . ,ax—1) eventualno periodi¢na.

Dodatno, lema[2.2.1| garantira nam da je f injekcija jer ¢, prema pretpostavci ima multipli-
kativni inverz modulo m. Teorem [2.1.5| pokazuje da je svaka eventualno periodi¢na orbita
od (ap, ay, . ..,ar1) ujedno i periodic¢na zbog Cega vrijedi tvrdnja. O

Buduci da je ¢, invertibilan ako i samo ako je relativno prost s m, imamo sljedecu
posljedicu prethodnih tvrdnji.

Korolar 2.2.3. Nekaje f : Zk — ZF dana pravilom preslikavanja 2.7). Ako je nzd(cy, m) =
1, orbita svakog elementa skupa Z, je periodicna.
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Ako je p prosti broj, Z, je polje pa je svaki ¢, € Z,\{0} invertibilan. Stoga vrijedi
sljedeca tvrdnja.

Korolar 2.2.4. Neka je p prosti broji f : Zf, — Z’; funkcija dana pravilom preslikavanja
(2.7). Tada je orbita svakog elementa skupa Z’; periodicna.

2.3 Modularne rekurzije prvog reda
Zanima nas periodi¢nost modularnih rekurzija prvog reda, tj. rekurzija zadanih s

a, = ca,_1,n €N, (2.8)

gdje je ¢ € Z\{0} 1 ap € Z (pocetni uvjet). Rije€ je zapravo o geometrijskom nizu ¢iji je
op¢i ¢lan dan s
a, = c"ay.

Funkcija (2.7) u ovom slucaju je f : Z,, — Z,,
f(x) =cx mod m.

Najprije odbacimo trivijalne slucajeve: ap = 0 (jer je tadaa, = 0zasven € N)ic =1
(jer je a, = ay, za sve n € N). Dakle, pretpostavljamo da je ay # 0ic # 1.

Prije nego $to kazemo nesto o periodu ovog modularnog niza, prisjetit cemo se da je
red broja a modulo m, pri ¢emu su a i m relativno prosti, najmanji prirodan broj d za koji
vrijedi

a®=1 (mod m).

Oznacit ¢emo ga s ord,,(a). Eulerov teorem kaze da je
a®™ =1 (mod m)
zasve a € Zim € N takve da je nzd(a,m) = 1 te za posljedicu ima da

ord,(a) | ¢(m),

pri ¢emu je ¢ Eulerova funkcija.

Prema korolaru za niz (2.§), ako je c invertibilan u Z,, tj. nzd(c,m) = 1, onda je
orbita svakog elementa iz Z,, je periodicna. Stoga pretpostavimo da je nzd(c,m) = 1 i da
je t period orbite od ay,

f(”(ao) = do,

odnosno
aoc’ =ay  (mod m).



POGLAVLIJE 2. MODULARNE REKURZIJE 26

Prethodna kongruencija ekvivalentna je s

Stoga je period ¢ jednak redu broja ¢ modulo ———.
nzd(ag, m)

Pretpostavimo da je nzd(c,m) > 11 nzd(ay,m) = 1. Tada orbita od ay nije periodi¢na.
Zaista, ako je orbita od a, periodi¢na s periodom ¢, onda je
apc’ = ap (mod m),
Sto je ekvivalentno s
=1 (mod m)
pa c invertibilan element, $to nije mogucée. No pokazimo da postoje 7, £ € N za koje je

t+0 _ 4

apc apc”  (mod m).

Neka je € najmanji prirodan broj za koji su brojevi ¢ 1 relativno prosti. Tada je

nzd(ct, m)
prethodna kongruencija ekvivalentna kongruenciji

Sto znaci da je orbita od a( eventualno periodi¢na s periodom

m
t =ord k= —7+—.
ordy(©), nzd(ct, m)

Na kraju pretpostavimo da je nzd(c,m) > 1 i1 nzd(ap,m) > 1. Tu razlikujemo dva
podslucaja:

e c je relativno prost s n,
e ¢ nije relativno prost s n,

gdjejen = Ako je nzd(c,n) = 1, onda je kongruencija

nzd(ag, m)
apc’ =ay (mod m),

ekvivalentna s
¢'=1 (mod n), (2.9)
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pa je orbita od a( periodi¢na s periodom ord,(c).
Ako je nzd(c,n) > 1, onda (2.9) ne moZe vrijediti, no vrijedi

c*=¢" (mod n),

Sto znaci da je orbita od a( eventualno periodi¢na s periodom ordi(c) za k = gdje

nzd(ct, n)
je € najmanji prirodan broj za koji su c¢ 1 k relativno prosti.
Ovime smo dokazali sljedeci teorem.

Teorem 2.3.1. Neka je m € N, ay, c € Z,\{0O} te f : Z,, = Z,, zadana s f(x) = cx mod m.
m

Nadalje, neka je n = Tada vrijedi:

nzd(ay, m)’
1. Ako je nzd(c,n) = 1, onda je orbita od ay periodicna s periodom

t = ord,(c).
2. Ako je nzd(c,n) > 1, onda orbita od ay nije periodicna vec eventualno periodicna s

periodom
t = ordi(c),

gdje je k = , a { je najmanji prirodan broj za koji su c i k relativno prosti.

nzd(ct, n)
Primjer 2.3.2. Zadan je rekurzivni niz

a, = 12a,_1, n > 1.
Proucit ¢emo ovaj niz varijajuci razlicite pocetne uvjete ay i module m.

(a) ap =1, m=13,
a, mod13: 1,12,1,12,1,...

Period je 2. Naime,

nzd(¢e, — ) = nzd(c, m) = nzd(12,13) = 1,
nzd(ag, m)

a period je jednak redu broja 12 modulo 13, $to je 2 jer je 12> = 1 (mod 13).
(b) ap=1, m=17,
a, mod17: 1,1,12,8,11,13,3,2,7,16,5,9,6,4,14,15,10,1,12,8, ...

Zadovoljeni su isti uvjeti kao u prethodnom slucaju, ali period je maksimalan jer je
12 primitivni korijen modulo 17@ 4. t = ord7(12) = 16.

3 Ako je red od ¢ modulo m jednak ¢(m), onda se ¢ naziva primitivni korijen modulo .
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(c)

(d)

(e)

apg =3, m=21,
a, mod?2l: 3,15,12,18,6,9,3,15,12,...
Vrijedi da je
nzd(c, — ) = nzd(12,7) = 1
nzd(agy, m)

pa je period jednak redu broja 12 modulo 7, sto je t = 6.
ap =3, m =16,

a, mod16: 3,4,0,0,...
Vrijedi da je

nzd(c,m) = nzd(12, 16) = 4,
a to znaci da je orbita eventualno periodicna. Najmanji prirodan broj € za koji su

124 m 3 16
€T e hzd(ctm)  nzd(127, 16)

niz biti periodican od treceg ¢lana niza nadalje.

relativno prosti je £ = 2. Taj broj nam kaZe da ce

Sada treba naci najmanji prirodni broj t (period) za koji vrijedi
3-12"2=3-12> (mod 16),
odnosno ekvivalentna kongruencija
127’=1 (mod 1).
stoznacidajet =1 (4. t = ordy(12) = 1).
ag =3, m =120,
a, mod 120: 3,36,72,24,48,96,72,24,...
Navedeni modularni niz je eventualno periodican jer je

nzd(c, — ) = nzd(12,40) = 4 > 1.
nzd(m, agp)

Analogno kao u primjeru (d), dobivamo da je € = 2 jer su c = 12 i

120
nzd(12¢, 120)
Clana. Period t odredujemo pomocu kongruencije

3-12"2=3-122 (mod 120),

nzd(ct, m) -

relativno prosti za £ = 2 pa se niz pocinje ponavljati nakon drugog

odnosno njoj ekvivalentne
127’=1 (mod 5).

Dakle, t = ords(12) = 4.
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2.4 Modularne rekurzije drugog reda

Proucili smo modularne rekurzije prvog reda. Prelazimo na modularne rekurzije drugog
reda. Neka su ¢ 1 ¢; cijeli brojevi koji nisu jednaki nuli. Pretpostavimo da je niz (x,) zadan
rekurzijom

Xp42 = C1Xpe1 + C2X,, 1€ Np, (2.10)

te poCetnim uvjetima xg, x; € Z. Za dani modul m € N, m > 1, promatramo cjelobrojni niz
(a,) C Z,, zadan s
a, = x, mod m.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo uzeti da su ¢y, ¢, € Z,, ¢; # 0. Nadalje, pretpostav-
ljamo da je nzd(c,,m) = 1, odnosno da je ¢, invertibilan element prstena Z,. Umjesto

(2.10) mozemo pisati
Qpio = C1Apse1 + C2a, mod m, n € Ny, (2.11)

uz pocetne uvjete ag, a; € Z,,.
Kao u odjeljku[I.2] rekurziju (2.11) moZemo matri¢no zapisati kao

A, =B'A, 1, neN, (2.12)

gdje je

a B je matrica pridruzena rekurziji (2.11)):

_ (€1
B—(1 O)' (2.13)

Napominjemo da u (2.12)) koristimo operaciju modularnog mnoZenje matrica. Nadalje,
vrijedi

A, = B"Ag, n € Ny. (2.14)
Skup svih matrica reda 2 s elementima iz Z,,, u oznaci M,(Z,,), ¢ini monoid s obzirom na
mnoZzenje matrica modulo m. Podskup svih invertibilnih matrica u M,(Z,,) ima strukturu
grupe. Tu grupu mozemo oznaciti s GL(Z,,,2). Uocimo da je matrica B element grupe
GL(Z,,,2). Zaista, buduéi da je ¢, invertibilan element u Z,,, lako pronalazimo inverz
matrice B standardnim postupkom:

c; ¢, 1 0 N ac' 1,6 0 (0 1t —eicy! 1 0,0 1
1 000 1 00 1) 100 1 0 1'¢' —ac!
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Dakle, vrijedi
- 0 1
B~ =, . (2.15)

o' —ac!
Nadalje, GL(Z,,,2) je grupa kona¢nog reda (tj. ima kona¢no mnogo elemenata) pa je i
svaki element te grupe konacnog reda. Odnosno za svaku matricu A €GL(Z,,,2) postoji
najmanji prirodni broj k za koju je A* = I, gdje je I jedini¢na matrica reda 2. Stoga za B
postoji najmanji prirodni broj r — red matrice B za koji je

B" =1
Zbog prethodne jednakosti i (2.14) slijedi da je
A, = B'Ag = 1Aq = Ay,

a to znaci da je r viSekratnik perioda niza (a,). No moze li r biti jednak periodu niza (a,)?
Odgovor na pitanje daje sljedeci teorem.

Teorem 2.4.1. Neka je niz (a,) iz Z,, zadan rekuzivnom relacijom (2.11) uz pocetne uvjete
ap, ay € Zy. Tada period niza (a,) dijeli red matrice pridruZene rekurziji (2.11).
Nadalje, ako skup {(ay, ay), (az, ay)} razapinje modu:ﬂ an, period niza (a,) jednak je r.

Dokaz. Prva tvrdnja argumentirana je u raspravi prije teorema.
Prelazimo na matri¢ne zapise:

_ (@ _|a2
o fa)=(2)

te pretpostavljamo da {Ay, A} razapinje modul M, ;(Z,,) — modul matrica tipa 2 X 1 s ele-
mentima iz prstena Z,,. Dakle, svaka matrica X € M, (Z,,) se prikazuje kao

X = aphAg + 1Ay,
za neke g, a| € Z,,. Pretpostavimo da je period niza (a,) jednak ro € N1iry < r. Tada je
B"Ay = Ay, B®A; = B°(BAy) = B(B"Ay) = Ay,
pri ¢emu je B matrica pridruZena rekurziji (2.11]) dana s (2.13)). Nadalje, jasno je
B"X = B"(apAg + a1A)) = apAy + 1A = X,

zasve X € M, (Z,,). Stoga je nuzno (B — )X =0, za sve X € M, (Z,,), odnosno B = I,
a to je u kondradikciji s pretpostavkom da je r red matrice B. Dakle, ry = r. O

Dokaz teorema temeljio se samo na invertibilnosti matrice B pa se analogon tog
teorema moze dokazati za rekurzije k-tog reda.

“Modul je generalizacija pojma vektorskog prostora, pri ¢emu je polje skalara zamijenjeno prstenom.
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2.5 Primjene

Pseudonasumicni brojevi

Nasumicni brojevi esto su potrebni u primjerice znanstvenom racunanju, kriptografiji te
videoigrama. Pojam nasumic¢an niz odnosi se na onaj niz koji zadovoljava odredene sta-
tisticke zahtjeve. Primjer jednostavnog zahtjeva za nizove u Z,, je da se svaka znamenka
pojavljuje otprilike jednak broj puta tako da je za svaku znamenku vjerojatnost da ju u
dovoljno dugim nizovima nasumino odaberemo otprilike jednaka jednoj desetini. Na-
sumican niz mozemo dobiti mehanicki ili iz nekog fizikalnog procesa. Medutim, za nizove
dobivene modularnim rekurzijama moZe se dokazati da zadovoljavaju traZene zahtjeve.
Jasno, niz ne moze zadovoljavati sve statisticke zahtjeve. To je razlog zaSto se brojevi
dobiveni ovakvim na¢inom nazivaju pseudonasumicni.

Faktorizacija

f9(a)
// \\
’ N
/ \
/ \
] \
r! '
' FY(x)
(2) (e T l
el f,
\ /
Iy ,
N s
| \\ //
SN o

Slika 2.2: Eventualno periodi¢na orbita u obliku gr¢kog slova p
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Jedna od najjednostavnijih metoda rastava na proste faktore je Pollardova p metodaﬂ
Pritom se koristi orbitama polinoma modulo m. Polinom je najce$ée kvadratni jer se po-
kazuje da linearni polinomi ne zadovoljavaju potrebne statisticke zahtjeve. Naziv metode
proizaéi Ce iz Cinjenice da dobivamo eventualno periodi¢nu orbitu koju smo ilustrirali na
slici Zarotiramo li sliku za 90 stupnjeva u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na
satu, dobivamo oblik slova p kao §to moZemo vidjeti na slici Ova metoda se zasniva
na tome da ako je p neki prosti djelitelj od n, onda ¢e p dijeliti i razliku ¢lanova niza (ge-
neriranog npr. kvadratnim polinomom) modulo p. No kako je p nepoznat, racuna se, kroz
viSe iteracija, najveci zajednicki djelitelj razlike ¢lanova niza modulo 7 i broja n. Ako je ta
vrijednost netrivijalna (tj. razli¢ita od n i razlicita od 1), onda smo dobili djelitelja od n.

>John Pollard, britanski matematicar roden 1941. godine, svoju p metodu je izumio 1975. godine.
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Sazetak

Kazemo da niz (a,),s0 zadovoljava linearnu homogenu rekurzivau relaciju s konstantnim
koeficijentima reda k ako vrijedi

a, = C1ay—1 + C2ay-— + -+ + CrQy—y,

zasven > k, pri Cemu su ¢y, ¢, ..., ¢; € C konstante, a prvih k ¢lanova niza ag, a, . . . , dy_
su pocetni uvjeti. U radu je opisana metoda eksplicitnog odredivanja opéeg €lana rekur-
zivno zadanog niza koja se koristi alatima iz linearne algebre kao S$to je racun svojstvenih
vrijednosti 1 vektora matrice, te metoda koja koristi karakteristicnu jednadzbu rekurzije.
Nadalje, proucavale su se i takozvane modularne rekurzije, odnosno linearne homogene
rekurzije modulo neki fiksni prirodni broj. Njihovo glavno svojstvo je periodi¢nost uz
kojeg se veze problem odredivanja perioda.



Summary

A sequence (a,),so is said to satisfy a linear homogeneous recurrence relation with cons-
tant coefficients if
a, = C1ay-1 + Cray—o + -+ + CrQ,—x

is true for all n > k, where c;, ca, ..., c; € C, and the first k terms ag, a4, . . ., a;_; are called
initial values. In this thesis a method using techniques from linear algebra, such as eigenva-
lues and eigenvectors of a matrix, is described and applied to determine the general term of
sequences satisfying these types of recurrence relations. A method using the characteristic
equation of such sequences is also described. Moreover, modular recurrences, which are
linear homogeneous recurrences modulo a fixed positive integer, are analysed. Their main
property is periodicity, alongside which comes the problem of determining the period.
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