Cetverokuti u hiperboli¢koj ravnini

Kuterovac, Doris

Master's thesis / Diplomski rad

2022

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:820179

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-24

AY)
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% 5—* Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
% &
< N
O‘Pﬂ/ r‘{\t’*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:820179
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:10728
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:10728
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:10728

Sveudiliste u Zagrebu
Prirodoslovno-matematic¢ki fakultet

Matematicki odsjek

Doris Kuterovac

Cetverokuti u hiperboli¢koj ravnini

Diplomski rad

Voditelj rada:
izv. prof. dr. sc. Vedran Kréadinac

Zagreb, srpanj 2022,



Ovaj diplomski rad obranjen je dana pred

ispitnim povjerenstvom u sastavu:

1. , predsjednik
2. , Clan
3. , clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi clanova povjerenstva:

1.

2.




Zahvaljujem se mentoru izv. prof. dr. sc. Vedranu Kréadincu na pomoci u
izradi ovoga rada. Ovaj rad posvecujem svojoj obitelji, ocu Ivicu, majci Jasni
1 sestri Martini. Zahvaljujem im se na podrsci i ljubavi koju su mi pruzili
tijekom mojih studentskih dana.



Sadrzaj

5

2 Aksiomi ravninske geometrije 2
[3  Definicija poligonal 5
P ] o 7
[4.1  Pravokutnici u euklidskoj ravnini| . . . . . .. ... ... ... 7
[4.2  Analogoni pravokutnika u hiperbolickoj ravnini| . . . . . . .. 13
4.2.1 Saccherijevi cetverokuty. . . . . . . . ... ... .. .. 13

4.2.2  Lambertovi cetverokutil . . . . . . ... ... ... ... 17

4.2.3  Pseudopravokutnici . . . . . ... ... ... 19

[  Paralelogrami| 20
[Literatural 28
29
30

31



1 Uvod

U ovom diplomskom radu ponovit ¢emo osnovne ¢injenice o dvije vrste
cetverokuta u euklidskoj ravnini, pravokutnicima i paralelogramima, te obra-
diti analogone tih éetverokuta u hiperbolickoj ravnini. Cetverokuti euklidske
geometrije su sveprisutni u nasoj okolini i svakom matemati¢aru veoma poz-
nati, no njihovi analogoni u hiperbolickoj geometriji su manje zastupljena
matematicka tema.

Kako bi rezultati ovoga rada bili sto bolje prikazani i jasniji, u drugom
poglavlju obradit ¢emo aksiome ravninske geometrije i dokazati pomocéne
tvrdnje. Drugo poglavlje nam je vazno jer prvih Sest aksioma vrijedi i u
euklidskoj i u hiperbolickoj geometriji, a sedmi aksiom nam otkriva glavnu
razliku izmedu dviju navedenih geometrija. U ovom radu koristit ¢emo ver-
ziju aksioma matematicara Georgea Davida Birkhoffa.

Trec¢e poglavlje posveceno je definiciji i osnovnim svojstvima te vrstama
poligona. Definirat ¢emo slabi poligon, te opéeniti poligon uz pomo¢ aksioma
neutralne geometrije. Zatim ¢emo definirati konveksni poligon koji ¢e se
koristiti kroz daljnje rezultate diplomskog rada, te nekoliko vrsta poligona.
Cetverokuti su specijalni slucaj poligona s éetiri vrha.

U ¢etvrtom poglavlju dat ¢emo osnovnu definiciju i neka svojstva pravo-
kutnika u euklidskoj ravnini. Ponovit ¢emo kriterij sukladnosti ¢etverokuta
te dokazati da u euklidskoj ravnini pravokutnici postoje koristec¢i aksiom o
paralelama. U hiperbolickoj geometriji pravokutnici na kakve smo navikli
ne postoje, no postoje analogni ¢etverokuti, a to su Saccherijevi ¢etverokuti,
Lambertovi cetverokuti te pseudopravokutnici. Definirati ¢emo svaki od ovih
cetverokuta, dokazati neka svojstva, te izvesti formule za rac¢unanje povrsine
tih cetverokuta.

U zadnjem, petom poglavlju ovoga rada ponovit ¢emo definiciju i ka-
rakterizacije paralelograma u euklidskoj geometriji. Svojstvo paralelnosti
u euklidskoj ravnini je relacija ekvivalecije. U hiperbolickoj ravnini morat
¢emo koristiti drugaciju relaciju ekvivalencije, svojstvo asimptoti¢nosti kako
bismo definirali paralelne pravce. Nakon definicije i svojstava paralelnih i
ultraparalelnih pravaca u hiperbolickoj ravnini, dat ¢emo definiciju paralelo-
grama u hiperbolickoj geometriji, te dokazati osnovna svojstva hiperbolickog
paralelograma koriste¢i aksiome neutralne geometrije.



2 Aksiomi ravninske geometrije

Euklidov originalni sustav aksioma i postulata bio je nepotpun. Euklid nije
aksiomatizirao pojam tzmedu, iako ga je koristio u dokazima. Prvi potpuni
sustav aksioma euklidske ravnine dao je matematicar David Hilbert 1899.
godine. U ovom radu koristimo varijantu Birkhoffovih aksioma iz knjige
[5], koji uzimaju kao poznat pojam realnog broja. Nedefinirani pojmovi su
tocka, pravac, incidencija, udaljenost tocaka i mjera kutova. Navedimo sada
aksiome:

Aksiom 1. Za svake dvije tocke A i B postoji jedinstveni pravac koji ih
sadrzi. Nazivamo ga spojnicom od A i B te oznacavamo AB.

Aksiom 2. Na skupu tocaka zadana je metrika. Udaljenost tocaka A i B
oznacavamo |AB].

Aksiom 3. Za svaki pravac p postoji bijekciga x : p — R takva da za sve
tocke A, B € p vrijedi |AB| = |z(A) — z(B)|.

Bijekciju x s tim svojstvom nazivamo koordinatizacijom pravca. Neka
su dane tocke A i B s koordinatama a = z(A), b = x(B) i pretpostavimo
da je a < b, inace zamijenimo koordinatizaciju x s kordinatizacijom —z.
Duzina s krajevima A i B je skup tocaka AB = {T € AB | a < x(T) < b}.
Kazemo da tocka C' lezi izmedu tocaka A i B ako lezi na pravcu AB i njezina
koordinata ¢ = (C') zadovoljava a < z(C') < b. Time smo definirali relaciju
“biti izmedu” za kolinearne tocke.

Aksiom 4. Za svaki pravac p postoje dva skupa tocaka Py i Py (poluravnine)
takvi da {p, P1, P2} ¢ini particiju skupa svih toéaka i vrijedi:

(a) za svake dvije tocke A i B iz iste poluravnine duzina AB ne sijece p,
(b) za svake dvije tocke A i B iz razlicitih poluravnina duzina AB sijece p.

Neka je u ravnini dan pravac p koji sadrzi tocku A. Polupravac s vrhom
u tocki A nazivamo skup tocaka P = {T € p | z(A) < z(T)}. Pritom
suprotni polupravac —? dobivamo zamjenom koordinatizacije x s —z. Ako
su A i B dvije tocke na pravcu p, polupravac s vchom A koji sadrzi tocku B
oznacavamo AB.

Kut je neureden par dvaju polupravaca sﬁ)tim vrhom. Te polupravce
nazivamo krakovima kuta. Kut s krakovima BA i B? oznacavamo ZABC.
Sukutima nazivamo dva kuta kojima je jedan krak zajednicki, a ostali kraci
su suprotni polupravci.



Unutrasnjost kuta ZABC' je presjek poluravnine odredene pravcem AB
koja sadrzi tocku C'i poluravnine odredene pravcem BC koja sadrzi tocku A.
Unutrasnjost kuta nije definirana za nulkut, kojem se krakovi podudaraju,
te za ispruzeni kut, kojemu su krakovi suprotni polupravci.

— =
Aksiom 5. Svakom kutu Z h, k pridruZen je broj iz intervala [0, 7| koji

nazivamo mjerom kuta i oznacavamo £ h , k tako da vrijede sljedecée tvrdnje.

(a) Ak‘_c; se krakovi ﬁ 7 ? podudaraju, mjera kuta je 0. Ako su krakovi ﬁ

1 k suprotni, mjera kuta je .

(b) Zbroj mjera sukuta je .

— - =
(c) Ako je j polupravac s istim vrhom kao h, k koji se nalazi u unu-

%
trasnjosti kuta £ h , k, onda je mjera toga kuta jednaka zbroju mjera
kutova Zh, 3 1247, k.

%
(d) Neka je k polupravac na pravcu k s m“h_o>m T 1P jedna od poluravnina
odredena s k. Skup svih polupravaca 7 u P s vrhom T je u bz’jeﬁ;
tivnoj korespondenciji s brojevima iz (0, 7), tako da je polupravcu j

pridruZena mjera kuta £k, j .

(e) Alﬁ jipolupmvac j iz (d) odreden kao j = T_}%, onda mjera kuta
Lk, j ouvisi neprekidno o izboru tocke P poluravnine P.

Trokut je skup {A, B,C} od tri nekolinearne tocke koje nazivamo vrho-
vima trokuta. Duzine AB, BC, AC nazivamo stranicama trokuta, a njihove
duljine oznacavamo s a = |BC|, b = |AC/|, ¢ = |AB|. Kutove ZABC, ZCAB
i ZBC A nazivamo unutrasnjim kutovima trokuta i njihove mjere ozna¢avamo
redom (3, i y. Za tocku koja se nalazi u unutrasnjosti sva tri kuta kazemo
da je unutrasnja tocka trokuta AABC, a skup svih tocaka s tim svojstvom
nazivamo unutrasnjost trokuta AABC'. Dio ravnine koji je komplement unu-
trasnjosti trokuta nazivamo vanjski dio trokuta. U njemu se nalaze sukuti
unutrasnjih kutova trokuta koje nazivamo vanjskim kutovima trokuta.

Kazemo da su dva trokuta sukladna ukoliko imaju jednake duljine od-
govarajuéih stranica i jednake odgovarajuce mjere sva tri unutrasnja kuta.
Kriteriji sukladnosti trokuta nam govore da je dovoljno provjeriti samo neka
od podudaranja Sest elemenata. Euklid je dokazivao sve kriterije sukladnosti
trokuta, ali je pri tome koristio pojam gibanja koji nije pokrio aksiomima.
U modernim aksiomatikama jedan od kriterija uzima se kao aksiom, a ostali
se dokazuju.



Slika 1: Trokut AABC' s vrhovima A, B i C' i stranicama a,b i c.

Aksiom 6 (Kriterij sukladnosti SKS). Ako su dvije stranice i kut medu njima
dvaju trokuta sukladni, tada su ta dva trokuta sukladna.

Uz SKS kriterij postoje i drugi kriteriji sukladnosti trokuta:

Teorem 2.1 (Kriterij sukladnosti SSS). Ako su tri stranice dvaju trokuta
sukladne, tada su ta dva trokuta sukladna.

Teorem 2.2 (Kriterij sukladnosti KSK). Ako su dva kuta i stranica medu
ngima dvaju trokuta sukladni, tada su ta dva trokuta sukladna.

Teorem 2.3 (Kriterij sukladnosti SKK). Ako su dva kuta i stranica koja
niyye medu njima dvaju trokuta sukladni, tada su ta dva trokuta sukladna.

Teorem 2.4 (Kriterij sukladnosti SSK~). Ako su dvije stranice i kut nasu-
prot vece stranice dvaju trokuta sukladni, tada su ta dva trokuta sukladna.

Dokaze tih kriterija ¢itatelj moze pronadi u 1], [2], [3] i [5].

Aksiom TE. Za svaki pravac p i tocku T ¢ p postoji najvise jedan pravac
kroz tocku T koji ne sijece p.

Proucavanjem Euklidovog petog postulata, to jest aksiomom [TE|o parale-
lama bavili su se brojni matematicari, no tek krajem 19. stolje¢a pojavili su
se formalni zaklju¢ci. Matematicar Carl Friedrich Gauss bio je svjestan da je
peti postulat neovisan od ostalih i da je geometrija koja nastaje negiranjem
istog moguca, no svoje rezultate nije objavio. Matematicari Janos Bolyai i
neovisno o njemu Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevski zakljucili su da ako aksiom o
paralelama zamijenimo njegovom negacijom, dobivamo novu geometriju. Tu
novu geometriju danas nazivamo hiperbolickom geometrijom.
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Aksiom TH. Postoje pravac p i tocka T ¢ p takvi da bar dva pravca kroz
tocku T ne sijeku p.

Neutralna ili apsolutna geometrija ravnine je geometrija u kojoj vrijede
svi aksiomi euklidske geometrije, osim aksioma o paralelama kojeg ostavljamo
nespecifiranim. Zbog toga teoremi neutralne geometrije vrijede u euklidskoj
i hiperbolickoj ravnini. Primjeri neutralnih teorema su kriteriji sukladnosti
trokuta [2.1} - 2.4. Primjer pravog hiperbolickog teorema koji ne vrijedi u
euklidskoj geometriji je KKK kriterij sukladnosti trokuta.

Teorem 2.5 (Kriterij sukladnosti KKK). Ako su sva tri kuta dvaju trokuta
sukladna, tada su ta dva trokuta sukladna.

3 Definicija poligona

Nekasuﬂz(l n)iT:(l n)(2 n—2)(g "TH) za m paran broj ili

T :(2 n) (3 n— 1)(”T+1 ”T*?’) za n neparan broj permutacije stupnja n
i neka je D, = (m, 1) diedralna grupa reda 2n. Ta grupa djeluje na skupu

uredenih n-torki to¢aka ravnine na sljede¢i nac¢in:
Oz(Ph b, ..., Pn) = (Pa(1)7 Pa(g), e Pa(n)),Voz ebD,.

Kazemo da su uredene n-torke tocaka (Py, Py, Ps, ..., P,) 1 (Q1,Q2, Qs, ..., Qy)
ekvivalentne ako postoji permutacija o € D,, takva da je

(Qh Q27 Q37 cey Qn) - Oé(Pl, P27 P37 7Pn)

Na taj nacin definirali smo relaciju ekvivalencije na skupu svih uredenih n-
torki tocaka.

Definicija 3.1 (Slabi poligon). Klasu ekvivalencije na skupu uredenih n-
torki razlicitih tocaka ravnine zovemo slabim poligonom, u oznaci Py Ps...P,,
s vrhovima Py, Py, ..., P, 1 stranicama P;P;y, gdje je 1 < i < n. Pritom
podrazumijevamo da je Ppiq = Py.

Postavlja se pitanje koliko slabih poligona ¢ini n razlicitih tocaka? Taj
broj iznosi 2 = = o lab I j duljina njegovih

j iznosi 3> = —=. Opseg slabog poligona je suma duljina njegovi
stranica: y ., |PPiq].

Definicija[3.1]je najopéenitija definicija poligona iz koje mozemo iskljuciti
mnogo toga. Mozemo zahtijevati da se stranice medusobno ne sijeku, osim
susjednih stranica u zajednickim vrhovima. Ono Sto u sustini Zelimo je da
poligon dijeli ravninu na unutrasnji i vanjski dio, kao i trokut. Svi navedeni

zahtjevi navode nas na novu definiciju poligona.




Definicija 3.2 (Poligon). Neka je P P,...P, slabi poligon u kojem vrijedi:
ako je v # j i PPy sijece PjPjy1, tada je i = j+1 i stranice se sijeku samo
u tocki Py = Pjiy ili j = © 4+ 1 4 stranice se sijeku samo u tocki Py = P;.
Tada kazemo da je Py Ps...P, poligon.

Promotrimo specijalni slu¢aj n = 3. Po definiciji[3.2] trokut je klasa ekvi-
valencije triju razlicitih tocaka Py, P, P3. 1z zahtjeva da se duzine Py P, Py P
i P3P, sijeku samo u vrhovima slijedi su da tocke P;, P, i P3 nekolinearne.
Klasa ekvivalencije iz definicije [3.1] povlaci da je svih Sest permutacija triju
tocaka ekvivalentno, pa trokut mozemo identificirati kao skup {Py, P», Ps}.

Poznato je da trokut u ravnini zatvara dva podrucja: unutrasnji i vanjski
dio trokuta. Definicija poligona inspirirana je ovime, no potrebno je dokazati
da je to zbilja istinito. O unutrasnjem i vanjskom dijelu poligona vise govori
poseban slucaj Jordanovog teorema o jednostavno zakrivljenoj krivulji.

Teorem 3.3 (Poligonalna separacija ravnine). Svaki poligon razdvaja tocke
ravnine u kojoj lezi na dva povezana podrucja. Jedno od ta dva podrucja je
omedeno, a drugo nije.

Unutrasnjost poligona definiramo kao omedeno od ta dva podrué¢ja. Pro-
motrimo sada unutrasnje kutove poligona. Kod trokuta, cijelo podruéje tro-
kuta obuhvaceno je u jednom kutu trokuta, dok kod poligona ne mora biti
tako. Nas ¢e zanimati samo poligoni koji zadovoljaju ovaj zahtjev, a nazi-
vamo ih konveksnim poligonima.

Definicija 3.4. Za skup S kaZemo da je konveksan ako za svake dvije tocke
A, B € S vrijedi AB C S. Konwveksni poligon je poligon ¢ija unutra$njost je
konveksan skup.

Definirajmo sada jo$ neke vrste poligona.

Definicija 3.5. Jednakostranicni poligon je poligon ¢ije su sve stranice suk-
ladne. Ciklicki poligon je poligon c¢igi svi vrhovi leZe na jednakoj udaljenosti
od jedne fiksne tocke (vrhovi leze na kruznici). Pravilni poligon je poligon
cije su sve stranice i unutrasngi kutovi sukladns.

Teorem 3.6. Ako je poligon jednakostranican i ciklicki, tada je taj poligon
pravilan.

Dokaz. Neka je zadani poligon jednakostanican i ciklicki. To znaci da su
mu sve stranice sukladne, te da vrhovi poligona leze na kruznici. Kako
vrhovi leze na kruznici na jednakim udaljenostima (jer su stranice jednakih
duljina) to stranice poligona ¢ine tetive na kruznici jednakih duljina koje
sve medusobno zatvaraju jednake sredisnje kutove. Iz toga slijedi da zadani
poligon ima sukladne sve unutrasnje kutove, odnosno da je pravilan. O



Cetverokut je poligon za n = 4, to jest poligon s ¢etiri vrha. Zbog
toga cetverokut nasljeduje sva ostala svojstva poligona, odnosno ¢etverokuti
mogu i ne moraju biti konveksni, postoje jednakostranicni, ciklicki i pravilni
cetverokuti. U ostatku ovoga rada baviti ¢emo se iskljuc¢ivo konveksnim
cetverokutima.

4 Pravokutnici

4.1 Pravokutnici u euklidskoj ravnini

Definicija 4.1. Pravokutnik je cetverokut s cetiri prava kuta.

D C
oy 0

B
o )

Slika 2: Pravokutnik ABCD

Vazno svojstvo pravokutnika dano je u sljedec¢oj lemi.
Lema 4.2. Nasuprotne stranice pravokutnika su sukladne.
Pomo¢ u dokazu leme dat ¢e nam sljedec¢i neutralni teorem:

Teorem 4.3. [Saccheri-Legendre] Suma mjera kutova u trokutu ne moze biti
veca od 180°.

Korolar 4.4. Suma mjera kutova u cetverokutu ne moZe biti veéa od 360°.

Dokaz. Dijagonala cetverokuta cetverokut dijeli na dva trokuta. Prema te-
oremu [£.3] suma kutova u ta dva trokuta ne moze biti veéa od 180°. Kako
¢e suma kutova u cetverokutu biti jednaka sumi kutova tih dvaju trokuta,
vidimo da suma kutova u Cetverokutu neée biti veca od 2 - 180°, odnosno
360°. m

Ranije smo definirali trokut AABC' i njegove unutrasnje kutove «, (3 i
~. Njihove sukutove nazivamo vanjskim kutovima trokuta, pa su tako sukuti
unutasnjeg kuta v vanjski kutovi 7/ i v”. Za njih kazemo da su vanjski kutovi
nasuprotni unutrasnjim kutovima « i .
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Teorem 4.5 (O vanjskom kutu). Vanjski kut trokuta veéi je od nasuprotnih
unutarngih kutova.

Teorem o vanjskom kutu trokuta je neutralni teorem, te ¢e svi dalje na-
vedeni teoremi i propozicije do teorema [4.9] vrijediti u neutralnoj geometriji.
Dokazimo sada lemu 2]

Dokaz. Neka je dan pravokutnik ABC'D i pretpostavimo suprotno, neka je
|BC| > |AD|. Tada postoji tocka E na stranici BC takva da |AD| = |BE|
i oznacimo kut £ BED = . Zelimo pokazati da su u cetverokutu ABED
kutovi pri vrhovima E i D sukladni. Po kriteriju SKS slijedi da su trokuti
ABAD i AABFE sukladni. Nadalje, po kriteriju SKS sukladni su i trokuti
ADAE i AEBD, pa je mjera kuta L{ADFE = ¢. Kako je suma kutova
u cetverokutu ABED manja ili jednaka 27, slijedi da je ¢ < 7. To je
kontradikacija jer po teoremu o vanjskom kutu trokuta ADEC vrijedi ¢ >

T O

Prije iskaza i dokaza sljedece propozicije, definirajmo sukladnost cetvero-
kuta. Dva ¢etverokuta su sukladna ako su im sukladni odgovarajuci kutovi
te odgovarajuce stranice. U dokazima iducih teorema koristit ¢emo sljedecu
propoziciju.

Propozicija 4.6 (Kriterij SKSKS sukladnosti ¢etverokuta). Neka su dani
cetverokuti ABCD i A'B'C'D’ takvi da vrijedi |AB| = |A'B’'|, {ABC =
LA'B'C', |BC| = |B'C'|, £BCD = AB'C'D' i |CD| = |C'D’|. Tada su
cetverokuti ABCD 1 A'B'C'D’" sukladni.

Dokaz. Konstruirajmo dijagonale AC i A’C’ dvaju ¢etverokuta. Po SKS
kriteriju su trokuti AABC i AA’B'C’ sukladni. Dijagonale AC i A'C" se
nalaze unutar cetverokuta ABCD, odnosno A'B'C'D’, pa je kut £ BCA
manji od kuta £ BCD i analogno u c¢etverokutu A'B'C'D’ je L{B'C'A" <
AB'C'D'.  Oduzimanjem kutova dobivamo sukladnost kutova LACD =
LA'C'D'. Znamo da je [CD| = |C'D’| i |AC| = |A'C"|, pa opet, koriste¢i
SKS kriterij mozemo zakljuciti da su sukladni trokuti AACD i AA'C'D’. To
znadi da su stranice AD i A’D’ sukladne i kutovi £CDA i £C'D' A’ sukladni.
Zbrajanjem kutova mozemo zakljuc¢iti L DAB = £ D'A’B’. Kako su sada sve
odgovarajuce stranice i unutrasnji kutovi ¢etverokuta ABCD i A'B'C'D’
sukladni, zaklju¢ujemo da su cetverokuti ABC'D i A’B'C’'D’ sukladni.

0

Sada pretpostavimo da postoji pravokutnik, nazovimo ga R i neka taj
pravokutnik ima bazu b i visinu h. Vrijedi sljedece:



Teorem 4.7. Za svaki prirodan broj n > 1 postoji pravokutnik cija je baza
nb 1 visina h.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati matematickom indukcijom. Za bazu induk-
cije uzmemo n = 1, pa dobivamo upravo pravokutnik R s bazom b i visinom
h. Dokazimo sada tvrdnju za n + 1. Pretpostavimo da postoji pravokutnik
ABCD ¢&ja je baza AB duljine nb. Trebamo konstruirati pravokutnik s ba-
zom (n+1)b i visinom h. Dva vrha toga Cetverokuta su Ai D, a druga dva E
i F' takva da tocke A, B, E' i tocke D, C| F leze na istom pravcu na nacin da
je tocka B izmedu tocaka A i F, te tocka C izmedu tocaka D i F, te vrijedi
|BE| = |CF| = b. Po propoziciji cetverokut BEFC' sukladan je pravo-
kutniku R, stoga su ZFE i ZF pravi kutovi. Unutrasnji kutovi ¢etverokuta
AEFD su pravi tako da je on pravokutnik. Njegova visina je |[AD| = h, a
baza je |AE| = |AB| + |BE| = bn + b = (n + 1)b. Koristedi princip mate-
maticke indukcije zaklju¢ujemo da je moguce konstrurati pravokutnik visine

h s bazom nb za svaki prirodan broj n > 1. O
D C b F
i & a| P
h h
& - I3 .E
n b
A B

Slika 3: Dokaz teorema [L.7]

Teorem 4.8. Pretpostavimo da postoji pravokutnik R visine h i s bazom b.
Tada za svaki pozitivan realan broj x postojgi pravokutnik visine h ¢ija je baza
x.

Dokaz. Postoji prirodan broj n takav da vrijedi nb > x. Prema teoremu
4.7| postoji pravokutnik ABC'D s bazom |AB| = nb visine |AD| = h. Tada
postoji tocka F sa svojstvom da su tocke A, E i B kolinearne, FE lezi izmedu
Ai B, te |AE| = x i tocka F' takva da su tocke D, F' i C kolinearne, F'



lezi izmedu D i C, te |DF| = z. Pravac koji prolazi tockama F i F dijeli
cetverokut ABC'D na dva ¢etverokuta. Pokazimo da su ta dva cetverokuta
pravokutnici. Prema korolaru suma kutova u ¢etverokutu je manja ili
jednaka 360°. Iz toga slijedi:

LA+ LD+ LAEF 4+ ZDFE < 360°,
LB+ /ZC+ £ZBEF + ZCFE < 360°.

Obzirom da su sva cetiri kuta pravokutnika ABC'D jednaka 90° imamo:

/AEF + /DFE < 180°,
/BEF + /COFE < 18(°.

No, vrijedi da EA = FD, /A = /D, |AD| = |DA|, 4D = £/Ai DF
AE. Po propoziciji , cetverokut FADF sukladan je cetverokutu s vr-
hovima u drugom redoslijedu FDAFE, pa su odgovarajuc¢i kutovi sukladni
/ZDFFE = ZAFF. Jednakost ZCFE = /ZBEF slijedi iz suplementarnih
kutova. Uvrstavanjem ovih informacija u prethodne nejednakosti dobivamo:

2(LAEF) < 180° = ZAEF < 90°,
2(/BEF) < 180° => /BEF < 90°.

Kutovi ZAEF i ZBEF su suplementarni, pa je njihova suma jednaka 180°.
Jedini slucaj kada to vrijedi je upravo kada je ZAEF = Z/BEF = 90°. Ako
su ti kutovi pravi, tada su pravi i ZDFFE i ZCFFE i cetverokuti AEFD
i BEFC su pravokutnici. Specijalno, ¢etverokut AFF'D je pravokutnik s

bazom duljine z i visinom duljine h iz tvrdnje teorema. O]
D ) r C
# ? 8
&l & B
A X E B

Slika 4: Dokaz teorema [4.§
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Teorem 4.9. Pretpostavimo da postoji pravokutnik R wvisine h s bazom b.
Tada za sve pozitivne realne brojeve x @ y postoji pravokutnik s bazom x 1
visine .

Dokaz. 1z teorema slijedi da postoji pravokutnik R’ s bazom z visine h.
Bazu i visinu pravokutnika mozemo medusobno zamijeniti tako da govorimo
o pravokutniku R’ s bazom h visine x. Koristeéi teorem 4.8/ znamo da postoji
pravokutnik R” s bazom y visine . Ako opet medusobno zamijenimo bazu i
visinu pravokutnika imamo pravokutnik R” s bazom x i visinom y iz tvrdnje
teorema. [

Ova tri teorema govore nam da ukoliko postoji jedan pravokutnik R, onda
postoje pravokutnici sa svim mogu¢im duljinama baze b > 0 i visine h > 0.
Pogledajmo na sto upucuju takvi pravokutnici.

Teorem 4.10. Ako postoje pravokutnici svih velicina, tada je suma kutova
u trokutu jednaka 180°.

Dokaz. Neka je AABC bilo koji trokut. Tvrdimo da mu je suma mjera
kutova jednaka 180°. Dokaz ¢emo provesti u dva slucaja. Prvi slucaj je kada
je trokut AABC pravokutan, a drugi slucaj je kada je trokut AABC razlicit
od pravokutnoga.

1. slucaj: Pretpostavimo da je trokut AABC pravokutni trokut s pravim
kutom u vrhu C. Postoji pravokutnik s bazom |AC| i visinom |BC|. Na-
zovimo ga A'B'C'D’ i neka mu je A’C’ baza i C'B’ visina. Dijagonala A'B’
dijeli pravokutnik na dva pravokutna trokuta koja su oba sukladna trokutu
ANABC. Tada je suma mjera kutova u trokutima ANA'C'B" 1 AB'D’A’ jed-
naka polovini sume mjera kutova cetverokuta, odnosno jednaka 180°. Kako
su ti trokuti sukladni trokutu AABC, suma kutova u AABC' takoder iznosi
180°.

2. slucaj: Neka trokut AABC nije pravokutan trokut i neka mu je kut u
vrhu C najveéi. Tada visina spustena iz vrha C sijece stranicu AB izmedu A
i B. Oznac¢imo to sjeciste tockom D. Tada duzina C'D dijeli trokut AABC
na dva manja pravokutna trokuta AACD i ABCD. Iz prvog slucaja slijedi
da je suma kutova u manjim pravokutnim trokutima jednaka 180°. Kako

oba imaju pravi kut u vrhu D, mjera druga dva kuta jednaka je 90°, pa
LA+ ZACD =90° i ZBCD + ZB = 90°. Zbrajanjem jednadzbi dobivamo:

LA+ /ZACD 4+ /ZBCD + ZB = 90° 4 90°
— LA+ /B + ZC = 180°.

Teorem 4.11. U euklidskoj ravnini postoji pravokutnik.

11



Dokaz. Kako u euklidskoj geometriji vrijedi aksiom koristimo se njime
i konstruiramo pravokutnik. Neka su u ravnini dana dva okomita pravca p
iq, te tocka A koja ne lezi ni na jednom od pravaca p i ¢. Povucimo iz
tocke A okomice na pravce p i q. Pravci p i ¢, te dva pravca kroz tocku A
u ravnini omeduju cetverokut s tri prava kuta. Pokazimo jos da je i cetvrti
kut u vrhu A pravi. Suma kutova cetverokuta u eukliskoj ravnini jednaka je
27, pa oduzimanjem tri prava kuta od sume dobivamo da je kut pri vrhu A
dobivenog cetverokuta pravi. Kako su sva cetiri kuta dobivenog cetverokuta

prava, ¢etverokut je pravokutnik. O
P
ey

|
I
]
1
1
1
1
1
I
I
q : o

Slika 5: U euklidskoj ravnini postoji pravokutnik

Ve¢ smo spomenuli da je hiperbolicka geometrija u kojoj vrijede aksiomi
neutralne geometrije te dodatno sedmi aksiom za hiperbolicku geometriju.
Pitanje koje si postavljamo je postoji li pravokutnik u hiperbolickoj ravnini?
U pokusaju dokaza aksioma o paralelama mnogi matematicari koristili su se
pravokutnicima. U euklidskoj geometriji pravokutnici su sveprisutni, no s
hiperbolickom verzijom aksioma o paralelama [TH]| situacija se bitno mijenja.

Teorem 4.12. Ako je suma kutova u trokutu jednaka 180° tada za pravac l
i tocku P ¢ 1 postoji jedinstven pravac paralelan s I koji prolazi tockom P.

Ukoliko pretpostavka teorema vrijedi, aksiom o paralelama [7E] je is-
tinit i ne mora se uzimati kao aksiom. Nadalje, pretpostavimo da aksiom
o paralelama [7E] nije istinit. To znaci da geometrija u kojoj se nalazimo
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nije euklidska, da je suma kutova u trokutu manja od 180°, te da u tak-
voj geometriji pravokutnici ne postoje. No, u toj geometriji ipak postoje
cetverokuti. Neki od cetverokuta u hiperbolickoj geometriji koji podsjecaju
na pravokutnike su Saccherijevi ¢etverokuti, Lambertovi cetverokuti i pse-
udopravokutnici.

4.2 Analogoni pravokutnika u hiperbolickoj ravnini
4.2.1 Saccherijevi cetverokuti

Prije otkri¢a neeuklidske geometrije, matematicari su pokusavali dokazati ak-
siom o paralelama koristeci aksiome neutralne geometrije. Jedan od pokusaja
dokaza bio je da se konstruira pravokutnik koristec¢i samo aksiome neutralne
geometrije. Na taj nacin bilo je nemoguce doc¢i do cetiri prava kuta u pravo-
kutniku, no ideja je bila konstruirati cetverokut s nekim svojstvima pravo-
kutnika. Jedan od takvih kvazi-pravokutnika bio je ¢etverokut matematicara
Saccherija. Giovanni Girolamo Saccheri bio je talijanski svecenik, filozof i ma-
tematicar koji je zivio na prijelazu 16. i 17. stolje¢a. Njegov matematicki
rad najvise je bio usmjeren geometriji, odnosno pokusaju dokaza FEuklidovog
petog aksioma o paralelama. Njegova ideja dokaza je bila pretpostaviti da
aksiom ne vrijedi i do¢i do kontradikcije. Obzirom da je aksiom o parale-
lama ekvivalentan tvrdnji da je suma kutova u trokutu jednaka 180°, kako
bi tvrdnja bila istinita, Saccheri je pokuSao dokazati neistinitost tvrdnji da
je suma kutova u trokutu manja ili veéa od 180°. Rezultati koje je dobio
pokusajem dokaza neistinitosti tvrdnje da je suma kutova u trokutu manja
od 180° danas smatramo teoremima hiperbolicke geometrije. Pogledajmo
sada sto je Saccherijev cetverokut.

Definicija 4.13. Konveksni ¢etverokut ABC'D nazivamo Saccherijevim cetve-
rokutom s donjom osnovicom AB i krakovima BC i AD ako su:

- kutovi u vrhovima A i B pravi

- krakovi BC' i AD su sukladni.

Stranicu C'D nazivamo gornjom osnovicom.

Teorem 4.14. Neka je cetverokut ABC'D Saccherijev cetverkut s donjom
osnovicom AB. Tada su kutovi u vrhovima C' i D sukladni.

Dokaz. Vrijedi: DA = CB, ZA = /B, |AB| = |BA|, /B = /A i BC =
AB. Po propoziciji cetverkuti DABC i CBAD su sukladni. Tada su i
odgovarajuéi kutovi ZC' i ZD sukladni. O]

Teorem 4.15. Neka je cetverokut ABCD Saccherijev ¢etverkut s donjom
osnovicom AB. Tada su mjere kutova u vrhovima C i D manje od 90°.
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gornja osnovica

krak

A donja osnovica B

Slika 6: Saccherijev ¢etverokut

Dokaz. Dijagonala AC dijeli Saccherijev éetverokut ABC D na dva trokuta i
znamo da je suma kutova u trokutu manja od 180°. Stoga je prema korolaru
suma kutova u ¢etverokutu ABC' D manja od 360°. Imamo:

LA+ LB+ ZC + £ZD < 360°
< 90° 4+ 90° + ZC' + 4D < 360°
<— LC+ 24D < 180°

Kako smo u prijasnjem teoremu dokazali da su kutovi ZC' i ZD sukladni,
zakljuc¢ujemo da su mjere kutova u vrhovima C' i D manje od 90°. O

Definicija 4.16. Visinu Saccherijeva cetverokuta definiramo kao duzZinu koja
spaja poloviste donje osnovice AB 1 poloviste gornje osnovice C'D.

Teorem 4.17. Neka je cetverokut ABCD Saccherijev cetverokut s donjom
osnovicom AB i visinom EF. Tada je visina EF okomita na donju osnovicu
AB i gornju osnovicu CD.

Dokaz. Usporedimo dva cetverokuta AEFD i BEFC. Kako je ABCD
Saccherijev Getverokut, vrijedi AD = BC, ZA = /B, te ranije dokazano
/C = /D. Po definiciji polovista vrijedi AE = BE i CF = DF. Po propo-
ziciji [£.6] su ¢etverokuti EADF i EBCF sukladni, pa su odgovarajuéi kutovi
sukladni: ZAFF = /BEF, /DFE = /ZCFE. Bududi da je rije¢ o suku-
tima, svi ti kutovi su pravi i visina EF je okomita na donju osnovicu AB i
gornju osnovicu CD. O
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Slika 7: Visina EF okomita je na donju osnovicu AB i gornju osnovicu CD.

Teorem 4.18. Neka je cetverokut ABCD Saccherijev ¢éetverkut s donjom
osnovicom AB i gornjom osnovicom CD. Tada vrijedi |CD| > |AB|.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da vrijedi |AB| > |C'D|. Ozna¢imo
tocke £ i F na polovistima osnovica AB i C'D redom, tako da je EF visina.
Tada je |EB| > |FC| i mozemo naci tocku G koja se nalazi izmedu F i B
ili se podudara s tockom B, takvu da vrijedi |EG| = |FC|. To znaci da je
cetverokut FGCF Saccherijev Getverokut s donjom osnovicom EF i gornjom
osnovicom GC. Prema teoremu kut ZEGC' je manji od 90°, pa je kut
180° — ZEGC veci od 90°. Promotrimo dva slucaja:

1. slucaj: |[EB| = |FC|, pa je u tom slucaju G = Bi LFGC = LEBC.
Po pretpostavci teorema da je ABC' D Saccherijev ¢etverokut taj kut je pravi,
Sto je u kontradikciji s upravo dokazanim ZEGC' < 90°.

2. slucaj: |EB| > |FC|, pa je u tom slucaju tocka G razlicita od tocke
B. Promatrajmo trokut ABGC' koji ima pravi kut u vrhu B i tupi kut ZG.
Suma kutova u trokutu ABGC veca je od 180°, sto je kontradikcija.

O

Teorem 4.19. Neka je cetverokut ABC'D Saccherijev cetverkut s osnovicom
AB 1 visinom EF. Tada je duljina visine EF manja od duljine krakova AD
i BC.

Dokaz. Konstruirajmo drugi Saccherijev ¢etverokut. Oznacimo tocku F” na
pravcu E'F tako da je E izmedu F' i F’, te EF" = EF. Oznac¢imo tocku
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Slika 8: Duljina visine EF manja je od duljine krakova AD i BC.

C' na pravcu OB tako da je B izmedu C' i C’, te BC'" = BC. Sada imamo
sukladnosti:

CB=~ (B, |BE| = |BE|, EF 2 EF', /CBE =~ /C'BE i
/BEF =~ /BEF'

Po propoziciji su cetverokuti CBEF i C'"BEF’ sukladni. Promatrajuci
odgovarajuce kutove i stranice, vidimo da su kutovi ZF” i ZF sukladni i pravi,
te vrijedi F'C" = FC. Tada je ¢etverokut FF'CC’ Saccherijev éetverokut s
donjom osnovicom FF’ i gornjom osnovicom CC’. Iz teorema Znamo
da je |CC'| > |FF'|, pa vrijedi |EF| = $|FF'| < |CC'| = |CB|. Vidimo
da je duljina visine EF ¢etverokuta ABCD manja od duljine krakova BC i
AD. O

Ako promotrimo ostale okomice koje se nalaze izmedu visine i jednog
kraka Saccherijeva Cetverokuta, generalizacijom teorema dolazimo do
sljedeceg teorema.
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Teorem 4.20. Neka je cetverokut ABC'D Saccherijev cetverkut s donjom
osnovicom AB i visinom EF. Neka duzina GH spaja gornju i donju osno-
vicu, tako da se G nalazi na AB, a H na CD i okomita je na donju osnovicu.

Tada je |EF| < |GH| < |BC|.

Dokaz. Pokazimo prvo da vrijedi nejednakost |EF| < |GH|. Pretpostavimo
suprotno, to jest neka je |EF| > |GH|. Tada postoji tocka K izmedu F
i F takva da vrijedi EK = GH. Tada je éetverokut FGHK Saccherijev
¢etverokut s donjom osnovicom EG. Pogledajmo kutove trokuta AKFH.
Kut ZHFK je pravi jer je visina Saccherijeva ¢etverokuta okomita na gornju
osnovicu C'D na kojoj leze tocke F'i H. Kut ZFK H je tupi jer je suplemen-
taran kutu £ FK H, a to je kut uz gornju osnovicu Saccherijevog cetverokuta
i mjera mu je manja od 90°. Tada je suma kutova u trokutu AFKH veca
od 180° sto je u kontradikciji sa Saccheri-Legendreovim teoremom. Dakle,
vrijedi da je |EF| < |GH|. Analogno se pokaze da vrijedi |GH| < |BC|. O

4.2.2 Lambertovi ¢cetverokuti

Sljede¢i analogon pravokutnika u hiperboli¢koj ravnini je Lambertov cetve-
rokut. Johann Heinrich Lambert bio je Svicarski matematicar, fizicar, filozof
i astronom koji je zivio u 18. stolje¢u. Prvi je matematicar koji je trigo-
nometriju dopunio hiperbolickim funkcijama. Vazni su njegovi rezultati o
hiperbolickom trokutu u kojima je pokazao je da se povrsina hiperbolickog
trokuta moze prikazati pomocu kutova, a ne samo pomocu duljina stranica
kao u euklidskoj geometriji.

Definicija 4.21. Lambertov cetverokut je cetverokut s tri prava kuta.

Slika 9: Lambertov ¢etverokut
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U euklidskoj geometriji smo vidjeli da je moguée konstruirati pravokutnik
na nac¢in da spustimo okomice iz tocke D na krakove pravog kuta { ABC. Na
isti nacin pokazujemo egzistenciju Lambertovog cetverokuta u hiperbolickoj
geometriji. U euklidskoj geometriji cetvrti kut je pravi, pa je c¢etverokut
zbilja pravokutnik, dok je u hiperbolickoj geometriji taj kut manji od 90°.

Teorem 4.22. U Lambertovom cetverokutu mjera cetvrtog kuta manja je od
90° i svaka stranica oko toga kuta je veca od duljine nasuprotne stranice.

Dokaz. Neka su vrhovi ¢etverokuta redom A, B, C, D s pravim kutom u vr-
hovima A, B i C'. Trebamo dokazati da je kut u vrhu D manji od 90°, te
da vrijedi |[AB| < |DC| i |BC| < |AD|. Nacrtamo dijagonalu BD. Time
smo podijelili ¢etverokut na dva trokuta AABD i ABCD za koje znamo da
im je suma kutova manja od 180°. Stoga je suma mjera kutova cetverokuta
manja od 360°, pa je mjera kuta u vrhu D manja od 90°.

Dokazimo sada nejednakosti u tvrdnji teorema. Neka je C’ tocka na
pravcu BC takva da je B izmedu C'i C" i |BC| = |BC’|. Neka je D' tocka na
pravcu AD takva da je A izmedu D i D"i|AD| = |AD'|. Po propoziciji 4.6 je
cetverokut CBAD sukladan cetverokutu C'BAD'. Zato je |CD| = |C'D’| i
ABC'D' = LBCD = 90°, pa je ¢etverokut CC’"DD’" Saccherijev ¢etverokut,
a duzina AB mu je visina. Po teoremu je |AB| < |DC|. Analogno bi
dokazali nejednakost |BC| < |AD|. O

Pokazuje se da je povrsina poligona u hiperbolickoj ravnini jednaka kut-
nom defektu. To je razlika izmedu sume mjera kutova odgovarajuceg poligona
u euklidskoj ravnini i sume mjera kutova poligona u hiperbolickoj ravnini.
Na primjer, povrsina hiperbolickog trokuta AABC' s kutovima mjera «, 3 i
7 jednaka je P(AABC) = m — «a — 8 — 7, a ¢etverokuta s mjerama kutova
a, f, vid je P(LABCD) = 2r — a — f — v — §. Povrsinu Lambertovog

cetverokuta mozemo izraziti i preko duljina njegovih stranica.

Teorem 4.23. Povrsina Lambertova cetverokuta sa stranicama a = |AB| i
b = |BC| nasuprot vrhu u kojemu nije pravi kut je P = §—arccos (sinh a sinh b).

Dokaz. Povrsinu Lambertovog cetverokuta ABC' D dobit ¢emo tako da od 27
oduzemo sve kutove ¢etverokuta. Tako dolazimo do formule P(ABCD) =
5 — 0, pri cemu je ¢ Cetvrti kut Lambertova cetverokuta koji nije pravi. U
hiperbolickoj geometriji vrijedi da je cosd = sinhasinhb iz ¢ega dobivamo
jednakost iz tvrdnje teorema. O

Ako postoji Lambertov cetverokut kao u teoremu [£.21] tada stranice
a,b > 0 ne mogu biti proizvoljno velike. To proizlazi iz uvjeta cosd =
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sinhasinh < 1, pa mozemo zakljuciti da Sto ve¢u uzmemo stranicu a, mo-
ramo uzeti to manju stranicu b i obratno.

Saccherijev ¢etverokut visina dijeli na dva sukladna Lambertova cetvero-
kuta, pa povrsinu Saccherijevog ¢etverokuta mozemo izvesti pomocu povrsine
za Lambertov ¢etverokut. Neka je dan Saccherijev cetverokut ABCD s do-
njom osnovicom duljine a i visinom duljine v. Duljina stranice a jednaka
je dvostrukoj duljini stranice pripadnog jednog Lamberotovog cetverokuta,
pa je povrsina Saccherijevog cCetverokuta jednaka P(ABCD) = 7 — 20,
pri ¢emu je o cetvrti kut Lambertova cetverokuta. Iz toga slijedi da je
P(ABCD) = m — 2 arccos (sinh § sinh v).

4.2.3 Pseudopravokutnici

Jos jedna vrsta cetverokuta analognih pravokutniku u hiperbolickoj ravnini
su pseudopravokutnici.

Definicija 4.24. Pseudopravokutnik je cetverokut koji ima sva cetiri kuta
jednakih mjera.

J
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Slika 10: Pseudopravokutnik ABC'D
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Propozicija 4.25. Mjera pojedinog kuta pseudopravokutnika manja je od 3.

Dokaz. Kako je suma kutova u hiperbolickom cetverokutu manja od 27, a
pseudopravokutnik ima ¢etiri kuta mjere a, slijedi da je @ < 7. O]

Teorem 4.26. Nasuprotne stranice pseudopravokinika su sukladne. Spojnica
polovista nasuprotnih stranica pseudopravokutnika okomita je na te stranice.
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Dokaz. Neka je ¢etverokut ABCD pseudopravokutnik i neka je tocka P po-
loviste stranice AB. Neka pravac kroz P okomit na stranicu AB sijece stra-
nicu CD u tocki Q. Tada su po SKS kriteriju sukladni trokuti AAPQ i
APBQ. Stoga je |AQ| = |BQ| i LPAQ = APBQ), iz Cega slijedi da je
L£QAD = £QBC. Sada iz SKK kriterija dobivamo sukladnost AQAD =
AQBC, pa je |AD| = |BC| i |QD]| = |QC|, odnosno tocka @ je poloviste
stranice C'D. Istim zaklju¢ivanjem pocevsi od stranice AD dobijemo da
je |AB| = |CD|. Iz sukladnosti AAPQ = APBQ i AQAD = AQBC
slijedi LAQP = APQB i L{AQD = ABQC. Zbrajanjem slijedi da je
APQD = £PQC, a to su sukuti, pa im je mjera 90°. Zato je spojnica
polovista PQ okomita na stranice AD i BC. Analogno bismo dokazali da je
spojnica polovista stranica AB i DC okomita na njih. [

Teorem 4.27. Spojnice polovista nasuprotnih stranica pseudopravokutnika
medusobno su okomite i raspolavljaju se.

Dokaz. Spojnice polovista nasuprotnih stranica pseudopravokutnika dijele
pseudopravokutnik na dva sukladna Saccherijeva cetverokuta. Spojnice su
tada visine Saccherijevog ¢etverokuta koje su okomite na gornju i donju os-
novicu, a kako su visine tako dobivenih Saccherijevih cetverokuta sukladne
slijedi tvrdnja teorema. O]

Visina vy dijeli pseudopravokutnik na dva Saccherijeva cetverokuta, a
druga visina v, na cetiri Lambertova cetverokuta. Povrsinu pseudopravo-
kutnika tada ¢emo dobiti kao P = 27 — 44, to jest iz formule iz povrsinu
Lambertovog cetverokuta P = 27 — 4 arccos (sinh % sinh %2 ).

5 Paralelogrami

Posljednji ¢etverokut koji ¢éemo prouciti u ovome diplomskom radu je para-
lelogram. Navedimo prvo definiciju paralelograma u euklidskoj ravnini.

Definicija 5.1. Paralelogram je cetverokut koji ima dva para paralelnih stra-
nica.

Paralelne pravce u euklidskoj geometriji definiramo na sljede¢i nacin:

Definicija 5.2. Za pravce u euklidskoj ravnini kaZemo da su paralelni ako
se ne syjeku ili se podudaraju.

U euklidskoj geometriji mozemo jednostavno konstruirati paralelogram
jer je svojstvo paralelnosti relacija ekvivalencije, te dijeli skup svih pravaca
na klase medusobno paralelnih (klase ekvivalencije). Svojstva refleksivnosti
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Slika 11: Paralelogram u euklidskoj ravnini

i simetricnosti su trivijalna za paralelne pravce, no dokazimo svojstvo tran-
zitivnosti.

Teorem 5.3. Neka su u euklidskoj ravnini dana tri pravca a,b i c. Ako
vrijedi a || b i b || ¢, tada vrijedi ¢ || a.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je a || bib || ciclf a. Kako
pravci a i ¢ nisu paralelni medusobno se sijeku u jednoj tocki. Sada vidimo
da u ravnini postoje pravac b i tocka kroz koju prolaze dva pravca paralelna
s praveem b. To je kontradikcija s tvrdnjom aksioma [7E] O]

U hiperbolickoj geometriji aksiom [7E| ne vrijedi, no vrijedi aksiom [7H] To
znaci da ako u hiperbolickoj ravnini imamo zadan pravac i tocku koja ne lezi
na tom pravcu, kroz zadanu tocku mozemo povuéi barem dva pravca koja ne
sijeku pocetni pravac, Sto znaci da je relacija paralelnosti u hiperbolickoj ge-
ometriji mnogo kompliciranija nego u euklidskoj geometriji. U hiperbolickoj
geometriji ne vrijedi tranzitivnost, no mozemo definirati analognu relaciju
ekvivalencije na skupu svih usmjerenih pravaca.

Za neki proizvoljan pravac [ mozemo najprije definirati relaciju ekvivale-
cije ~ na skupu svih njegovih koordinatizacija iz aksioma[3] Pisemo x; ~ xo
ako postoji b € R takav da je xo(T) = x1(T) + b za svaki T" € [. Postoje
to¢no dvije klase ekvivalencije [z] i [—z] koje nazivamo orijentacijama pravca

l.

Definicija 5.4 (Orijentirani ili usmjereni pravac). Uredeni par (I, [x]) pravea
[ i jedne njegove orijentacije nazivamo oryjentiranim ili usmjerenim pravcem.

21



Neka je u hiperbolickoj ravnini dan pravac [ i tocka 7', te neka je tocka
N noziste okomice iz tocke T na pravac [. Izaberimo tocku () na pravcu [
razlicitu od N. Izborom tocke () odredili smo jednu od dvije poluravnine
pravca T'N. Po aksiomu I o vrijedi da su polupravci k£ u toj poluravnini s
pocetkom u tockl T u bijektivnoj korespondenciji s brojevima o € (0, ) tako
da vrijedi A(T N, k: ) = a. Polupravac koji odgovara broju « oznac¢imo s k:
Presjecni skup od T' i [ obzirom na poluravninu kojoj pripada tocka @) je
skup svih @ € (0, 7) za koje polupravac k, sijece lI: P(T,1,Q) = {a € (0,7) |

k: Ni#0}.

Propozicija 5.5. Ako je a; € P(T,1,Q), onda je ag € P(T,1,Q) za svaki
o < (.

Propozicija 5.6. Vrijedi § # P(T,1,Q).

Iz propozicije i mozemo zakljuciti da o # P(T,1,Q) za svaki
a > 7. Oznacimo s oy supremum presjecnog skupa P (7,1, Q). Znamo da je
Qp < %

Propozicija 5.7. o« se ne nalazi u presjecnom skupu, to jest g # P(T,1, Q).

Iz gornje propozicije slijedi da je presjecni skup otvoreni interval P(T', 1, Q)
<0, a0> .

Propozicija 5.8. Gornja granica oy ovisi samo o udaljenosti tocke T od
pravca .

Za svaki realni broj > 0 mozemo izabrati pravac [ i tocku 7" na udalje-
nosti x od [, tako da za noziste N okomice iz T'na l vrijedi |T'N| = z. Odgova-
rajuéi presjecni skup oznac¢imo s P(x), a njtﬁov supremum II(z) =supP(x).
II(x) je najmanji kut « za koji polupravac k, ne sijece [. Taj kut nazivamo
kut paralelnosti.

Definiranjem kuta paralelosti dobili smo funkciju IT : (0, +00) — (0, Z].
Navedimo jos neka svojstva funkcije kuta paralelnosti.

Propozicija 5.9. Funkcija 11 je strogo padajuca, to jest za svaki x1 < xo
slijedi T(xy) > I(x9).

Propozicija 5.10. Za svaki x > 0 je I(z) < 5. Vrijedi lim,_o(z) =
lim, o II(x) = oo.

IR
o~

Definicija 5.11 (Asimptotski usmjereni pravci). Neka su (,[z]) i (m,[y])
usmgereni pravci i tocka T € 1. Oznacimo s | = {P €l | z(P) > x(T)}
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polupravac s vrhom T u smjeru orijentiacije [z] i neka je N noziste okomice
12 tocke T' € | na pravac m. KazZemo da je usmjereni pravac | asimptotski na

. . . . . e .
usmgjereni pravac m obzirom na tocku T" ako je kut £L(T'N, 1) kut paralelnosti
za udaljenost [T N|.

Gornja definicija govori nam da polupravac ? ne sijece m, no svaki po-
lupravac s poc¢etkom u 7' u unutrasnjosti kuta £(T'NV, 1) sijece m. Relacija
asimptotic¢nosti je dobro definirana relacija jer ne ovisi o izboru tocke T € [,
pa mozemo reéi da je usmjereni pravac [ asimptotski na m bez spominjanja
tocke. Ako je usmjereni pravac [ asimptotski na m, onda je i usmjereni pra-
vac m asimptotski na [. Relacija asimptoti¢nosti je simetri¢na, pa mozemo
re¢i samo da su usmjereni pravci [ i m asimptotski. Neka su ki m dva usmje-
rena pravca asimptotska na usmjereni pravac [. Tada je jedan od tri pravca
lezi izmedu druga dva, to jest dva pravca leze u u razli¢itim poluravninama
odredenim pravcem koji je izmedu. Takoder, pravci k£ i m medusobno su
asimptotski, pa je relacija asimptoti¢nosti tranzitivna. Time su zadovoljena
sva tri zahtjeva relacije ekvivalencije. Dokazi ovih tvrdnji nalaze se u [5].
Klase ekvivalencije zovemo pramenovima asimptotskih pravaca. U jednoj
klasi su svi usmjereni pravci koji su asimptotski na zadani usmjereni pravac
i oni su svi medusobno asimptotski. Sada mozemo definirati paralelnost i
ultraparalelnost u hiperboli¢koj ravnini.

Definicija 5.12 (Paralelni i ultraparalelni pravci). Ako dva pravea a i b kogi
se medusobno ne sijeku mozZemo orijentirati tako da su asimptotski, kaZemo
da su a i b paralelni. U suprotnom kaZemo da su a i b ultraparalelns.

Idu¢i teoremi govore nam vise o svojstvima paralelnih i ultraparalelnih
pravaca, ¢iji se dokazi mogu se naéi u [4] i [5].

Teorem 5.13. Za svaki pravac | i tocku T u hiperbolickoj ravnini koji nisu
incidentni postoji toéno dva pravea kroz T paralelna s | i beskonacno mnogo
pravaca kroz T ultraparalelnih s 1.

Teorem 5.14. Dva pravca u hiperbolickoj ravnini imaju zajednicku normalu
ako i samo ako su ultraparalelni. U tom slucaju zajednicka mormala je je-
dinstvena.

Teorem 5.15. Ako transverzala sijece dva pravca tako da su nasuprotni
unutarngi kutovi sukladni, tada su ti pravci ultraparalelns.

Teorem 5.16. Ako su dva pravca | i m paralelni, tada za svakit > 0 postoji
tocka T €1 takva da d(T,m) =t.
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Neka su u hiperbolickoj ravnini dana dva razli¢ita ultraparalelna pravca,
te neka zajednicka normala tih pravaca sijece pravce u dvije tocke. Udaljenost
ultraparalelnih pravaca tada definiramo kao udaljenost te dvije tocke.

Definicija[5.1| paralelograma u euklidskoj ravnini ne vrijedi u hiperbolickoj
ravnini zbog drugacije prirode paralelnosti. Pogledajmo karakterizacije pa-
ralelograma u euklidskoj ravnini.

Teorem 5.17. Sljedeée tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) cetverokut ABCD je paralelogram.

(i1) postoje dvije nasuprostne stranice éetverokuta ABCD koje su sukladne
1 paralelne,

(i11) svake dvije nasuprotne stranice cetverokuta ABCD su sukladne,
() dijagonale cetverokuta ABCD se medusobno raspolavljaju,
(v) oba para nasuprotnih kutova céetverokuta ABC'D su sukladna.

Tvrdnje (7ii), (iv) i (v) teorema su ekvivalentne u apsolutnoj ge-
ometriji, to jest ekvivalenciju mozemo dokazati bez pozivanja na aksiom o
paralelama.

Dokaz. (iii) = (iv) Neka u ¢etverokutu ABCD vrijedi |AB| = |DC]| i
|AD| = |BC]| i neka se dijagonale sijeku u tocki P. Po SSS kriteriju o suk-
ladnosti trokuta vrijedi AABC = ACDA, pa su sukladni kutovi LACB =
£LCAD =: «. Na isti na¢in, po SSS kriteriju sukladnosti trokuta vrijedi
ADAB = ABCD, te LADB = £CBD =: . Sada po KSK kriteriju suk-
ladnosti trokuta vrijedi AADP = ACBP §to povlaci da je |AP| = |CP],
odnosno tocka P je poloviste dijagonale AC, i |BP| = |DP|, odnosno tocka
P je poloviste dijagonale BD. Iz toga mozemo zakljuciti da se dijagonale
raspolavljaju.

(iv) = (i17) Neka je ABC'D Cetverokut u kojemu se dijagonale sijeku u
tocki P i neka je P poloviste obiju dijagonala. Pokazimo da su nasuprotne
stranice ¢etverokuta ABC' D sukladne. Vrsni kutovi koje zatvaraju dijagonale
su sukladni: LAPB = {CPD i {BPC = LAPD. Po SKS aksiomu o
sukladnosti trokuta, AAPB = ACPD, pa je |AB| = |CD|. Na isti nac¢in
dobivamo ABPC = ADPA, pa je |BC| = |AD|. Dakle, suprotne stranice
cetverokuta ABC'D su sukladne.

(11i) = (v) Neka je ABC'D ¢etverokut kojemu su svake dvije nasuprotne
stranice sukladne i neka su AC' i BD dijagonale toga ¢etverokuta. Tada su

po SSS kriteriju sukladni trokuti AABC = ACDA te vrijedi LCAB =
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LACD =«ai ABCA = £DAC = . Takoder su sukladni trokuti AABD =
ACDB, iz cega slijedi LABD = £CDB = vi ABDA = £DBC = /.
Vidimo da su kutovi u vrhovima A i C jednaki a + 3, a u vrhovima B i D
jednaki v+ ¢. Iz toga slijedi da su oba para nasuprotnih kutova cetverokuta
ABCD sukladna.

U euklidskoj ravnini mozemo lako dokazati implikaciju (v) == (i¢7). Neka
je ABCD c¢etverokut u euklidskoj ravnini kojemu su oba para nasuprotnih
kutova sukladna, to jest {ABC = L{CDA =p14DAB = ABCD = «. Vri-
jedi da je 2a + 28 = 27 odnosno a + § = 7 jer je suma kutova cetverokuta
u euklidskoj ravnini jednaka 27. Tada je vanjski kut pri vrhu A cetverokuta
jednak g i vanjski kut pri vrhu D jednak je a, odnosno pravac AD je tran-
sverzala pravaca AB i DC koja ih sijece tako da su nasuprotni unutrasnji
kutovi sukladni. Zato su pravci AB i DC' paralelni. Analogno bi zakljucili
da su pravci AD i BC paralelni. Kako se dva para nasuprotnih stranica
nalaze na paralelnim pravcima, ¢etverokut ABC' D je paralelogram. Kako je
ABCD paralelogram, slijedi da su nasuprotne stranice jednakih duljina.

Dokazimo sada zadnju implikaciju (v) == (i77) kao neutralni teorem. Taj
dokaz je kompliciraniji.

(v) = (di7) Neka je ABCD cetverokut kojemu su dva para nasuprotnih
kutova sukladna, to jest {ABC = LCDA = 14DAB = £BCD = «. Neka
su AC i BD dijagonale tog cetverokuta. Zelimo pokazati da je |AB| = |DC|
i |AD| = |BC|. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je jedan par nasu-
potnih stranica razli¢itih duljina ili neka su oba para nasuprotnih stranica
paralelograma razli¢itih duljina. Time dobivamo dva slucaja.

1. slucaj: Jedan par nasuprotnih stranica paralelograma nije sukladan i
bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti |[BC| < |AD|. Neka je tocka
E na stranici AD takva da je |DE| = |BC|. Sada po SKS kriteriju vrijedi
ACDE = AABC, pa su sukladni kutovi LACB = LCED i {CAB =
LECD, te |AC| = |CE|. Po teoremu o vanjskom kutu u trokutu AEAC
vrijedi LCED > LCAFE, pa je ACED + LCAB > LCAE + LCAB = «.
Dobivamo da je LACB + AECD > « §to je u kontradikciji s tim da je
a=4ABCA+ LACFE + LECD. Dakle, 1. slucaj nije moguc.

2. slucaj: Niti jedan par nasuprotnih stranica paralelograma nije sukla-
dan i bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti |BC| < |[AD|i|CD| <
|AB|. Neka je tocka E na stranici AB takva da je |EB| = |CD| i tocka F
na stranici AD takva da je |FFD| = | BC|. Po SKS kriteriju vrijedi AEBC =
ACDEF, pa su sukladni kutovi £ BCE = {DFC i £KCEB = AFCD. Po
teoremu o vanjskom kutu u trokutu AFAC je ADFC > LFAC + LACF i
u trokutu AAEC je LCEB > LCAE+ AFECA. Tada je {CEB+ £BCFE >
LCAE 4+ AFAC + LECA + LACF i LCAE + AFAC = «. Ocito je
a>LCEB+ ABCFE > a+ £AECA+ LACF, gdje dolazimo do kontradik-
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cije. Dakle, niti 2. slucaj nije mogué¢, pa su oba para nasuprotnih stranica
paralelograma sukladna. O]

Sada mozemo uzeti bilo koje od svojstava (i), (iv) ili (v) kao definiciju
paralelograma u apsolutnoj geometriji, posebno i u hiperbolickoj ravnini.

Definicija 5.18. Paralelogram je cetverokut kojemu su dijagonale raspolav-
ljaju.

Iduc¢a dva teorema su karakterizacije paralelograma koje smo ve¢ dokazali.

Teorem 5.19. Cetverokut ABCD je paralelogram ako i samo ako su mu
nasuprotne stranice sukladne.

Teorem 5.20. Cetverokut ABCD je paralelogram ako i samo ako su mu
nasuprotni kutovi sukladni.

Nasuprotne stranice paralelograma u hiperbolickoj ravnini leze na ultra-
paralelnim pravcima. Ovo svojstvo nije dovoljno da bi hiperbolicki ¢etverokut
bio paralelogram, no dokazimo da to zbilja vrijedi.

Teorem 5.21. U hiperbolickoj ravnini nasuprotne stranice paralelograma leze
na ultraparalelnim pravcima.

Dokaz. Neka je ABC' D paralelogram. Po SSS kriteriju o sukladnosti trokuta
vrijedi da su sukladni trokuti AABC i ACDA. Stoga su sukladni kutovi
ABCA = ADCA, pa je AC transverzala pravaca AB i C'D koja ih sijece
tako da su nasuprotni unutrasnji kutovi sukladni. Po teoremu su pravci
AB i C'D ultraparalelni, a analogno se pokazuje za pravce AD i BC. m

Teorem 5.22. Za svaka dva ultraparalelna pravca p i q © za svaki a > 0
postoji paralelogram sa stranicama duljine a na ta dva pravca. Takav parale-
logram nije jedinstven.

Dokaz. Neka je MN zajednicka normala ultraparalelnih pravaca p i ¢ s
nozistima M i N. Neka je P poloviste duzine MN i neka su A,B € p
bilo koje dvije tocke na udaljenosti |AB| = a. Neka je tocka A" € ¢ takva da
su tocke A i A’ sa suprotne strane normale M N i da vrijedi |[AM| = |A'N].
Tada su po SKS aksiomu AAMP = NA'NP, pa je LAPM = {A'PN,
odnosno tocke A, P i A’ su kolinearne. Na isti na¢in konstruiramo tocku
B’ na ¢ i dokazemo da su tocke B, P i B’ kolinearne. ABA’'B’ je paralelo-
gram, jer tocka P raspolavlja dijagonale AA’i BB’. Takav paralelogram nije
jedinstven jer smo tocke A i B odabrali po volji. O]
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Postavlja se pitanje mogu li stranice c¢etverokuta lezati na ultrapara-
lelnim pravcima, a da taj ¢etverokuta nije paralelogram. Primjer takvog
cetverokuta je Lambertov cetverokut ABCD kojemu je kut manji od § u
vrhu D. Naime, pravci AB i C'D su ultraparalelni sa zajednickom normalom
BC, te su pravci AD i BC' ultraparalelni sa zajednickom normalom AB.
Znamo da je |[AB| < |CD] i |BC| < |AD], to jest nasuprotne stranice nisu
sukladne, pa ABCD nije paralelogram. Primijetimo jo$ da su pseudopravo-
kutnici paralelogrami u hiperbolickoj ravnini, dok Saccherijevi i Lambertovi
¢etverokuti nisu paralelogrami.

27



Literatura

[1] F. M. Briickler, Povijest matematike 2. Odjel za matematiku,
Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku, 2010.

[2] M. Harvey, Geometry illuminated. An illustrated introduction to Eucli-
dean and hyperbolic plane geometry, MAA Press, 2015.

[3] D. Tligevié, M. Bombardelli, Elementarna geometrija - skripta,
Sveuciliste u Zagrebu, 2007.

[4] V. Kréadinac, Neeuklidska geometrija, skripta, Sveuciliste u Zagrebu,
2022.

[5] A. Ramsay, R. D. Richtmyer, Introduction to hyperbolic geometry,
Springer, 1995.

[6] P. J. Ryan, Euclidean and non-Euclidean geometry. An analytic ap-
proach, Cambridge University Press, 2006.

28



Sazetak

U ovom diplomskom radu prisjetili smo se osnovnih ¢injenica o dvije vrste
cetverokuta u euklidskoj ravnini, pravokutnicima i paralelogramima, te obra-
dili njihove analogone u hiperbolickoj ravnini. U drugom poglavlju nabro-
jali smo sedam aksioma ravninske geometrije pomoc¢u kojih smo dokazivali
teoreme u diplomskom radu. U tre¢em poglavlju definirali smo poligon i
prikazali osnovne rezultate o poligonima. U ¢etvrtom poglavlju diplomskog
rada bavimo se pravokutnicima u euklidskoj ravnini te analogonima u hiper-
bolickoj ravnini: Saccherijevim cetverokutima, Lambertovim cetverokutima
i pseudopravokutnicima. U zadnjem poglavlju ovog diplomskog rada bavimo
se paralelogramima u euklidskoj ravnini, definiramo paralelne i ultraparalelne
pravce u hiperbolickoj ravnini te uz pomo¢ njih dokazujemo egzistenciju pa-
ralelograma u hiperbolickoj geometriji.
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Summary

In this thesis, we have recalled basic facts about two types of quadrilaterals
in the Euclidean plane, rectangles and parallelograms, and we studied their
analogues in the hyperbolic plane. In the second chapter, we listed seven
axioms of plane geometry used to prove theorems in this thesis. In the third
chapter, we defined polygons and showed basic results about them. In the
fourth chapter, we study rectangles in the Euclidean plane and their analo-
gues in the hyperbolic plane: Saccheri quadrilaterals, Lambert quadrilaterals,
and pseudo-rectangles. In the last chapter, we defined parallelograms in the
Euclidean plane and parallel and ultraparallel lines in the hyperbolic plane.
We proved that parallelograms exist in the hyperbolic plane.
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plomskom studiju Matematika; smjer: nastavnicki. Godine 2019. na istom
fakultetu upisala sam diplomski studij Matematika; smjer: nastavnicki.
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