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Uvod

Cinjenice poput te da 1% najbogatijih ljudi na svijetu &ini ukupno 27% ukupnog bogatstva,
ili pak da je na popularnoj druStvenoj mrezi Twitter Cak 60% svih objava doslo od samo
2% najpopularnijih korisnika, na prvu prkose intuiciji kada na pojave promatramo kroz
prizmu dobro nam poznate normalne distribucije. Ona je odredena sa svoja 2 parametra,
koja opisuju oko koje vrijednosti se njene realizacije najviSe grupiraju i koliko oko nje va-
riraju. Tako se formira klasi¢na krivulja u obliku zvona, Ciji repovi teZe prema nuli kako
se udaljavamo od ocekivanja. Naprimjer, ako promatramo visinu ili teZinu ljudi razumna
je pretpostavka da su one otprilike tako distribuirane te velika vecina ljudi nije visa od 2
metra - Sto je 20-ak cm viSe od svjetskog prosjeka.

To ocito nije pojava u primjeru s pocetka, pa nas takvo razmisljanje moZe navesti na to da
se radi o kakvoj anomaliji. Takoder, zbog klju¢ne uloge centralnog grani¢nog teorema
u teoriji vjerojatnosti i statistici, imamo dojam da bi svaka pojava trebala imati takvo
ponasanje. Usprkos tome, to nipoSto nije istina. Takve situacije nisu ni nove ni rijetke
te se takvim pojavama ve¢ u proslom stoljecu bavio talijanski ekonomist Vilfredo Pareto,
konkretno promatrajuci takozvani 80-20 problem. On se pojavljuje u brojnim aspektima
industrije i poslovanja, od ekonomije pa do fizike i informacijskih znanosti. Cinjenice koje
se temelje na tom principu sugeriraju kako posrijedi nije normalna distribucija, ve¢ je pravi
razlog mozda neocekivanih podataka neka distribucija teskog repa, od kojih je jedna i do-
bila ime po Paretu, te ¢e biti detaljnije opisana u nastavku rada. Zbog svoje strukture i
svojstava, distribucije teSkog repa Cesto su razlog zabuna, ali 1 zanimljivih zapaZzanja koja
su otkrivena u raznim poljima. To je i razlog zbog Cega su na neki nacin tretirane kao
nejasne, ali 1 kontroverzne, jer standardan statisticki alat moZe dovesti do zabuna kada su
one u pitanju.

Prirodno pitanje koje se postavlja u kontekstu distribucija teskog repa je Sto to zapravo
znacl, Sto su uopce distribucije tesSkog repa te kako tezinu repa kvantificirati. Cilj rada biti
¢e dati odgovor na ta pitanja, razjasniti ulogu takvih distribucija kao i navesti njene os-
novne primjere te svojstva. Sto se njhovih primjena tie, fokus ée biti na njihove primjene
u reosiguranju, koje ¢e takoder biti polje interesa ovoga rada. Da bismo to mogli, prvo
treba uopce razjasniti taj pojam, kao i samu motivaciju kako osiguravaju¢ih kuca prvog
reda, tako i reosiguravajuéih kuéa. Prvo poglavlje bavit e se reosiguranjem kao takvim te
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njegovim osnovnim oblicima dok ¢e drugi dio biti rezerviran za opisivanje modela koji se
koriste kod predvidanja velikih Steta u reosiguranju i pocivaju na gore spomenutim distri-
bucijama.



Poglavlje 1

Reosiguranje

1.1 Motivacija i osnovni pojmovi

Pitanje na koje je bitno odgovoriti je Sto je zapravo reosiguranje i kako se razlikuje od
obi¢nog osiguranja. Reosiguranje je sporazum u kojem se jedna strana (reosiguravatelj)
obvezuje osigurati drugu stranu (cedenta) za unaprijed dogovorene dijelove svog preuzetog
rizika osiguranja kojeg pokriva. Zauzvrat, cedent placa takozvanu fiksnu premiju reosigu-
ranja, koja ovisi o njihovom ugovoru. Buduéi da upravo pocetni osiguravatelj postaje onaj
koji razmiSlja o prevenciji i ublazenju potencijalnog gubitka imovine u buduénosti, koncept
osiguranja je pomaknut jedan nivo iznad. Dok ovakvo gledanje na to sugerira kako su dva
koncepta vrlo sli¢na, tj. da je reosiguranje samo posebna vrsta osiguranja, ¢injenica je da
postoje vidne razlike kako u veli€ini preuzetog rizika, tako 1 u koli¢ini podataka dostupnih
za analizu.

Ugovori o reosiguranju mogu biti obvezni, koji se primjenjuju na sve rizike odredene vrste
(npr. poZzar, potres...), ili fakultativni. Fakultativni ugovori su koncipirani tako da reosigu-
ravatelj moze odbiti preuzeti odredeni rizik, kao Sto i osigurani ¢lan ima pravo odstupiti.
Glavne mane fakultativnih ugovora su veliko uloZeno vrijeme u preuzimanje rizika i pos-
tojanje neizvjesnosti hoce 1i osiguratelj dobiti reosigurateljno pokrice. Dakako, prednost
ovakvih ugovora je prvenstveno u fleksibilnosti da se metoda prilagodava svakom pojedi-
nom slucaju preuzimanja rizika. Ipak, obavezni ugovori u praksi su dosta ¢es¢i od fakul-
tativnih. Postoji jos i takozvano fakultativno-obligatorno reosiguranje, koje se naziva jos i
otvoreno pokriée (engl. opencover). Tim ugovorom osiguravatelj ima pravo izbora prije-
nosa rizika na reosiguratelja, a reosiguratelj je obvezan preuzeti rizike. Drugim rijecima,
ovaj oblik reosiguranje je opcionalan za osiguratelja, ali obligatoran za reosiguratelja koji
je izloZen riziku.

Kada pricamo o reosiguranju, izravna veza izmedu reosiguravatelja i pojedinacnog ugo-
varatelja osiguranja ne postoji, a razlozi zbog Cega je takav odnos u interesu svima su



4 POGLAVLIJE 1. REOSIGURANJE

brojni. Vecinu njih moZemo svesti na jednu popriliéno generalniju injenicu, a to je
da se time izbjegava mogucnost prevelikog gubitka kapitala odjednom, inducirana “na-
sumic¢nom” Stetom, tj disperzija rizika. Zato je potencijalni gubitak lakSe zamijeniti de-
terministiCkom premijom koju osiguravatelj pla¢a unaprijed. Svakako je sigurno reci da
reosiguranje omogucava osiguravateljima Sirenje svog poslovanja, Sto ¢ini osiguranje dos-
tupnijim i pristupacnijim, samim time poti¢uci gospodarski rast i u¢inkovitost trziSta. Za
bolje razumijevanje treba formalizirati pojmove, a zatim i navesti oblike reosiguranja, nji-
hovu motivaciju te znacajke.

Definicija 1.1.1. Neka je (X;: i € N) niz slucajnih varijabli koji predstavlja velicinu
odstetnih zathjeva osiguravatelja prvog reda te neka je (N(t): t > 0) brojeci proces, gdje
N(t) predstavlja broj odstetnih zathjeva do vremenskog trenutka t > 0 (mjereno u godi-
nama). Tada ukupni ili agregirani iznos Stete u trenutku t za osiguravatelja prvog reda

iznosi
N
X; ako N(t) > 0,
S(t) = Ié ( )

0 akoN(t) =0

Vecina ne-Zivotnih osiguranja odnosi se na trajanje od jedne godine, pa ¢e nam od glavnog
interesa biti slucajna suma S (1).
U ugovorima, ukupni iznos Stete podijeljen je na dva dijela,

S (1) = R(t) + D()
gdje je D(t) iznos koji ostaje cedentu na pokrice, dok je R(#) iznos kojeg plada reosigurava-
telj. NajceSce su ugovori reosiguranja definirani po individualnim rizicima X;, pa piSemo
X; = D;+R; (ili samo X = R+ D u slucaju da su jednako distribuirani). Kao $to je ve¢ spo-

menuto, postoje razliciti oblici reosiguranja, a osnovna podjela je na one s proporcionalnim
dijeljenjem rizika i one s neproporcionalnim.

1.2 Vrste reosiguranja i njihova svojstva

1.2.1. Kvotno reosiguranje

Najosnovniji oblik je kvotno reosiguranje (engl. Quota-share reinsurance - QS), koje spada
pod reosiguranje s potpuno proprocionalnim dijeljenjem rizika. Vrijedi

R=a-X

R(t)=a-S(?)
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za faktor proporcionalnosti 0 < a < 1. OCcito je da je ovaj oblik vrlo jednostavan i
prakti¢an, a osnovna ideja je da cedent ustupa reosiguravatelju odredeni udio premije. Za
funkciju distribucije Fx slucajnih varijabli X; vrijedi

X
1-a

PR < x) = Fx(g), P(D < x) = Fy(——)

Za ukupni rizik vrijedi analogno,

X
1-a

PR(@) <x) =P () < 2), P(D() <x)=P(S() < )

Sto se r-tog momenta tice, r € N, vrijedi
E(R") = d'E(X"), E(R") = (1 - a)'E(X"),

a moZemo i izvesti da su koeficijent varijacije i asimetrija (skewness) jednaki. Promotrimo
vjerojatnost da je u trenutku ¢ > 0 odredeni kapital v zajedno s dosad primljenim premijama
P(t) bio dovoljan za pokriti Stetu S (¢),

P(v+ P()—S() > 0).
Nakon ulaska u QS sporazum s faktorom proporcionalnosti a ta vjerojatnost se mijenja u
Pov+ (1 -a)P(t)— (1 —a)S(t) >0) = P(lL + P(t)—-S(t) > 0)
—a

To sugerira da na QS reosiguranje moZemo gledati kao na svojevrsno povecanje pocetnog
kapitala. Jedna od mana ovog pristupa je ta Sto su sve Stete osigurane jednakim udjelom,
a ne samo one najvece - Sto Cesto nije u primarnom interesu cedenta, uzimajuci u obzir da
one manje gubitke ionako moZe podnijeti i sam.

1.2.2 Reosiguranje viska svote

Ovaj oblik proporcionalnog reosiguranja poboljSava glavne nedostatke QS oblika,a idalje
zadrzava njegove glavne pozitivne strane.
Neka je Q; osigurani iznos Stete X;. Za fiksni samopridriaj M dano je

M
R =(- @)Xi “Ligsmys

M
D; = X; - lig<my + aXi “Lig>mys

1
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paondai

N() N(@)
R(t)= Y R, D)= ) D,
i=1 i=1

Drugim rije¢ima, cedent homogenizira rizik i nema velikih fluktuacija Steta jer zadrzava u
svom portfelju samo dio rizika koji odgovara visini samopridrzaja.

SV, = % oznaCavamo stupanj gubitka odStetnog zahtjeva X;. U ovom obliku reosiguranja
svaki odStetni zahtjev s osiguranim iznosom manjim od M je u potpunosti pod pokricem
osiguravatelja prvog reda. Iz samog oblika reosiguranja na prvu vidimo da ono idalje
zadrZava svojstvo proporcionalnosti pa je i dogovor o premijama jasan. Na ovakav oblik
reosiguranja cedent se naj¢esce odlucuje da bi u svakom scenariju mogao pokriti ocekivani
dio kojeg bi morao isplatiti. Procjena osiguranog iznosa Stete moZe se vrSiti na temelju
takozvanog PML-a( probable maximum loss). PML je moguce opisati kao ocekivani pre-
trpljen iznos Stete u jednom dogadaju, pa je razumno da se raspodjela rizika na temelju
PML-a vrsi u onim vrstama osiguranja kod kojih ne postoji moguénost nastupa totalne
Stete. Nuzno je da PML bude procijenjen Sto realnije, a to je vrlo sloZen posao u praksi.
Ovaj oblik najvise se koristi u osiguranju od poZzara, instalacijskih, elektri¢nih ili pomor-
skih nesre¢a. Mana mu je kompleksna administracija i visoki administrativni troSkovi.

1.2.3 Reosiguranje viska Steta

Bitno je spomenuti i neke neproporcionalne oblike reosiguranja, ¢iji je najosnovniji oblik
reosiguranje viska Stete (engleski excess-of-loss - XL). Definiran je s
N() N@)

R(t) = ) (X;= M),, D@ = ) min(X;, M),
i=1 i=1

pri cemu X, oznacava samo nenegativni dio, a M je fiksno zadan samopridrzaj. 1z defini-
cije slijedi da u ovom slucaju reosiguravatelj pokriva sve Sto prekoraci fiksni M, a najéescée
to vrijedi samo do odredene granice L. Ugovor s reosiguranjem opisanim na ovaj nacin
kraée se naziva "X xs L’ ugovor 1 okarakterizian je slojem [M, L+M], dok omjer MA;L na-
zivamo relativnom duljinom sloja. Na Slici 1.1 je usporedba do sada opisana tri oblika
reosiguranja. Sto se analitikih svojstava ovakvog oblika reosiguranja ti¢e, promotrimo
najprije slu¢ajnu varijablu definiranu s X := min (X — u),,v), zau,v > 0. Akojeu = M, X
predstavlja R, reosigurani dio $tete u ’v xs M’ ugovoru. S druge strane, zau = 0,v = M, X
se odnosi na dio D = min{X, M} u ’co xs M’ ugovoru, pa je intuitivno i svima od interesa
proucavati njenu funkciju distirbucije. Ako je Fx funkcija distribucije slucajne varijable X,
onda vrijedi

Fx(u+2) ako() <z<v,

1 akov <z

Fx(z) = {
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Slika 1.1: Reinsurance: Actuarial and Statistical Aspects - QS lijevo(a = 0.3), reosiguranje
viska u sredini, reosiguranje viska gubitka desno

Sto se tiCe njenih k-tih momenata, imamo izraz

i = B(X") = kf (1-Fz() " dz = kf (1 - Fx(u+2) 77" dz
0 0

odakle lako i$¢itavamo izraze za oCekivanja

M 00
E(D) = f (1 - Fx(2))dz, E(R) = f (1 - Fx(2)dz
0

M

dijelova koje pokrivaju cedent i reosiguravatelj u oo xs M’ ugovoru. Na Slici 1.2 je 1
graficki prikaz odnosa ocekivanja ta dva iznosa u ovisnosti o M. U slu€aju ’L xs M’ ugovora
vrijedi analogno

M+L
E(R) = f (1 - Fx(2)dz

M

1.2.4 Reosiguranje tehnickog rezultata
Reosiguranje tehnickog rezultata (engl. stop-loss SL.) je reosiguranje oblika

N(t)

R = (), Xi=C).

i=1

1 ono ograni¢ava da ukupni gubitak osiguravatelja prvog reda prede preko samopridrzaja
C tako Sto obvezuje reosiguravatelja da pokrije viSak. Iako ovaj oblik Stiti osiguravatelja
prvog reda od jako velikih rizika, neke probleme kao Sto su problem moralne opasnosti
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Fx(z) 4

i

NV

M

Slika 1.2: Ocekivanja iznosa kojeg placa osiguravatelj i kojeg plada reosiguravatelj u ’oco
xs M’ ugovoru

dodatno naglaSava, pa se Cesto u praksi odreduje i gornja granica U. Kada je kod XL tesko
razluciti indivudalne Stete konkretno je koristan ovaj oblik, jer nije nuzno mo¢i procijeniti
vjerojatnost svakog dogadaja zasebno. Unato¢ tome, ovaj oblik ima svoje mane, s obzi-
rom da je jako teSko sastaviti ugovor koji obuhvaéa sve moguce Stete 1 Stiti obje strane.
Dodatno, uzima u obzir i manje Stete za koje 1 nije cilj da nuZzno budu pokrivene pa je
ovaj oblik rijedak i ne toliko u¢inkovit (osim medu na neki nacin povezanim ustanovima
ili drustvima).

1.2.5 Reosiguranje velikih Steta

Neka su Stete poredane po veli¢ini na sljedeci nain
Xineg £ Xong < o < XneyNe

Reosiguranje velikih Steta bazira se na tome da se reosiguravatelj obvezuje pokriti r > 1
najvecih Steta, tj

R(1) = ZXN(I)—HI,N(I)
i=1
I ovaj oblik ima dodatne varijante i modifikacije, koje imaju svoje mane i prednosti, pa

ovisno o situaciji biramo oblik koji je najprikladniji. Unato¢ tome S$to komplicira analizu,
moguce je 1 kombinirati oblike, a razlozi za to je naj¢eSce neujednacenost 1 raznovrsnost
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moguéih §teti. Sto se tice fakultativnih ugovora, oni se najéesée pojavljuju u specifiénim
situacijama kada je rizik individualne prirode sam po sebi i ne postoji dobar mehanizam
za procjenu ukupnog rizika (npr gradnja nebodera, elektrana...) - a tada su automatski i
premije vece nego kod standardnih oblika. Vazno je joS i dodati da iako je svaki oblik
reosiguranja dizajniran za specificnu situaciju, nijedan oblik ne moZe osiguratelju pruZziti
potpunu zastitu od svih vrsta Stete.






Poglavlje 2

Modeliranje veliCine Stete

U ovom poglavlju cilj je iznijeti koje modele koristimo za opisivanje kako individualnih,
tako i ukupnih Steta, a veliku ulogu ¢e odigrati distribucije spomenute na pocetku. Sada
kada znamo §to je reosiguranje i kakvi sve oblici postoje, najbitnije je dati odgovor na pita-
nje kako razlikovati male i velike Stete, o cemu ¢e naposlijetku u cijelosti i ovisiti ugovori
izmedu osiguravatelja prvog reda i reosiguravatelja.

S obzirom da su glavni razlog zaSto koristiti opciju reosiguranja potencijalne upravo velike
Stete, vrlo je bitno definirati Sto u ovom kontekstu to¢no znaci veliko. U svjetlu aktuar-
skih tema potrebno je naci efektivan nacin za razlikovati prosjecne od velikih, a intuitivna
misao vodilja je usporedba distribucija Stete s eksponencijalnom distribucijom. Time bi
eksponencijalna distribucija bila distribucija kojom ugrubo receno dijelimo one iznad i one
ispod nje. Jasno je da kako god definirali velike Stete, distribucije kojima ih opisujemo mo-
raju biti slicnije onim s po€etka nego normalnoj. Takav nacin razmiSljanja nas dovodi do
viSe razlicitih klasa distribucija od kojih svaka ima zanimljiva svojstva i igra svoju ulogu u
teoriji distribucija teSkog repa.

2.1 Regularno varirajuce funkcije

Definicija 2.1.1. Za funkciju f: R, — R, kaZemo da je regularno varirajuca s indeksom
o € R ako vrijedi
lim 709 _
X—>+00 f (%)

))p

za sve 'y > 0. Nadalje, za p < 0, distribucija F je regularno varirajuca distribucija s
indeksom p ako je F(x) = 1 — F(x) regularno varirajuca funkcija s indeksom p. Slucajna
varijabla X je regularno varirajuca ako joj je pripadna distribucija regularno varirajuca.

11
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Definicija 2.1.2. Funkcija distribucije F je invarijantna na skaliranje ako postoji xo > 0 i
neprekidna, pozitivna funkcija g takva da

F(Ax) = g(DF(x)
za sve x, A za koje Ax > x

Interpretacija ove definicije bi bila promatranje parametra A kao promjenu skale jedinica
koje koristimo. Distribucije F invarijantne na skaliranje imaju svojstvo da oblik F' ostaje
nepromijenjen do na multiplikativni faktor g(4) ako mjerne jedinice skaliramo s 4. Ovo
svojstvo, unatoC elegantnoj definiciji, vrlo je osjetljivo, i ne vrijedi za mnogo poznatih
distribucija.

Primjer 1. Ocito, eksponencijalna distribucija (s parametrom u) nije invarijantna na ska-
liranje jer vrijedi
F(Ax) = e "% = F(x) - e #A-Dx

pa vidimo da ne postoji funkcija g(Q) iz definicije. Isto se i vidi i iz slike.

04 0.02 12
1
03 0.015
08
Zo2 Z o0t — 06
04
01 0.005
0z
0 0 0
60

1 15 2 25 3 35 4 4 [ 8 10 12 14 16 20 30 40 50

Slika 2.1: Eksponencijalna distribucija (s parametrom u = 1) nije asimptotski invarijantna
na skaliranje jer krivulja izgleda potpuno razlicito na vise skala

Uvjet iz definicije je naizgled vrlo snazan, pa nam je od interesa i svojstvo koje od
funkcije zahtjeva da se na ovaj nacin ponaSa samo asimptotski.

Definicija 2.1.3. Funkcija distribucije F je asimptotski invarijantna na skaliranje ako pos-
toji neprekidna, pozitivna funkcija g takva da za sve 1 > 0
. F(x)
im —
e F)

= g()
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Vidimo da se zahtjevi razlikuju jedino u tome $to asimptotska invarijantnost na skalira-
nje zahtjeva takvo ponasanje samo pri x — +oo, tj. kraée zapisano F(Ax) ~ g(A)F(x), x —
+00.

Teorem 2.1.4. Funkcija distirbucije F je asimptotski invarijantna na skaliranje ako i samo
ako je regularno varirajuca.

Dokaz. 1z definicija trivijalno slijedi da su regularno varirajuce funkcije asimptoski invari-
jantne na skaliranje, pa dokazujemo samo obratni smjer. Svojstvo asimptotske invarijant-
nosti na skaliranje implicira .
F(xyz)
im —
z—o+o0 (Z)

a isti izraz mozemo i zapisati kao

= g(xy),

F(xyz) _ Fxyz) F(xz)
F(2) F(xz) F(2)

Fxy2) F(xz) T .-
Primijetimo kako F(’;yzz) gy i F(’“Z‘; — g(x) ako z — oo, pa onda i cijeli izraz teZi u

g(x)g(y). Jedine neprekidne i pozitivne funkcije koje zadovoljavaju g(xy) = g(x)g(y) su
oblika g(x) = x? za 6 € R, pa postoji 6 takav da g(x) = x?. Po definiciji je tada F(x)
regularno varirajuca funkcija pa je i F' regularno varirajuca funkcija distribucije. O

L(xy)

o = 1 za sve

Definicija 2.1.5. Funkcija L: R, — R, je sporo varirajuca ako lim,_,,
y > 0.

Iduéi teorem daje vezu izmedu sporo i regularno varirajuéih funkcija.

Teorem 2.1.6. Funkcija f: R, — R, je regularno varirajuca funkcija s indeksom p ako i
samo ako je f(x) = x’L(x) za neku sporo varirajucu funkciju L.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je f regularno varirajuca te definirajmo L(x) = ’% Da
bismo dokazali teorem, dovoljno je pokazati da je L sporo varirajuca funkcija.

lim Lixy) _ lim fey) ¥
oo L(x)  xoe f(X) xyP

Za obratni smjer, trebamo pokazati da je f regularno varirajuca s indeksom p ako je f(x) =
x* L(x) za sporo varirajucu funkciju L. Za 'y > 0,

flxy)y . Lxy) (xy)
Im =y I Ty

=,

pa po definiciji slijedi da je f regularno varirajuca. m|
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Kao Sto Ce se kasnije pokazati, distribucijama kakvim se bavimo lako se ratunaju momenti,
uvjetne vjerojatnosti i konvolucije jer se svaka operacija svodi na integriranje ili derivira-
nje polinoma, dok je racun kod normalne ili pak lognormalne distribucije kompliciraniji.
Osnovni rezultat koji se bavi svojstvima regulrano varirajuih funkcija $to se integriranja i
deriviranja ti¢e je Karamatin teorem. Za pocetak ¢emo, zbog elegantnosti, diskutirati samo
o teoremu koji se tice integracije. Kada bi funkcija bila oblika f(#) = #, imali bismo

[t
0

p+1 p+1

=T W
£ f@de = "o+ (orl) p<-1.

Takore¢i, Karamatin teorem kaZe da se integral regularno varirajuée funkcije, barem §to se
repa tie, ponasa polinomijalno.

Teorem 2.1.7 (Karamatin teorem). i) Za p > —1 i regularno varirajucu funkciju f s indek-
som p vrijedi fox fdt ~ )

p+1
xf(x)

—(p+1)

ii) Za p < —1 i regularno varirajucu funkciju f's indeksom p vrijedi fxm f@®dt ~

Ocekivano, regularno varirajuce funkcije ponasaju se asimptotski polinomijalno 1 s obzi-
rom na derivacije. To&nije, ako f(x) = x?, tada f'(x) = ax®', tj af(x) = xf’(x). Idudi
teorem, poznat kao teorem monotone gustoce kaze da upravo ovakva vrsta veze vrijedi za
nama zanimljive funkcije, uz zamjenu = s ~, te neke manje tehnicke dopune.

Teorem 2.1.8 (Teorem monotone gustoce). Pretpostavimo da funkcija f ima derivaciju
gotovo svugdje, da je derivacija integrabilna i da vrijedi f(x) = f(0) + fox f(t)dt za svaki
X, to jest da je f apsolutno neprekidna. Ako je f regularno varirajuca funkcija s indeksom p
i ako je f' monotona od neke tocke xo, tada vrijedi xf'(x) ~ pf(x) za x — oo. Stovise, ako
je p # 0, tada je |f'(x)| regularno varirajuca funkcija s indeksom p — 1.

Dokaz. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je f neopadajuca funkcija na x > x, (dokaz
za nerastucu funkciju je sli¢an). Fiksiraju¢i a 1 b takve da vrijedi 0 < a < b moZemo
zapisati

T, ) - flax)
o fQ) £

Za x > % monotonost funkcije f” implicira
a

flaxxb—a) _ f(bx) - flax) _ f'(bx)x(b - a)
J(x) B J(x) B fo
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Buduéi da znamo da je f regularno varirajuca funkcija indeksa p, prva nejednakost je
zapravo
lim su flaxx < br-a
el ) T h-a
Nadalje, puStajuéi b | a s desne strane gornje nejednakosti i imajuéi na umu da je to
zapravo derivacija funkcije x” u to¢ki x = a dobivamo

lim sup Slaxx

p—1
xoeo f(X) ¢

Sli¢nim razmatranjem, koriStenjem druge nejednakosti 1 puStanjem a T b dobivamo

>pbp_1

Sada, ubrStavanjem a = 11 b = 1 u gornje dvije nejednakosti zakljucujemo xf"(x) ~ pf(x).
Dodatno, za p # 0 lako vidimoida f’(x) ~ p(@) povlacdi da je | f’(x)| regularno varirajuca
funkcija s indeksom p — 1. O

Jasno je da je ovaj teorem vrlo snazno i zanimljivo nam svojstvo regularno varirajuéih
funkcija. Vrijedi spomenuti jo§ jedan bitan rezultat ove teorije kojim jako precizno mozemo
opisati regularno varirajuée funkcije, a to je Karamatin teorem o reprezentaciji.

Teorem 2.1.9 (Karamatin teorem o reprezentaciji). Funkcija f je regularno varirajuca
funkcija s indeksom p ako i samo ako se moZe zapisati kao
X

t

f(x) = c(x)expi t}, Yx>z

Z
za neki z > 0, gdje je lim,_,. c(x) = ¢ € (0, 00) i lim,_, B(x) = p.
Primijetimo da funkcija nije zapisana u obliku gdje je ocito kako ima oblik potencije. No,
ako tretiramo S kao konstantu p, Sto ona u limesu i jest, tada je eksponent oblika p In(x), pa

vrijedi e?"* = x°.
Sada, koristeci prethodni teorem moZemo izravno dokazati sljedecu lemu.

Lema 2.1.10. Za sporo varirajucu funkciju L : R, — R, vrijedi

0 0
lim +*L(x) = { p< .
xX—00 00 p > 0.

Navodimo jo$ neka vaZna tehnicka svojstva ove klase, koja nee nuzno vrijediti za sve
ovdje bitne nam klase distribucija.
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Lema 2.1.11. Neka su X i Y medusobno nezavisne, regularno varirajuce slucajne varijable
s indeksima —ay i —ay redom. Tada vrijedi:

i) min {X, Y} je regularno varirajuca slucajna varijabla s indeksom —(ay + ay)

ii) max {X, Y} je regularno varirajuca slucajna varijabla s indeksom —min{ay, ay}

iii) X + Y je regularno varirajuéa sluc¢ajna varijabla s indeksom —min{ax, ay). Stovise,
vrijedi iP(X + Y > t) ~ P(max{X, Y} > 1)

Iako jednostavna i donekle intuitivna, ova svojstva pokazuju se vrlo mocna i korisna za
dokazivanje znaCajnih rezultata. Dokazat ¢emo sve tri tvrdnje, iako je tvrdnja iii) kljuna
za neke od rezultata prezentiranih u nastavku.

Dokaz. Koristimo se zapisom regularno variraju¢ih funkcija preko sporo varirajucih funk-
cija, kao u teoremu 2.1.2. Po njemu, postoje sporo varirajuce funkcije Ly 1 Ly takve da
PX>0)=t**Lx(0)iP(Y > t) = 7 Ly(¢).

i) Onda, imamo:

P(min{X,Y} > 1) = P(X > HP(Y > 1) = (1) Ly (1)

Iz definicije sporo varirajucih funkcija vidimo da je i njihov produkt sporo variraju¢, pa
slijedi tvrdnja 1).
ii) Budu¢i da {max{X, Y} > t} = {X >t} U {Y > t}, piSemo

P({max{X,Y}>1t})) =P(X > 1)+ P(Y > 1) — P(X > H)P(Y > 1).

Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavljamo da je ili ay < ay, ili @y = ay. U prvom slucaju
iz gornje jednakosti slijedi P({max{X, Y} > t}) ~ P(X > 1), odakle je max{X, Y} regularno
varirajuca s indeksom ay.
Ako je pak axy = ay, imamo P({max{X, Y} > t}) ~ P(X > ) + P(Y > 1), tj P({max{X, Y} >
t}) ~ t7(Lx(t) + Ly(2)). Opet, jer je i suma sporo variraju¢ih funkcija sporo varirajuéa,
zakljucujemo ii).
iit) Prvi korak nam je odrediti gornju i donju medu za vjerojatnost dogadaja {X + Y > ¢}.
Najprije, primijetimo da dogadaj {X > ¢} U {Y > 1} povlaci {X + Y > t}. To nam daje donju
ogradu,

PX+Y>H2PX>0)+PY >1t)—P(X > 0P >1)

Fiksirajmo sada ¢ € (0, 1/2).

Dokazimo prvo da dogadaj {X+Y > ¢} implicira {X > (1-0)t}U{Y > (1-0)t}U{X > 61, Y >
ot}. Koristeéi obrat po kontrapoziciji, dokazujemo da {X < (1-0)t}N{Y < (1 -0t} N{{X <
ot} U{Y < ot} & {X + Y < t}. MoZemo pretpostavit da vrijedi {X < 6t} (u suprotnom
je dokaz analogan). Tada, uz Cinjenicu da je i {Y < (1 — 9)¢t}, mora vrijediti i {X + Y < ¢}.
Sada moZemo dalje pisati

PX+Y>)<PX>1-01)+PY > (1-0))+PX >o)PY > o1)
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Sada ponovno razmatramo dva slu¢aja kao 1 u tvrdnji if). Ako vrijedi ay < ay, slijedi nam

P(X+Y
liminf At Y >0

oo P(X > 1)
Sli¢no, slijedi i

_ PX+Y>1 .. PX>(-01)
limsup ——— <1 =

1—6)™ < 1.
P TEX S ) T Ae . P> ) (1=9% <

Iz gornje dvije nejednakosti zakljuCujemo da P(X + Y > f) ~ P(X > 1), t — oo. Iz toga
slijedi da je X + Y regularno varirajuca s indeksom —ay te da vrijedi P(X + ¥ > 1) ~
P(max{X, Y} > t) (koristeéi se dokazom 7).
Konacno, preostao je slucaj ay = ay. Koristeéi istu logiku kao i u prvom slucaju, moze se
pokazati

PX+Y>)~PX>1)+PY >1)

To naravno opet implicira da je X +Y regularno varirajuéa s indeksom —ay, te daP(X+Y >
1) ~ P(max{X,Y} > t). ]

2.2 Subeksponencijalne distribucije

Od interesa nam je joS jedna klasa distribucija. Najprije, vazno je jo§ jednom napomenuti
kako je cilj rada predstaviti adekvatne modele za velike Stete, a upravo to pitanje velicine je
ono $to nam se namece. Neka su X, X», ..., X, sve Stete koje se odnose na neku imovinu,
neka je S, = X, X; zbroj ukupne Stete te neka je M, = max{X,,X,,...,X,} najveca od
njih. Jedna od mogucih interpretacija velike Stete je sljedeca.

Prema primjeru iz pocetka, kada bismo promatrali zbroj visina nasumi¢no odabranih 100
ljudi, ili pak zbroj objava na Twitteru istih, i kad bi nekim slu¢ajem taj broj bio iznimno
velik, razliciti bi bili razlozi koji leZe u pozadini tih pojava. U prvoj situaciji pretposta-
vili bismo kako su svi odabrani ljudi iznadprosjecno visoki, dok bi se u drugoj situaciji
nametalo postojanje osobe s iznimno velikim brojem objava. Prelaskom na kontekst re-
osiguranja i Steta, kada bismo znali da je broj smrti u npr. potresima velik, lako bismo
zakljucili da je postojao jedan jako smrtonosan potres, a ne jako puno manjih bez ikak-
vih posljedica. Navodeni time, moZemo reci kako je Steta velika ako je zbroj svih Steta
pretezno odreden upravo njom. Matemati¢ka intepretacija ove pojave u literaturama jos se
naziva i princip katastrofe, a kaze

Definicija 2.2.1 (Princip katastrofe). Za distribuciju F kaZemo da zadovoljava princip ka-
tastrofe ako vrijedi
P, >t ~PWM, >1)
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Ovo svojstvo je poprilicno snazno, jer nam daje odgovor na pitanje radi ¢ega tocno je
promatrana suma velika, a apriorni je razlog za to mogao biti bilokoji. Nalazimo ga u
brojnim oblicima, a jedan od njih je i zapis preko uvjetnih vjerojatnosti.

P(M, >1,S,>1 P(M,>1)
PS,>t  PS,>1

PM, >t]|S,>1 = — 1,kako r— oo.

Ovo naglasava Cinjenicu da ako vrijedi princip katastrofe, onda je vrlo vjerojatno da e
maksimum od n uzoraka biti veci od ¢ ako znamo da je zbroj uzoraka veéi od . Dakle,
dogadaj da je suma neobicno velika je, s vrlo velikom vjerojatnoscu, rezultat upravo jed-
nog velikog “katastrofalnog” dogadaja.

Naprimjer, ve¢ spomenute regularno varirajuce distribucije zadovoljavaju ovaj princip.
Unato¢ tome Sto ga velika klasa distribucija zadovoljava, ovaj princip nece vrijediti za
bas$ sve distribucije spomenute u radu. Za razliku od principa katastrofe, princip zavjere
uskladen je s naSom intuicijom o tome kako se neocekivano veliki dogadaji ponasaju - kao
kombinacija velikog broja ¢imbenika. To Cini princip zavjere na neki nacin intuitivnijim
od principa katastrofe za vecinu ljudi. Medutim, manje je snaZan jer u mnogo slucajeva
ne pruza tako “jednostavno” objaSnjenje za rijetke dogadaje. Kao u slucaju principa katas-
trofe, formaliziranje pojma principa zavjere je najprirodnije u smislu repa sume slucajnih
varijabli. Konkretno, princip zavjere podrazumijeva da rep zbroja slucajnih varijabli domi-
nira nad repom maksimalnog elementa u zbroju. Tako je zadovoljeno

P(M, >1t|S,>1t)— 0,kako t— oo.

Bududi da je naS fokus na distribucijama teSkog repa, prvenstveno ¢emo se fokusirati na
princip katastrofe. Njegova vaZznost dovela je do smislene definicije klasa distribucija na-
zvane subeksponencijalne distribucije koje odgovaraju to¢no onim distribucijama za koje
vrijedi princip katastrofe, iako veza izmedu te klase 1 definicije principa u pocetku nece biti
ocita. Najklasicnija definicija klase subeksponencijalnih distribucija je iduca.

Definicija 2.2.2. Distribucija F je subeksponencijalna distribucija ako vrijedi da je za sve
n > 2 nezavisne sluc¢ajne varijable X1, X5, ..., X,, s funkcijom distribucije F zadovoljeno

P(S, >1) ~nP(X; >1)

To kompaktnije jo§ zapisujemo i kao F(x)” ~ nF(x). Ova klasi¢na definicija ne daje
odmah do znanja kako su subeksponencijalne distribucije povezane s principom katastrofe,
medutim, jednostavnim raCunom to je lako uvidjeti. Konkretno, moguce je vidjeti da je
P(X, > t) asimptotski jednako P(M,, > 1):

CBM, >0 1-(-Foy . 1=0-nFO+[()F0 - .)
Iim——=lim———— =1lim —
=0 P(X) > 1) 1o F(1) oo @)

=n



2.2. SUBEKSPONENCIJALNE DISTRIBUCIJE 19

Gornji racun govori da je rep maksimuma 7 slucajnih varijabli proporcionalan n puta repu
pojedinacne slucajne varijable, pa vidimo da je subeksponencijalnost ekvivalentna principu
katastrofe. Formalnije,

Lema 2.2.3. Neka su X, X», .., X,, nezavisne slucajne varijable s funkcijom distribucije F.
Tada su iduce tvrdnje ekvivalentne:

i) F je subeksponencijalna distribucija

ii) F zadovoljava princip katastrofe, to jest P(S, > t) ~ P(M,, > t) za sve n > 2.

Koriste¢i Lemu 2.1.11., jasno vidimo kako sve regularno variraju¢e funkcije zadovoljavaju
princip katastrofe, pa direktno iz prosle leme zakljuc¢ujemo

Teorem 2.2.4. Sve regularno varirajuce distribucije su subeksponencijalne.

Posebno, ispostavlja se da nije ni potrebno da definicija subeksponencijalnosti vrijedi za
sve n > 2,ve€ ako vrijedi za n = 2 onda nuzno vrijedi i za sve n > 2. Nadalje, ako vrijedi
zaneki n > 2, nuZzno vrijedi i za n = 2 i, posljedi¢no, za sve n > 2. Takvo razmatranje je
sazeto u iducoj lemi, koju navodimo bez dokaza.

Lema 2.2.5. Neka su X, X, ..., X, nezavisne slucajne varijable s funkcijom distribucije
F. Tada su iduce tvrdnje ekvivalentne:

i) F je subeksponencijalna distribucija, to jest P(S, > t) ~ nP(X; > t) za sven > 2

i) PX, + X5 >1) ~2P(X; > 1)

iii) P(S,, > 1) ~ nP(X, > 1) zanekin > 2

Iako nam prethodna lema podosta olakSava zadatak provjere subeksponencijalnosti, to
1 dalje nije lak posao. Ova klasa Cesto je koriStena kao kandidat za distribuciju kojom mo-
deliramo velicine Steta, ali i u brojnim drugim vjerojatnostim kontekstima od kojih ¢emo
neke opisati kasnije. Glavni nedostaci subeksponencijalnih distribucija su ti Sto su defini-
rane samo preko limesa (a to je u praksi tesko provjeravati) i §to nisu definirane parametar-
skim uvjetom. Do sada je subeksponencijalna klasa na neki nacin prkosila reprezentaciji
pa je izazovan problem procijeniti dolazi li skup aktuarskih podataka iz subeksponenci-
jalne distribucije ili ne. Nadalje, poznato je da skup subeksponencijalnih distribucija nije
zatvoren ni pod konvolucijom ni pod konveksnim kombinacijama. Sve su to razlozi zaSto u
praksi izbjegavamo tu klasu kao takvu, vec se radije odluc¢ujemo za distribucije koje su sub-
eksponencijalne, ali u isto vrijeme i sadrZe dovoljno parametara. Medu mnogim parame-
triziranim primjerima u klasi subeksponencijalnih distribucija spominjemo lognormalnu
razdiobu, Pareto razdiobu 1 kasnije definirane distribucije Pareto tipa, kao i ne-normalne
stabilne distribucije. U cilju nam je dati nasSu definiciju distribucija repa tezeg 1 lakSeg od
eksponencijalne, kao i distribucija dugog repa, a zatim i uspostaviti veze izmedu svih na-
vedenih klasa.
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Definicija 2.2.6. Za distribuciju F kaZemo da je dugog repa ako za svaki y € R vrijedi

. F(x+y)
Iim ——— =

= I,

to jest F(x +y) ~ F(x). Za nenegativnu slucajnu varijablu kaZemo da je dugog repa ako je
njena odgovarajuca funkcija distribucije dugog repa.

Definicija 2.2.7. KaZemo da je distribucija F teskog repa (teZeg od eksponencijalne) ako
za svaki u >0

() _

eHx

-F
lim sup _—#(x) = lim sup
e X

X—00 X—00

dok su distribucije lakog repa (lakSeg od eksponencijalne) one za koje

: 1-F(x) _ .. F(x)
limsup ——— = hmsup? =0

X—00 eH X—00

kako x — .

Definicija za sluCajne varijable vrijedi svugdje analogno. Sada, od interesa nam je dokazati
1iskazati teorem koji govori o odnosu subeksponencijalnih distribucija i distribucija teSkog
repa. Njegova vaznost je ta Sto u dokazu koristi i klasu distribucija dugog repa, to jest preko
nje uspostavlja odnos svih klasa.

Prvo, dokaZimo jednu tehni¢ku lemu.

Lema 2.2.8. Neka je X slucajna varijabla. Ako vrijedi

liminf —InPX'>x) _

X—00 X

0,

onda je X teskog repa.

Dokaz. Neka je X slucajna varijabla s distribucijom F koja zadovoljava izraz iz iskaza. To
implicira da postoji strogo rastuci niz (x; ) koji zadovoljava lim,_,, x;, takav da je

In(F
o InFe)
k—o0 xk
Sada, za dani u > 0, postoji ko € N takav da
In(F
_IntF) <£ vik> ko

Xk
— F(x)>e T Vk>k

F ux,
S T

e HXk
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Sada lako vidimo da je limy_,c f _(ﬂ‘k) = oo. Budu¢i da ovo vrijedi za svaki u > 0, po definiciji
smo dokazali da je F' teSkog repa. O

Teorem 2.2.9. Subeksponencijalne distribucije su distribucije teskog repa.

Dokaz. Najprije pokazimo da je subeksponencijalna distribucija F' distribucija dugog repa,
tj. da zadovoljava ekvivalentnu definiciju

mF(t—y)

= F(1)

=1, Vy>0

Neka su X;, X, nezavisne slucajne varijable s distribucijom F. Prisjetimo se da F?*(¢) :=
P(X; + X; > 1). Buduéidaje P(X; + X, > ¢) = P(X; > 1) + P(X; <t,X; + X, > 1), vrijedi
F>(@) = F(t) + fot F(t — u)dF (u). Takoder, iz definicije subeksponencijalnosti znamo da je

Fz*(t)

lim,_, Fo = 2. Iz prethodnog razmatranja vidimo da vrijedi zapis

Fr(y  F@+ [j FG - wdF ()

b

Fao F(
Sto nam daje
im [P g = 1.
= Jo F(2)

Oznacimo funkciju pod gornjim limesom s I(¢). Fiksiraju¢i y > 0, moZemo ograniciti /(¢)
na sljedeci nacin:

~ Y F(t — u) "F(t —u) )’)f _
I(t)—f(; 0 dF(u)+jy‘ 70 dF(u)Zj(; dF(u)+ dF(u) =

Fay+ £C (_)y ) (F(t) - Fo),

pa onda vrijedi
F(t - y 10 -FO)
F(1) =F (t) - F(y)
Kako znamo da lim,_,, 1(¢) = 1, zakljuCujemo

I F(r - y)
im sup
t—00 F(l)

S druge strane, jer vrijedi F(t — y) > F(f) imamo i

limi fF(t—y)

o0 (1)
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Ovime je dokazano da F zadovoljava definiciju s pocetka dokaza, tj da je F distribucija
dugog repa. Kada bismo dokazali da taj uvjet povlaci da je F i distribucija teskog repa,
tvrdnja teorema bi bila dokazana u potpunosti.

Prethodna lema kaZe da je dovoljno dokazati da je liminf,_,, = 0. Time vodeni,
definirajmo Y¥(r) = —In(P(X > r)). Lako se vidi da definicija dugog repa implicira da
lim,_,(Y(t) —¥(t — 1)) = 0. Zato, za € > 0 postoji t, > 0 takav da ¥Y(r) - ¥(r— 1) < e za
sve t > ty. Bududi da je ¥ neopadajuéa funkcija, slijedi da za t > ¢,

YO <WYr-1D+e<¥Yr-2)+2e<--- <Y¥(ty) + [t —to]e,

—InP(X>x)
X

pa je limsup,_, @ < €. PuStanjem € | 0, dobijamo lim sup,_, & < 0. Kako znamo da

je ¥(#) > 0, zakljuCujemo

P(t
lim ¥ =0,
t—00 t
pa je po prethodnoj lemi dokazana tvrdnja. m|

U dokazu prethodnog teorema uspostavljena je veza subeksponencijalnih distribucija i dis-
tribucija teSkog repa preko distribucija dugog repa. Kompletan vizualni prikaz odnosa
klasa distribucija nalazi se na Slici 2.2.

Regularno varirajuce distribucije

Subeksponencijalne distribucije

Distribucijedugog repa

Distribucije teSkog repa

Slika 2.2: Medusobni odnos dosad navedenih klasa distribucija
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Primjeri i primjene
S obzirom na dan pregled subeksponencijalnih distribucija u gornjem dijelu, cilj nam je

1 dati primjer kako svojstva subeksponencijalnih distribucija mogu biti mo¢ni analiticki
alati, omogucujuci analizu u Sirokom spektru primjena.

Slu¢ajne sume

Bududi da klasa subeksponencijalnih distribucija sluzi kao formalizacija principa katas-
trofe, prirodno je da se njena Cesta primjena u okruZenjima koji su u temelju povezani
s nekim oblikom slucajne sume. U industriji se Cesto srZ analize oslanja na razumijeva-
nje vrlo jednostavnog procesa — sume slucajnog broja nezavisnih jednako distribuiranih
slucajnih varijabli. Primjer s poCetka poglavlja, to jest broj smrtnih slucajeva od potresa
u odredenoj godini razumno je modelirati na nacin da postoji nasumican broj potresa u
godini i da su brojevi smrti od svakog nezavisni i jednako distribuirani. Naravno, i dis-
tribucija broja potresa i broja smrtnih slucajeva u potresu su tesSkog repa. Slican model bi
mogao obuhvatiti i druge prirodne pojave, radi ¢ega nam je u kontekstu reosiguranja ovo i
posebno bitno.

Neka je {X};>1y niz nezavisnih jednako distribuiranih sluCajnih varijabli s ocekivanjem
E(X) te neka N poprima vrijednosti u N i nezavisan je s {X;};>1;. Cilj nam je opisati

N
SN = ZXl
i=1

U toj analizi od velikog znacaja nam je Waldova jednakost.

Lema 2.2.10 (Waldova jednakost). Vrijedi jednakost

N
E(Sy) =B()_ X)) = B(N)E(X),

i=1

s tim da obje strane mogu biti jednake +oo.

Waldova jednakost govori da, s obzirom na ofekivanje, mozemo zanemariti ¢injenicu da
je N slucajan. Da smo uzeli upravo N za neku fiksnu konstantu n € N, tada vrijedi
E[S,] = nE[X], a Waldova jednakost jednostavno zamjenjuje n s E[N]. lako je Waldova
jednakost vrlo koristan rezultat, nije uvijek dovoljno imati samo karakterizaciju ocekivanja
S v, vec Cesto zelimo znati i Var(S y), ili ¢ak cijelu distribuciju od S y. SreCom, nije tesko
generalizirati Waldovu jednakost. Na primjer, varijanca slu¢ajne sume Sy jo$ uvijek ima
zgodnu zatvorenu formulu

Var(S y) = E(N)Var(X) + (E(X))*Var(N)
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Moguce je iéi i dalje od same varijance 1 izvesti Waldove nejednakosti za rep slucajnih
suma. Medutim, rezultati o repu S y nisu tako opceniti kao Waldova jednakost i oslanjaju
se na koriStenje specifi¢nih svojstava distribucija. Zapravo, kao S$to pokazujemo u nastavku,
rep nasumicnih zbroja moZe se ponasati razli¢ito ovisno o tome jesu li X; i (ili) N teskog ili
lakog repa. Ovdje klasa opisanih subeksponencijalnih distribucija pokazuje svoju vaznost
(kao i klasa regularno varirajuéih distribucija).

Diskusiju pocinjemo razmatranjem ponasanja repa distribucije. Prirodno bi bilo ocekivati
ponasanje poput ovoga videnog u Waldovoj jednakosti, kao da je slu¢ajna varijabla N kons-
tanta n. Kada bi to bio slucaj, i kad bi X; bile subeksponencijalne, vrijedilo bi

N
P(Z X; > £) ~ E(N)P(X, > £)

i=1

Bilo bi vrlo zgodno kad bi gornja formula vrijedila 1 za slu€ajnu sumu, uz zamjenu n sa
E(N). Idu¢i teorem kaze da je to istina ukoliko je N lakog repa.

Teorem 2.2.11. Neka je X, X,, ... beskonacan niz nezavisnih jednako distribuiranih su-
beksponencijalnih slucajnih varijabli te neka je N slucajna varijabla lakog repa nezavisna
od niza. Tada,

N
P(Z X; > 1) ~ nP(X, > £).

i=1

Dokaz. 1deja dokaza je da zapiSemo nasu slucajnu sumu tako da moZemo iskoristiti defi-
niciju subeksponencijalnih distribucija. Ako je distribucija X dana s F, uvjetovanjem po
N, imamo

N
P(Z X, > 1) = Z P(N = i)F™(7)
i=1 ieEN
F*@ _ ..

Gledajuéi limes, zapisujemo ovo u obliku na koji mozemo primijeniti lim,_,q, Fo =L

PN X >t F¥
lim PQi= Xi >0 _ im Z (l)P(N = i).
>0

t—o00 P(Xl > f) N Fl(t)

Pretpostavkom da smijemo uci s limesom pod znak sume, dobivamo
lim =
t—00 P Fl(l‘)

PN =1) = Z iP(N =1i) = E(N)

ieN

Preostaje opravdati zamjenu poretka sumacije i limesa. To radimo pozivanjem na teorem o

dominiranoj konvergenciji, to jest pronalaskom niza B; koji je gornja meda od I;Ig)) P(N =)
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1 za kojeg vrijedi ;e B; < oo. Koristit cemo tehnicki rezultat da za svaki € > 0, postoji
K > 0 takav da je '; ((l’)) < K(1 + €)', &iji dokaz nije u domeni ovog rada. Uzimanjem
Bi = K(1 + €)'P(N = i), imamo Y ;. 8; = E((1 + €)"). Ovo je za dovoljno mali € kona¢no

radi ¢injenice $to je N distribucija lakog repa. O

Karakterizacija slucajne sume u prethodnom teoremu oslanja se na Cinjenicu da su X;
teSkog repa, a N lakog. U tom slucaju imamo jednostavan oblik za rep sluCajne sume
koji slijedi intuiciju izvedenu iz Waldove jednakosti. Ono Sto sada ostaje jest razumjeti Sto
se dogada kada su stvari obrnute i distribucija N je dominantna, tj. kada je N teSkog repa a
X; lakog. Intuitivno je ocekivati da Ce rep slucajne sume biti odreden repom od N. Kao u
prethodnom primjeru, razmatramo $to bi se dogodilo da je X; deterministicka vrijednost x.
U tom slu€aju, ponasanje sume je jednostavno:

P(Zx>t) P(Nx > f) = P(N > )

i=1

Dakle, moglo bi se pretpostaviti da bi ova formula trebala nastaviti vrijediti i za rep slu¢ajne
sume, jednostavnom zamjenom x s E(X). Ta pretpostavka opet je to¢na. Posebno, kada
je X; je lakog repa, a N teSkog (konkretno kada je regularno varirajuca), slucajnu sumu
mozemo okarakterizirati na sljedeci nacin.

Teorem 2.2.12. Neka su X; slucajne varijable lakog repa i neka je N regularno varirajuca
s indeksom —a (a > 0). Tada:

P(ZX > f) ~ P(N > m)

Teorem ne¢emo dokazivati, ali vazno je istaknuti da ne vrijedi generalna tvrdnja za distri-
bucije teSkog repa, dakle bitna nam je pretpostavka da je N regularno variraju¢a. Svojstvo
koje je pak nuZan uvjet za P(XX, X; > 1) ~ P(N > =L-) je takozvana neosjetljivost na
korjenovanje, to jest

E(X)

P(N > x) ~ P(N > x — Vx).

2.3 Teorija ekstremnih vrijednosti

Teorija koja igra veliku ulogu u ovoj prici je 1 teorija ekstremnih vrijednosti, a odgovora na
pitanja od interesa u vezi ekstremnih dogadaja. Alternativni nacin definiranja velikih Steta
mozemo zapoceti promatrajuéi ponaSanje maksimuma, koje je takoder usko povezano s veé
spomenutim konceptom PML-a. SrediSnji rezultat ove teorije je Fisher-Tippett-Gnedenko
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teorem, koji specificira oblik grani¢ne distribucije za maksimume slu€ajnih varijabli centri-
rane i normalizirane konstantama. Tri su familije moguc¢ih grani¢nih distribucija, a poznate
su kao distribucije ekstremnih vrijednosti. U ovom odjeljku formalno ¢emo ih definirati i
izvesti njihove maksimalne domene privlacnosti i prikladne konstante za centriranje i nor-
malizaciju. Ista pitanja korisno je postaviti i za sume slu€ajnih varijabli, no rezultati nisu
analogni. Centrirajuce i normaliziraju¢e konstante ima smisla odabrati kao odredene kvan-
tile funkcije distribucije koja je u pozadini, a za formalnije iskazati i eventualno doakazati
glavne rezultate oslonit ¢emo se na teoriju iz proslog odjeljka.

Kroz cijelo poglavlje X, X, X», ... bit ¢e niz nezavisnih i nedegeneriranih jednako distri-
buiranih slucajnih varijabli sa zajedni¢kom funkcijom distribucije F. Promatrat ¢emo i
maksimum uzorka M, = max{Xi, X»,...X,,}, a dobivene rezultate lako moZemo prilagoditi
1 za minimum Koriste¢i min{X;, X,, ...} = —max{—X;, = X5, ... — X,;}. Budu¢i da se ekstremi
oni dogadaji bliZi gornjem kraju nosaca distribucije F', asimptotsko ponaSanje M, mora biti
povezano s desnim repom od F, blizu njene desne krajnje tocke. Oznacavamo s

xp=sup{xeR: F(x) <1}
desnu krajnju toc¢ku distribucije F. Odmah vidimo da za x < xp,
P(M, < x)=F"(x)— 0, n—,
a ako je xp < o0, za x > xp vrijedi
P(M, < x)=F"(x) = 1.

To znaci da M, konvergira po distribuciji prema konstanti xz, pa samim time i po vjerojat-
nosti. Budu¢i da onda M,, ima podniz koji konvergira gotovo sigurno, i da je neopadajuc,
slijedi da i M, konvergira gotovo sigurno prema xr. Medutim, taj nam rezultat nije toliko
znacCajan, ve¢ ¢emo kao Sto je najavljeno promatrati slabu konvergenciju centriranih i nor-
miranih maksimuma. To pitanje je na neki nacin analogon centralnog grani¢nog teorema
u teoriji ekstremnih vrijednosti. Zanima nas koje sve distribucije i odgovarajuce konstante
zadovoljavaju identitet

max{X;, X5, .. X,,} 4 c, X +d,

To pitanje je ekvivalentno pitanju koje klase od F su do na afine transformacije zatvorene
na maksimum.

Definicija 2.3.1. Slucajna varijabla X je maksimalno stabilna ako zadovoljava gornji iden-
titet za nezavisne jednako distribuirane varijable X, X,,...X,, i odgovarajuce konstante
c,>0,d, €R, zasvakin > 2.
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Odsada ¢emo konstante c,, d, zajednickim imenom zvati normiraju¢e konstante. Buduci
da je gornja jednakost ekvivalentna s

Mn_dn

Cn

4.

zakljucak Ce biti da je svaka maksimalno stabilna distribucija grani¢na distribucija za mak-
simum nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli. StoviSe, maksimalno stabilne
distribucije su jedini kandidati za grani¢ne distribucije normiranih maksimuma.

Teorem 2.3.2. Klasa maksimalno stabilnih distribucija je ekvivalentna klasi svih mogucih
granicnih distribucija (nedegeneriranih) za prikladno normirane maksimume nezavisnih
Jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli.

Tako dolazimo do osnovnog teorema, koji formalno kaze:

Teorem 2.3.3 (Fisher-Tippett-Gnedenko). Neka je {X,},>1 niz nezavisnih jednako distribu-
iranih slucajnih varijabli. Ako postoje normirajuce konstante c, > 0,d, € R i nedegeneri-
rana funkcija distribucije H takva da je zadovoljeno

M_
n dni)H’

Cn
tada H pripada jednoj od tri moguce familije funkcije distribucija
0 x<0
exp{—x*} x>0

1 x>0
exp{—(—x)*} x<0

Fréchet—Pareto :  ¢,(x) = {

Weibull :  ,(x) = {

Gumbel :  A(x) = exp{—exp{—x}}, x € R
zaa > 0.

Grani¢na distribucija o kojoj je rije¢ u gornjem teoremu je jedinstvena samo do na afine
transformacije, to jest ako vrijedi lim,_,c P(@ < x) = H(xc + d), tada je H(x) takoder
grani¢na distribucija, ali za transformirane norr}}lirajuée konstante:

lim, e P(2=22 < x) = H(x), gdje su a, = 2,b, = d, — 2.

Unato¢ éinje;lici da se distribucije ¢,, ¥, 1 A poptuno razlikuju po tome $to njima modeli-
ramo, postoji jasna matematicka veza medu njima.

X ima funckiju distribucije ¢,
& In X? ima funckiju distribucije A

& — X 'ima funkciju distribucije ¥,
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Ukratko, Fisher-Tippett-Gnedenko teorem kaze da tri moguce vrste distribucija koje zado-
voljavaju spomenutu relaciju odgovaraju:

e Fréchet—Pareto: M, utx
e Weibull: M, 43X
e Gumbel: M, 4 X+1Inn

Ove tri familije distribucija zajednickim imenom zovemo distribucije ekstremnih vrijed-
nosti.

Primjer 2 (Maksimum eksponencijalnih slucajnih varijabli). Neka je {X,},>1 niz jednakod
istribuiranih medusobno nezavisnih eksponencijalnih varijabli s parametrom A = 1. Tada
jeP(M,—Inn<x)=PX <x+1Inn))"=(1 - %)" — exple™} = A(x), x e R

Definicija 2.3.4 (Maksimalna domena privlacnosti). Za slucajnu varijablu X kazZemo da
pripada maksimalnoj domeni privlacnosti (maximum domain of attraction) distribucije ek-
stremnih vrijednosti H ako postoje normirajuce konstante c, > 0,d, € R takve da vrijedi

Mn_dn

Cn

d
-

Jos pisemo i X € MDA(H).

Lema 2.3.5 (Karakterizacija MDA(H)). Funkcija distribucije F pripada maksimalnoj
domeni privlacnosti distribucije ekstremnih vrijednosti H s normiraju¢im konstantama
¢y > 0, d, € R ako i samo ako lim,_,. F(c,x + d,) = —In H(x), x € R. Kada je H(x) = 0,
gornji limes interpretiramo kao oo.

Cilj nam je odrediti maksimalnu domenu privlacnosti distribucija ekstremnih vrijednosti
koriste¢i uvedene pojmove. Uvjerit ¢emo se da to nije teSko za Weibullovu i Fréchet-
Paretovu, dok je za Gumbelovu to tezi zadatak. Uvodimo koncept iz kojeg nam slijedi
jedna klasa ekvivalencije na skupu funkcija distribucija.

Definicija 2.3.6 (Ekvivalencija repova). Dvije funkcije distribucije F i G su ekvivalentnog
repa ako imaju istu desnu krajnju tocku, xp = xg, i zadovoljeno je
. F(x)
Iim —= =
e G(x)

B

za neku konstantu 0 < ¢ < oo.
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Svaka maksimalna domena privlacnosti zatvorena je s obzirom na ekvivalenciju repova,
to jest za F i G ekvivalentnog repa, F € MDA(H) ako i samo ako G € MDA(H). Cak
StoviSe, za dvije distribucije ekvivalentnog repa moZemo uzeti iste normirajuée konstante.
Taj rezultat pokazuje se vrlo koristan, buduéi da racunanje istih moze biti kompliciran
postupak. Buduc¢i da je maksimum na neki nacin M,, empirijska verzija (1 — i)—tog kvantila,
ima smisla promatrati kvantilnu funkciju.

Definicija 2.3.7 (Kvantilna funkcija). Neka je F funkcija distribucije. Tada funkciju oblika
F(t) = inf{x e R : F(x) > 1}
zovemo kvantilna funkcija od F. x, = F<(t) oznacava t-ti kvantil od F.

Sljedeci niz tvrdnji 1 teorema, zbog svoje kompleknosti, a 1 cilja da naglasak bude na in-
tuiciji 1 primjerima, biti ¢e uglavnom dani bez dokaza, a odnosit ¢e se na ve¢ najavljenu
karakterizaciju maksimalnih domena atrakcija distribucija ekstremnih vrijednosti. Disku-
siju o maksimalnoj domeni atrakcije od ¢, za @ > 0, zapo¢injemo razvojem u Taylorov
red

1 —¢o(x)=1-exp{—x} ~x% x> o0

MozZe se pokazati da se maksimalna domena atrakcije od ¢, sastoji od regularno varirajucih
distribucija F s indeksom —a. Za F € MDA(H), d, moZe biti 0, a ¢, izraZzavamo kao

c, = F(1 —n_l):inf{xeR:F(x)zl—n_l}:inf{xeR:(l_;F(x))Zn}z

1 —
= (1——F(x)) (n).

Formalnije,

Teorem 2.3.8. Funkcija distribucije F pripada maksimalnoj domeni atrakcije od ¢, > 0
ako i samo ako F(x) = x~*L(x) za neku sporo varirajucu funkciju L. Dodatno, normirajuce
konstante odabiremo kao u gornjem racunu.

Ukratko, vrijedi F € MDA(¢,) © F je regularno varirajuca s indeksom — . VaZno je
primijetiti kako ovaj teorem implicira da svaki F € MDA(¢,) nema desnu krajnju tocku,
tj xp = oco. Von Mises je pronaSao lako provjerljiv uvjet za provjeru maksimalne domene
atrakcije preko funkcije gustoce distribucije.

Lema 2.3.9 (Von Misesov uvjet za ¢, ). Neka je F apsolutno neprekidna funkcija distribu-
cije s funkcijom gustoce f. Ako vrijedi

xf(x)

= F(x)

=a >0,

tada je i F € MDA(¢,).
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Idu¢i rezultat daje nam uvid u strukturu skupa MDA(¢,,), a pokazuje se i kao bitan rezultat
pri raCunanju normirajuéih konstanti.

Teorem 2.3.10 (Zatvorenost MDA(¢,,)). Neka su F i G funkcije distribucije i neka je F €
MDA(¢,) s normirajucim konstantama c, > 0, to jest

lim F"(c,x) = ¢o(x), x> 0.

Tada vrijedi
lim G"(c,x) = ¢o(cx), x>0

za konstantu ¢ > 0 ako i samo ako su F i G ekvivalentnog repa s

. F(x)
lim —— =
X—00 G(x)

(04

Primjer 3. Ako promatramo distribucije oblika F(x) ~ Kx®, za K,a > 0, ocito je F regu-
larno varirajuca s indeksom —a, pa je i F u MDA(¢,,). Konstante c,, odabiremo identicnim
racunom kao u gornjim rezultatima, pa vrijedi c, = (Kn)«, to jest

(Kn)7 M, 5 .
Slicno, i Cauchyjeva distirbucija se nalazi u MDA(¢,).

Odgovarajuci rezultati daju se izvesti i za . Najprije, bitno je istaknuti da sve funkcije
distribucije iz MDA(¥,) imaju konacnu desnu krajnju tocku xr. Ve otprije znamo da
vrijedi

Yo(=x") = ga(x), x> 0.
Navodimo analogni teorem o karakterizaciji maksimalne domene privla¢nosti za Weibullov
slucaj.

Teorem 2.3.11. Funkcija distribucije F pripada maksimalnoj domeni atrakcije od ¥, @ >
0, ako i samo ako xp < oo i F(xp — x™') = x™*L(x) za neku sporo varirajucu funkciju L.
Dodatno, normirajuce konstante odabiremo kao ¢, = xp — F<(1 = n™"), d, = xp. Tako

imamo,
M, — xr d

xp—F<(1 -n") = Vo

Radi ograniCenosti nosaca funkcije distribucije s desna, Weibullov slucaj nije najpogod-
niji za modeliranje ekstremnih dogadaja u reosiguranju. lako ¢e svakako postojati gornja
ograda za Stetu, makar izuzeno visoka, ne treba nam dodatan parametar. Svakako, u pri-
mjeni se vise fokusiramo na MDA(A) i MDA(¢,) jer nam je u cilju dopustiti proizvoljno
veliki iznos u uzorku. Sto se ti¢e Von Misesovog uvijeta, formulacija je sljedeca:
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Lema 2.3.12 (Von Misesov uvjet za ¥,). Neka je F apsolutno neprekidna funkcija distri-
bucije s funkcijom gustoce f pozitivnoj na nekom konacnom intervalu (z, xg). Ako vrijedi

. (r -0 f(0)
m —m———=

li

— a >0,
xTxp F(x)

tada jei F € MDA(Y,).
Analogna tvrdnja teoremu zatvorenosti za MDA (¢, ) glasi:

Teorem 2.3.13 (Zatvorenost MDA(Y,,)). Neka su F i G funkcije distribucije s jednakim
desnim krajnjim tockama xrp = xg i neka je F € MDA(Y,) s normirajucim konstantama
cn > 0, to jest

lim F"(c,x + xp) = ¥o(x), x <O.

n—oo

Tada vrijedi
lim G"(c,x + xr) = Yu(cx), x <0,

n—oo

za konstantu ¢ > 0 ako i samo ako su F i G ekvivalentnog repa s

MoZemo re¢i da MDA(y,) pripadaju distribucije koje zadovoljavaju Von Misesov uvjet i
one njima ekvivalentnog repa.

Primjer 4 (Uniformna distribucija). Promatramo uniformnu distribuciju na [0, 1]. OCcito
je xp = livrijedi F(1 — x™') = x7!, §to je regularno varirajuéa funkcija s indeksom -1. Po

_ d
prethodnim teoremima, ¢, = F(1 —n™') = n™!, pa zakljucujemo da vrijedi M’;l_l — Y,

Kada je rije¢ o Gumbelovom slucaju ve¢ smo napomenuli kako je situacija sloZenija.
MDA(A) sadrzi pregrst raznih funkcija distribucija za koje pojmovi regularne varijacije
nisu sami po sebi dovoljni da ih u potpunosti opiSu, pa definiramo novu klasu funkcija.

Definicija 2.3.14 (Von Misesova funkcija). Neka je F distribucija s krajnjom desnom
tockom xp < oo. Pretpostavimo da postoji 7 < xg takav da se F moZe prikazati u obliku

_ X 1
F(X)=c-exP{—f %dt}, 7 < x < Xxp,

gdje je c pozitivna konstanta i a(-) pozitivna, apsolutno neprekidna funkcija s gustocom a’
tako da vrijedi lim,y,, a’(x) = 0. Tada F zovemo Von Misesovom funkcijom, a funkciju a(-)
pomocnom funkcijom od F.
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Prvo §to moZemo uociti je da ovaj prikaz ima sli¢an oblik kao onaj iz Karamatinog teorema
o reprezentaciji. Zamjenom a(t) = % za B(t) > a € (0,00), imamo isti izraz kao iz
teorema, i F je regularno varirajuca s indeksom —a.

Primjer 5 (Eksponencijalna distribucija). Ovo je najjednostavniji oblik Von Misesove funk-
cije jer F(x) = e, x>0, A > 0. Pomocna funkcija je a(x) = A7\.

Ovakve funkcije ne daju sve moguce kandidate za MDA(A), ali uz manje modifikacije
mozemo ju opisati u potpunosti. Zato dajemo sljede¢u mogucu karakterizaciju tog skupa.

Teorem 2.3.15. Funkcija distribucije F s desnom krajnjom toc¢kom xp < oo pripada mak-

simalnoj domeni privlacnosti od A ako i samo ako postoji neki 7 < xp takav da se F moZe

prikazati u obliku

0
a(t)

gdje su c, g izmjerive funkcije koje zadovoljavaju c(x) — ¢ > 0, g(x) = 1 kako x T xp i a(x)
Jje pozitivha, apsolutno neprekidna funkcija s gustocom a’ takvom da vrijedi limy,, a’(x) =
0.

Za normirajuce konstante uzimamo d, = F<(1 —n™") i ¢, = a(d,). Moguéi kandidat za

Sfunkciju a je
XF F
a(x) = f ﬁdt, X < Xp.
x F(x)

Motivirani Von Miseovom funkcijom, funkciju a zovemo pomocna funkcija. Funkcija a
zapisana kao u prethodnom teoremu je zapravo a(x) = E(X — x|X > x), x < xp, a zovemo
ju funkcija ocekivanja viska. Kod reosiguranja viska Stete sa samopridrZajem u, oCekivanje
svote koju placa reosiguravatelj dano je s a(u)F(u).

dt}, 7 <x<xp,

F(x) = c(x)exp{—f

Teorem 2.3.16 (Zatvorenost MDA(A) na ekvivalenciju repova). Neka su F i G funkcije
distribucije s jednakim desnim krajnjim tockama xp = xg i neka je F € MDA(A) s normi-
rajucim konstantama c, > 01id, € R, to jest

lim F"(c,x +d,) = A(x),x € R.

Tada,
lim G"(¢c,x +d,) = A(x+b),x e R

n—oo

za konstantu b > 0 ako i samo ako su F i G ekvivalentnog repa s

F(x) b
m-—_-——=e.
xtxr G(x)
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Mozemo zakljuciti kako se MDA(A) sastoji od Von Misesovih funkcija i distribucija njima
ekvivalentnog repa.

Diskusija iz ovog odjeljka pokazuje da se MDA(A) sastoji od velikog broja distribucija
Ciji se repovi itekako razlikuju. Neke od distribucija koje tu spadaju su normalna i lognor-
malna.

Ukratko, prethodni rezultati nam govore da su distribucije ekstremnih vrijednosti jedini
vrijedeci limesi za afino transformirane maksimume nezavisnih jednako distribuiranih va-
rijabli. Bilo bi korisno uvesti prikaz te tri familije pomoc¢u jednog parametra &, a to i radimo
na nacin koji je danas prihvacen kao standardni prikaz distribucija ekstremnih vrijednosti.

H(x) = exp{—(1 +§x)%} E£Q
exp{—exp{—x}} &£=0

zal+&x>0,priCemujex > —¢'zaé>0,x< - 'zaé <0ixeRzaé =0. He se zove
standardna generalizirana distribucija ekstremnih vrijednosti(GEV) s indeksom ekstremne
vrijednosti £ (EVI). Ima smisla uvesti i skaliranu verziju, dodavanjem parametara o i y, to
jest supstituciju x = =£, sapy € Rio > 0. Tada je He,, GEV - jedinstven i prikladan
jednoparametarski prikaz za opisane tri familije distribucija.

Neka je sada kvantilna funkcija repa U(t) = F<(1 — "), t > 0. Tada su za ¢ € R idude tri
tvrdnje ekvivalentne.

1. F € MDA(H,)

2. Postoji pozitivna, izmjeriva funkcija a(-), takva da za 1 + £€x > 0 vrijedi

 F(u + xa(u)) {(1 +ENF E#£0
hm —_— =
xTxp F(u) e &E=0

3. Zax,y>0,y#1,

kN

= £+#0
X é‘_‘:O

5

im-———— =
s—e0 U(sy) — U(s)

—
~

n

U(sx) - U(s) _ {

Izraz u tvrdnji 2. ima 1 svoju vjerojatnosnu interpretaciju kao

X—-u
lim P
ULI)IC]F ( a(u)

> x|X > u),

pa je ovime dan izraz grani¢ne distribucije za skalirani viSak preko u. To je motivacija za
sljedecu klasu distribucija.
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Definicija 2.3.17 (Generalizirana Paretova distribucija(GPD)). Definiramo funkciju distri-
bucije G¢ kao

1-(1+&07 £€#0

Ge(x) = {1 _ o £=0,

gdjejex >0akoé>0,a0<x< _?1 ako & < 0. G¢ nazivamo standardnom generalizira-

nom Paretovom distribucijom, koju poznatom transformacijom x = £ zau € Ri o > 0
pretvaramo u G¢, -(GPD).

Kada je & > 0 za distribucije iz tvrdnje 2., rijec je o distribucijama Paretovog tipa za koje
je 1l —F(x) ~ x_?lL(x), kada x T oo za sporo varirajucu L. Drugim rijeCima, F je regu-
larno varirajuca s indeksom _?1 Za ¢ < 0, rijec je o distribucijama s repom lakSim od
distribucija Paretovog tipa. U slucaju ¢ = 0 moze postojati krajnja tocka ali i ne mora
(nosac beskonacan). Ukratko, uvedene GEV distribucije su zapravo grani¢ne distribucije
za normalizirane maksimume, a GPD su grani¢ne distribucije skaliranih viSaka preko ne-
kog praga.

U kontekstu modeliranja velikih Steta, za prvi pokusaj njthovog modeliranja parametrizi-
ranom distribucijom zasluZan je Benckert. On je pretpostavio da distribucija veli¢ine Stete
pocinje kao distribucija Paretovog tipa, ali da je odsjecena u tocki osigurane sume tako da
ostatak mase distribucije bude koncentrirano u njoj. Kasnije modifikacije su pokazale da
je Paretova distribucija uistinu pogodna za modele velikih Steta pa su oduvijek popularne
u osiguranjima od poZzara, oluja i odgovornosti.

Postoje i drugi nacini definicije veli¢ine Stete osim usporedivanja s eksponencijalnom dis-
tribucijom, ispitivanja utjecaja maksimalne Stete na ukupnu sumu i promatranja ponasanja
maksimuma u limesu. Neki od njih su na primjer analiza konvergencije izraza 1‘;—" u nede-

gerirani limes ili pak oCekivanja ]E(Sfjw;"") u konstantu c¢. Potonji pristup opet nas vodi do
distribucija Paretovog tipa gdje je & € ("(), )Uda,?2).

Bitno je joS naglasiti da postoji razlika izmedu velike Stete 1 odstupanja. Dok je velika Steta
legitimni ¢lan uzorka, odstupanjem se smatra neregularna vanjska vrijednost. Uvijek su
moguci 1 dogadaji koji su potpuno neocekivani s obzirom na sve povijesne podatke - zato
su korisne metode analize ekstremnih vrijednosti (EVA). Kada se oni pak dogode, treba
biti spreman na prilagodbe i potencijalnu promjenu statistickih modela.



Poglavlje 3
Najpoznatiji primjeri

Preostaje navesti klasi¢ne primjere distribucija za modeliranje veliCine Stete koje se najcesce
spominju u aktuarskoj literaturi. Neki od njih su jednostavni, a neki malo razradenije va-
rijacije, Cesto dobivene nekom od transformacija iz osnovnog modela. Ve¢ je spomenuto
kako su, radi vaznosti ekstremnih dogadaja, u reosiguranju posljedi¢no vaZzne i distribucije
ekstremnih vrijednosti. Njihov jednoparametraski zapis s parametrom & je

H(x) = exp{—(1 +éx)T} €+#0
exp{—exp{—x}} £=0

zal+&x>0,pricemujex>—¢'zaé>0,x<—-¢é'zaé<0ixeRzaé=0.
Neke od spomenutih transformacija mogu potpuno promijeniti teZinu repa distribucije, pa
u nastavku odjeljka dajemo primjere, s naglaskom na one tezih repova.

3.1 Laki repovi

e £<0
Klasi¢ni primjer distribucije s ¢ < 0 je Beta distribucija, kojoj je xp = 11

— ! ’ P11 — )9t
F(x) Bp.a) I} ' (1 —w)? 'du,
gdje je B(p,q) = %, s indeksom ekstremne vrijednosti —. Specijalni slucaj
kada vrijedi p = g = 1 odgovara uniformnoj distribuciji na (0,1). Tako je ovo
prikladan model za stupanj gubitka. Transformacijom slucajne varijable Pareto tipa
Y pomocu X = xp — 11/ dobivamo slu€ajnu varijablu X cija je funkcija distribucije
gore spomenuta beta distribucija s indeksom ekstremne vrijednoti —¢:

=1

) = (xp = x) L(
Xp— X Xp— X

1-F(x)=PY > ), x<Xxp,

35



36

Beta

Slika 3.1: Prikaz

— a=2p=
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Cumulative distribution function

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

beta distribucija s razli¢itim parametrima a i 8

2

Cumulative distribution function

Slika 3.2: Usporedba beta distribucije (o = 2, 8 = 2) s eksponencijalnom(d = 1)

gdje je L sporo varirajuéa funkcija. Drugi nacin kako moZemo do¢i do lakog repa
s kona¢nom krajnjom tockom preko transformacije je uvjetovanjem na W < T za

neku vrijednost 7,

XLww<T.

Ta operacija zove se rezanje odozgo, a za fiksan T moZe se pokazati da je X la-

kog repa s indeksom &

= —1. Pri modeliranju velikih Steta prikladno je promatrati

dovoljno veliki T, po mogu¢nosti jednak osiguranoj sumi.

£=0

Weibullova distribucija

razlikuje se od ve¢ spominjane Weibullove familije distribu-

cija, a njena funkcija distribucije je F(x) = 1 — @', Ona je lakog repa samo za
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P(X = x)
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0.00

3.2

F(x)

k > 1, jer lim sup = = limsup et

Specijalni sfuéaj Weibulloile distribucije je Rayleighjeva distribucija, za koju vrijedi
k = 2. Za Weibullovu distribuciju kvantilna funkcija iznosi F<(7) = (% In1)%.

Transformacijom eksponencijalne mozemo doci i do logisticke distribucije, kojoj je
funkcija distribucija oblika F(x) = 1 — 1+e1¥ , X € R, u € R, s > 0. Da se primijetiti

kako disitribucija Zivi na skupu realnih brojeva, a mogu se promatrati i jednostrane
verzije, od kojih je na primjer jedna oblika F(x) = 1 — 2(1 + ¢*)7L.

Logistic
p=5s=1
— p=0,5=1

—=0,5=2

Probability density function Cumulative distribution function

Slika 3.3: Logisticka distribucija s razli¢itom kombinacijom parametara

Gama distribucija takoder igra svoju ulogu u modeliranju Steta. Njena funkcija
distribucije je F(x) = ﬁ fOM e “u*"'du. Za cjelobrojne vrijednosti a, to odgovara
distribuciji zbroja nezavisnih eksponencijalnih slu¢ajnih varijabli (Erlangova distri-
bucija), dok je za @ = 5, n € Z, rijeC 0 hi kvadrat distribuciji. Kod modeliranja Steta,
normalna distribucija ne moZe biti optimalno rjeSenje zbog Cinjenice da su veliine
Stete uvijek pozitivne vrijednosti. Zato se opredjeljujemo na jednostranu normalnu
2
/e

distribuciju, kojoj je funkcija gustoce oblika f(x) = e, x> 0.

Teski repovi

£&=0
Gore ve¢ spomenuta Weibulova distribucija je teSkog repa (a tada upada i u klasu
subeksponencijalnih distribucija) za 0 < k < 1.
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Weibull
— k=2 A=1

A=1
— k=05A=1

Cumulative distribution function

P(X = x)
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Slika 3.4: Usporedba dvaju Weibullovih funkcija distribucija(s parametrima 4 = 1, k =
2,0.5 s eksponencijalnom(parametar A = 1).

Druga Benktanderova distribucija je joS jedan primjer distribucije teskog repa s & =
0, a njena funkcija distribucija je oblika F(x) = 1 — cax*'e%*, x > 0, gdje sua i c
pozitivne konstante, a0 < b < 1.

Iako normalna distribucija spada pod distribucije lakog repa, njene transformacije
mogu biti dosta reprezentativni primjeri distribucija teSkog repa. Jedna od njih je log
- normalna distribucija, koja glasi

Flx) = @(m(f#x

gdje je u € R, o > 0. Moze se pokazati da ova distribucija pripada klasi subekspo-
nencijalnih distribucija, a njen rep je tezi od Weibullove. Svi momenti su konacni 1
dani su izrazom

n20'2

E(Xn) — en,u+ 0
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—_— p=0,0=1

—_— p=0,0=1

Probability density function ‘Cumulative distribution function
P(X=x) P(X<x)
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Slika 3.5: Usporedba mormalne 1 lognormalne distribucije s parametrima y = 0, o = 1.

Benckert je joS 1962. godine predloZio koriStenje lognormalne distribucije za mode-
liranje podataka industrijskih i neindustrijskih pozara, a Ferrara je distribuciju prila-
godio stvarnim podacima o pozarima. Jos$ jedna od primjena ove distribucije su Stete
nastale olujama i Stetama stakla.

e £>0
Najpoularnija distribucija teSkog repa za modeliranje velikih Steta je takozvana Pa-
retova distribucija i njene transformirane varijante. Najjednostavniji oblik je stroga
Paretova, dana za a > 0

Foo)=1-(2)7 x> x> 0.
X0

Lako se vidi da je teSkog repa iz ¢injenice da je limsup,_,o ff,f) = 2% = co. Stroga

Paretova distribucija takoder je subeksponencijalana za sve vrijednosti @ > 0. Osim
toga, lako je moguce uspostaviti vezu izmedu eksponencijancije distribucije i nje:

Y ~ Exp(a) = xoe” ~ Pareto(xy, @)

Cinjenicu da je ovo distribucija definirana samo od pozitivne vrijednosti x, nadalje
ne smatramo znacajnim problemom jer se ionako uglavnom koristi za modeliranje
jako velikih Steta.

Paretova distribucija ima jo$ jedno bitno svojstvo zbog kojeg je bitna u primjeni, a to
je svojstvo zaboravljanja. Za bilo koji M > x, vrijedi

x>M

P(X > x|X > M) = {(V) -
1 inace,
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to jest uvjetni viSak je opet Pareto-distribuiran s parametrima (@, M) S$to nam je od
posebnog interesa kod XL ugovora reosiguranja. Sto se tice momenata, vrijedi

L
E(X") = e
00 nza.

Probability density function Cumulative distribution function

P(X=X PX <)
060 10

055 09
050
045
0.40
035 08
030 05
025 04
020
0.15
0.10
0.05 o1

0.00 00

Slika 3.6: Stroga Paretova distribucija s parametrima xo = 5, @ = 3(crvena), @ = 1(plava).

Jos jedna od varijacija Paretove distribucije je pomaknuta Paretova distribucija, odredena
s dva parametra
Fx)=1-B+x)" x>0.

Njen nosac je cijeli pozitivni dio apscise (nema ogranic¢enja na neki xg). U aktuarskoj
literaturi Cesto se moze pronaci pod nazivom US-Paretova distribucija.
Dodatno, uvode¢i jos jedan parametar 7, imamo Burrovu distribuciju, ¢ija je funkcija
distribucije sljedeca:

F(x)=1-BB+x)* x>0,

dok joj je pripadna kvantilna funkcija repa jednaka

U(t) = B+t — 1)~

Kao i normalna, i gama distribucija nakon prikladne transformacije postaje teSkog
repa. IstiCemo log-gama distribuciju koja je oblika

1 Aln x
F(x) = —f e "u'du x> 0.
(@) Jo

Ova distribucija pripada klasi distribucija Paretovog tipa s ¢ = % i pomo¢énom funkci-
jom a(t) ~ %U(t), t— oo.
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T-distribucija takoder nudi mogucnosti za modele velikih Steta.”Preklapanjem’ dvos-
trane t-distribucije prema pozitivnoj polovici dobivamo familiju kandidata za distri-
bucije velikih Steta koje nazivamo jednostranim t-distribucijama. Njihova gustoca
dana je s

o
V(%)

n+l

2
(1+37% x>o,
n

Jx)

te takoder spadaju u klasu distribucija Paretovog tipa. I na ovu distribuciju moguce
je primijeniti logaritamske i normalizirajuce transformacije, a jedna od rezultirajuéih
distribucija je i ve¢ poznata Cauchyjeva distribucija s funkcijom gustoée

x> 0.

11
J) =~

al+x2

—1=0,0=2

—_=1

Probability density function Cumulative distribution function

Slika 3.7: Usporedba normalne distribucije s parametrima ¢ = 0, o = 2(crvena) i t-
distribucije zan = 1.

Jo$ neke popularne distribucije teskog repa su i Wakebyjeva, log-Pearson I11., Fréchetova
i prva Benktanderova distribucija. Kompletno stanje navedenih distribucija i odnosi
s otprije definiranim klasama dani su na Slici 3.8.
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e Pareto
e Burr

e Cauchy

Regularno varirajuce distribucije

e Lognormalna
e Weibull (a<1)

Subeksponencijalne distribucije

Distribucije lakog repa

Distribucije teskog repa

Slika 3.8: Distribucije u pripadnim klasama
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Sazetak

Cilj ovog rada bio je opisati modele za veliCinu Steta u osiguranju i odgovarajuce vje-
rojatnosne distribucije, pri ¢emu najvecu ulogu igraju distribucije teSkog repa. U prvom
dijelu govori se o konceptu reosiguranja, Sto je to i koje su situacije u kojima dolazi do
potrebe za istim. Takoder, navode se osnovni oblici proporcionalnog i neproporcional-
nog reosiguranja, kao i njihove prednosti i mane. Nastavak rada govori o razli¢itim inter-
pretacijama veliCine Stete pa u tom kontekstu definiramo neke klase distribucija kao Sto
su regularno varirajuce, subeksponencijalne i distribucije dugog repa te njihova osnovna
svojstva i primjere. Iskazan je i osnovni teorem teorije ekstremnih vrijednosti, takozvani
Fisher-Tippett-Gnedenko teorem, koji karakterizira oblik grani¢ne distribucije za maksi-
mume slucajnih varijabli i definira distribucije ekstremnih vrijednosti. Za sva tri slucaja
izvedene su maksimalne domene privlacnosti te je definirana generalizirana Paretova dis-
tribucija koja igra veliku ulogu u teoriji ekstremnih vrijednosti. Za kraj, navedeni su pri-
mjeri najbitnijih distribucija koje se koriste u modeliranju Steta u reosiguranju s naglaskom
na one teskog repa(Pareto, lognormalna, Weibull(e < 1)...) te vizualno prikazane njihove
funkcije distribucija i gustoce u usporedbi s ostalima.






Summary

The aim of this thesis was to describe models for claim sizes in insurance and appropri-
ate probability distributions, with heavy tail distributions playing the largest role. The
first chapter talks about the concept of reinsurance, what it is and what are the situations
where it is necessary. Also, the basic forms of proportional and disproportionate reinsu-
rance are listed, as well as their advantages and disadvantages. The sequel of the thesis
discusses different approaches on what we might righteously call a large claim and how
one can perhaps distinguish it from others, so in this context we define distribution cla-
sses such as regularly varying, subexponential and long tail distributions with their basic
properties and examples. The so-called Fisher-Tippett-Gnedenko theorem, the basic result
of the extreme-value theory is introduced, which characterizes the limit distribution for
maximum of random variables. For all three cases the maximum domains of attraction
are derived and the generalized Pareto distribution that plays a major role in the theory of
extreme values is defined. Finally, examples of the most important distributions used in
modelling reinsurance claims with an emphasis on one heavy tail are given (Pareto, log-
normal, Weibull(e < 1)...), and their distribution and density functions are visually shown
compared to other distributions.
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