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Uvod

Dana je krznica i tri tocke u ravnini. Zadatak glasi: kako upisati trokut zadanogkirai,
tako da svaka tka lezi na pravcu koji prolazi stranicom trokuta? Problem se zatim
pooftava nan tocaka u ravnini. U ovom diplomskom radu oddtgemo analittko i geome-
trijsko rjesenje Cramer-Castillonova problema. Najpag@no pr@i kroz kratku povijest.

U drugom poglavlju - analitko rjesenje problema, koristimo prikladnu parametrizaciju
kruznice i Mobiusove transformacije. Metodaspvanja ilustrirana je numekim primje-
rom.

U trecem poglavlju izlaen je geometrijski pristup problemu, baziran na inverzijama s obzi-
rom na kriznicu. Pokazuje se da geost problema ovisi o postojanju ksnihd¢aka jedne
transformacije koja zadanu krmicu ostavlja invarijantnom. | ovdje se koristebbiusove
transformacije, ali na kompleksnoj ravnini, za dokaz nekih svojstava i analiganjge
Takader se primjenjuje Pascalov teorem, kao jedan od zajyh teorema projektivne ge-
ometrije. Ovim pristupom, ako rgenja postoje, mogu se efektivno konstruirati i ta je
konstrukcija prikazana na kraju rada.
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Povijest

Promatramo kranicu i tri zadane toke. Problem glasi: kako upisati trokut toj kmnici, a
da pravci njegovih stranica prolaze kroz tri zadareké® Ve je Pappus iz Aleksandrije
(290.-250. godine) rijgio slicaj kad su tri zadane ¢&e kolinearneSvicarski matematar
Gabriel Cramecuo je za navedeni problem te ga je 1742. prenio taljanskom matsamnati
Jeanu de Castillonu. Castillon je gje problem tek 1776. geometrijski, atveljede€i dan
mu je Lagrange poslao svoje analito rjesenje. Takder, jos jedno geometrijsko rgenje
dao je Euler 1783. godine te Ottaiano, i to kad je imao 16 godina. Lagrangeeseojgge
Carnot 1803. godine pojednostavio te ga je generalizirasteaokut.
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Analiti cki pristup problemu

2.1 Cramer-Castillonov problem

U ravnini je dana kranicaK i ntocakaAq; A; i1 An < K. Pretpostavimo da je-terokut
B.B,:::B, upisan kranici K takav da na pravci;B., lezi tocka A, i 2 1;2;:::;n, a
Bn+1 = B;. Odsadcemo u radu taj problem kratko navoditi kao CPP (Cramer-Castillonov
problem).

Pristup rjessavanju problema nz@mo bez smanjenja 6enitosti pojednostaviti tako da za
kruznicuk uzmemo jedingnu kwznicu sa sreditem u ishoditu Kartezijevog koordinatnog
sustava. Nadalje, ti&e krwznicek prikladno je prikazati pomtu tzv. Pitagorejskih koor-
dinata, to jesttoki T = ((I:os; sin ) kruznicek pridruziti parametau = tg 5, pricemu je

kut izmedu radijvektoraOT i x-0si. Pom@u poznatih trigonometrijskih relacija imamo

u? .
X=C0S = ——; y=sin

1+ w2’ 1+ w?

Uocimo da se formiranje skupa vrhovazemogn-terokuta mae shvatiti kao niz centralnih
projekcija skupa toaka krznice na sama sebe. die Aq; :::; A, pritom su centri projicira-
nja.

Za varijabilnu teku B; 2 K njezina projekcija iz centra; na krwznicu je tacka B,, zatim
seB; iz centraA, projicira uBg i tako dalje. Svaki takav niz projekcija jedno je preslika-
vanje kriznice na samu sebe, a zasgaje CCP trzamo ksne tocke takvih preslikavanja.
Ovakva preslikavanja na kznicama, odnosno @gnito na krivuljama 2. reda (konikama)
proucavaju se u projektivnoj geometriji.
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2.2 Mobiusova transformacija

De nicija 2.2.1. Neka su ab;c;d 2 C takvi da je ad, bc. Mobiusova transformacija je
funkcija f: Cnf 4g! Coblika

_az+b,
cz+d

f(2)

U ovom dijelu rada zapravoemo promatrati samo realnediiusove transformacije.
Kad se primjenom Mbiusove transformacije dobije

au +b
Up = ———,
CU1+d
mozemo to mateno zapisati u obliku
n # n #II #
u _a b u .
1 c¢cd 1"’

pri cemu jet 2 Rn f0g Na taj n&in mazemo kompoziciju Mbiusovih transformacija
izraziti mnazenjem odgovaraftih matrica.

2.3 ldejarjesenja

Krenutéemo s proizvoljnom tckom B; 2 K. Neka je njezina koordinata,. Neka taka
A; ima koordinate 4;; b;). Presjek pravc#;B; s K su dvije take - jedna jeB; jer smo
tu tocku de nirali na K, a drugucemo nazvatB; i njezinu koordinatw,. Na isti nain
pomcau pravcaA,B, dolazimo do take Bs i tako dalje, sve dd,.;. Tocka B,.; mora
zadovoljavati uvjeB,.; = B; kako biB;B,:::B, bio mnogokut upisan kanici K.
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Slika 2.1: Prikaz ideje rgenja

2.4 Raun

Kako bi tacke B, B, i A; bile kolinearne, mora vrijediti uvjet:
X1 y1 1
X2 ¥y 1=0
=t b1 1

Uvrstimo uxq, Y1, X2, Y koordinate.

1 U% ZU]_ 1

1+ui 1+u2

lu 2y 9 =0
+us  1+ud

a bl 1

Zatim transformiramo matricu mzenjem prvog reda s u? i drugog s 1+ u3.

1 v 2w 1+4u
1 uw 2u, 1+u; =0
a; bl 1
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Iz toga slijedi:

au[2uy(1+ 1) 2up(1+ up)]
bi[(1 u)(d+uw) (Q+ud W)
+[2up(1 W) 2u (1 w)]=0

2a;:up + 2a1u1u§ 2a;Uo 28.1U§U2
bl blué + b1U% + b1U%U§ + bl + b1U% blug b1U%U§
+2U, 2u2U; 2up+ 2uU5 =0

2a;(Uy  Up) Zagliup(up W)
+ 20 (U + U) (U Up)
2 U) 2uplp(up up) =0

Podijelimo ovu jednazbu s 1y Uu;) , Ojeru; , u, (u suprotnom bi toke B; i B, bile
jednake i u tom sloaju nema smisla u@e govoriti o kolinearnosti dviju twaka).

2a; 2a;uiup + 2bjup + 2bu, 2 2uiup, =0
2a;U1Ur + 2bju,  2uiur, = 2a; 2bjug + 2

bui+1 &

(@1 + L)up + by

Ovo je Mobiusova transformacija te ju rmemo zapisati kao:

U, =

"H b 1 #" #
U _ 1 a U | :
1 c a 1 b]_ 1 C2R
Analogno, vrijedi:
e : b 1 " ) b 1 i b 1 "

Us _ 2 a U _ 2 az 1 ar U )

1 c a 1 bz 1 c a 1 bz a 1 bl 1 C2R
Primjenom ovog postupka i poroo uvjetaun.; = u; dolazimo do:U,+1 = Uy = "g‘ﬂﬂg gdje
e " # " # 0" #

a b _ bh 1 a, by 1 a5 .

cd a 1 b, aa 1 Dby

Ovime dobivamo kvadratnu jednzoliciz + (d  a)u; b = 0 pomdu koje dobivamo 0,
1ili 2 rjesenja zau;.
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2.5 Primjer

Zadalpiaje kprgjnicaK sa sreditem L%(O; 0) i radijusom 1. Zadane sudke A, ( p§; 2 p§),
Ao =3 22), As(L; =), Au(1;1+  3): Zelimo prondi tocke By; By; Bs; B4 2 K tako da
pravci na kojima se nalaze stranimetverokutaB; B,BsB, prolaze teakamal,; Ay; As; Ag.

au+b

Rjesenje. Zelimo ddCi do Un.y = U = S5

jednosti u izraz:

" # n #ll #II #II #
ab _ b4 1 a b3 1 a3 b2 1 & bl 1 & .
cd a 1 b a 1 bs a 1 b aa 1 by -

U primjeru jen = 4, pa uvstavamo vri-

Nakonsto uvrstimo vrijednosti, dobivamo:

! # " — #" #s . P2 P — _#
a b _ 1 "3 14 2 1lép3—33 1+p?3§ %+p3153,
cd” 11 1+3 11 F %3 1 3 312 '3°
Mnozenjem ove 4 matrice dobije se
"a b# ésepsms 16p3+24§
= Rl p2l
c d 64 3+288 8 3 36.
21 21 -
Uvrstimo ove vrijednosti u kvadratnu jedraslicié + (d  a)u; b=0.
1643+ 288 , (spé 36 56" 3+ 48)u 163+ 24 _,
21 L 21 21 ' 21

Mnozenjem ovog izraza%1 dobivamo:
P- ) P- P-
4 3+71ui+( 12 3 21)u,+(4 3 6)=0:

Ova kvadratna jednatta ima dva risenja:

P

= 2 P
Uy = 2 3; U = 4—7(24

3 41y

Oba rjesenja su dobra, ali s obzirom da drugosgaje nije lako pregledno prikazati (npr.
tocke Bz i B4 su vrlo blizu jedna dBJgoj), rezultate i greki prikaz navodimo samo za prvo

rjesenje. Uvstavanjemu; = 2 3 u Pitagorejske kpoordinate dobivan®y = (73;% .
Drugo sjecste pravcaA;B; s kruznicom jeB, = (71; -2). Istim postupkom dobivamo
Bs = (2 2) i Bs = (; 2) kaosto je prikazano na sli¢i 2.5.
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Slika 2.2: Primjer
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Geometrijski pristup problemu

Dana je krznicaK i tri tocke P, Q; R izvan krwznice. Zelimo konstruirati trokud ABC
upisan UK tako dajeR2 AB,P2 BCi Q 2 CA

*x

Slika 3.1: Prikaz problema

Inverzija

Bitnu ulogu u geometrijskom pristupu gavanju problema imate neke transformacije
ravnine, a posebno inverzija. De nireéemo inverziju s obzirom na kemicu i navesti neka

njezina svojstva.



POGLAVLIE 3. GEOMETRIJSKI PRISTUP PROBLEMU 10

De nicija 3.0.1. Neka je KO;r) kruznica u euklidskoj ravnini Esa sredistem u tocki O i
radijusom r> 0. Preslikavanije i koje svakoj tocki T O pridruzuje T° naziva se inverzija
s obzirom na kruznicu k ako vrijedi:

1. O, T i T°su kolinearne tocke,
2. T i T°leze s iste strane tocke O,
3. jOTj jOTY = r2
Inverziju cemo kadkad oznacavati[©j r?].

Primijetimo da je inverzija involutorno preslikavanje, i(A) = A, i(A9) = A
Drukcije,i i je identiteta pajé =i ! te je inverzija bijektivno preslikavanje.
Elementranim geometrijskim razmatranjem vidi se pajdocakaA i A°koji se uzajamno
preslikavaju inverzijom. Ako jeA tocka koja lei izvan krwznice k, onda jeA° noziste
duzine na prava@\O iz diralistaD tangente iz toke A na kruznicuk.

De nicija 3.0.2. Kruznicu sa sredistem O i radijusom r zovemo kruznicom inverzije i.

Slika 3.2: Primjer konstrukcije inverznedke

Navesttemo nekoliko teorema o inverziji kojgamo koristiti u rjsavanju problema.
U tu svrhu de niramo i pojam potencije ¢e s obzirom na kiznicu jer se primijenjuje u
dokazima nekih svojstava.
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De nicija 3.0.3. Ako pravac krloz tocku P sijece kruznicy¥r) u tockama A i B, onda

umnozak usmjerenih duzin@A " PB ima konstantnu vrijednost, to jest ne ovisi o0 izboru
pravca kroz tocku P. Ta kostantna vrijednost naziva se potencijom tocke P s obzirom na
Kruznicu.

Potencija toke ima vrijednosjjPSj*> r?j te predznak ovisi o tome nalazi li sect@ P
izvan kruwznice ili unutar nje.

. N

Slika 3.3: Potencija ke P

Teorem 3.0.4.Tocka T je ksna tocka inverzije ako i samo ako lezi na kruznici inverzije.

Dokaz.) NekajeT ksnatocka inverzije, tj.i(T) = T. Tada vrijedi
jOTj jOTj=r?)j OTj?=r%

Kako jejOTj> 0ir > 0, slijedi da jgjOTj = r, pa se tckaT nuzno nalazi na kranici.
( Pretpostavimo suprotno, tjiT nije ksna tocka inverzije, a lei na krwnici inverzije.
Tadaje

jOTj jOoTY=r%) r jOT9=r2)j OTY=r:
To bi znailo da je T® na krwznici i nalazi se na pravcQT s iste strane tkeO kao i T.
Zbog toga jeT = T sto je u suprotnosti s pretpostavkom. Dakle, ako skamalazi na
Kruznici inverzije, tada je ona ksna.

Teorem 3.0.5.Ako je kruznica c ortogonalna na kruznicu inverzije k, onda(@ & c.
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Dokaz. Neka suk i ¢ medusobno ortogonalne kzaice, O sredste kriznicek te sek i ¢
sijeku u taki T. Neka bilo koja sekanta oclkroz O sijecec u Ai A%. Zbog ortogonalnosti
kic, OT je tangenta oad. Zbog potencije toke O s obzirom na kranicu c vrijedi jOA]
jOAY = jOTj? = rZ, pa suAi A°par inverznih teaka s obzirom na kanicu.

Slika 3.4: Dokaz B

Teorem 3.0.6.Ako je ¢ bilo koja kruznica kroz par pridruzenih tocaka A? ilaverzije
i[O;r?], onda je ¢ ortogonalna na kruznicu inverzijédx r).

Dokaz. Neka jek kruznica inverzijei, aO sredste kriznicek. Neka jec kruznica krozA°

I Ai OT tangenta iZ0 nac. Zbog potencije toke O s obzirom na kranicuc vrijedi da je
OT? = OA OA’, a zbog togato suAi Alinverzne take, vrijedi da jeOA OA° = r,. Zato
je OT = ry, sto zna&i da seT nalazi na kranici k. Dakle, T = k\ c pa jec ortogonalna na
K.
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Slika 3.5: Ortogonalne kmnice

Rjesenje

Vratimo se na postavljeni problem za knicuk i tocke P, Q i R zadanje izvan krznice.
Uocimo da postoje inverzij@, g, r sa centrimaP, Q, R redom takve da svaka ostavka
invarijantnom. 1z teorempa 3.0.5 znamo da to svojstvo imajuice ortogonalne nk
Stoga polumjere tenih kriznica dobivamo kao odsjke nak iz tocakaP, Qi R.

BudLti da svaka od inverzij@, g, r ostavljak invarijatnom, isto vrijedi i za njihovu kom-
pozicijuphi= p q r. Sad maemo iskazati teorem klgan za rjgenje problema.

Teorem 3.0.7.Neka su pg;r inverzije sa centrima FQ; R koje ostavljaju kruznicu k inva-
rijatnom. Oznacimos = p ¢ rtransformaciju ravnine, & = jx njezinu restrikciju na
skup tocaka kruznice k. Tada vrijedt ABC je rjesenje Cramer-Castillonovog problema
ako i samo ako je B ksna tocka za preslikavahjgtj.

'(B)=p q r(B)=B:

Dokaz.) Ako je4ABCrjesenje problema, tada swcke A, Bi C vrhovi trokuta upisanog
kruznici k i pravci na stranicama tog trokuta prolaze kroek®P, Qi R. Zbog de nicije
inverzijap, qi r vrijedi:
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r(B)=q(C)=A
q(A) =pB)=C
pC)=r(A)=8B

Tada je:

q(A)=C) q(r(B) = p(B)
) p(a(r(B))) = p(p(B))
) p g r(B)=8B

( Neka jeB ksnatocka za . Tada vrijedi:

"(B)=p q r(B)=B) p(p(a(r(B))) = p(B)
) a(r(B)) = p(B)

Oznaimor(B) = A, p(B) = C. Vrijedi r(k) = ki p(k) = k te mora bitiA = k\ RBi
C=k\ PB. Sadaje
q(A) = q(r(B)) = p(B) = C:

Dakle,Q, Ai C su kolinearne toke i stoga je4 ABCrjesenje problema.

Istaknimo da se iz ovog teorema vidi kako je preostalo pitanje o tome postoje li ksne
tocke preslikavanja i kako ih odrediti.
U daljenjem toku rjsavanja bitte potrebno promijeniti neke od napmjih teorema iz
ane i projektivne geometrije ravnine paéemo radi potpunosti izlaganja dokazati i te
rezultate (Menelajev teorem, Pascalov teorem). d@akoiakozelimo izvesti geometrij-
sko rjesenje problema, za analizu postojanjseeja risenja ponovn@emo se poshiti
Mobiusovim transformacijama. U tom skju promatratemo transformacije psirene
kompleksne ravnine, bududa se pomou Mobiusovih transformacija prikazuju rotacija,
translacija, homotetija i druga preslikavanja ravnine, a uz kompleksno konjugirangietako
i inverzija.

3.1 Mobiusove transformacije naC

Svaku teku euklidske ravnindg=? mozemo prikazati kompleksnim brojem. Korisno je
prosiriti C jos jednom takom, uobcajeno ozneeno sl tako da Mdbiusove transforma-

cije prosirenjem domene postanu bijekcije. Geometrijski, svaki pravac euklidske ravnine
prosiri se taakom1 .
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De nicija 3.1.1. OznacimoC = C[flg . Nekaje {2) = ‘;‘2%3 pricemu su ab;c;d 2 C,
ad bc, 0. Deniramo f(1)=2i f(Td)zl , ako je ¢, 0. Posebno, za & 0 stavljamo

fl1)=1.

Primjerice, preslikavanjd(z) = z+ b predstavlja translacijuf(z) = azuzja = 1
rotaciju, af (2) = kzzak 2 R n fOghomotetiju.

Propozicija 3.1.2. Inverzija s obzirom na jedinicnu kruznigg = 1 zadana je s (2 = %

Dokaz. Neka suT i T9pridruzene take u inverzijii[0; 1], azi 2 odgovarajéi kompleksni
brojevi.

Zbog kolinearnostD, zi 22 mora bitiarg(z) = arg(Z), dok za apsolutne vrijednosti imamo
iz j7i=1.

Vidimo da uprava® = 1 ispunjava traene uvjete jer —=j = J% i argl = argz

(Akojez=¢€ ,ondaz=e’",i=¢").

Primijetimo da kompozicija inverzije i bilo koje Bbiusove transformacije @pnito
ima oblik _
az+b
cz+d’

92 =

3.2 Fiksne take transformacija

Zakljucili smo da je trokut4 ABC rjesenje problema ako i samo ako jecka B ksna

za transformaciju . Za diskusiju postojanja rgenja vano je stoga poznavanje svih
mogLenosti za broj i raspored ksnih taka promatranih transformacija. e se po-
kazati da ako neka transformacija ksira tri kolinearneke, onda ksira svaku tcku tog
pravca. Odatle slijedi da ako su ksmetiri tocke od kojih nikoje tri nisu kolinearne, onda
je promatrana transformacija o identiteta na cijeloj ravnini. Znamo da transformacija
razlicita od identitete mze ksirati svaku taku nekog pravca (zrcaljenje s obzirom na
pravac) i svaku toku neke kranice (inverzija), a takder da postoje transformacije bez
ksnih tocaka (translacija) i s tmo jednom ksnom tekom (homotetija).

Sve slicajeve ma@aemo obuhvatiti izraunom ksnih tacaka transformacija oblik&(z) =
a2 odnosnay(z) = £, uzad bc, 0.

Pretpostavimo najprije = 0. Mozemo pisatif(2) = az+ b, odnosnog(z) = az+ b, pri
cemujea, O.

f(2) = z ocito ima jedno ili nijedno risenje, uz pretpostavku danije identiteta.g(z) =

Z = az+ brastavljanjem na realni i imaginarni dio daje dvije linearne jedbaddakle dva
pravca. Ti pravci mogu se podudarati,@ja jednoj taki ili biti paralelni, sto znai cijeli
pravac ksnih taaka ili jedna ksna taka ilinema ksnih tacaka.

Neka jec, 0 pa maemo uzetif(z) = %’ odnosnay(2) = gjg f(2) = zdaje kvadratnu
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jednadbuz’+ (d a)z b= 0u skupuC, koja ima jedno ili dva raztiita rjesenja.
Napokon,g(z) = z ekvivalentno je sa&z+ dz az b = 0. Razdvajanjem realnog i
imaginarnog dijela dobivamo jednzoke

Z+Rgdz az b)=0
Im(dz az b)=0
Dakle,dz az b2 R. Ako je to 0 onda je = 0 jedino rjesenje, ako jalz az b >0

onda nema ksnih toaka, a ako jelz az b < 0 onda je skup ksnih toaka krznica
X +y?>= dz+az+h.

3.3 Menelajev i Pascalov teorem

Teorem 3.3.1(Menelajev teorem)Neka je4 ABC takav daje R AB,P2BCiQ2CA.

Tada vrijedi: P, Q i R su kolinearni ako i samo aké QC |RA_ .
PC '0A 'RB

Dokaz.) NekasuH, K i L ortogonalne projekcije redomdakaA, B, C.
Trokuti 4PLC i 4PKB su slcni pa vrijedi:

iPB _ KB,
jPCj jLCj

Takader, 4QHA 4 QLCi4RHA 4 RKBpa vrijedi:

QG _ JLCJ . JRA _ JHA),
QA JHA ' jRE  HB]

Tada vrijedi dajép—d jgz‘ = [Rd = 1: Ovo vrijedi za duljine daina. Promotrimasto se
dogala s orijentiranim dzinama, tj. je li mogae da umngak orijentiranih daina bude
negativan. Akat ABC lezi s jedne strane pravdaQ, onda su sva tri omjera pozitivha te je
rezultat 1. Ako taj pravac sige trokut, onda su dva omjera negativna, a jedan pozitivan,

pa je rezultat opet 1. |
( NekavruediPB !gi ig— 1: Neka , 1. Tadai , .— tj. QRnije paralelno BC.
Neka jeP° slecste E)ravac@Rl BC. Korlstecl prvi dIO dokaza na pravc@QRna kojem je

0 iPBj — jPB 0
i P zakljucu1emoJPOCJ ic te jeP =P
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A
[

Slika 3.6: Prikaz Menelajeva teorema

Teorem 3.3.2(Pascalov teorem)Ako je ABCDEF sesterokut upisan kruznici k, tada su
tocke L= AB\ DE, M=BC\ EFiN=CD\ FA kolinearne.

Dokaz. Koristit cemo Menelajev teorem (3.3.1). Promatramo trekBQR gdje jeP =
AB\ CD,Q=CD\ EF,aR= AB\ EF. TockelL, D, i E su kolinearne pa po Menelajevu
teoremu vrijedi: | | |

LR 'EQ 'DP

—r— —— =L

LP "ER DQ
Analogno vrijedi: | | |

"MQ BR CP _ _

—1— =1L
MR "BP CQ

| | |
‘NP 'FQ AR
— 11— =L
NQ FR AP
Potencija take P s obzirom na kranicu je
| | | |
"PA 'PB=PC PD:
Potencija take Q s obzirom na kranicu je
| | | |
‘QC QD ="QE QF:

Potencija take R s obzirom na kranicu je

I I
"RA'RB=RE RF:
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Pomnaimo paetne tri jednazibe [ dobijemo:

LR EQ DP MQ 'BR CP NP FQ AR
LP ER DQ MR 'BP CQ NQ 'FR ' AP

Pomdau potencija toakaP, Qi R sredivanjem ovog izraza dolazimo do

Dakle, po Menelajevom teoremu (3.83.1¢ke L, M i N su kolinearne.

Slika 3.7: Pascalov teorem

3.4 Rjesenje

Lema 3.4.1.Ako' nije identiteta na k, tada postoje dvije involucije u i v takve da cuvaju
Kivrijedi(u VK="= j:

Dokaz. Neka suM, N i L tri razlicite tacke kruznicek, koje nisu ksne zd te' (M) = MC,
"(N)=NO%i'(L)=LC
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Znamo da takve ke postoje, jet ne djeluje nak kao identcno preslikavanje pa pri-
mijenimo zakljicke o0 mogéem broju i polaaju ksnih tocaka i4 3.2. Takder, m@emo
pretpostaviti da nema podudaranja nekitetca iz navedena tri para.

Prvo zelimo zadati involuciju n& koja ce uzajamno preslikavati¢ke M i N°te M®i N.
Oznaimo sV sjecite pravacaMN®i MON. (Poseban skaj kad SUMNCi M°N paralelni
zasad ne razmatramo). Postoji ir}verzn;janogul':e nelgativna (ovisno o pataju tacke V)
takva dav(M) = N%i v(N) = M% jerVM "VN°="VN VMO

Iz uvjetau v=" dobivamou(v(M)) = u(N% = M%i u(v(N)) = u(M% = N°pa bi za inver-
ziju u, ako postoji, centad trebao biti na pravci®N®. Za odradivanje te take poslzimo
se tawkom L. Oznaimov(L) = L% Tadaje ¢ V)(L) = u(L®Y = L°paU pripada & i
pravcul% %0

Ovakvim izboromU i V odnosno involucijai i vimamo podudaranje djelovanijai kom-
pozicijeu vnatakamaM, N i L, a obje transformacije preslikavaju lnicuk na sebe.
Stoga kompozicija * u vpreslikavak na sebe i ksira tri razltite tacke na toj kranici.
Zato' ! u vmora biti identiteta n&, dakle' =u .

Primijetimo jos da bi u sleaju paralelnostMN®i M°N ' mogla biti rotacija koja nema
ksnih tocaka. Ako suM®N®i L% %paralelni onda jau zrcaljenje s obzirom na os kroz
centar krznicek.

Lo N

Slika 3.8: Skica dokaza



POGLAVLIE 3. GEOMETRIJSKI PRISTUP PROBLEMU 20

Lema 3.4.2.Ako su S i T razlicite tocke kruznice K (S) = S% ' (T) = TC onda se pravci
ST0i S°T sijeku na spojnici tocaka U i V.

Vidimo da je pravadJV odreden preslikavanjerh i njegovim prikazom kao kompozi-
cije dviju involucija te ne ovisi o izboru varijabilnih t@kaS i T na kruznici.

Dokaz. Stavimov(S) = S%i «(T) = T Sad imamd (S) = u(«(S)) = u(S% = SOi
"(T)=uv(T))=uwT9=TC

Razmotrimosesterokuts ST TTC S 0§ TTCsjjeku se u toki V, aS"S%i Ty
tocki U. Po Pascalovom teoremu (3]3.2) tada seditpar suprotnih stranic&g°T i T°S
sijece u nekoj toki pravcaUV. Pravac na kojem se sijeku svi parovi prav&dT) i
T' (S) nazvattemo os preslikavanjai ozneciti s .

Teorem 3.4.3.Fiksne tocke od su tocke presjeka kruznice ki osiod" .

Dokaz.) Promatramo pravadV = . Pretpostavimo da je M ksna tka od' ida se
ne nalazi na. Neka jeN tocka koja nije ksna zd . Tada vrijedi da j¢ (M) = M°= M, a
"(N) = N°, N,aMN°\ M°N = M < , sto je nemogée. Dakle, ksnataka od' mora
biti na .

( NekajeMtockana i N, M% VrijedidaseMNC®i sijeku uM. Kako seMN°i M°N
sijeku na , to mora biti uM pa je' (M) = M°= M tj. M je ksna tocka.

3.5 Stoakoje' identiteta na k?

Teorem 3.5.1." je identiteta na k ako i samo ako problem ima beskonacno mnogo rjiesenja.

Dokaz. Dokaz provodimo kroz sljede lemu i teorem.

Lema 3.5.2.Za inverzije p i q koje ostavljaju k invarijathom vrijede dusobno ekviva-
lentna svojstva:

1. piqkomutiraju
2. plezinaosiodq
3. glezinaosiod p

4. kruznica ciji je promjer duzina PQ okomita je na k
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Dokaz.1., 2. NekajeM tockanaki p g(M) = N. Neka jeq(M) = M%i p(M) =
g(N) = N Tada vrijedi:

p aM)=q pM), p(M9)=q(N°
., p(M) =N
, P=M™\ MN%i P lezi na osi odq

Slika 3.9: Prikaz dokaza 1. 2.

1., 3. Analogno se dobije d@ lezi na osi odp.
1., 4
) Neka supi qinverzije koje komutiraju cuvajuk. Neka jec kruznica promjerePQ, r
radijus krienicek. Tadap q(Q)=p(1)=piq p(P)=q(l)=Q.
Takader, vrijedip q(c) =g p(c) =c, pajep(c) = g(c) = ito je pravac ortogonalan na
PQu tocki H = p(Q) = q(P). Zbog inverzije taakaP i Q s obzirom na kranicuk vrijedi:

L ! Lo !
'PH PQ=PM PM°=PCX* 1% QH QP=0ON ON°=QC%* r%

@H+bePQJmf!Qd
- (PH+'QH) (HQ 'HP)
| | | |
= (PH+QH) (PH QH)
='pH? bHZ

[ | [ [
Kako jeOP? 'OQ* ="HP? 'HQ?, vrijedidajeOH ? PQi OH= ? k. Iz toga slijedi
dajep( ) =c? p(k) = k, tj. p cuva ortogonalnost.
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Slika 3.10: Prikaz dokaza }. 4.

( Neka suwc ? ki sijeku se u tekamaM i N. Neka jeM®= p(M) i N°= p(N):
MONC = p(c), ac je ortogonalan n&, pa jeM°NC ortogonalno ng(k) = k. Zato je MON©
promijer kriznicek te jePQ? M°NCu H = p(Q).

MP?2 MQ;MM°?2 MN°) Q2 MN?%) N°=qg(M); M°= q(N):
p aM9)=p(N)=N%p q(N9)=p(M)=M%p q(1)=pQ)=H°

g p(M%)=qM)=N%q p(N9)=q(N)=M%q p(1)=q(P)=H°
p qip gsudva preslikavanja ravnine koje se podudaraju u tkeopa vrijedi:

(P o @p=@Ea (p g=Id
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Slika 3.11: Prikaz dokaza 4. 1.

Teorem 3.5.3.Neka je p q r = inverzijaciji je skup ksnih tocaka kruznica k. Za
inverziju vrijede metusobno ekvivalentna svojstva:

1. p, gir melusobno komutiraju u parovima,
2. kruznice s promjerim&®Q, QR iRP su ortogonalne na k.

Dokaz. 2. slijediiz 1. [3.5.1. Dokaimop q r = inverzijaciji je skup ksnih tocaka
kruznicak, p, qir medusobno komutiraju u parovima.
) P q r= pap,qirkomutirajus zatosto svaka od njih ostavljrinvarijantnom.

pag=r =( n'=( d'=q p
Analogno vrijediq r=r q.

=(p @ r=(@ p) r=qg (p r)) p r=q

Na isti nain dobivamo ida vrijedp r=r p.

( Pretpostavimo d@, qi r komutiraju u parovima. Tada jetkaP sjeciste osi odji 0Si
odr po[3.5.].

NekajeM 2k, N =g r(M)iN%®= qg(M). Tada jer(N°y = N i nekar(M) = M? Tada
PO= MN\ M°N%lezi na osi odr.

Isto tako,q(M) = N9 q(M® = N paP°lezi na osi odg.

Dakle,P = P%ite za svakiM 2 kvrijedip g r(M)= M.
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Ovim dokazom pokazali smo da je svakaka na kraznici k ksna, sto zna&i da ako
jep g ridentiteta, tadaimamo beskama mnogo rjsenja jer z&B mozemo uzeti bilo
koju tocku kruznice.

3.6 Sluwcaj kad suP, Qi Rkolinearne

Vet smo spomenuli da je Pappus prvi siig CCP u slaaju kada su zadanedke koline-
arne. Neka je pravac na kojenz&etacke P, Qi Roznaen s . Problem nema rgenje
ako pravac sijecek i barem jedna od tri zadanedke lezi unutar krznice. Ako ne
sijecek, tadaje = p q rinverzija kojacuvaki sredste te inverzije lei na pravcuPQ
na kojem lgii R. Neka je sredite inverzije' tockaH. Moze se pokazati da su dirsia
tangenti izH nak ksne tocke inverzije' . Takader, u sleaju da se kranice inverzijap,
g i r medusobno sijeku pod kutom od 60rrijedi da su te kranice Apolonijeve kranice
trokuta [3.6.14ABCte je' =qg,aQ=H.

De nicija 3.6.1. Apolonijeva kruznica trokut®# ABC kroz tocku A je kruznica promjera
MN, gdje su M i N dva sjecista simetrala unutarnjeg i vanjskog kuta s pravcem BC.

Vrijedi da se Apolonijeve kranice trokutad ABC sijeku pod kutem od 60

Slika 3.12: Apolonijeva kranica trokutad ABC kroz tocku A

3.7 Kako konstruirati trokut 4 ABC?

Dane su toke P, Qi Rte je dana kranicaK.



POGLAVLIE 3. GEOMETRIJSKI PRISTUP PROBLEMU 25

1. Odaberemo tri proizvoljne te M, N i L nak.

2. Konstruiramav® N°i L°pomacu’ .

3. MNO\ MON=1,NL°\ NL=J,10J= itojeosod .
4

\ K su dvije take, nazovimo irB i B° (presjek mogu biti i samo jednadka, tada
ju nazovemdB ili nijedna).

(62}

. Ako tockaB (i B°) postoji, tada jeRB\ k= Ai PB\ k=C.

(o2}

. Posljedtno vrijedi da jeQ 2 AC.

Slika 3.13: Provedena konstrukcija trokdtABC - dva riesenja

3.8 Cramer-Castillonov problem danas

Na kraju napominjemo da se Cramer-Castillonov problem i dalje gawa; s gledita
pooftavanja odnosno posebnih shjeva koji dovode do novih rezultata. Primjerice, u
clanku [2] promatra se CCP s=8 za slajeve kad je zadana kamica upisana ili pripi-
sana trokutu sa zadanim vrhovirda B i C. Pokazuje se, izntl ostalog, da za svaki
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trokut postoje tono dva risenja, dakle ukupno 4 parasgnja uzimajai u obzir svecetiri
navedene krznice. Po dva rjgenja za isti trokut i krenicu imaju mnogo zajedarkih svoj-
stava poznatih iz geometrije trokuta, osobito takozvane Brocardove objekte (Brocardov
kut, Brocardove toke itd). Za ukupno 24 tke (po 3 u 8 rjsenja) postoji jednostavna
ciklicka supstitucija kojom se iz bilo koje od njih dobivaju ostalih 23. Tkou izra%[ma

1+ 5

za baricentcke koordinate rigenja istte se pojavljivanje "zlatnog reza”, broja= =->.
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Sazetak

Cramer-Castillonov problem je geometrijski zadatak koji prgjgs iz antcke Gicke. Pro-
matramo kranicu i tri zadane toke. Problem glasi: kako upisati trokut toj kmnici tako
da pravci na kojima Iee stranice trokuta prolaze kroz tri zadanek&? Problem se zatim
pooftava nan tocaka i konstruira se upisaniterokut. Ovom problemu moge je pristu-
piti analiticki i geometrijski. Analitcki pristup koristi takozvane Pitagorejske koordinate
I Mobiusove transformacije. Do genja se dolazi pronalaskom prveeke na kranici,

a potom se preslikavanjima dolazi do ostalilcdka. U geometrijskom pristupu proma-
tramo sleajn = 3. Do rjesenja se dolazi primjenom kompozicije triju inverzija. Koristimo
Menelajev i Pascalov teorem te grujemo Mobiusove transformacije na sk@kako bi-
smo mogli analizirati postojanje genja. U sleaju da je kompozicija triju promatranih
inverzija identiteta, CCP ima beskam® mnogo rjsenja. Za kraj, uz prikaz efektivhe
konstrukcije u tipcnom slcaju s dva rjgenja, komentiramo relevantnost problema koji i
danas potie zanimanje.



Summary

Cramer-Castillon's problem is a geometric task dating from ancient Greece. A circle and
three points are given. The problem states: how to inscribe a triangle in the given circle
so that the sides of the triangle lie on the lines passing though the given points? The
problem is then generalized to arpolygon. We can approach this problem analytically
and geometrically. The analytic approach uses the so-called Pythagorean coordinates and
MOobius transformations. We arrive at the solution by nding the rst point on the circle,
and then use a chain of mappings to arrive at other points. In the geometric approach, we
focus on casa = 3. We nd the solution by using a composition of three inversions. We
use Menelaus and Pascal's theorem, and expand the de nitionbbiud transformation

to the setC, so that we can analyse the existance of the solution. In the case that the
composition is an identity, the problem has in nitely many solutions. In the end, along
with an e ective construction in a typical case with two solutions, we are commenting the
relevancy of the problem which is still interesting today.
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