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Uvod

S pojmom niza ucenici se susre¢u od najranijih dana svog obrazovanja. Najprije se nizovi
vezu uz fiziCke objekte i stvarne pojave, a zatim se taj pojam nadograduje i razvija u pojam
funkcije sa specifi¢nim svojstvima Cije je proucavanje nuzno za kasnije shvacanje koncepta
derivacije.

Ovaj rad podijeljen je na Cetiri dijela. U prvom dijelu promatra se Predmetni kurikulum za
nastavni predmet matematike s posebnim naglaskom na odgojno- obrazovne ishode vezane
za koncept niza te preporuke za ostvarivanje tih ishoda. Proucava se razvoj pojma niza i
njegova zastupljenost kroz godine obrazovanja.

Drugi dio posvecen je tipi¢nim zadacima koji ukljucuju nizove, a s kojima se ucenici su-
srecu pri ucenju raznih matemati¢kih koncepata poput brojeva i linearne funkcije. Takoder,
u poglavlju su sadrzani i zadaci iz Cetvrtog razreda srednje Skole u kojem se obraduju de-
finicija 1 svojstva nizova te aritmeti¢ki i geometrijski niz i njihova primjena u stvarnim
situacijama na primjeru kamatnog racuna.

Zatim se opisuje pojam progresivne formalizacije Hansa Freudenthala i njenog znacaja na
primjeru poucavanja nizova u skoli i formiranju pojma od slikovnih prikaza pa sve do de-
finicije.

U zadnjem dijelu rada, hrvatki nacin poucavanja nizova usporeduje se s dva razliita pri-
mjera iz svijeta- Irske i Australije. U poglavlju se opisuju obrazovni sustavi ovih dviju
zemalja te se navode obrazovni ishodi vezani za nizove kroz cijelo primarno i sekundarno
obrazovanje.



Poglavlje 1

Nizovi u kurikulumu

U ovom poglavlju istrazit ¢emo zastupljenost pojma niza u Predmetnom kurikulumu za
nastavni predmet matematike u osnovnoj 1 srednjoj Skoli te odgojno- obrazovne ishode
koje ucenici trebaju usvojiti.

1.1 Osnovna skola

Razredna nastava

U razrednoj nastavi (1.- 4. razred) naglasak je na usvajanju koncepta broja, uo¢avanju pra-
vilnosti u nizu brojeva ili oblika, stvaranju predodZbe o objektima i prostoru te provodenju
osnovnih mjerenja.

Ucenici pomocu nizova usvajaju koncept rednog broja postavljajuci pitanje: Koji je to broj
u nizu, redu, i sl.?

Sam pojam niza kao matematickog objekta se u osnovnoj Skoli ne definira niti postoji
jedinstvena nastavna cjelina u kojoj se nizovi obraduju vec je naglasak na zadacima u ko-
jima se uocavaju pravilnosti u redoslijedu oblika, brojeva i pojava iz svakodnevnog Zivota.
Takoder, od ucenika se ocekuje da objasne pravilnost nizanja brojeva, objekata ili pojava
te da kreiraju vlastite nizove.

U tablici [I.T|navedeni su ishodi u¢enja vezani za nizove i pravilnosti.

Primijetimo kako u treCem i Cetvrtom razredu osnovne $kole nema ishoda ucenja vezanih
za nizove i uoCavanje pravilnosti, ali kako ¢e biti vidljivo u drugom poglavlju, postoje za-
daci u udzbenicima u kojima treba nastaviti niz brojeva, geometrijskih likova, itd.
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Prvi razred

MAT OS A.1.1. Odreduje broj neposredno ispred i nepo-
sredno iza zadanoga broja.

MAT OS A.1.3. Uocava redoslijed 1 odreduje ga rednim
brojem.

MAT OS B.1.2. Uocava uzorak nizanja.

Objasnjava pravilnost nizanja.
Objasnjava kriterije nizanja.

5 NiZe po zadanome kriteriju.
MAT OS D.1.1. Usporeduje, razvrstava i1 niZe objekte
prema mjerivu svojstvu.

Drugi razred

MAT OS A.2.1. Sluzi se prirodnim brojevima do 100 u opi-
sivanju 1 prikazivanju koli¢ine i redosli-
jeda.

MAT OS B.2.1. Uocava pravilnosti nizanja brojeva, obje-

kata, aktivnosti i pojava.
Odreduje visekratnike kao brojevni niz.
Kreira nizove.

Objasnjava kriterije nizanja.

Treéi razred
Cetvrti razred

Tablica 1.1: Prikaz ishoda u¢enja od prvog do Cetvtog razreda osnovne Skole

Predmetna nastava

Predmetna nastava u osnovnoj Skoli obuhvaca razdoblje obrazovanja od petog do osmog
razreda. Dolaskom u peti razred od ucenika se ocekuje da su osnovni principi racunanja,
mjerenja i prepoznavanja oblika ve¢ usvojeni te se matematicki koncepti proSiruju i pro-
dubljuju, a ucenici se upoznaju sa skupovima brojeva, pouccima u geometriji i osnovama
vjerojatnosti 1 statistike. U predmetnom kurikulumu se ne spominju ishodi ucenja vezani
za nizove u razdolju od petog do osmog razreda, ali se u sedmom razredu obraduje linearna
ovisnost koja se moZe povezati s nizovima.
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1.2 Srednja Skola

U predmetnom kurikulumu srednja Skola je podijeljena po broju sati matematike godisSnje,
a ne po Skolskim programima. Opce gimnazije nastavni sadrZaj obraduju po kurikulumu za
140 sati godiSnje, a vecina prirodoslovno- matemati¢kih gimnazija po kurikulumu za 175
sati godi$nje. Imajmo na umu da uc¢enicima zavrsnih razreda nastava zavrsava ranije, stoga
u Cetvrtom razredu ucenici umjesto 140 sati, ukupno imaju 128 sati matematike, odnosno,
umjesto 175, imaju 160 sati matematike.

Nizovi se u srednjoj Skoli obraduju tek u Cetvrtom razredu kao zasebna cjelina. Tada se oni
definiraju, promatraju se aritmeticki i geometrijski niz te se bavi pitanjima monotonosti i
konvergencije nizova.

U tablici|l.2|navedeni su ishodi u¢enja vezani za nizove u Cetvrtom razred srednje Skole jer
se u predmetnom kurikulumu od treceg razreda osnovne Skole pa sve do Cetvrtog razreda
srednje Skole ne spominju nizovi.

Primijetimo kako se u programima s 96 1 128 sati matematike godis$nje redovno ne obraduju
geometrijski red i neprekidno ukamadivanje, ali je neprekidno ukamacivanje u kurikulumu
navedeno kao proSireni sadrzZaj.

Najveca razlika u programima matematike srednjih Skola je kompleksnost zadataka i nas-
tavnog sadrzaja. Na primjer, prirodoslovno- matematicke gimnazije dublje zalaze u ma-
tematicku analizu nego opce gimnazije. U prirodoslovno- matematickim gimnazijama se
promatranje konvergentnosti i monotonosti ne temelji samo na uocavanju rasta i pada te
omedenosti nego 1 na dokazivanju monotonosti, omedenosti i konvergencije te se dokazuju
limesi nizova koji se u opéim gimnazijama prihvate kao poznate ¢injenice.



POGLAVLIJE 1. NIZOVI U KURIKULUMU 5

Cetvrti razred 96, 128 sati godiSnje

MAT SS B.4.2. Opisuje aritmeticki 1 geometrijski niz, za-
pisuje op¢i Clan niza, povezuje s arit-
metickom i geometrijskom sredinom.

Racuna zbroj prvih n ¢lanova niza.

RjeSava probleme iz svakodnevnoga Zivota
primjenom aritmeti¢koga i geometrijskoga
5 niza, osobito sloZeni kamatni racun.
MAT SS B.4.3. Opisuje pojam limesa niza.

Uocava rast ili pad Clanova niza i posto-
janje granice, tj. konvergentnost ili diver-
gentnost.

ProSireni sadrzaj: Primjenjuje neprekidno
ukamacivanje.

Cetvrti razred 160 sati godiSnje
MAT SS B.4.2. Opisuje aritmeticki 1 geometrijski niz 1 ge-
ometrijski red.

Zapisuje opéi Clan niza, povezuje s arit-
metickom i geometrijskom sredinom.

Racuna zbroj prvih n ¢lanova niza, rauna
zbroj geometrijskoga reda.

RjeSava probleme iz svakodnevnoga Zivota
primjenom aritmetickoga i geometrijskoga
niza i geometrijskoga reda, osobito sloZeni

. kamatni racun.
MAT SS B.4.3. Opisuje pojam limesa niza, uocava rast ili

pad Clanova niza i postojanje granice, tj.
konvergentnost ili divergentnost.

Racuna limes niza i primjenjuje na pro-
blemskim zadatcima, primjerice pri nepre-
kidnome ukamacivanju.

Tablica 1.2: Prikaz ishoda ucenja u Cetvrtom razredu srednje Skole s 96, 128 1 160 sati
matematike godiS$nje



Poglavlje 2

Nizovi u zadacima

2.1 Osnovna skola

U osnovnoj $koli nizovi se ne definiraju, ve¢ se povezuju s pojmom redoslijeda, a u zada-
cima se koriste poznati objekti, u pocetku iz svakodnevnog Zivota, a kasnije 1 iz matema-
tike.

Prvi zadaci s kojima se u€enici susrecu iz matematike dolaskom u osnovnu Skolu su zadaci
u kojima treba uociti pogresku, nastaviti niz ili uociti pravilo. Na pocetku ucenici uocavaju
pravilnosti izmjene dana i no¢i, redoslijed dana u tjednu, izmjene godiSnjih doba i sli¢no,
a zatim se zadaju jednostavni zadaci sa slikovnim prikazom predmeta iz svakodnevnog
Zivota u kojima se od ucenika ocekuje da uoce pravilnost, pogresku ili nastave niz te se na
taj nacin razvija njihovo logicko miSljenje.

Primjer 2.1.1. Pronadimo pogresku.

Slika 2.1: Primjer zadatka u kojem ucenici u nizu elemenata trebaju pronaci element koji
ne pripada nizu



POGLAVLIJE 2. NIZOVI U ZADACIMA 7

U ovom primjeru ucenici trebaju prepoznati da bi zadnji ¢lan niza trebao biti zeleni list, a
ne Zuti. Na taj nacin u€enici vjeZbaju uoCavanje uzoraka i pravilnosti te objaSnjavaju zasto
je neki ¢lan niza bas na tom mjestu i zasto smatraju da je negdje u nizu greska i kako bi ju
ispravili.

Kada se po¢nu obradivati redni brojevi Cesto se ponavljaju zadaci u kojima se postavlja
pitanje: Koji je po redu ili u nizu? te Koji po velicini?. Vrlo su Cesti zadaci u udZbenicima
u kojima se ucenicima zadaje nekoliko objekata koje trebaju poredati po veli€ini ili po
nekom drugom mjerljivom svojstvu. Na pocetku su ti objekti predmeti iz svakodnevnog
zivota, kao u primjeru[2.1.2] a kasnije postaju geometrijski likovi i tijela, pa i brojevi.

Primjer 2.1.2. Lopte poredajmo po velicini

.. dv.

Slika 2.2: Primjer zadatka u kojem ucenici objekte slazu po veli¢ini

U ovom primjeru ucenici prvo trebaju uociti da objekte po veli¢ini moZemo poredati od
najmanjeg prema najvecem ili od najveceg prema najmanjem te da su to dva razlicita po-
retka. Nakon toga, lopte poredaju u poretku zelena, crvena, ljubiCasta, plava, Zuta ili Zuta,
plava, ljubicasta, crvena, zelena.

U prvom razredu, ucenici se upoznaju i s brojevima do 20 te s parnim i neparnim broje-
vima. Za usvajanje pojma paran, odnosno neparan broj, bitno je zadati zadatke u kojima
je potrebno sastaviti niz samo parnih, odnosno samo neparnih brojeva kako ucenike nebi
zbunili.



POGLAVLIJE 2. NIZOVI U ZADACIMA 8

Primjer 2.1.3. Nastavimo niz parnih brojeva.

2 4 6

Slika 2.3: Primjer zadatka u kojem ucenici nastavljaju niz parnih brojeva do 20

Zadaci s nizovima javljaju se 1 u podrucju geometrije. Ucenici dobiju nekoliko geome-
trijskih likova poredanih u niz medu kojima treba otkriti i objasniti pravilnost nizanja te
nadopuniti niz, odnosno nacrtati nekoliko ¢lanova na temelju prethodnih zapaZzanja.

Primjer 2.1.4. Objasnimo pravilnost nizanja te nadopunimo niz.

Slika 2.4: Primjer zadatka u kojem ucenici nastavljaju niz geometrijskih likova

Na slici [2.4] nalazi se niz sastavljen od pravokutnika, kruga i trokuta. Ucenici trebaju
zakljuciti kako u jednom ciklusu ponavljanja imamo jedan pravokutnik, zatim dva kruga
1 nakon toga tri trokuta. Kako bi nastavili niz, nakon tri trokuta iznad crte treba nacrtati
pravokutnik, a zatim dva kruga.

Primjer 2.1.5. Nadopunimo niz brojevima koji nedostaju.

Slika 2.5: Primjer zadatka u kojem ucenici nadopunjavaju niz viSekratnicima broja 7

U drugom razredu osnovne Skole slikovni prikazi objekata iz svakodnevnog Zivota zamije-
njuju se brojevima do 100. Ucenicima se zadaje niz dvoznamenkastih brojeva s nekoliko
¢lanova niza koji nedostaju. Od ucenika se oCekuje da otkriju pravilnost i dopune niz, ali 1
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da pravilnost opisuju matemati¢kim jezikom.

Iako se u kurikulumu za treci razred osnovne Skole ne spominju ishodi vezani uz nizove i
uocavanje pravilnosti, u udZbenicima se pojavljuju zadaci sli¢ni primjerima [2.1.3]i[2.1.5]
ali s troznamenkastim brojevima.

Od treceg razreda pa do kraja osnovne Skole u kurikulumu nema spomena o nizovima, ali
se u sedmom razredu obraduje linearna ovisnost te se nizovi mogu pojavljivati u smislu
uzastopnog dodavanja nekog broja nekoj varijabli.

Zadaci su zadani tablicom i/ili popratnim tekstom na temelju kojeg treba zapisati algebar-
ski izraz koji odgovara situaciji opisanoj u zadatku.

Primjer 2.1.6. Cijena kilograma mandarina kosta 9 kuna. Opisimo formulom ovisnost
troska y koji treba platiti za x kilograma mandarina.
Koliki je trosak ako uz mandarine treba kupiti i papirnatu vrecicu koja stoji 1 kn?

ZapiSimo iznose troSka y ovisno o broju kilograma kupljenih mandarina x

Xx...masaukg | 1 2 3 4 5
y... troSak ukn | 9 18 27 36 45

Tablica 2.1: Tabli¢ni prikaz linearne ovisnosti troska y o x kilograma mandarina

Uocimo kako troSak moZemo zapisati i u obliku niza gdje nam je prvi ¢lan niza 9, drugi
¢lan 18, treci 27, Cetvrti 36, itd.
9,18,27,36,45, ...

Promatrajuci ovaj niz zakljucujemo da je svaki ¢lan za 9 veci nego prethodni pa niz mozemo
opisati formulom
y = 9x.

Ako bismo uz svaku kupnju mandarina trebali kupiti i papirnatu vreéicu svaki ¢lan niza
povecao bi se za 1. Tada imamo niz

10, 19,28, 37,46,...
Sada je ukupan trosak opisan formulom

y=9x+1.
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2.2 Srednja Skola

Do Cetvrtog razreda srednje Skole nizovi se ne definiraju, ali se mogu pojaviti u zadacima
pri obradi linearne funkcije u prvom razredu srednje Skole i to u obliku linearne funkcije
kojoj je domena skup prirodnih brojeva. Dakle, za funkciju f : N — R moZemo nanizati
vrijednosti funkcije

J), ), f3), f(A), ...

U idu¢em primjeru ucenici trebaju odrediti linearnu funkciju s podacima iz teksta. Obzirom
da funkcija kao argument ima prirodan broj, odnosno u ovom primjeru broj dostavljenih
pizza, njene vrijednosti moZemo nanizati. Ucenici u ovom trenutku jo§ nisu svjesni da
se niz moZe zapisati kao funkcija jer su dosad nizove zapisivali pomocu tablice ili samo
nanizali elemente te nisu koristili druge zapise. Tek ¢e u Cetvrtom razredu srednje Skole
nizove poceti promatrati kao funkcije.

Primjer 2.2.1. Maturant Ivo tijekom ljeta zaraduje dostavljajuci pizze. Uz fiksni iznos
place f, viasnik ugostiteljskog obrta ga stimulira i bonusom b po dostavljenoj pizzi. U
prvom tjednu je Ivo dostavio 100 pizza i zaradio 2200 kn, a u drugom tjednu dostavio je 85
pizza i zaradio 2050 kn. Napisimo funkciju koja prikazuje zaradu z(n) u ovisnosti o broju
dostavljenih pizza n.

TraZena funkcija je obzirom na zadane podatke oblika
zZ(n)=>b-n+ f.

Trebamo otkriti vrijednost bonusa b i fiksne place f.
U prvom tjednu Ivo je dostavio 100 pizza i zaradio 2200 kn. Te podatke uvrstimo u funkciju
z(n) 1 dobivamo

2200 = 100b + f

U drugom tjednu je zaradio 2050 i dostavio 85 pizza. Dakle, imamo
2050 =85b + f

Rijesimo sustav linearnih jednadzbi

2200 = 1006 + f
2050 = 85b + f.

Oduzimanjem druge jednadzbe od prve dobivamo

150 =156 <= b =10kn.
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Nakon uvrStavanja u drugu jednadZzbu slijedi
85-10+ f =2050 < f =1200kn.

TraZena funkcija glasi
z(n) = 10n + 1200.

Dakle, za dostavu jedne pizze Ivo zaradi 1210 kn, za dostavu dvije pizze 1220 kn, za tri
1230, itd.

Kao $to je ve¢ spomenuto, u cetvrtom razredu srednje Skole nizovi se javljaju kao zasebna
cjelina u kojoj se oni cjelovito promatraju.

Tada prica o nizovima zapocinje motivacijskim primjerima s kojima su se ucenici vec su-
sreli kroz svoje Skolovanje, ali 1 primjerima iz testova inteligencije koje je zasigurno velika
veéina ucenika u svom Zivotu rjeSavala, a u kojima se trazi da se uoci odredena pravilnost
ili nastavi niz objekata ili brojeva.

Dosad su se nizovi zadavali opisno, opisivanjem pravilnosti rije¢ima ili rekurzivno, zadava-
njem prvih nekoliko ¢lanova niza i pravilom po kojem se niZu elementi jer je matematicki
izazovno doci do formule za op¢i €lan.

Pri proucavanju nizova u Cetvrtom razredu srednje Skole pojavljuju se primjeri u kojima
se od ucenika ocekuje da rekurzivno zadanom nizu odrede formulu za op¢i €lan niza te
pretvaraju iz jednog oblika u drugi.

Takoder, po prvi puta u njthovom obrazovanju, ucenici se susrecu s definicijom niza kao
funkcije.

Definicija 2.2.2. Niz u skupu S je svaka funkcija a : N — S. Ona prirodnom broju n
pridruZuje element a, iz skupa S. Element a, nazivamo opéim ili n-tim ¢lanom niza, a sam
niz oznacavamo simbolom a,,.

Pogledajmo nekoliko primjera iz udzbenika.

ntl

Primjer 2.2.3. Odredimo prvih nekoliko ¢lanova niza ako je a, = '=.

2345

FITET
Ovim primjerom Zeli se pokazati kako izgledaju nizovi zadani formulom opéeg Clana i na
koji nacin iz formule dobivamo niz s kakvim su se u€enici dosad susretali u Skoli.
U literaturi se mogu pronaci mnogi primjeri pretvaranja iz rekurzivne fomule u formulu za
op¢i Clan niza i obrnuto.
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Primjer 2.2.4. Zapisimo niz pomocu formule opceg ¢lana, ako je zadan rekurzivnom
formulom
ap=1,a,=n-a,1, nx>2.

Iz rekurzivne formule niza moZemo iscitati prvih nekoliko ¢lanova niza
a=1,a=2-1=2,a3;=3-2-1=6.
Sada zapiSimo taj niz pomocu opceg ¢lana
a,=n-(n—1)-...-2-1=n!

Kada ucenici dobiju formulu za op¢i €lan niza, treba ju dokazati principom matematicke
indukcije koju su, ovisno o programu koji pohadaju, ucili u tre¢em ili na pocetku Cetvrtog
razreda srednje Skole prije ove nastavne cjeline.

Nakon toga ucenici se upoznaju s aritmetickim i geometrijskim nizom, nastavnim jedi-
nicama koje su bogate raznovrsnim zadacima u kojima se trazi odredeni Clan niza, zbroj
svih Clanova niza ili odredivanje opéeg Clana niza pomocu zadanih uvjeta. Takoder, u
udZbenicima se mogu pronaci i tekstualni zadaci koji sluze kao poveznica sa svakodnev-
nim Zivotom i pokazuju primjenu nizova u stvarnosti.

Pogledajmo uvodni primjer u nastavnu jedinicu Aritmeticki niz preuzet s Edutorija koji
ucenicima ostavlja pitanje za razmiSljanje kao motivaciju za rad na ovoj temi.

Primjer 2.2.5. Luka slaZe Sibice u nizove kvadrata kao na slici[2.6] Prvo sloZi jedan kva-
drat, onda dva kvadrata u nizu, tri kvadrata u nizu i tako dalje. Koliko ¢e mu komada
Sibica trebati da sloZi 10 kvadrata u jednome nizu? MoZe li neki niz kvadrata sloZiti od
tocno 200 komada Sibica?

O —

Slika 2.6: Prikaz niza iz primjera[2.2.5]
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Primijetimo kako je prvi kvadrat sloZen od Cetiri Sibice, zatim su dva kvadrata sloZzena od
sedam S$ibica, tri kvadrata od deset Sibica i da za svaki iduci treba dodati tocno po tri Sibice.
ZapiSemo li dobivene brojeve u niz imamo

4,7,10,13, 15,18, ...

Sada lako moZemo zakljuciti koji bi bio odgovor na prvo pitanje: Koliko ¢e mu komada
Sibica trebati da sloZi 10 kvadrata u jednome nizu? Do odgovora ucenici mogu do¢i ski-
ciranjem i brojanjem Sibica u svakom iducem clanu niza ili mogu zakljuciti da ako svaki
idu¢i kvadrat moZemo dobiti tako da dodajemo tri Sibice na prethodni tada ¢e nam za deset
kvadrata u nizu trebati 4 + 3 - 9 = 31 Sibica.

Sada im na kraju primjera ostaje pitanje za razmisSljanje: MoZe li neki niz kvadrata sloZiti
od toc¢no 200 komada Sibica?

Neki ucenici ¢e odgovor na to pitanje znati tek nakon Sto se na satu dode do formule za
op¢i €lan aritmetickog niza, a neki ¢e odmah znati da obzirom da 200 —4 = 196 nije djeljiv
s 3, ne mozemo sloziti niz kvadrata od to¢no 200 Sibica.

Definicija 2.2.6. Niz je aritmeticki ako je razlika bilo kojeg ¢lana i ¢lana ispred njega
stalna i iznosi d:
a,—a,.1=d,n>2.

Broj d naziva se razlika ili diferencija aritmetickog niza.

Primjer 2.2.7. Zbroj triju uzastopnih ¢lanova aritmetickog niza iznosi 33. Njihov je
umnoZak jednak 1287. Odredimo te brojeve.

Oznacimo uzastopne Clanove niza s a,_1, a,, A, 1.
Prema definiciji aritmetickog niza slijedi da se a,_; 1 a, razlikuju za d te da se a, i a,4;
razlikuju za d pa moZemo pisati

a,_1 =a, —d (2.1)

a,.1=a, +d 2.2)

Ovdje smo pretpostavili da je a,+, > a, > a,-;.
Poznato nam je da je njihov zbroj jednak

(a,—-d)+a,+ (a,+d) =33
(an—d)-a,-(a, +d)=1287.
Rijesimo sustav jednadzbi

(a,—d)+a,+(a,+d) =33
{(an -d)-a, (a,+d) = 1287.
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Na kraju dobivamo a,, = 11, d = 2 1 njihovim uvrStavanjem u jednadzbe [2.11[2.2)dobivamo
a,—1 = 91a,; = 13. Ne zaboravimo kako smo u ovom zadatku pretpostavili da je niz
rastuci pa su trazeni Clanovi takvog niza 9,11, 13, ali ovaj niz moZe biti i padajuéi pa
dobivena rjeSenja zapisujemo kao 13,11,9.

Nakon §to se obradi aritmeticki niz i njegova svojstva, ucenici se upoznaju s geometrijskim
nizom. Zadaci s kojima se susre€emo u ovoj nastavnoj jedinici sli¢ni su onima prisutnima u
jedinici Aritmeticki niz u kojima se traZi zbroj prvih n ¢lanova niza ili op¢i €lan niza ako su
opisani odnosi izmedu pojedinih ¢lanova niza. Nakon kurikularne reforme u udzbenicima
se povecala koli¢ina tekstualnih zadataka koji opisuju situacije iz stvarnog Zivota poput
primjera u kojima se 1 dalje rauna suma prvih n elemenata niza, ali u kontekstu
stvarne Zivotne situacije.

Definicija 2.2.8. Niz je geometrijski ako je omjer svakog ¢lana i ¢lana ispred njega

ay

=q.
a1

Broj g naziva se kvocijent ili kolicnik geometrijskog niza.

Primjer 2.2.9. Ivan igra racunalnu igricu koja ima 8 razina. Na prvoj razini osvaja se
128 bodova, a na svakoj sljedecoj 50% vise nego na prethodnoj.

a) Koliko se bodova moZze osvojiti na 5. razini?

b) Koliko se ukupno bodova moZe osvojiti ako se prode svih 8 razina?

¢) Na kojoj je razini Ivan osvojio 1458 bodova?

Oznacimo s n broj razine igrice, a s ay, a, ..., ag broj bodova na pojedinoj razini igrice.
Sada imamo a; = 128, a obzirom da se na drugoj razini dobije 50% bodova viSe, tada je
a, = 128 - 1.5. Na svakoj sljedecoj razini dobivamo 50% bodova viSe nego na prethodnoj
pa je opci Clan jednak

a, =128-1.5"",

a) TraZi se broj bodova koji je moguée osvojiti na 5. razini pa racunamo
as = 128 - 1.5 = 648.

b) Ukupan broj bodova koji se moze osvojiti zavrSetkom svih razina jednak je sumi svih
¢lanova niza

(2.3)
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UvrStavanjem u formulu [2.3|za sumu geometrijskog niza dobivamo

1-1.5%
1-1.5

Sg =128 = 6035.

¢) Zadana nam je vrijednost a, = 1458, a trebamo izraCunati koji je to ¢lan niza. UvrStavanjem
zadanog u 2.6 dobivamo
1458 = 128 - 1.5""
729

= =15
= 64

= 1+1 729
n= 0815
64

>n=7.

Dakle, Ivan je na sedmoj razini osvojio 1458 bodova.

Koncept niza nastavlja se nadogradivati ispitivanjem monotonosti i omedenosti te konacno,
promatranjem konvergencije nizova. Tada se ucenici prvi puta susrecu s pojmom limesa
niza.

Nastavna jedinica Limes niza u udZbenicima najceScCe zapocinje primjerom niza koji tezi
nekom broju, na primjer niz

arag as Q4 as az a
—ooo0—o ° ° ° °
0 1 1 1 1 1
16 8 4 2

Slika 2.7: Prvih sedam ¢lanova niza a, = 3

Na ovom primjeru lako se objasni Sto znaci teziti nekom broju, a nakon toga slijedi defini-
cija limesa i teoremi o limesima.

Definicija 2.2.10. KaZemo da je realni broj a limes niza (x,) ako za svaki (ma kako malen)
broj € > 0 postoji prirodni broj ny takav da za sve n > ng vrijedi

|x, —a| < e&.

Niz je konvergentan ako ima limes. Inace je divergentan.
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Teorem 2.2.11. Neka su (x,) i (y,) konvergentni nizovi. Tada vrijedi:

1.
lim(x, £y,) = lim x, £ lim y,.
lim(x, - y,) = lim x, - lim y,.

3. Ako je y, # 0 za svakin i lim y, # 0, onda je

n—oo

lim x,,
. xn n—oo
Iim|—|=— .
noe\y, ) lim y,

n—oo

4. Ako je lim x,, # 0, onda je

n—oo

) , ) lim y
lim (x,)"" = (lim x,)~>"".
n—-oo n—-o0o

5. Ako je x, <y, za svaki n, onda je

lim x, < lim y,.

n—o0o n—-o0o

Primjer 2.2.12. Izracunajmo
Sn—1

3n+2

Na prvi pogled moZemo pomisliti kako u ovom primjeru samo treba primijeniti teorem
o dijeljenju limesa, ali primijetimo kako niz u brojniku, a i niz u nazivniku teZe u be-
skonacnost pa kaZemo da imamo neodreden oblik 2.

Podijelimo brojnik i nazivnik s n, a zatim primijenimo teorem o dijeljenju limesa i poznat
limes lim,,_, % =0.

Dobivamo

lim
n—oo

: 1
hmn—>00(5 - ;) 5
lim,e(3+2) 3
Kad ucenici usavrSe raCunanje limesa nizova i primjenu teorema o limesima u zadacima
pocinju se baviti svojstvima nizova, tocnije monotonosti i omedenosti te njihovom vezom
s konvergencijom niza. U srednjim Skolama s manje od 5 sati matematike tjedno uocava
se rast ili pad niza te omedenost dok se u prirodoslovno- matemati¢kim gimnazijama mo-
notonost i omedenost trebaju znati matematicki dokazati.

i Sn—1 . 5-
m = l1im
n—o 3 + 2 n—oo 3 4

SIS I
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Definicija 2.2.13. Za niz (x,) kazemo da je rastuéi ako za svaki n vrijedi x,, < X,
Za niz (x,) kaZemo da je padajuci ako za svaki n vrijedi x, > x,,,
Rastuce i padajuce nizove nazivamo monotonim nizovima.

Definicija 2.2.14. Niz (x,) je omeden ako postoje brojevi m i M takvi da za svaki n vrijedi
m<x, <M.

Broj M se naziva gornja, a broj m donja meda.

Primjer 2.2.15. Ispitajmo monotonost i omedenost niza

_n—l
T+l

an

IspiSimo prvih nekoliko ¢lanova niza:

07 5, E’ 57 g’ ?7 oo

Promatraju¢i prvih nekoliko ¢lanova niza mozemo naslutiti da je niz a,, rastué, ali to treba

dokazati.
Pretpostavimo da je niz a, rastué, tada vrijedi a,,,1 — a, > 0, za svaki n € N.

n+1)-1 n-1_n n—1
m+D+1 n+l n+2 n+l
_nn+ D) —(n-Dn+2)
B n+2)mn+1)
nw4+n-n*-2n+n+2
n+2)(n+1)
2

n+2)n+1)

Obzirom da je n € N nazivnik je veéi od nule, pa je cijeli razlomak veci od nule. Za-
kljucujemo da je niz a,, rastudi.

Lako primijetimo da je niz a, omeden odozdo s 0, obzirom da je rastuci pa je prvi ¢lan
ujedno i donja meda. Primijetimo kako se svaki iduci €lan niza sve viSe pribliZava broju 1,
pa moZemo pretpostaviti da je niz a, odozgo omeden s 1. DokaZimo tu tvrdnju.

n 2

n+2 n+?2

apy1 =
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Razlomak ﬁ je manji od 1 za svaki n € N pa moZemo zakljuciti da je a,,; < 1, as time 1

a, za svakin € N,

Zadnja tema koja se obraduje u kontekstu nizova, a koja je kao zasebna tema relativno
nova u hrvatskom skolstvu je kamatni racun. Izuzetno primjenjiva tema u svakodnevnom
Zivotu obraduje se kao primjena aritmetickog 1 geometrijskog niza u financijama. Ucenici
se upoznaju s pojmovima kamatne stope, glavnice, oroene Stednje te s jednostavnim i
sloZenim ukamacdivanjem.

Primjer 2.2.16. Tena je orocila 10000 kn na rok od 5 godina uz kamatnu stopu od 10%.
Kamate se na orocenu Stednju svake godine obracunavaju i dodaju na glavnicu. Koliko ce
novca Tena imati na racunu nakon pet godina?

Oznacimo s Cy pocetni iznos, a s C,, iznos na racunu nakon n godina.
Na kraju prve godine, Tena ¢e na raunu imati pocetni iznos uvecan za kamatu

Ci=Cyp+Cy-0.1=Cy-1.1
Na kraju druge godine, Tena ¢e na raCunu imati iznos prve godine uvecan za kamatu
C,=Ci+C-01=C;-1.1=Cy-1.1°

Na kraju trece,
C3;=C,+C,-01=C,-1.1=Cy-1.1°

MozZemo zakljuciti kako se iznos na raunu nakon n godina moZe racunati po formuli
Cn = CO -1.1"

Ovdje se radi o geometrijskom nizu s kvocijentom 1.1.
Sada slijedi da Tena nakon 5 godina na ra¢unu ima Cs = 10000 - 1.1° = 16105.1 kuna.

Primjer 2.2.17. Marko je ustedio 30000 kn i Zeli kupiti elektri¢ni bicikl. Cijena bicikla
je 40000 kn. Pronasao je banku koja za orocenu Stednju nudi kamatnu stopu od 2%. Na
koliko bi godina morao orociti svoju ustedevinu?

Opéenito, ako se kamate obraCunavaju po sloZzenom kamatnom racunu uz godiSnju ka-
matnu stopu p izraZenu u postotcima, pocetni iznos Cy nakon n godina narast ¢e na iznos
C,=Cy(l+p).
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Dakle, u ovom slu¢aju imamo
40000 = 3000 - (1 + 0.02)"

40000 .
30000 1.02
4
- =1.02"
3

4

Zakljucujemo da bi Marko uStedevinu trebao orociti na 15 godina kako bi pocetni iznos

narastao na 40 000 kuna.



Poglavlje 3

Hans Freudenthal

Hans Freudenthal je nizozemski matematicar koji je, osim svojih doprinosa u podrucju
algebarske topologije, poznat i po utjecaju na matematicko obrazovanje. On je zaCetnik
ideje realisticnog matematickog obrazovanja koja se razvila 80-ih godina proslog stoljeca
kao kritika na veliku promjenu kurikuluma koja se popularno zvala "New Math”.

Slika 3.1: Portret Hansa Freudenthala

Ideja realisti¢nog matematickog obrazovanja je da se u€enicima ne daju gotove Cinjenice i
definicije ve¢ prilika da ih sami otkriju uz usmjeravanje nastavnika. Samim time, oni pos-
taju odgovorni za svoje ucenje te razvijaju znanstvenu znatizelju i istrazivacko razmisljanje.

20
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U tako konstruiranoj nastavi naglasak je na razumijevanju sadrZaja, a ne na gotovim algo-
ritmima.

Hans Freudenthal je smatrao kako proces ucenja treba poceti s konkretnim i ucenicima
bliskim primjerima koje razvijaju vlastitim metodama i uz vodstvo nastavnika dolaze do
formalnog znanja. Taj proces zove se progresivna formalizacija. Ona se Cesto prikazuje
modelom sante, odnosno ledenjaka koji viri iz mora i1 predstavlja formalno znanje, a ispod
povrsine nalaze se svi neformalni primjeri, koncepti i ideje koji su u¢enike postupno doveli

do formalnog znanja.

a=1a,1=a,+2,neN

1,3,5,7,9,..

40003534544

Slika 3.2: Model sante koji prikazuje progresivnu formalizaciju pojma niz

Na taj nacin smo razvijali i pojam niza. Ucenici su se u prvom razredu osnovne Skole su-
sreli s raznim slikovnim prikazima niza koji su nadopunjivali slikama koje nedostaju, zatim
su se slike zamijenile brojevima, u pocetku jednoznamenkastima, a kasnije viSeznamenka-
stima. Pravilnost koju je valjalo uoditi za nastavljanje niza s nastavkom obrazovanja je
kompleksnija, u sedmom razredu se javlja i linearna ovisnost, pa linearna funkcija kojoj je
domena skup prirodnih brojeva i na kraju u ¢etvrtom razredu srednje Skole niz se definira i
obraduju se razna svojstva niza poput monotonosti i konvergencije. Dakle, pojam niza se
razvijao kroz cijelo osnovnoskolsko i srednjoskolsko obrazovanje ucenika.



Poglavlje 4

Nizovi u kurikulumu Irske i Australije

4.1 Irska

Osnovnoskolsko i srednjoSkolsko obrazovanje Republike Irske sastoji se od primarnog i
sekundarnog ciklusa od kojih se sekundarni dijeli na junior, prijelaznu godinu 1 senior.
Obrazovanje je besplatno i ve¢inom zapocCinje s djetetovih navrSenih 5 godina.

Primarno obrazovanje traje osam godina i podijeljeno je na: Junior infants, Senior infants
1 Sest razreda 1- 6.

Irska je prije nekoliko godina zapocela reformu obrazovanja Cija se konacna implemen-
tacija u Skole ocekuje do 2023. godine. Kao i u Hrvatskoj, tijekom reforme je fokus s
nastavnog sadrZzaja preSao na odgojno- obrazovne ishode te se u tim terminima pise novi
kurikulum.

Zasad su objavljeni dokumenti koji navode okvirne promjene u obrazovanju, a one ukljucuju
povecanje ucenikove aktivnosti i odgovornosti u nastavnom procesu, usmjeravanje paznje
na primjene iz svijeta oko nas, kljuéne kompetencije 1 realisticko matematicko obrazovanje
koje slijedi ideju Hansa Freudenthala.

Cilj novog kurikuluma je pruZanje moguénosti uenicima da stvaraju svoje ideje i strate-
gije za rjeSavanje problema te integriraju nove koncepte tako da grade na tim strategijama.
Takoder, promoviraju se matematicke diskusije, prikladne aktivnosti, u¢enje kroz igru i
formativno vrednovanje. Dapace, u Irskoj se ocjenjuje svega jednom do dvaput godiSnje,
ali se redovito formativno vrednuje ucenike kako bi dobili valjanu i pravovremenu infor-
maciju o svom napretku i postignu¢ima u ucenju.

Kao §to je ve¢ navedeno u poglavlju|l.1|u hrvatskom kurikulumu ishodi koji se odnose na
uocCavanje pravilnosti, uzoraka i nizova nestaju u treCem razredu osnovne skole i do sred-

22
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nje Skole nema govora o toj temi. U Irskom kurikulumu se kroz cijeli ciklus primarnog
obrazovanja provlace uzorci, uo€avanje pravilnosti, nastavljanje nizova i matematicki za-
pisi uocenih pravilnosti.

Tijekom Junior infant i Senior infant stupnjeva obrazovanja ucenici kroz zabavne i eduka-
tivne aktivnosti objekte redaju po velicini, istrazuju i nastavljaju uzorke te broje od 1 do 5
iunazad od 5 do 1.

Naglasak je na opipljivim modelima s kojima uc¢enici mogu fizicki baratati i slagati ih na
temelju nekih atributa, na primjer kreirati nove uzorke koriste¢i papirnate oblike.

U prvom i drugom razredu pojavljuju se redni brojevi i razlikuju se parni 1 neparni brojevi,
a uzorci raznoraznih svakodnevnih oblika i objekata zamijenjuju se geometrijskih oblicima
1 brojevima. U ovom periodu ucenike se ohrabljuje da uocavaju 1 opisuju odnose u uzor-
cima, ukljucujuéi nizove brojeva i geometrijskih oblika.

Zatim, u treem razredu obraduju se nizovi brojeva do 1000, na primjer broji se po 2, 4,
10, itd., a u Cetvrtom i petom razredu javljaju se prve jednostavnije generalizacije u svrhu
predvidanja 1 nastavljanja nizova i uzoraka.

Posljednju godinu primarnog obrazovanja ucenici obraduju linearnu ovisnost 1 proporci-
onalnost koje su ve¢ i prije bili svjesni, ali sada ju zapisuju formulom, a nastala je iz
brojevnih uzoraka.

Novi kurikulum naglasava vaznost istraZzivanja i razmjene ideja kako bi u€enici sami uocili
pravilnosti, nastavljali nizove 1 kreirali nove na temelju dosadasnjeg iskustva.

Srednjoskolsko obrazovanje zapocinje s Junior cycle koji razvija sposobnosti logi¢kog,
strateSkog 1 kritickog misljenja uCenika kroz pet domena:

e brojevi,

e geometrija i trigonometrija,

e algebra i funkcije,

e vjerojatnost i statistika,

e domena koja ujedinjuje sadrzaje prethodnih domena.

Peta domena proZima sadrZaje iz svih ostalih domena te se sastoji od Sest elemenata kroz
koje se ona ostvaruje.

1. Nadogradnja znanja- u€enici razumiju i prisjecaju se koncepata iz svih domena te su
sposobni to¢no 1 ucinkovito izvesti raCune i1 postupke pri rjeSavanju zadataka.
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2. Povezivanje- ucenici povezuju razne matematicke domene kao i matematiku sa svi-
jetom oko nas.

3. Rjesavanje problema- ucenici istraZuju obrasce, formuliraju pretpostavke i bave se
zadacima u kojima rjeSenje nije ocito.

4. Generalizacija 1 dokaz- uCenici prelaze sa specificnih slu¢ajeva na opce matematicke
iskaze te prezentiraju i vrednuju matematicke argumente i dokaze.

5. Matematicka komunikacija- u€enici komuniciraju matematickim jezikom verbalno i
pisano.

Ishodi ucenja vezani za nizove se u ovom stupnju obrazovanja ne pojavljuju vec se pojav-
ljuju ishodi u€enja vezani za linearnu i kvadratnu funkciju koje moZemo promatrati kao
nizove u slucaju da je njihova domena skup prirodnih brojeva. Kao i u Hrvatskoj, u ovom
trenu nizovi se ne definiraju niti promatraju kao zasebna cjelina.

Nakon tri godine srednje Skole, u€enici se mogu odluciti na prijelaznu godinu tijekom koje
im se nude razni programi prakti¢nog ucenja te mogu ste¢i razne vjestine i radno iskustvo.
Zadnji dio srednjoskolskog obrazovanja zove se Senior cycle u kojem ucenici mogu slusati
i polagati matematiku na tri razine: temeljnoj, srednjoj i vi$oj razini.

Na temeljnoj, odnosno niZoj razini nizovi se obraduju poprili¢no povr$no u odnosu na hr-
vatski kurikulum za Skole s relativno malo sati matematike godiSnje. Od u€enika se oCekuje
da koriste tablice i graficki prikaz ¢lanova niza, generaliziraju i opisuju obrasce i odnose
rijeCima i brojevima te zapisuju odredene aritmetic¢ke izraze u niz.

Ucenici na srednjoj razini promatraju aritmeticki i geometrijski niz i njihova svojstva te se
od njih ocekuje da po zavrSetku nastavnog procesa prepoznaju je li dani niz aritmeticki ili
geometrijski te racunaju sumu prvih n ¢lanova niza.

Na viSoj razini ide se korak dalje. Ucenici primjenjuju matematicku indukciju pri dokazi-
vanju monotonosti i omedenosti nizova. Takoder, racunaju limese primjenjujuci teorem o
limesima i rjeSavaju probleme s konacnim i beskona¢nim nzovima koji se mogu primjeniti
u financijama, na primjer izvodenje formule za otplatu hipoteke.

Primijetimo sli¢nost irskog kurikuluma za viSu razinu matematike i hrvatskog kurikuluma
za gimnazije. Oboje obuhvacaju iste sadrZaje, ali istraZivajuéi irski obrazovni sustav pri-
mjetila sam kako se u njihovom obrazovanju ve¢ dugi niz godina naglasava vaZnost pri-
mjene znanja u svakodnevnom Zivotu i problemskih zadataka, Sto je kod nas tek na pocetku
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svog implementiranja u sve sfere obrazovanja.

Niza razina

Srednja razina

Visa razina

Uclenik koristi tablice 1
graficki prikaz za prikaz ni-
zova

Ucenik zapisuje nizove for-
mulom

Uclenik istrazuje svojstva
geometrijskih nizova i re-
dova

Ucenik  zapisuje  arit-
meticke izraze u niz i
opisuje pravilo po kojem je
sastavljen

Ucenik istrazuje uzorke
medu nizovima

Ucenik primjenjuje pravila
za sumu, produkt i kvoci-
jent limesa

Ucenik razumije da je svaki
niz funkcija kojoj je do-
mena skup prirodnih bro-
jeva

Ucenik prepoznaje je li niz
aritmeticki, geometrijski ili
niSta od navedenog

Ucenik rjeSava probleme
pomoc¢u kona¢nih 1 be-
skona¢nih nizova, poput
primjene u financijama

Ucenik odreduje zbroj pr-
vih n ¢lanova aritmetickog
niza

Tablica 4.1: Usporedba ishoda ucenja na tri razine matematike u Senior cycle

4.2 Australija

Australski obrazovni sustav sastoji se od primarnog, sekundarnog i tercijarnog obrazova-
nja, a za potrebe diplomskog rada istraZivala sam primarno i1 sekundardno obrazovanje.

Primarno obrazovanje zapocinje sa Sest ili sedam godina, ovisno o tome je li uenik polazio
predskolu koja se, kao i u Hrvatskoj, odvija godinu dana prije polaska u osnovnu skolu te
se u njoj uce slova, brojevi, vrijeme, itd.
Primarno obrazovanje traje sedam ili osam godina, a zatim slijede tri ili Cetiri godine se-
kundarnog obrazovanja i nakon toga dvije godine viSeg sekundarnog obrazovanja.

Kao i u Hrvatskoj, nakon zavrSetka viSeg sekundarnog obrazovanja, za upis na fakultet
potrebno je polagati drzavnu maturu.

U kurikulumu primarnog obrazovanja postoji posebna poddomena koja se zove uzorci i
algebra te se ona proteze cijelim primarnim i niZim sekundarnim obrazovanjem.
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Dakle, ucenici u Australiji u prosjeku 10 godina svog obrazovanja uce o nizovima u nekoj
mjeri. Za usporedbu, u€enici u Hrvatskoj nemaju tu vrstu kontinuiteta u ucenju nizova te
izmedu treCeg razreda osnovne Skole i Cetvrtog razreda srednje Skole nema spomena ni o
nizovima ni o uzorcima ve¢ je sve prepusteno dobroj volji nastavnika i autora udzbenika.

U predskoli, koja se u Australiji zove Foundation year, u€enici prepoznaju uzorke, obraduju
redne brojeve i redaju objekte po veli€ini ili nekom zajednickom svojstvu. Uz to, od njih
se oc¢ekuje da kopiraju, nastave ili stvore niz objekata i brojeva do 10.

U prvom razredu nizovi se nadograduju brojevnim nizovima do 100, s tim da nizove stva-
raju ili nadopunjuju brojanjem po dva, deset, itd.

U kurikulumu se za realizaciju tog ishoda preporucuju igre poput Sam- yuk-gu u kojima
svi ucenici sudjeluju. Na pocetku se definira da se, na primjer svaki tre¢i broj zamijeni
pljeskom. Jedan ucenik zapocinje i kaze 1, drugi 2, a treci ucenik ne bi trebao reci 3 veé
pljesnuti, i tako dalje dok netko ne pogrijesi.

Takoder, ova igra moZe se izmijeniti na na¢in da jedan ucenik izvlaci dvije kartice: na prvoj
piSe broj od kojeg treba poceti brojati, a na drugoj pise po koliko se broji. Svaki ucenik
dobiva tablicu s brojevima od 1 do 100 i1 Zetone kojima prekrije broj koji pripada nizu.

1123|456 |@)| 89|10
@ 21314\ @)| 16|17 |18|@)20
21|22 (@) 24| 25|26 @] 28|29 | 30
@ 32|33 34.36 37 38.40
41|42 (@] 44|45 | 46 (@] 48 | 49 | 50
@ 52|53 |54 | @56 |57 55 | @) 60
61|62 @) 64 |65 |66 (@) 68| 6970
@ 74.76 77 | 78 |@| 80
81|82 |@|s4 |85 |86 | @) 888990
@ o2 93|94 @ 96|97 | 98 (@100

Slika 4.1: Primjer igre u kojoj se pocinje brojati od broja 7 1 broji se po Cetiri

U Australiji se kroz cijelo primarno obrazovanje stavlja veliki naglasak na matematicke
igre poput navedene kako bi ucenici kroz igru ucili te im nastava ne bi bila dosadna.
Takoder, u sklopu kurikuluma postoje linkovi na web stranicu digitalnog repozitorija ma-
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terijala za nastavnike na kojoj se nalaze prijedlozi za razne aktivnosti, igre i zadaci.

U drugom i tre¢em razredu od ucenika se trazi da uo€avaju i opisuju pravilnosti u brojev-
nim nizovima te da stvaraju nove nizove na temelju uocenog.

Zatim se brojevni nizovi kompliciraju te se u ¢evtrtom razredu promatraju brojevni nizovi
viSekratnika brojeva 3, 4, 6, 7, 8 19. Tada prepoznaju da neki nizovi ne moraju biti konacni
te da imamo beskona¢no mnogo viSekratnika brojeva.

Kroz peti, Sesti i sedmi razred nizovi se provlace u sklopu proucavanja skupova brojeva te
se stvaraju jednostavne generalizacije uzoraka, a zatim se postepeno njihova zastupljenost
smanjuje 1 do kraja desetog razreda zamjenjuje linearnim jednadzbama.

Za vrijeme viSeg sekundarnog obrazovanja, u€enici mogu uciti matematiku u jednoj od
Cetiri varijante:

e temeljna matematika,
e opca matematika,

e matematicke metode,
e stru¢na matematika.

Temeljna matematika fokusira se na primjenu matematike u svakodnevnom zivotu. Ve¢inom
ju upisuju u€enici koji nemaju namjeru nastaviti obrazovanje na fakultetu. Nastavni sadrzaj
obuhvaca primjenu postotaka, statistike, grafova i omjera u svakodnevnici, ali ne obuhvaéa
definiranje nizova kao funkcije i promatranje njihovih svojstava.

Zatim, slijedi opéa matematika, koja je po obujmu nastavnog sadrzaja ekvivalent matema-
tici u hrvatskim opéim gimnazijama. Ucenici koji ju upisuju bave se algebrom, geometri-
jom i trigonometrijom, grafovima i statistikom te planiraju u buducnosti upisati fakultet.
Takoder, definiraju se nizovi te promatraju aritmeticki i geometrijski niz i njihova svojstva.
Naglasak se stavlja na prakti¢noj primjeni i analizi tih nizova u svakodnevnici, kao na pri-
mjer jednostavno i sloZeno ukamacivanje.

Ucenici koji planiraju upisati tehnicke fakultete upisuju predmet matematicke metode u
kojem se naglasak stavlja na matemati¢ku analizu 1 statistiku. Aritmeticki i geometrijski
nizovi obraduju se kao i na opoj matematici, ali se dodatno obraduje i suma prvih n ele-
menata niza i limes geometrijskog niza.
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Stru¢na matematika namjenjena je ucenicima koji se planiraju baviti zanimanjima usko
povezanima s matematikom. ZamiSljeno je da se polaze uz matematiCke metode jer se
nastavni sadrzaj matematickih metoda nadograduje raznim teoremima i dokazima te sluzi
kao spona izmedu srednjoskolske i fakultetske matematike.

Ucenici uce o vektorima u prostoru, primjeni integrala, kompleksnim brojevima, funkci-
jama i kombinatorici, ali u kurikulumu struéne matematike nema govora o nizovima jer se
oni obraduju na matemati¢kim metodama.
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Sazetak

U ovom radu analizirano je uvodenje i realizacija matematickog pojma niza u osnovnosko-
Iskoj i srednjoskolskoj matematici. Prvi dio rada nudi pregled ishoda u¢enja iz Predmetnog
kurikuluma za matematicko podrucje vezanih za uzorke 1 nizove kroz osnovnu i srednju
Skolu. Drugi dio je orijentiran na tipi¢ne zadatke kojima se obraduje pojam niza i razvija
kroz ucenikovo obrazovanje te se nastavlja s opisom progresivne formalizacije Hansa Fre-
udenthala na primjeru razvoja pojma niza. Na kraju rada analiziraju se kurikulumi Irske i
Australije te se usporeduju s hrvatskim kurikulumom.



Summary

This thesis analyzes the introduction and realization of the mathematical concept of a sequ-
ence in primary and secondary mathematics. The first part of the thesis offers an overview
of the learning outcomes from the Mathematics Curriculum related to patterns and sequ-
ences through primary and secondary school. The second part focuses on typical tasks that
deal with the concept of a sequence and how the concept develops through the student’s
education. It continues with a description of Hans Freudenthal’s progressive formaliza-
tion on the example of the development of the concept of a sequence. At the end of the
thesis, the curricula of Ireland and Australia are analyzed and compared with the Croatian
curriculum.



Zivotopis

Rodena sam 23. 3. 1997. godine u Zagrebu. Pohadala sam Osnovnu $kolu Samobor do
2011. godine te nakon toga upisala prirodoslovno- matematicki smjer X. gimnazije “Ivan
Supek™ u Zagrebu gdje sam se zainteresirala za matematiku i otkrila svoj poziv.

2015. godine upisala sam nastavnicki smjer preddiplomskog studija matematike na Prirodo-
slovno- matematickom fakuletu u Zagrebu koji sam zavrSila 2019. godine sa zvanjem
sveuciliSna prvostupnica edukacije matematike. Iste godine, svoje obrazovanje nasta-
vila sam na nastavnickom smjeru diplomskog studija matematike na istom fakultetu koji
zavrSavam akademske godine 2021/2022.
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