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Uvod

IzraCunljivost kao grana matematike bavi se proucavanjem rekurzivnih funkcija. Intuitivno,
rekurzivna funkcija f : N — N je funkcija za koju moZemo napisati program, odnosno za
koju postoji “algoritam”, koji kao ulaz prima i € N i vraca vrijednost funkcije f(i). Na pri-
mjer, na intuitivnoj razini je jasno da je funkcija N — N ¢ija vrijednost je jednaka 1, ako je
i prost broj, a 0 ako i nije prost broj, rekurzivna. Naime, algoritam za tu funkciju bi za dani
i € N trebao napraviti kona¢no mnogo provjera, je li i djeljiv s nekim brojem manjim od
njega. Prvo poglavlje ovog diplomskog rada namijenjeno je klasi¢noj teoriji izraCunljivosti
1 u njemu formaliziramo pojam rekurzivne funkcije. Precizno ¢emo definirati Sto znaci da
za neku funkciju postoji “algoritam” koji izra¢unava njene vrijednosti. Stovise, prosiriti
¢emo pojam rekurzivne funkcije na funkcije ¢ija kodomena je Z, Q, R. Takoder, uvodimo
1 obradujemo pojmove kao Sto su rekurzivan i rekurzivno prebrojiv skup, koji su temeljni
pojmovi u teoriji izraCunljivosti. Za kraj prvog poglavlja obradujemo r.r.o. funkcije koje
¢e nam biti potrebne kasnije u diplomskom radu.

Sljedeci cilj je povezati teoriju metrickih prostora sa izraCunljivosti. U diplomskom
radu podrazumijeva se osnovno znanje o metriCkim prostorima pa neke definicije i rezultati
vezani uz to nisu posebno navedeni. Kako bi povezali te dvije teorije uvodimo pojam efek-
tivnog separirajueg niza u metrickom prostoru (X, d). Za niz (a, ).y koji je gust u (X, d)
te takav da je funkcija N> = R, (i, j) — d(a;, @;) rekurzivna kaZemo da je efektivan sepa-
rirajui niz u (X, d). Uredenu trojku (X, d, @) tada nazivamo izraCunljivim metrickim pros-
torom. Na izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @) poru¢avamo svojstva izracunljivo
prebrojivih i izracunljivih podskupova od X. Ispostavit ¢e se da je svaki izracunljiv skup
ujedno i izraCunljivo prebrojiv skup te da ga moZemo promatrati kao izracunljiv metricki
prostor.

Jednu klasu metrickih prostora ¢ine kompaktni metricki prostori. MoZe se pokazati da
je metricki prostor (X, d) kompaktan ako i samo ako je potpun i ako za svaki € > 0 postoje
tocke xi, ..., x, € X takve da je

X = g K(x;, €).

Ovaj rezultat nas motivira na sljedecu definiciju. Za izracunljiv metricki prostor (X, d, @)



2 SADRZAJ

kazemo da je efektivno kompaktan ako je (X, d) kompaktan i ako postoji rekurzivna funk-
cija f : N — N takva da vrijedi

fk)
X = U K(a;,27%), za svaki k € N,
i=0

Jedan od primjera efektivno kompaktnog izracunljivog metrickog prostora biti ¢e ([0, 1], d, @),
gdje je d euklidska metrika i a efektivan separirajuci niz u ([0, 1], d). S druge strane, poka-
zuje se da za y > 0 takav da y nije izraunljiv broj izracunljiv metricki prostor ([0, y], d, @),
gdje je d euklidska metrika 1 a efektivan separirajuci niz u ([0, y], d), nije efektivno kom-
paktan. Klju¢na razlika izmedu ova dva metri¢ka prostora je ta da je 1 izracunljiv broj, dok

v nije. Ispostavit ¢e se da su izracunljivi skupovi gledani kao izraunljivi metricki prostori
efektivno kompaktni. Jo§ jedan zanimljiv rezultat je da efektivna kompaktnost ne ovisi o
efektivnom separirajuéem nizu. Preciznije, ako je (X, d) metricki prostor i a, S efektivni
separirajuci nizovi u (X, d), tada vrijedi

(X,d, @) je efektivno kompaktan <= (X, d, ) je efektivno kompaktan.



Poglavlje 1

Izracunljivost

1.1 Rekurzivne funkcije i rekurzivni skupovi

Neka je z : N — N funkcija definirana sa z(x) = 0, zasvaki x € Ntenekaje s : N —» N
funkcija definirana sa s(x) = x + 1, za svaki x € N.
Nekaje k € N\ {0}i j € {1,2,...,k}. Definiramo funkciju 15? :NF - N sa

k
Ij(xl,)C2, . .,Xk) = Xj.

Za funkcije z, s, I’,‘ kaZzemo da su inicijalne funkcije.
Neka su n,k € N\ {0}, te nekasu f : N* — Ni g, g,...,8, : N¥ - N funkcije. Za
funkciju /2 : N*¥ — N definiranu sa

h(x) = f(g1(x), g2(x), ..., 8u(x)), za svaki x € N¥

kaZzemo da je dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2,..., &n.
Neka je k € N\ {0}, te neka su f : N* — Nig : N2 — N funkcije. Za fiksne
X1, X2, ... X; € N definiramo funkciju 4 : N¥*! — N induktivno po y € N sa

h(07x17x2’ A "xk) = f(xl’xz" .. ’xk)’

h(y + 1’ xl’ x2’ et xk) = g(h()}’ xl’ x2’ ct xk)’y’ x19x29 . ’xk)'
Za ovako definiranu funkciju 4 kaZzemo da je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija
fig.
Neka je k € N\ {0}. Pretpostavimo da je g : N**! — N funkcija takva da za svaki
(X1,X2,...,%) € N postoji y € N takav da vrijedi g(x;, X, ..., X y) = 0. Za funkciju
f : N¥ — N definiranu sa

f(X1,XQ,...,Xk) = mln{y € N | g(xl’x2" --’xk,y) = O}

3
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kaZzemo da je dobivena primjenom u — operatora na funkciju g. Broj f(xy, x2, ..., x¢) joS
oznacavamo sa uy(g(xy, X2, ..., X, y) = 0).

Definirajmo sada pojam rekurzivne funkcije.

Neka je R, skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da smo za neki n € N definirali

skup R,,.
Oznacimo sa A skup svih funkcija £ sa svojstvom da postoje f, g1, &2, - .-, gk € R, takve da
je funkcija i dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2, .- ., k-

Oznacimo sa B skup svih funkcija 4 sa svojstvom da postoje f, g € R, takve da je funkcija
h dobivena primitivnom rekurzijom funkcija f i g.

Oznacimo sa C skup svih funkcija £ sa svojstvom da postoji g € R, takva da je funkcija &
dobivena primjenom u — operatora na funkciju g.

Definiramo skup R, sa R,;; = R, UA U B U C. Na ovaj nacin smo induktivno definirali
niz skupova Ry, Ry, ..., R,, ..., iz same definicije niza jasno je da vrijedi R, C R,,, za sve
n,m € N takve da je n < m.

Za funkciju h kazemo da je rekurzivna ako je 4 € | R,, odnosno ako postoji n € N takav

n=1
dajeh € R,.
Uocimo da su sve inicijalne funkcije rekurzivne te da je skup svih rekurzivnih funkcija
prebrojiv. Naime, indukcijom se lako pokaZe da je R, prebrojiv skup za svaki n € N pa je
onda |J R, prebrojiv skup kao prebrojiva unija prebrojivih skupova.
n=1
Propozicija 1.1.1.  a) Neka je n € N\ {0}, te neka su f, g1, g2, ...,&, rekurzivne funk-
cije. Tada je funkcija h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, &2, - .., 8, rekurzivna
funkcija.

b) Neka su f i g rekurzivne funkcije. Tada je funkcija h dobivena primitivnom rekurzi-
jom funkcija f i g rekurzivna funkcija.

c) Neka je g rekurzivna funkcija. Tada je funkcija h dobivena primjenom u — operatora
na funkciju g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju a). Neka je n € N\ {0}. Neka su f, gy, g2,...,g, rekurzivne
funkcije te neka je 4 funkcija dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2, . . . , - 1z Cinjenice
da su funkcije f, g1, g2, - - - , g, rekurzivne slijedi da postoje k, ki, ks, ..., k, € N takvi da je
fE€R, 8 €ERY,8 € R,y ..., 80 € Ry,. Neka je K = max{k, ky, ks, . .., k,}. Kako je

k<Kk <K,...,k, <K,

te kako je R; C R zasve i, j € N takve daje i < jslijedi Ry C Rk, Ry, € Rk, ..., Ry, € Rg,
pavrijedi f, g1, &2, ..., 8 € Rg. Kako je h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, g2, ..., &n
imamo A € Rg., pa je h rekurzivna funkcija.

Tvrdnje b) 1 ¢) dokazuju se analogno. m|
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Primjer 1.1.2. Funkcija h : N> — N definirana sa h(y, x) = y + x je rekurzivna. Vrijedi:
h0, x) = x = I} (x),

hy+1,x)=0+D+x=0+x)+1=Gh(,x),y,x),

pri cemu je G : N* — N funkcija definirana sa G(x,y,7) = x + 1.

Dakle, funkcija h je dobivena primitivnom rekurzijom funkcija 1 11 iG. 1 11 Jje inicijalna funk-
cija pa je rekurzivna, a kako vrijedi G(x,y,z) = s(113(x, v,2)) imamo da je G dobivena
kompozicijom funkcija s i 113 koje su rekurzivne pa je prema propoziciji funkcija G
rekurzivna.

Konacno, kako je h dobivena primitivnom rekurzijom rekurzivnih funkcija I i G iz propo-
zicije slijedi da je h rekurzivna funkcija.

Primjer 1.1.3. Neka je k € N\ {0} te neka je m € N. Funkcija c,, : N* — N definirana sa
cn(x) = m, za svaki x € N¥ je rekurzivna. DokaZimo to indukcijom po m. Vrijedi

co(x) = 0 = 2(I{(x))

pa je cq rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija z i I{“. Pretpostavimo sad
da je funkcija c,, rekurzivna za neki m € N. Imamo

Cnr1(x) = m+ 1 = s(cp(x)),

dakle c,,1 je dobivena kompozicijom funkcija s i c,. Funkcija s je rekurzivna, a c,, je
rekurzivna po induktivnoj pretpostavci. Sada iz propozicije slijedi da je funkcija ¢,
rekurzivna. Dakle, dokazali smo da je funkcija c,, rekurzivna za svaki m € N.

Propozicija 1.1.4. Neka je m € N, te neka je g : N> — N rekurzivna funkcija. Neka je
h : N — N definirana sa
h(0) =m

h(y + 1) = g(h(y), y).

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje i’ : N> — N funkcija definirana sa /’(y, x) = h(y). Primjetimo da je
h(y) = H'(3,0) = K (I}().20))

pa je h dobivena kompozicijom funkcija /', 1},z. Kako su funkcije 1],z rekurzivne da
bismo pokazali da je & rekurzivna funkcija prema propoziciji dovoljno je pokazati da
je funkcija &’ rekurzivna. Imamo

H'(0,x) = h(0) = m = ¢,(x),
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K(y+1,x) =hy+1) =g,y = GH (., x),y, x),

pri emu je G : N* — N funkcija dana sa G(x,y,z) = g(x,y). Funkcija G je dobivena
kompozicijom funkcija g, I3, I3 jer je G(x,y,2) = g(x,y) = g(I;(x,y,2), [3(x,y,2)). Stoga
je G rekurzivna prema propoziciji [[.1.1] Nadalje /' je dobivena primitivhom rekurzijom
funkcija c,, i G koje su rekurzivne pa je prema propoziciji[I.1.1]#’ rekurzivna funkcija. O

Uzmemo li u prethodnoj propoziciji da je m = 01 g = I? lako dobivamo da je funkcija
pr: N — N definirana sa
y - 1’y 2 1
pr(y) = {

0,y=0

rekurzivna.
Navedimo sad joS§ neke vazne primjere rekurzivnih funkcija. Dokaz da su te funkcije re-
kurzivne moze se pronaéi u [7].

Primjer 1.1.5. Sljedece funkcije su rekurzivne:
a) N> > N,(x,y) = x-y

b) N?> - N, (x,y) = x=y, pri Cemu je

: {x—y,ny
xX=y =
0,x<y

Funkciju (x,y) — x—y nazivamo modificirano oduzimanje.
c) N2 5 N, (x,y) — ¥
d) N> - N, (x,y) — |x -
e) sg: N - N,
) I,x>1
sg(x) =
8 0,x=0
f) sg : N - N,
700 0,x>1
sg(x) =
8 1,x=0
g) N? - N, (x, y) — max{x, y}

h) N> > N, (x, y) — min{x, y}
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Propozicija 1.1.6. Neka je k € N\ {0}, te neka su f, g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije f + gi f - g rekurzivne.

Dokaz. Funkcije F,G : N — N definirane sa F(x,y) = x+yiG(x,y) = x-y su rekurzivne.
Imamo da je

(f + &) = f(x) + g(x) = F(f(x),8(x)),

(f - &) = f(0) - g(x) = G(f(x), g(x)).

Vidimo da je f + g dobivena kompozicijom funkcija F, f, g, te da je f - g dobivena kompo-
zicijom funkcija G, f, g. Kako su funkcije F, G, f, g rekurzivne, iz propozicije slijedi
da su i funkcije f + g1 f - g rekurzivne. O

Napomena 1.1.7. Neka su n, k € N\{0}. Induktivnim argumentom iz prethodne propozicije
lako dobivamo da za rekurzivne funkcije fi, fo,...,f, : N¥ — N vrijedi da su funkcije

fitbh+-+fiifi-foroeee [ rekurzivne.

Neka je k € N\ {0}. Za skup S C N* kazemo da je rekurzivan ako je ys : Nf —
N, karakteristi¢na funkcija skupa S, rekurzivna funkcija. Gdje je karakteristicna funkcija

skupa S definirana sa
l,xeS§
xX) =
Xs(x) {O,x%S

Propozicija 1.1.8. Neka je k € N\ {0}. Neka su A, B € N* rekurzivni skupovi. Tada su
skupovi AU B,A N Bi A° rekurzivni.

Dokaz. Kako su skupovi A i B rekurzivni imamo da su funkcije y4 i1 x s rekurzivne. Ocito
je
Yang(X) = xa(x) - xp(x), za svaki x € N¥,

Prema tome funkcija y4np je rekurzivna prema propoziciji [I.1.6) kao umnozak rekurzivnih
funkcija, stoga je skup A N B rekurzivan.
Nadalje, vrijedi

Xac(x) = c1(x0)—xa(x).

Oznacimo li sa G modificirano oduzimanje iz prethodne jednakosti vidimo da je funkcija
Xac dobivena kompozicijom funkcija G, ¢y, x4 koje su rekurzivne. Sada je funkcija yae
rekurzivna prema propoziciji[I.1.1] stoga je A° rekurzivan skup.

Iz prethodno dokazanih tvrdnji i jednakosti AUB = (A°NB°)° slijedi da je i AU B rekurzivan
skup. m|
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Napomena 1.1.9. Neka su n,k € N\{0}. Induktivnim argumentom iz prethodne propozicije

lako dobivamo da za rekurzivne skupove Ay, A,, ..., A, C N¥ vrijedi da su skupovi | J A; i

i=1

n
() A; rekurzivni.
i=1

Propozicija 1.1.10. Neka je k € N \ {0} te neka je S € N¥ konacan skup. Tada je S

rekurzivan.

Dokaz. Ako je S = 0, tada je ys(x) = 0 = z(If(x)), za svaki x € N¥, pa je S rekurzivan
skup.

Pretpostavimo da je S # 0.

Tada postoje n € N\ {0} 1 x1, x2,...,Xx, € N* takvi da je S = {xy,x2,...,x,}. Iz prethodne

napomene i ¢injenice da je S = [ J{x;} slijedi da je dovoljno pokazati da je svaki jednoclan
i=1

podskup od N rekurzivan. Neka je x, € N* proizvoljan, tada postoje aj, .. .,a; € N takvi
daje xo = (ay, ap, ..., a;). Vrijedi:

k
X (9 = 58O ) = i,
i=0

Lako se pokaZze da je funkcija x — @(Zf:o |If(x) — a;]) rekurzivna. Sada imamo da je skup
{xo} rekurzivan za proizvoljan xy € N, pa je 1 § rekurzivan prema napomeni|l.1.9|. O

Propozicija 1.1.11. Neka su k,n € N\ {0}. Neka su S,S»,...,S, € N¥ rekurzivni skupovi
takvi da vrijedi: ;NS ; =0, svei# ji|JS; = N*. Pretpostavimo jos da su fi, f, ..., f, :

i=1
N — N rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F : N* — N definirana sa:

filx), x €84
f(x),x €8,
F(x) =
fa(X), x €S,
rekurzivna.
Dokaz. 1z Cinjenice da su skupovi S1,S,,...,S, medusobno disjunktni i da u uniji daju

NF slijedi da je:
F=fi-xs +-+fuxs,
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Zasvakii € {1,2,...,n} funkcija f; - ys, je rekurzivna kao umnozak rekurzivnih funkcija.
Imamo da je F zbroj rekurzivnih funkcija pa je i sama rekurzivna. O

Propozicija 1.1.12. Neka je k € N\ {0}. Neka je S € N**! rekurzivan skup sa svojstvom
da za svaki x € N* postoji y € N takav da je (x,y) € S. Neka je f : N* — N funkcija
definirana sa:

f(x) =min{y e N| (x,y) € S} = uy((x,y) € S).

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je g : N¥*! — N funkcija definirana sa
g(x,y) = 58(rs(x,y)), za svaki x € N, za svaki y € N.

Uocimo da je g rekurzivna funkcija te da vrijedi: g(x,y) = 0 ako i samo ako (x,y) € S.
Dakle, imamo
J) = py((x,y) € §) = uy(g(x, y) = 0),

stoga je f rekurzivna prema propoziciji [[.1.1] jer je dobivena primjenom p—operatora na
funkciju g. O

Propozicija 1.1.13. Neka je k € N\ {0} i g : N*! — N rekurzivna funkcija. Tada je i
funkcija f : N**! — N dana sa:

y
JO,X1,...,x) = Zg(i,xl,...,xk)
i=0

rekurzivna.

Dokaz. Primjetimo da vrijedi:
f(O,X1,. ..,Xk) = g(o’xl’-- .,Xk),

JO+1L,x,..0,x0) = f, x5, x0) 800+ 1, x1, ..., Xp).

Zbog toga §to je g rekurzivna funkcija lako vidimo da je funkcija G : N¥ — N dana sa
G(xi,...,x) = g(0,xy, ..., x;) rekurzivna. Takoder lako se vidi da je funkcija H : N**2 —
N, H(z,y, x1,...,x) =2+ gy + 1,x1,...,x;) rekurzivna. Sada vrijedi:

f(O,.Xl,...,Xk) :G(XI,...,.Xk)

SO+ 1Lx,.00,x0) = HEO, X1y e ooy X))y Vs X1y e vy Xi)

pa je f rekurzivna jer je dobivena primitivnom rekurzijom rekurzivnih funkcijaGi H. O
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Propozicija 1.1.14. Neka je k € N \ {0} te neka je g : N**' — N rekurzivna funkcija.
b
" LICICICIEY ) S b
Tada je funkcija f : N2 — N dana sa f(a,b,xy,...,x) = ég(l X1 Xi), a
0,a>b
rekurzivna.

Dokaz. Definirajmo funkcije g’, f’ : N¥*2 — N sa

g’(iaaaxla .. .,Xk) =

{g(i’xb--',xk)’i >a

0,i<a

b
f(bya,xi,...,x) = Zg’(i,a,xl, ey XE).
i=0

Iz ¢injenice da je g rekurzivna funkcija i propozicije [[.1.T1]slijedi da je funkcija g’ rekur-
zivna, a sada iz propozicije|l.1.13|slijedi da je 1 f” rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da
sua,b € N takvi da je a < b. Tada vrijedi:

b a-1 b
Fibax,....x)= ) glax,...,x)= Y gGax,....x)+ ) glax,. .5
i=0 i=0 i=a

b
=0+ Zg(i,a,xl,...,xk) = fla,b,xy,...,x).

i=a

S druge strane, za a > b ocito vrijedi:
f,(b’a,xl," ','xk) = 0 = f(a,b’xl" "’xk)
Prema tome za sve a, b, x1, . .., x; € N imamo
2 2
f(a’baxla---axk) = f/(12+ (a,b,X1,...,Xk),Il+ (a,b,XI,...,Xk),x1,. ..,Xk)

iz Cega zakljuCujemo da je f rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.15. Neka je k € N\ {0} te neka je g : N*!' — N rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo jos da su a, 8 : N* — N rekurzivne funkcije. Tada je funkcija f : N¥ — N
dana sa

(X1 eees 0) .
Zi(ill ..... ); l;\) g(l, Xy ,Xk), a’()C], cee ,.Xk) Sﬂ(X], o ,Xk)

0, a(xy,...,x1) > B(x1,y. .., Xp)

f(-xl,""xk):{

rekurzvina.
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Dokaz. Definirajmo funkciju 4 : N¥*2 — N sa

Z?:ag(i’xlv---’xk),a < b
0,a > b.

h(a,b,XI,...,Xk) = {
Prema propoziciji [I.1.14] i je rekurzivna funkcija. Vrijedi:
f(x19 .o ,Xk) = h(a/(-xl’ oo 9xk)9ﬁ(xl9 .o ,Xk), Xisewo ,Xk).
Jer su @, B 1 h rekurzivne funkcije zaklju€ujemo da je f rekurzivna funkcija . O

Sljedeca propozicija dokazuje se na sli¢an nacin kao propozicija

Propozicija 1.1.16. Neka je k € N \ {0} te neka je g : N**' — N rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo jos da su «, 8 : N* — N rekurzivne funkcije. Tada je funkcija f : N — N
dana sa

..... ) .
f(x X ) _ Hﬁ((ill ’’’’’ ))(C i) g(l’ Xlsewo ,Xk), a/(xl’ .o ,Xk) Sﬁ(xla .o ,.Xk)
Ireees Xk) =
La(xy, ..., x) > B(xy,. .., xx)
rekurzivna.

Propozicija 1.1.17. Neka je k € N\ {0} te neka su a : N* — N i h : N — N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije f, g : N* — N dane sa

f(X) = maxOSiSa(x)h(ia x)a
g(x) = minOSiSa(x)h(i’ .X)
rekurzivne.

Dokaz. Dokazimo da je funkcija f rekurzivna. Analogno se dokazuje da je i1 funkcija g
rekurzivna. Neka je f’ : N¥*! — N funkcija definirana sa

f/(i, x) = max{h(0, x), ..., h(i, x)}, zasve i € N, x € N¥,
Vrijedi
170, x) = h(0, x),
/(i +1,x) =max{f'(i, x), h(i + 1,x)}, zasveie N, x e N,

Vidimo da je funkcija f” dobivena primitivnom rekurzijom rekurzivnih funkcija. Stoga je
f” rekurzivna funkcija. Nadalje, ocito za sve x € N¥ vrijedi

f) = f(ax), x).

ZakljucCujemo da je f rekurzivna funkcija jer je kompozicija rekurzivnih funkcija. m|
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b

X Ly > 1
Lema 1.1.18. Funkcija f : N*> — N definirana sa f(x,y) = {[yJ Y 0 Jje rekurzivna.
Yy =

Dokaz. Primjetimo da za sve x,y € N takve da je y > 1 vrijedi:

X

f6y) = H = max{j €N | j< [} =max(j N | jy<x)= 358y
i=1

pri ¢emu zadnja jednakost slijedi iz ¢injenice da za svaki i takav da je i < max{j € N |
Jj -y < x}vrijedi sg(i - y=x) = 1, aza svaki i takavdajei > max{j € N | j-y < x} vrijedi
5g(i - y=x) = 0. Primjetimo da jednakost:

X

flxy) = ) 580 y-x)

i=1

vrijedi i za y = 0. Definirajmo sada funkcije a,8 : N> — N te funkciju g : N*> — N sa
a(x,y) =0, B(x,y) = x1ig(,x,y) = 5g(i - y=x). Lako se pokaze da su «, 3, g rekurzivne
funkcije. Nadalje, imamo da je

B(x.y)
faey =D 8lxy)
i=a(x,y)
pa iz propozicije [I.1.15]slijedi da je f rekurzivna funkcija. m|

Lema 1.1.19. Skup D = {(x,y) € N? : y | x} je rekurzivan.
Dokaz. Neka je f funkcija iz leme [I.1.18] Tvrdimo da vrijedi:

xp(x,y) = 5g(x=(y - f(x,y)), zasve x,y € N,

Zaista, pretpostavimo da je (x,y) € D, taday | x. Ako je y = 0 imamo x = 0 pa je

sg(x=(y - f(x,y)) = 58(0-(0 - £(0,0)) = 1.

Ako je y # 0 imamo

TE(x=(y - f(x,)) = 5g(x=(y - g» = 5g(x-x) = 58(0) = 1.

Pretpostavimo sada da (x,y) ¢ D. Taday 1 x. Ako je y = 0 imamo x > 0 pa je

sg(x=(y - f(x,y)) = 58(x=(0 - x) = 5g(x=0) = 58(x) = 0.
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Akojey # 0izy 1 x slijedi
Fx,y) < ’;‘ =y fry) <y- g = x = x2(y- f(x,)) > 0 = 5gx=(y - f(x,y)) = 0.

Iz leme|1.1.18|slijedi da je f rekurzivna funkcija pa se lako vidi da je 1 funkcija (x,y) —
58(x—=(y - f(x,y)) rekurzivna. Iz prethodno dokazanog imamo da je yp rekurzivna funkcija
pa je D rekurzivan skup. O

Lema 1.1.20. Neka je f : N — N funkcija definirana sa:
najmanjiy > 1 takavday | x,x > 2
f(x) =
2,x<?2
Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Primjetimo da za svaki x € N vrijedi:
fO) = py((x,y) € () eN? iy > iy | xiliy > x))

Neka je D skup iz leme|1.1.19|te neka su S i S, skupovi danisa S| = {(x,y) € N> : y > 1}
iS,={(x,y) € N?:y> x}. Skup D rekurzivan je prema lemi|l.1.19, a vrijedi:

Xs,(x,y) = sg(y=1)

Xs,(%,y) = sg(y=x),
pasuiSy,S, rekurzivni skupovi. Iz propozicije slijedi da je skup S; N (D U S»)
rekurzivan. Nadalje, vrijedi

J) = py((x,y) € S1 N (D US»))

pa iz propozicije slijedi da je f rekurzivna funkcija. i
Teorem 1.1.21. Neka je P skup svih prostih brojeva. Skup P je rekurzivan.
Dokaz. Neka je f funkcija iz leme Vrijedi:

XxXeEP < f(x)=nx.

Zaista, neka je x € . Tadaje x > 21ine postojiy < x1y > 1 takavday | x, a kako x | x
imamo f(x) = x.

Obratno, neka je f(x) = x. Iz same definicije od f slijedi da je u tom slucaju x > 2 i da
je najmanji y > 1 takav da y | x upravo x, Sto znaci da je x prost broj odnosno x € P. Iz
prethodnog vidimo da vrijedi:

xe(x) =5g(lf(x) — x]), za svaki x € N.

Iz leme [I.1.20 slijedi da je f rekurzivna funkcija pa se lako vidi da je funkcija x -
5g(]f(x) — x|) rekurzivna, prema tome % je rekurzivan skup. m|
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Neka je p : N — N funkcija koja prirodnom broju i pridruzuje (i + 1)-vi po redu prost
broj. Dakle,
p0) =2,p(1) =3,p(2) =5,p3) =17,....

Vrijednost p(i) krace ¢emo oznacavati sa p;.
Propozicija 1.1.22. p je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje S| = {(x,y) € N? : y je prost broj} te neka je S, = {(x,y) € N> : y > x}.
Vrijedi:

Xs, (%, ) = xp(y)
pa iz teorema|l.1.21]|slijedi da je §; rekurzivan skup. Nadalje u dokazu leme [1.1.20| po-
kazano je da je S, rekurzivan skup. Sada iz propozicije [I.1.8]slijedi da je skup S; N S,
rekurzivan. Definiramo funkciju f : N — N sa f(x) = uy((x,y) € S1 N S»). Iz propozicije
[I.1.12]slijedi da je ovako definirana funkcija f rekurzivna. Vrijedi:

p0) =2
py+1) = f(p() = G(p(y).y)

pri ¢emu je G : N> — N funkcija dana sa G(x,y) = f(x). Iz &injenice da je f rekurzivna
lako vidimo da je G rekurzivna funkcija. Sada iz propozicije(l.1.4{slijedi da je p rekurzivna
funkcija. O

Definirajmo funkciju e : N> — N sa

() { eksponent s kojim prost broj p; ulazi u rastav od x na proste faktore, x > 1
e(x, i) =
0,x=0

Propozicija 1.1.23. e je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x,i € N. Za x > 1 vrijedi: pf("’i) | x1 pf“’”“ t x, prema tome e(x, i) je
najmanji prirodan broj y takav da p; Ty x pa je e(x, i) takoder najmanji prirodan broj y

takav da p; Ty x+ sg(x). Primjetimo da to vrijedi i za x = 0, stoga je
e(x, i) = py((x,1,y) € §))

gdieje S = {(x,i,y) € N* : p™*' f x+75g(x)}. Prema propoziciji[l.1.12|dovoljno je dokazati
da je S rekurzivan skup. Neka je D skup iz leme[I.1.19] Tvrdimo da vrijedi:

xs(x6,0,y) = xpe (Pl x + 5g(x)).

Imamo ys(x,i,y) = 1 & (x,i,y) €S (pf”,x+@(x)) ¢D — (P

58(0)) € DY &= xpe(p]", x+3g(0) = 1.
Lako se pokaze da je funkcija (x, i, y) — xpe(p] ox+ sg(x)) rekurzivna pa je S rekurzivan
skup. m|

, X +
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1.2 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Neka su n, k € N\{0} te neka je f : N¥ — N” funkcija. Tada vrijedi f(x) = (fi(x), ..., f(x)),

za svaki x € N¥, pri ¢emu su fi,. .., f, : N¥* — N komponentne funkcije od f.
Za funkciju f : N¥ — N" kaZemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije
fis-.., fn rekurzivne.

Uocimo da je za svaki n € N skup rekurzivnih funkcija N* — N" prebrojiv. Naime,
ozna¢imo sa S = {f : N¥ — N | f jerekurzivna}. Znamo da je S prebrojiv skup, a
skup svih rekurzivnih funkcija N¥ — N” je o&ito ekvipotentan kartezijevom produktu od n
skupova S koji je takoder prebrojiv. Zaklju¢ujemo da rekurzivnih funkcija N¥ — N" ima
prebrojivo mnogo za sve k,n € N. Kako je prebrojiva unija prebrojivih skupova ponovno
prebrojiv skup imamo da ukupno rekurzivnih funkcija ima prebrojivo mnogo.

Neka su n,k,/ € N\ {0} te neka su g : N* — N"i f : N* — N rekurzivne funkcije.
Tvrdimo da je tada f o g : N¥ — N/ rekurzivna funkcija.

Akoje !l =1imamo daje (f o g)(x) = f(g(x)) = f(g1(x),...,g.(x)). Zasvakii e {l,...,n}
funkcija g; je funkcija sa N* u N i rekurzivna je po definiciji rekurzivnosti funkcije g. Sada
Sada vidimo da je f o g dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., g, koje su rekurzivne,
pajei f o g rekurzivna funkcija.

Pretpostavimo sada da je [ > 1, u tom slucaju vrijedi:

(f 0 @)(x) = ((fi © 9)(x),...,(fio g)(x)), za svaki x € N*,

Zasvakii € {l1,...,1} funkcija f; je funkcija sa N" u N, pa prema dokazanoj tvrdnjizal = 1
imamo da je funkcija f; o g rekurzivna. Kako su f; o g komponentne funkcije od f o g imamo
da je f o g rekurzivna po definiciji.

Propozicija 1.2.1. Neka su k,n,l € N\ {0} te neka su S.,...,S, C N* rekurzivni sku-
povi takvi da vrijedi: S;NS; =0, zasvei # ji UL, S; = NX. Pretpostavimo jos da su
fir.oos fo: NF = N rekurzivne funkcije.

Tada je funkcija F : N* — N! definirana sa:

fix),x €S
fZ(x)7x € S2

F(x) =

f(x),x€S,

rekurzivna.
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Dokaz. Oznaimo sa F',F?, ...,F' : N¥ — N komponentne funkcije od F. Za i €
{1,2,...,1} ozna¢imo sa fl.l, iz, e fl.l komponentne funkcije od f;. Tada za fiksan j €
{1,2,...,1} imamo da za svaki x € N¥ vrijedi:

fl,xes,

fzj(x),xeSz

Fi(x) =

flx,xes,

Sada iz propozicije [1.1.11] slijedi da je za svaki j € {1,2,...,1} funkcija F’/ rekurzivna.
Stoga je i funkcija F' rekurzivna po definiciji. O

Propozicija 1.2.2. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S C N" rekurzivan skup. Tada je f~'(S) rekurzivan skup.

Dokaz. Tvrdimo da vrijedi: x s-1(5)(x) = xs(f(x)), za svaki x € NK,
Pretpostavimo prvo da je x € f~!(S), to znaci da je f(x) € S pa je tada

Xf-l(S)(x) =1 =xs(f(x).

S druge strane ako x ¢ f~'(S) onda f(x) ¢ S pa vrijedi

X)) =0 = xs(f(x)).

Funkcije ys 1 f surekurzivne pa je i ys o f rekurzvina, a iz prehodnog imamo y s-1sy = xsof
Sto znadi da je (S rekurzivan skup. |

Neka je k € N\ {0}. Za skup S C Nf kaZemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S = 0
ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je § = f(IN).

Propozicija 1.2.3. Neka je k € N \ {0} te neka je S C N* rekurzivan skup. Tada je S
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Za S = (0 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da je S # (. Neka je f : N — N* funkcija definirana sa:

f(x) = (e(x, 1), ..., e(x, k), za svaki x € N¥,

gdje je e funkcija iz propozicije [I.1.23] Funkcija f je rekurzivna jer su joj komponentne
funkcije rekurzivne. Tvrdimo da je f surjekcija.
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Neka je (ay, .. .,ay) € N* proizvoljan. Tada je o&ito f(p‘l” ceee ka) = (ai,...,ay), prema
tome f je surjekcija. Neka je s € S proizvoljan. Definiramo funkciju g : N — N* sa:

o2 [foxe )
YV sxe 1)

Iz propozicija[l.2.2]i slijedi da je g rekurzivna funkcija. Dokazimo da je g(N) = S.
Neka je y € g(N), tada postoji x € N takav da je g(x) = y. Ako vrijedi x ¢ f~!(S) imamo
y =g(x) = spajey € S. Ako vrijedi x € f~!(S) onda je po definiciji praslike f(x) € S, a
kako je f(x) = y opetimamo y € §. Dokazali smo g(N) C S.

Neka je sada y € S. Pokazali smo da je f surjekcija pa postoji x € N takav da je f(x) = y.
Za taj x vrijedi x € f~!(S) pa imamo g(x) = f(x) = y iz Cega slijedi y € g(N). Dokazali
smo S C g(N).

Sve zajedno imamo g(N) = §, prema tome dokazali smo da je g rekurzivna funkcija Cija
slika je skup S, dakle S je rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.2.4. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka
je S C N* rekurzivno prebrojiv. Tada je skup f(S) rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Za S = 0 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo S # 0, tada postoji rekurzivna funkcija
g :N — Nftakvadaje S = g(N). Funkcija fog je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija i vrijedi (f o g)(N) = f(g(N)) = f(S), pa je skup f(S) rekurzivno prebrojiv. O

Teorem 1.2.5 (Teorem o projekciji). Neka su k,n € N\ {0} te neka je T € N¥*" rekurzivno
prebrojiv. Neka je S = {x € N | postojiy € N"takavdaje (x,y) € T}. Tada je S
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definiramo funkciju P : N — NF sa P(x1, ..., Xp, Xka1s - o s Xien) = (X150, Xp).
Funkcija P je ocito rekurzivna, tvrdimo da je S = P(T'). Neka je x € §. Tada po definiciji
skupa § postoji y € T takav da je (x,y) € T i vrijedi P(x,y) = x Sto znaci da je x € P(T).
Dakle, vrijedi S € P(T).

S druge strane neka je x € P(T). Tada postoji z € T takav da je P(z) = x. Neka je

2= (21,5 %sn) 12 P(z) = x slijedi da je (z1,...,z) = x. Definiramo y = (Zx41, - - - » Zkwn)-
Vrijedi (x,y) = z € T prema tome imamo x € S. Dakle, vrijedi P(T) C S.
Dokazali smo S = P(T), sada direktno iz propozicije[I.2.4]slijedi tvrdnja teorema. m|

Lema 1.2.6. Neka su k,n € N\ {0} te neka su f, g : N* — N" rekurzivne funkcije. Neka je
S = {x e N*| f(x) = g(x)}. Tada je skup S rekurzivan.

Dokaz. Pretpostavimo da je n = 1. Tada imamo ys(x) = sg(|f(x) — g(x)| iz Cega slijedi da
je xs rekurzivna funkcija pa je skup S rekurzivan.
Pretpostavimo sada n > 1. Oznacimo sa fi,..., f, komponentne funkcije od f te sa
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81, - - -, 8» komponentne funkcije od g. ImamodajeS = (. {x € NF | fi(x) = gi(x)}, prema

dokazanoj tvrdnji za n = 1 imamo da je za svaki i € {1,...,n} skup {x € N¥ | fi(x) = gi(x)}
rekurzivan. Sada je S rekurzivan skup prema napomeni [[.1.9]kao konacan presjek rekur-
zivnih skupova. O

Propozicija 1.2.7. Neka je k € N\ {0} te neka su S, T € N* rekurzivno prebrojivi. Tada su
skupovi S UT i S NT rekurzvino prebrojivi.

Dokaz. Ako je S = 0ili T = 0 tvrdnja je oCita. Pretpostavimo daje S #17 # (. Tada
postoje rekurzivne funkcije f,g : N — Nf takve daje S = f(N)i T = g(N). Definiramo

funkeiju i : N — NF sa
h(x) = {f(BJ)’xParan

X

8 ([EJ) , X neparan.

Oznacimo sa 2N skup parnih brojeva i sa 2N + 1 skup neparnih brojeva. Neka je D skup
iz leme Pokazali smo da je D rekurzivan skup, a vrijedi yon(x) = xp(x,2) pa je
1 2N rekurzivan skup. Nadalje, 2N + 1 je rekurzivan kao komplement skupa 2N. Sada
iz propozicije [I.I.11]i leme slijedi da je h rekurzivna funkcija. Lako se vidi da su
funkcije 2N — N, x = [$[i 2N+ 1 — N, x > |£] surjekcije iz Cega slijedi h(N) =
JN)Ug(N) =S UT pajeS UT rekurzivno prebrojiv.

Vrijedi:

xeSNT & xe€Si1xeT < postojey,z € Ntakvidajex = f(y)ix=g().
Definiramo skup

Q={(x1, -, % ,2) € N2 | (x, ..., 00 = FO) i (x1, ., xp) = g(2)

Primjetimo da jednakost (x1, ..., x;) = f(y) moZemo zapisati na sljede¢i nacin P(xy, ..., X, y,2) =
(f o IED(x1, ..., Xk, v,2) gdje je P @ N*2 — N funkcija dana sa: P(xy,...,X,y,2) =
(x1,...,x). Na sli¢an nac¢in mogli bismo zapisati 1 jednakost (xy,...,x;) = g(z). Sada

iz leme lako dobivamo da je Q rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa.
Nadalje, iz prethodno pokazanih ekvivalencija imamo

xeSNT < postojey,z € N takvidaje (x,y,z) € Q.
Iz teorema o projekciji sada slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.2.8. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija i
S C N" rekurzivno prebrojiv. Tada je skup f~'(S) rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja ocito vrijedi. Ako je S # 0 onda postoji rekurzivna funkcija
g : N — N"takvadaje S = g(N). Neka je

T = {(x1,. .., %)) € N £(xy, .0 x) = g}

te neka je P : N**! — N* funkcija definirana sa: P(xy, ..., X, y) = (x1,...,x;). O¢ito je P
rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

T ={ze N | (fo P)2) = (g o IF)(2)).

Iz leme sada slijedi da je T rekurzivan skup, a iz propozicije slijedi da je i
rekurzivno prebrojiv. Neka je x € N* proizvoljan. Vrijedi:

X € f‘l(S) — f(x) €S &= postojiy € N takav da je f(x) = g(y)

<= postoji y € N takav da je (x,y) € T.

ZakljuCujemo, f~1(S) = {x € N* | postoji y € N takav da je (x,y) € T}. Kako je T rekur-
zivno prebrojiv, iz teorema o projekciji odmah slijedi da je f~!(S) rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 1.2.9. Neka su n,k € N\ {0}, te neka je S C N¥" rekurzivno prebrojiv skup
takav da za svaki x € NF postoji y € N" takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna
funkcija ¢ : N — N takva da je (x, p(x)) € S, za svaki x € NF,

Dokaz. Oc¢ito je S # (0, pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je S = f(IN).
Neka je x € N¥. Tada postoji y € N” takav da je (x,y) € S, pa postoji i € N takav da je
(x,y) = f(i). Dakle, za svaki x € N¥ postoje yi,...,yn i € N takvi da je (x,yq,...,y,) =

f(i). Definiramo z = pj, - p}' - -+ - p,". Imamo da je (x,e(z, 1), ..., e(z,n)) = f(e(z,0)), pri
¢emu je e funkcija iz propozicije [1.1.23| Pokazali smo da za svaki x € N¥ postoji z € N
takav da vrijedi (x, e(z, 1), ..., e(z,n)) = f(e(z,0)). Definiramo skup T na sljedeci nacin:

T ={(x,2) e N | xe NF,z e N, (x,e(z, 1), ..., e(zn) = fle(z,0))).

Iz propozicije [[.1.23|i leme [1.2.6] slijedi da je T rekurzivan skup. Iz dokazanog slijedi da
za svaki x € NF postoji z € N takav da je (x,z) € T. Iz propozicije sada slijedi
da postoji rekurzivna funkcija g : N¥ — N takva da je (x,g(x)) € T, za svaki x € N¥,
Fiksirajmo x € N*, Imamo:

(x,8(x)) € T = (x,e(g(x), 1), ..., e(g(x),n) = f(e(g(x),0)) = (x,e(g(x), 1), ..., e(g(x),n)) €S.

Definiramo funkciju ¢ : N¥ — N" sa ¢(x) = (e(g(x), 1), ..., e(g(x),n)). Prema prethodnom
vrijedi (x, p(x)) € S, za svaki x € N¥, a lako se vidi da je funkcija ¢ rekurzivna. Prema
tome dokazali smo tvrdnju propozicije. O
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1.3 Rekurzivne funkcije N* — Z

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N¥ — Z kaZemo da je rekurzivna ako postoje
rekurzivne funkcije a, b : N¥ — N takve da je f(x) = (=1)"™ - a(x), za svaki x € N¥,
Uocimo da rekurzivnih funkcija N* — Z ima prebrojivo mnogo.

Pretpostavimo da je f : N¥ — N rekurzivna funkcija. Definiramo a,b : N¥ — N sa a(x) =
f(x)ib(x) =0, za svaki x € N¥. Tada su a i b rekurzivne funkcije i f(x) = (=1’ - a(x).
Dakle, funkcija f je rekurzivna i kao funkcija N¥ — Z.

Obratno, neka je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija takva da je f(N¥) € N. Tvrdimo da je
tada f rekurzivna i kao funkcija N¥ — N. Imamo f(x) = (=1)"™ - a(x), za svaki x € N¥,
gdje su a, b : N¥ — N rekurzivne funkcije. Kako je f(N*) C N slijedi f(x) = |f(x)| = a(x),
za svaki x € N¥, pa je f rekurzivna funkcija i kao funkcija N¥ — N,

Lema 1.3.1. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N* — Z funkcija. Tada je f rekurzivna
funkcija ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije g,h : N* — N takve da je f(x) =
g(x) — h(x), za svaki x € NF,

Dokaz. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija. Tada je f(x) = (=1)*™ - a(x), za svaki
x € N¥, gdje su a, b : N — N neke rekurzivne funkcije. Primjetimo da vrijedi sljedece:

Flx) = a(x), x € b~ (2N)
Y7 Zax). x € NE\ 12N,

Prema tome, ako definiramo funkcije g, 4 : N* — N sa:

) = a(x), x € b~ (2N)
Y710, x € NF\ br1(21),

0,x € b '(2N)
h(x) = K\ -1
a(x),x € N*\ b7 (2N),

vrijedit e f(x) = g(x) — h(x), za svaki x € N¥. Lako se vidi da su funkcije g i & rekurzivne
¢ime je dokazan prvi dio leme.

Obratno, pretpostavimo da postoje rekurzivne funkcije g,h : N¥ — N takve da vrijedi
f(x) = g(x) — h(x), za svaki x € N*, Tada vrijedi:

f(x) = (=1)FEOT@) ) o(x) — h(x)|, za svaki x € NF.

Funkcije a,b : N¥ — N definirane sa a(x) = |g(x) — h(x)| i b(x) = 5g(g(x)~h(x)) su
rekurzivne i prema prethodnom vrijedi: f(x) = (—1)’™® - a(x), za svaki x € N¥, pa je f
rekurzivna po definiciji. m|



1.3. REKURZIVNE FUNKCIJEN* — Z 21

Propozicija 1.3.2. Neka su k,n € N\ {0} te neka su g : N¥ — N" i f : N" — Z rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N* — Z rekurzivna funkcija.

Dokaz. Kako je f rekurzivna funkcija postoje rekurzivne funkcije a,b : N — N takve da
za svaki x € N" vrijedi: f(x) = (=1)*™ - a(x). Imamo:

(f 0 g)(x) = (=1)?PW . (@ 0 g)(x), za svaki x € N,

.....

N, pa iz prethodnog slijedi da je f o g rekurzivna. O

Propozicija 1.3.3. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije —f, |f|, f + g f - g rekurzivne.

Dokaz. Kako su funkcije f i g rekurzivne postoje funkcije a, b, c,d : N¥ — N takve da je
f(x) = (1)’ . a(x), za svaki x € N¥ i g(x) = (=1)?@ . ¢(x), za svaki x € N¥. Vrijedi:

(=) = =f) = 1P - a(x),

iz ¢ega odmah slijedi da je —f rekurzivna funkcija.

Nadalje, ocito je |f|(x) = |f(x)| = a(x), za svaki x € N*, pa je funkcija |f| rekurzivna kao
funkcija N* — N iz &ega slijedi da je rekurzivna i kao funkcija N¥ — Z.

Vrijedi:

(f-@)(x) = f(x)-gx) = (=1’ a(x)-(=1)*?-c(x) = (=D)"*?(a-¢)(x), za svaki x € N,
Iz propozicije [I.1.6]slijedi da su funkcije b + d i a - ¢ rekurzivne, pa je f - g rekurzivna po
definiciji.

1z leme m slijedi da postoje rekurzivne funkcije gy, hy, g2, hy : N — N takve da je

f(x) = g1(x) = h1(x), za svaki x € NF i g(x) = go(x) — ha(x), za svaki x € N¥, Imamo:

(f +2)(x) = f(x) + g(x) = g1(x) = hi(x) + g2(x) — ha(x)

= (g1 + g2)(x) — (hy + hy)(x), za svaki x € N¥.

Iz propozicije [I.1.6] slijedi da su funkcije g; + g> i 4y + h, rekurzivne, pa iz leme 1.3.1.
slijedi da je funkcija f + g rekurzivna.
o
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1.4 Rekurzivne funkcije N* - Q

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N* — Q kazemo da je rekurzivna ako postoje
rekurzivne funkcije a,b,c : N* — N takve da je b(x) # 0, za svaki x € NF i f(x) =
(=1)<® . %, za svaki x € N¥,

Uo&imo da rekurzivnih funkcija N* — Q ima prebrojivo mnogo.

Pretpostavimo da je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija, tada postoje rekurzivne funkcije
a,c : N*¥ — N takve da je f(x) = (=1)°® - a(x), za svaki x € N¥. Definiramo funkciju
b : N¥ — Nsab(x) = 1, za svaki x € Nt O¢ito je funkcija b rekurzivna i vrijedi
f(x) = (=1)@. %, prema tome funkcija f je rekurzivna i kao funkcija N* — Q.
Obratno, neka je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija takva da je f(N¥) C Z. Tada postoje
rekurzivne funkcije a, b, c : N¥ — N takve da za svaki x € N¥ vrijedi b(x) # 01 f(x) =
(=) . %. Iz f(N¥) C Z i ¢injenice da je kodomena funkcija a i b jednaka N slijedi
% € N, za svaki x € N, Dakle vrijedi: % = L%J, za svaki x € N¥, Imamo:

a(x)

— (_1\&) .
f(x) =1 {b(x)

|, za svaki x € NF,

Iz leme 1.1.18. sada slijedi da je f rekurzivna i kao funkcija N* — Z.

Propozicija 1.4.1. Neka su k,n € N\ {0} te neka su g : N* — N"i f : N — Q rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N¥ — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Kako je f rekurzivna funkcija postoje rekurzivne funkcije a, b, c : N* — N takve
da za svaki x € N¥ vrijedi b(x) # 01 f(x) = (—1)°@ . % Imamo:

(a°g)x)
(bog)x)’
Funkcije a o g, b o g i ¢ o g su rekurzivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija ¢ija

kodomena je N i vrijedi (b o g)(x) # 0, za svaki x € N¥, pa iz prethodnog slijedi da je f o g
rekurzivna. O

(f 0 g)(x) = (=1)®® . za svaki x € NF,

Propozicija 1.4.2. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije —f, |f|, f + g f - g rekurzivne.

Dokaz. Kako su f 1 g rekurzivne funkcije postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢, u, v, w : Nk —
N takve da za svaki x € N vrijedi b(x) # 0, v(x) # 0, f(x) = (=1)@ . % igx) =
(=1)r®. % Imamo:

a(x)

_ _ — (_1\¢(0+1 |
(=Hx) =-f(x) =(=1) D)’
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iz Cega slijedi da je — f rekurzivna funkcija. Takoder vrijedi

)= 29
716 = 1fl = 7255 = (1)

b(x)’
iz Cega slijedi da je funkcija |f| rekurzivna. Nadalje, vrijedi:

c(x a(x) w(x M(X)
(f + Q@) = f(x) + g(x) = (1)@ - ——= 4 (-)"™ . —=
b(x) v(x)
DY ax) - vx) + (1D - u(x) - b(x)
- b(x) - v(x)
Funkcije x = (=1)*®@-a(x)-v(x)ix = (=1)"“-u(x)-b(x) su rekurzivne kao funkcije N* — Z
pa iz propozicije slijedi da je funkcija x = (=1)® - a(x) - v(x) + (=1)"@ - u(x) - b(x)
rekurzivna kao funkcija N* — Z, iz &ega slijedi da postoje rekurzivne funkcije &, k : N¥ —
N takve da za svaki x € N* vrijedi

, za svaki x € N¥,

(=1 - a(x) - v(x) + (D" - u(x) - b(x) = (=1 - k(x).
Imamo:
k(x)
b(x) - v(x)’

1z Cega slijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Vrijedi:

za svaki x € N¥,

(f +9)x) = (=)'

. = . — (— c(x).@__ w(x).@
(f-9)x) = f(x) - g(x) = (=1 e (—1) o
— (_1\cO+w(x) a(x) - u(x)
=D b(x) - v(x)’

Dakle, f - g je rekurzivna funkcija. |

za svaki x € NF,

Propozicija 1.4.3. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N — Q funkcija takva da je f(x) # 0,
za svaki x € N¥. Tada je funkcija } rekurzivna.

Dokaz. Funkcija f je rekurzivna, pa postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da

za svaki x € NF vrijedi b(x) # 01 f(x) = (=1)°™ . %. Kako je f(x) # 0, za svaki x € Nf

mora biti a(x) # 0, za svaki x € N¥, pa vrijedi:

0
a(x)’

DRI B SR
f f(0) 7 (=) .

b(x)

1z Cega slijedi da je ch rekurzivna funkcija. m|



24 POGLAVLIJE 1. IZRACUNLJIVOST

Propozicija 1.4.4. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada
su skupovi S = {x e N¥ | f(x) =0}, T ={x e N*| f(x) >0}iV = {x e N | f(x) <0}
rekurzivni.

Dokaz. Funkcija f je rekurzivna, pa postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve da

za svaki x € Nf vrijedi b(x) # 01 f(x) = (—=1)°™ . %. Vrijedi:

f(x) =0 & a(x) =0, za svaki x € N¥,

iz Cega slijedi S = f~'({0}) = a~'({0}). Skup {0} je rekurzivan prema propoziciji
a kako je a rekurzivna funkcija iz propozicije slijedi da je a~'({0}) rekurzivan skup.
Imamo S = a~'({0}), pa je S rekurzivan skup.

Nadalje, vrijedi:

f(x) >0 & c(x) € 2Nia(x) # 0, za svaki x € N¥,
iz Cega zakljucujemo:
xr(x) = xan(c(x)) - sg(a(x)), za svaki x € N,

Lako se vidi da je funkcija na desnoj strani jednakosti rekurzivna, pa je i yr rekurzivna
funkcija, iz Cega slijedi da je T rekurzivan skup. Konacno, uo¢imo da vrijedi V = (S UT),
pa iz propozicije slijedi da je V rekurzivan skup. O

Korolar 1.4.5. Neka je k € N\ {0} te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su
skupovi S = {(x e NF | f(x) = g(x0)}, T = {x e N*| f(x) > g(x)} i V = {x e N | £(x) < g(x)}
rekurzivni.

Dokaz. 1z propozicije slijedi da je funkcija f — g rekurzivna, kako je S = {x € N |
f(x) = g(x)} = {x € N | f(x) — g(x) = 0} iz propozicijem slijedi da je S rekurzivan
skup. Analogno se pokaZe da su skupovi 7 i V rekurzivni. O
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1.5 Rekurzivne funkcije N — R

Neka je k € N\ {0}. Za funkciju f : N¥ — R kaZemo da je rekurzivna ako postoji
rekurzivna funkcija F : N¥*! — Q takva da vrijedi

|f(x) = F(x,1)| < 27!, za svaki x € N* i za svaki / € N,

Za funkciju F kaZzemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f.

Neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija te neka je F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija
funkcije f. Uoc¢imo da niz F(x, [),cn teZi prema f(x) kad [ — oo. 1z toga zakljucujemo da
dvije razlicite rekurzivne funkcije ne mogu imati iste rekurzivne aproksimacije. Kako je
skup svih rekurzivnih funkcija N¥*! — Q prebrojiv zaklju¢ujemo da rekurzivnih funkcija
N* — R ima prebrojivo mnogo.

Pretpostavimo da je f : N¥ — Q rekurzivna funkcija. Definiramo funkciju F : N¥! — Q
sa F(x,]) = f(x), za svaki x € N¥, Iz propozicije 1.4.1. slijedi da je F rekurzivna funkcija i
vrijedi:

If(x) = F(x,D)| = [f(x) = f(x)] = 0 < 27, za svaki x € N* i za svaki [ € N.

Prema tome, f je rekurzivna funkcija i kao funkcija N* — R.
S druge strane moZe se pokazati da postoji rekurzivna funkcija f : N* — R takva da je
f(NF) C Q, ali da f nije rekurzivna kao funkcija N* — Q ([9]).

Lema 1.5.1. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N¥ — R funkcija. Pretpostavimo da postoje
rekurzivne funkcije F : N¥*!' — Qi H : N* — N i da postoji q € (0, 1) takav da za svaki
x € N¥ i za svaki | € N vrijedi |f(x) — F(x,1)| < H(x) - ¢. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasua,b € Ntakvidajeg <4 < 1. Nekasuxe N¥ i [ € N proizvoljni. Kako
je § < 1 imamo da niz (($)")sew tezi prema 0, pa niz H(x) - ((3)")qen takoder teZi prema 0.
To znali da postoji n € N takav da je H(x) - (3)" < % Dokazali smo sljedece: za svaki
x € N¥ i za svaki [ € N postoji n € N takav da vrijedi:

ay" 1
Nekaje S = {(x,l,n) € N** | H(x)- (4)" < 27'}. Iz korolara|1.4.5|slijedi da je S rekurzivan
skup, pa je i rekurzivno prebrojiv prema propoziciji Iz propozicije [1.2.9] slijedi da
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥*! — N takva da je (x, [, ¢(x, 1)) € S za svaki x € N¥i za
svaki / € N. Imamo:
a

w(x,0)
H(x) - q“’(’"l) < H(x)- (Z) <27 zasvaki x € NFizasvakile N
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Definiramo funkciju G : N¥! — Q sa G(x,[) = F(x, ¢(x,1)). Funkcija G je o¢ito rekur-
zivna te za svaki x € N¥ i za svaki [ € N vrijedi:

If(x) = G(x, DI = |f(x) = F(x, o(x, D)| < H(x) - ¢**" < 27",

Prema tome, G je rekurzivna aproksimacija funkcije f, ¢ime je dokazano da je f rekurzivna
funkcija. o

Propozicija 1.5.2. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — N funkcija. Pretpostavimo da
postoji rekurzivna funkcija F : N¥*!' — R takva da za svaki x € N¥ i za svaki | € N vrjedi
|f(x) = F(x,D)| < 27". Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F' : N¥*2 — Q rekurzivna aproksimacija funkcije F. Definiramo funkciju
G : N - QsaG(x, 1) = F'(x,1,1). Imamo da za svaki x € N¥ i za svaki [ € N vrijedi:

If(x) = G(x, DI = |f(x) = F'(x,, )] < |f(x) = F(x, Dl + [F(x,1) = F'(x,1, 1)

1\
<2"+27=2-[3].
Sada iz leme [I.5.1]slijedi da je f rekurzivna funkcija. m|

Propozicija 1.5.3. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N — R rekurzivna funkcija. Tada
postoji rekurzivna funkcija H : N* — N takva da vrijedi | f(x)| < H(x), za svaki x € NF,

Dokaz. Nekaje F : N¥! — Q rekurzivna aproksimacija od f. Imamo:
|f(x) = F(x,0)] <27° =1, za svaki x € N,
iz Cega slijedi:
|f(x)] < |F(x,0)| + 1, za svaki x € N,
Funkcija x — |F(x,0)| + 1 je rekurzivna kao funkcija N¥* — Q, pa postoje rekurzivne

funkcije a, b, ¢ : N¥ — N takve daje b(x) # 01 |[F(x,0)+ 1] = (=1)°™. %, za svaki x € N¥,
Konacno, vrijedi:

ax) < a(x) < a(x), za svaki x € N¥,

= ()W .
IfOl <IF(x,0)l + 1 =(=1) 50 = B S

Pri tome zadnja nejednakost vrijedi jer je b(x) > 1, za svaki x € N*¥. Ovime je dokazana
tvrdnja propozicije, traZena funkcija H je upravo funkcija a. O

Propozicija 1.5.4. Neka je k € N\ {0} te neka su f, g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije —f, |\f|, f + g f - g rekurzivne.
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Dokaz. Neka su F,G : N¥*! — Q redom rekurzivne aproksimacije funkcija f i g. Vrijedi:
| — f(x) = (=F(x, )| = |f(x) = F(x,)] <27, za svaki x € N* i za svaki [ € N.

Iz propozicije slijedi da je —F rekurzivna funkcija, a iz prethodnog slijedi da je —F
rekurzivna aproksimacija funkcije —f. Dakle, — f je rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

IOl = |F(x, DIl < |f(x) = F(x,D)] <27, za svaki x € N*i za svaki [ € N,

Iz propozicije [1.4.2] slijedi da je |F| rekurzivna funkcija, a iz prethodnog slijedi da je |F]|
rekurzivna aproksimacija od |f|. Dakle, |f] je rekurzivna funkcija.
Takoder, imamo

I(f(x) + g(x) = (F(x, D) + G(x, D) = [(f (%) = F(x, D)) + (g(x) = G(x, D))l

<|f(x) = F(x, D + |g(x) = G(x,D)| < 27"+ 27 < 2-27, zasvaki x € N*i za svaki [ € N.

Funkcija F + G je rekurzivna prema propoziciji[l.4.2] pa iz leme[I.5.|slijedi da je funkcija
f + g rekurzivna.
Za umnozak primjetimo da za svaki x € N¥ i za svaki [ € N vrijedi

1f(x) - g(x) = (F(x, D) - G(x, D) = | f(x) - (x) = f(0) - G(x, D) + f(x) - G(x, ) = F(x, 1) - G(x, D)

=1f(x) - (g(x) — G(x, D) + G(x, D) - (f(x) = F(x,D)|

<|f(0) - (g(x) — Gx, D) +1G(x, D) - (f (x) — F(x, D)

<@ 27+ 16 DI - 27" = (IF @) +1G(x, D - 27
Dakle, za svaki x € N¥ i za svaki [ € N imamo

1f(0) - g(x) = (F(x, 1) - G(x, D) < (|f(0)] + G (x, D) - 27,
Takoder, za svaki x € N¥ i za svaki [ € N prema definiciji rekurzivne aproksimacije vrijedi:
lg(x) - G(x, Dl <27" < 1,
iz Cega slijedi:
IG(x, D] < 1+ |g(x)I.

Sada imamo:

1f(x) - g(x) = (F(x, ) - G(x, D)) < (1 f (o)l +1G(x, D) - 27

< (If Ol + g+ 1) - 27, za svaki x € N* i za svaki [ € N.
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Funkcija x — [f(x)| + |g(x)| + 1 je rekurzivna kao funkcija N¥* — R prema prethodno
dokazanim tvrdnjama. Prema propoziciji postoji rekurzivna funkcija H : N¥ —» N
takva da za svaki x € N* vrijedi |f(x)| + |g(x)| + 1 < H(x). Kona¢no, za svaki x € N* i za
svaki [/ € N imamo:

f(0) - g(x) = (F(x, ) - GOx, D) < (If )] + g0l + 1) - 27" < H(x) - 27

Funkcija F - G je rekurzivna prema propoziciji [I.4.2) pa iz leme [[.5.1] slijedi da je funkcija
f - g rekurzivna. m|

Propozicija 1.5.5. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija takva da
vrijedi f(x) # 0, za svaki x € N*. Tada je funkcija } rekurzivna.

Dokaz. Neka je F : N¥*! — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Neka je x € N¥
proizvoljan. Iz same definicje rekurzivne aproksimacije jasno je da niz (F(x, 1))y tezi
prema f(x) pa kada bi za svaki / € N vrijedilo |F(x, /)| < % imali bismo f(x) = 0, Sto je
suprotno pretpostavci propozicije.

ZakljuCujemo da za svaki x € N¥ postoji / € N takav da je |F(x, )| > 3. Neka je

3
S = {(x,l) e Nl xe NK T e N, |F(x, D) > E}‘

Skup S je rekurzivan prema korolaru[1.4.5] a samim time i rekurzivno prebrojiv. Dokazali
smo da za svaki x € N* postoji / € N takav da je (x,]) € S, pa prema propoziciji m
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N*¥ — N takva da je (x, ¢(x)) € S, za svaki x € N*, Neka je
x € N _jer je (x, ¢(x)) € § imamo:

o <Gl

Takoder, vrijedi:

IF(x, ()] = |f(0)] < |F(x, o(x) = f(x)] < 2799

Iz Cega slijedi |[F(x, o(x))| < 27¢% + |f(x)|, pa imamo:

< |F(x, ()| < 279 + | f(0)] = |f ()] >

2¢(x) 2¢(x) "

Sada za proizvoljni [ € N vrijedi:

LFOOl = 1F(x, 1+ @Qo)] < 1f(x) = Fx, L+ ()] < 270 < 27609,
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To povlaci:

2 1
—e) 5 T =)
FC L+ Q) > [f (0] = 2777 > =25 = 2770 = 25

Dakle, vrijedi:

1
|F(x, 1+ ¢(x))| > 77" za svaki x € N¥ i za svaki / € N.

Posebno, za svaki x € N* i za svaki [ € N vrijedi F(x, [ + ¢(x)) # 0, pa imamo:

[ 1 _F(x L+ o(x) = f(x)
) Fel+ o)l | f(0) - Flx L+ ¢(x))

Funkcija (x,1) — m rekurzivna je prema propoziciji pa iz leme slijedi da
je % rekurzivna funkcija.

<2¢9. 27,

O

Propozicija 1.5.6. Neka je k € N \ {0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je
skup S = {x € N¥| f(x) > 0} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je F : N¥!' — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Neka je x € N¥
proizvoljan. Ako je f(x) > 0 tada postoji / € N takav da je f(x) > 2 -2, pa imamo

fx) = F(x,D) < |f(x) = F(x,D] < 27,
iz Cega slijedi
F(x,))> f(x)=27">2.27" 27" =27

Dakle, imamo F(x,l) > 27!, S druge strane, pretpostavimo da postoji / € N takav da je
F(x,[) > 27" Tadaje F(x,l) — 27! > 0. 1z | f(x) — F(x, )| < 27 slijedi

f(x)> F(x,l)-27">0.

Dakle, f(x) > 0. Dokazali smo da je f(x) > 0 ako i samo ako postoji / € N takav da je
F(x,1) > 27!. Definiramo

S’ ={(x,) e N | xe N 1e N, F(x,1) >27"}.

Skup S’ je rekurzivan prema korolaru[I.4.5|pa je i rekurzivno prebrojiv. Imamo da je x € S
ako i samo ako je f(x) > 0 Sto vrijedi ako i samo ako postoji / € N takav da je (x,[) € S pa
tvrdnja propozicije slijedi iz teorema o projekciji. |

Lema 1.5.7. Neka su u, € € R takvi da je u > 0i € > 0. Tada postoji r € Q,r > 0 takav da
jer<u<r+e
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Dokaz. Skup Q je gust u R, pa postoji r € Q N (max{u — €,0},u). Za taj r vrijedi r € Q te
r < u. Takoder vrijedi r > 01 r > u — € iz Cega slijedi u < r + €, ¢ime je dokazana tvrdnja
leme. =

Propozicija 1.5.8. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija takva da
je f(x) > 0 za svaki x € N*. Tada je funkcija \/7 rekurzivna.

Dokaz. Neka je g : N — Q funkcija definirana sa g(i) = e(‘;.(i’)oil, pri ¢emu je e funkcija iz

propozicije Iz propozicije slijedi da je g rekurzivna funkcija, a lako se vidi
da je g(N) = Q N [0, +00). Naime, ocito je g(N) € Q N [0, +oc0). S druge strane, neka je
2 € QN [0, +o0). Tada je g(2° - 31 = - paje QN [0, +o00) C g(N). Neka su x € NfileN
proizvoljni. Ako je f(x) > 0 tada prema lemi postoji r € Q N [0, +co) takav da je
r < +/f(x) < r+27", aprema dokazanom postoji i € N takav da je ¢(i) = r. Dakle, postoji
i € N takav da je (i) < /f(x) < g(i) + 27, odnosno ¢(i)> < f(x) < (q(i) +27)%. Ako je
f(x) = 0 tada jer je Q gust u R postoji r € Q takav da je 0 = m < r < 27!, odnosno
f(x) < r* < (2712, Sada na isti na¢in kao prije zaklju¢ujemo da postoji i € N takav da je
f(x) < g(i)* < (27")%. Dokazali smo da za svaki x € N¥ i za svaki [ € N postoji i € N takav
da vrijedi:

g()* < f(x) < (g(i) + 27D ili f(x) < q(i)* < (272

Definiramo skupove
S = {(x Li) e N*2 | (i) < f(x) < (qi) + 27},

T = {(x.1i) e N2 | f(x) < q(i)* < 27)?}.

1z propozicije slijedi da su skupovi S 17 rekurzivno prebrojivi pa je prema propoziciji
skup S U T rekurzivno prebrojiv. Prema dokazanom za svaki x € N¥ i za svaki [ € N
postoji i € N takav daje (x,1,i) € S UT. Prema propoziciji[l.2.9)postoji rekurzivna funkcija
¢ : N¥1' — N takva da je (x,[,o(x,1)) € S UT, za svaki x € N* i za svaki [ € N. Ako je
(x, 1, p(x,1)) € § tada imamo

q(p(x, D) < f(x) < (qlp(x, D) + 27 = qle(x, D) < vf(x) < gle(x, D) + 27

= [VF0) - gl )] < 27

S druge strane, ako je (x, [, ¢(x,[)) € T imamo
f(x) < (@(e(x, D)* < 27 = f(x) < g(p(x, ) <27

= | VF0) - ale(x, )| = ale(x, D) = VI < algtx, D) < 27
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Dakle, za svaki x € N* i za svaki [ € N vrijedi:

| V7@ - glete )| < 27

Prema propoziciji funkcija ¢ o ¢ : N¥ — Q je rekurzivna, pa je prema prethodno
dokazanom +/f rekurzivna funkcija. m|

1.6 Rekurzivne i rekurzivno omedene funkcije

Neka su k,n € N\ {0}. Za funkciju ® : N* — P(N") kazemo da je rekurzivna ako je
funkcija @ : N — N definirana sa ®(x,y) = yo (V) za svaki x € N* i za svaki y € N”,
rekurzivna. Uoc¢imo, funkcija @ : N¥ — P(N") je rekurzivna ako i samo ako je skup
{(x,y) e N¥" | x € N¥ y € N, y € ®(x)} rekurzivan.

Neka je m € N. Skup {(xy,...,x,) € N* | x; < m, zasvakii € {l,...n}} oznaCavamo sa
N2

Za funkciju ® : N* — P(N") kaZemo da je rekurzivno omedena ako postoji rekurzivna
funkeija ¢ : N¥ — N takva da je @(x) C N7, 7a svaki x € N¥. Za funkciju ¢ kazemo da je
rekurzivna meda za .

Za funkciju ® : N¥ — P(N") koja je rekurzivna i rekurzivno omedena kaZemo da je r.r.o.
funkcija.

Propozicija 1.6.1. Neka su k,n € N \ {0} te neka su @, ®, : N* — P(N") r.ro. funkcije.
Tada su funkcije ¥, ¥,, Vs : N¥ — P(N"), definirane sa

¥ (x) = D1 (x) U Dy (x), Pa(x) = Dy (x) N Dy(x), P3(x) = Dy (x) \ Pa(x), za svaki x € NF,
r.r.o. funkcije.

Dokaz. Neka su ¢y, ¢, : N¥ — N rekurzivne mede za @, i ®,. Tada vrijedi
Dy (x) SN () i Pa(x) SN ), za svaki x € N*,

Neka je ¢ : N* — N funkcija definirana sa y/(x) = ¢;(x) + ¢,(x), za svaki x € N¥. Imamo
da je ¢ rekurzivna funkcija 1 ocito vrijedi

NZI(X) U N CN

n _ n . k
00 S NG 10200 = Ny Za svaki x € N

Takoder, imamo

W, (x) C ¥ (x) C N2 UN

(o P3(X) C NG () UNT ), za svaki x € NF,

¥2(x)°
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Stoga je y rekurzivna meda za ¥, ¥, ¥ pa su to rekurzivno omedene funkcije.
Preostalo je dokazati da su ‘I’_l, ‘I’_z, \P_g rekurzivne funkcije. DokaZimo da je ‘P_1 rekurzivna,
za ostale funkcije je dokaz posve analogan. Ve¢ smo komentirali da je P, rekurzivna ako
i samo ako je skup {(x,y) € N¥" | x € Nk y € N",y € ¥,(x)} rekurzivan. Kako su @;, ®,
r.r.o funkcije skupovi

S = {(x,y) eN" [x e N,y eN",y € Dy ()},
T :={(x,y) e N*" | x e N¥,y e N", y € D,(x)}
su rekurzivni. Tvrdnja sada slijedi iz skupovne jednakosti

{(x,y) eNF" | x e NF ye Ny e ¥, (x)} =S UT

i propozicije[I.1.§] i
Propozicija 1.6.2. Neka su k,n,m € N\{0} te neka su ®, : N¥ — P(N") i ®, : Nk — P(N™)
r.r.o. funkcije. Tada je funkcija ¥ : N* — P(N"*™), definirana sa

P(x) = @;(x) X D(x), za svaki x € N,
r.r.o. funkcija.

Dokaz. Neka su ¢, ¢, : N¥ — N rekurzivne mede za ®, i ®,. Tada je ocito ¢ + ¢,
rekurzivna meda za ‘P, prema tome ¥ je rekurzivno omedena funkcija. Tvrdimo da za sve
x € N,y € N*, z € N vrijedi

P(x,y,2) = ©i(x,y) - Dy(x, 2).

Naime, pretpostavimo da je Y(x, v,z) = 1. Tada je (y,2) € Y(x) = ®(x) X ®,(x), odnosno
y € D(x) iz € Dy(x). Stoga je Oy(x,y) - DOyx,z) =1-1=1.S druge strane, ako je
¥(x,y,z) = 0 onda vrijedi y ¢ ®;(x) ili z ¢ ®,(x) pa ponovno vrijedi gornja jednakost.
Sada iz propozicije slijedi da je ¥ rekurzivna funkcija O

Lema 1.6.3. Neka je n € N\ {0}. Tada postoje rekurzivne funkcije g : N - N"ih: N - N
takve da je N C {g(i)|i €{0,...,h(m)}, za svaki m € N.

Dokaz. Definiramo funkciju g : N — N" sa
g() = (e(i,0)—1,...,e(i,n—1)-1), zasvakii € N.

Nadalje, neka je 7 : N — N funkcija definirana sa

m+1

h(m) = pgﬁl ..... Pl
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Tvrdimo da su ovako definirane funkcije g i 4 traZene funkcije.

Nekajem e N proizvoljan te neka je (xy,...,x,) € N .
Tada vrijedi p)‘“r1 e pz”jl < pptteooo p™b = h(m) i imamo g(p”“r1 e x”ﬁl) =
(x1,...,x,). Dakle, Vrljedl (x1,...,x,) €{g()|ie{0,...,h(m)} Cime je tvrdnja dokazana.

O

Teorem 1.6.4. Neka su k,n,m € N\ {0} te neka su ® : N* — P(IN") i ¥ : N* — P(N™)
r.r.o. funkcije. Tada je funkcija I : N¥ — P(N™), definirana sa

I'x) = U ¥(y), za svaki x € N¥,
yed(x)
r.r.o. funkcija.

Dokaz. Nekasu g : N¥ — Niy : N* — N rekurzivne mede za ®i W tenekasu g : N — N”
ih:N — N funkcije iz leme Imamo

D(x) C Nw(x) {g()) |1 €{0,...,h(p(x))}, zasvaki x € NF,

iz Cega slijedi
h(e(x)) h(e(x))

re = Yo c | wei)c | ) Ny, zasvakix e N

yed(x) i=0 i=0
Definiramo funkciju y : N¥ — N sa y(x) = X" y(g(i)), za svaki x € N*. Funkcija y je
rekurzivna prema propoziciji[I.1.15]te vrijedi

h(p(x))
T(x) C U N
i=0

C N™ . za svaki x € N¥,

Ylg() = ~Tyx)

Stoga je I rekurzivno omedena funkcija.
Pretpostavimo da su x € N* i z € N, Tada vrijedi

z€I'(x) & postojiy € ®(x) takav da je z € ¥(y)

= postojii € {0,...,h(p(x))} takav da je z € W(g(i)) i g(@) € ®(x)
/1(<P(x))_ .
= > W)z Bx,g() >0,
i=0

Sto povlaci

B h() B

T(xr,2) =sg| ) P(g(),2)- Dlx, g(0) |-

i=0

Lako se vidi da je funkcija (x,z) — sg (Zhwm) ¥(g(i), 2) - D(x, g(z))) rekurzivna pa je T
takoder rekurzivna funkcija. m|
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Korolar 1.6.5. Neka su k,n,m € N\{0}. Nadalje, neka je ® : N* — P(N") r.r.o. funkcija te
neka je f : N* — N™ rekurzivna funkcija. Tada je funkcija f(®) : Nk — P(N™), definirana
sa f(D)(x) = f(P(x)), za svaki x € N¥, r.r.o. funkcija.

Dokaz. Nekaje VY : N — P(N™) funkcija definirana sa W(x) = {f(x)}, za svaki x € N".
Tada je Y r.r.o. funkcija. Naime, neka su fi,..., f,, : N” — N komponetne funkcije od f.
Tada ocito vrijedi

P(x) = {f()} SNE . > Zasvakix € N".

Zakljucujemo, funkcija ¥ je rekurzivno omedena.
Nadalje, za sve x € N" i z € N vrijedi z € ¥(x) ako 1 samo ako je z = f(x). Neka je

Q:={(x,2) e N' | z = f(x)}.

Imamo da je Q rekurzivan skup, a prema prethodnom vrijedi ¥(x, z) = 5g(xa(x, 2)), iz tega
slijedi da je ¥ rekurzivna funkcija. Dakle, ¥ je r.r.o. funkcija. Nadalje, imamo

F@)x) = f(@x) = ] P, za svaki x € N

yed(x)
Sada iz prethodnog teorema slijedi tvrdnja korolara. O

Propozicija 1.6.6. Neka su k,n,m € N \ {0}. Nadalje, neka je ® : N — PIN") rro.
funkcija te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Tada je ® o f : N¥ — P(N™) r.ro.
Sfunkcija.

Dokaz. Neka je ¢ : N" — N rekurzivna meda za ®@. Bududi da je (O o f)(x) = O(f(x)) C

NZ’( Fooy 28 svaki x € N*¥ imamo da je @ o f rekurzivno omedena. Nadalje, lako se vidi da
zasve x € NFiz e N” vrijedi @ o f(x,z) = ®(f(x),z) paje ® o f r.ro. funkcija. O

Propozicija 1.6.7. Neka su k,n € N\ {0} te neka je ® : N* — P(N") r.ro. funkcija. Tada
je skup S = {x € N¥ | ®(x) = 0} rekurzivan.

Dokaz. Neka je ¢ : N¥ — N rekurzivna meda za ® tenekasug : N - N"ih: N - N
funkcije iz leme Tada vrijedi

D(x) SN, C{g(i) | i €{0,...,h(p(x))}, za svaki x € N¥.

Stoga, vrijedi

xXeS & P(x)=0 < g(i) ¢ O(x), zasvakii € {0,...,h(p(x))}
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M)
— Z @(x, g(i)) = 0.
i=0

ZakljucCujemo,
h(e())
Xs(x) =38 Z D(x, g(i))], za svaki x € N*,
i=0
Dakle, funkcija ys je rekurzivna pa je S rekurzivan skup. O

Korolar 1.6.8. Neka su k,n € N\ {0} te neka su ®,, D, : N¥ — P(N") r.r.o. funkcije. Tada
su skupovi S = {x € NF | @(x) € Dy(x)} i T := {x € N | @ (x) = Dy(x)} rekurzivni.

Dokaz. Uoimo da vrijedi

S = {x e N | @1(x) \ y(x) = 0)

T = {x € N*| ®;(x) \ ©2(x) = 0} N {x € N* | ©y(x) \ ©;(x) = 0}.
Sada tvrdnja korolara slijedi iz propozicije[1.6.1] propozicije[1.6.7]i propozicije[I.1.§] O

Propozicija 1.6.9. Neka su k,n € N\ {0} te neka je ® : N* — P(N") r.ro. funckijai T € N"
rekurzivno prebrojiv skup. Tada je skup S = {x € N¥ | ®(x) C T} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je T = 0 tvrdnja slijedi direktno iz propozicije
Pretpostavimo da je 7 # 0. Bududi da je T rekurzivno prebrojiv skup postoji rekurzivna
funkcija f : N — N” takva da je f(N) = T. Neka je ¥ : N — P(N") funkcija definirana sa

(i) = {£(0), ..., f(i)}, zasvakii € N.

Uocimo da je ¥ = f(V), gdje je ¥’ : N — P(N) funkcija dana sa V(i) = {0,...,i}, za
svaki i € N. Lako se pokaZe da je ¥’ r.r.o. funkcija. Prema korolaru imamo da je ¥
r.r.o. funkcija te ocito vrijedi T = | J;o¢ P (7). Definiramo skup

Q= {(x,i) e N1 | x e N¥ i € N, D(x) C P(i)).

Skup Q je rekurzivan prema korolaru 1.6.8. Nadalje, tvrdimo da vrijedi x € S ako i samo
ako postoji i € N takav da je (x,i) € Q. Nekaje x € S, tadaje O(x) C T = ;e P(O).
Bududi da je W(i) € W(i + 1), za svaki i € N te kako je ®(x) konacan skup postoji i € N
takav da je ®(x) € Y(i). Odnosno, imamo (x,i) € Q. S druge strane, ako je (x,i) € Q
imamo da je
o) c ¥ | Jro =T
ieN
Odnosno, x € §. Tvrdnja propozicije sada slijedi iz teorema o projekciji. i
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Neka su o : N> - Niz: N — N funkcije definirane na sljede¢i nacin:
o(i, j) =e(, j)—-1, zasvei,jeN,
n(@) = w(pre 1 iilii =0), zasvakii € N.

Lako se vidi da su o i n rekurzivne funkcije. Tvrdimo da je {(o°(i,0),...,0(,n@)) | i € N}
skup svih kona¢nih nizova u N. Naime, ocCito je svaki element tog skupa neki konacan niz

u N. Obratno, neka je n € N i (ay,...,a,) konatan niz u N. Stavimo i := pgoﬂ ceen

pert!. Tada je n(i) = n te za svaki j € {0,...,n} vrijedi 0°(i, j) = a; + 1-1 = a;. Dakle,
(0(i,0),...,0(,n@)) = (ap,...,a,). Neka su odsad pa nadalje o : N> - N, n: N - N
fiksirane rekurzivne funkcije takve da je {(o°(i,0), ..., 0(i,n(i)) | i € N} skup svih konacnih
nizova u N. Umjesto o(i, j) pisat ¢emo (7);, a umjesto 1(i) piSemo i

Za i € N definiramo

[i] = {(o, - . . (D)3}

Uocimo da je {[i] | i € N} familija svih kona¢nih nepraznih podskupova od N.

Primjer 1.6.10. Neka je ¥ : N — P(N) funkcija definirana sa Y(i) = [i], za svaki i € N.
Tvrdimo da je Y r.r.o. funkcija. Naime, uocimo da za i € N imamo

Y() = [i] = {(os, . ... ()} = (1@, 0), ..., (i,n(D)} = o({i} X {0, ..., n@)).

Lako se pokaZe da su i — {i}, i — {0,...,n(0)} r.ro. funkcije. Stoga je, prema propoziciji

[1.6.2]i korolaru[l.6.5] ¥ r.r.o. funkcija.

Propozicija 1.6.11. Neka je k € N \ {0} te neka je ® : N* — P(N) r.ro. funkcija takva da
je ©(x) # 0, za svaki x € N¥. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N* — N takva da je
O(x) = [f(x)], za svaki x € N*,

Dokaz. Definiramo skup Q := {(x,i) € N¥*! | x € N¥,i € N, ®(x) = [i]}. Korolar 1.6.8 i
primjer 1.6.10 povlace da je € rekurzivan skup, posebno € je rekurzivno prebrojiv. Nada-
lje, za x € Nf imamo da je ®(x) konac¢an podskup od N, a prema pretpostavci propozicije
imamo ida je ®(x) # (. Stoga, postoji i € N takav da vrijedi ®(x) = [i], odnosno (x, i) € Q.
Tvrdnja propozicije sada slijedi iz propozicije[1.2.9] O

Dokaz sljedece dvije leme moZe se pronaci u [9]. Za dokaz sljedece propozicije trebati
¢e nam samo jedna, ali kasnije ¢emo trebati i drugu. Tvrdnje su slicne prirode pa odmah
navodimo i jednu i drugu.

Lema 1.6.12. Neka je k € N\ {0}. Neka je a : N* — N rekurzivna funkcija te neka je
f : N*!' — Q rekurzivna funkcija. Neka su g, h : N* — Q funkcije definirane sa

g(x) = Minggica(n f (i, X), h(X) = MaXo<ica(o [, X), za svei € N, x € N-,

Tada su g i h rekurzivne funkcije.
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Lema 1.6.13. Neka je k € N \ {0}. Neka je a : N* — N rekurzivna funkcija te neka je
f : N*! — R rekurzivna funkcija. Neka su g, h : N* — R funkcije definirane sa

g(X) = MiNggica(n f (i, X), h(X) = MaXoi<a(n f (s X), zasveie N, x € N-,

Tada su g i h rekurzivne funkcije.

Propozicija 1.6.14. Neka su k,n € N\ {0}. Neka je ® : N¥ — P(N") r.r.0. funkcija te neka
je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada postoje rekurzivne funkcije o, : N¥ — R takve
da za svaki x € N* sa svojstvom ®(x) # 0 vrijedi

@(X) = MiNyeq f (), Y(x) = Max cow f (V).

Dokaz. Neka je @ : N — N” rekurzivna surjekcija. Na primjer moZzemo staviti a(i) =
(e(i,0),...e(i,n)), zasvaki i € N. NekajeI' : N — P(IN") funkcija definirana sa I'(i) =
a([i]), za svaki i € N. Funkcija I je r.r.o. prema korolaru[I.6.5]te vrijedi da je {['(i) | i € N}
familija svih nepraznih kona¢nih podskupova od N". Neka je

Q = {(x,i) € N1 | @(x) = () ili P(x) = 0).

Prema propoziciji [[.6.7] i korolaru [I.6.8] imamo da je Q unija dva rekurzivna skupa pa
je rekurzivan, a samim time i rekurzivno prebrojiv. Propozicija [I.2.9] povla¢i da postoji
rekurzivna funkcija A : N* — N takva da je (x, A(x)) € Q, za svaki x € N*. Dakle, za svaki
x € NF takav da je ®(x) # 0 vrijedi ®(x) = I'(A(x)). Definiramo ¢, : N¥ — R sa

¢(x) = min,,_ i< f(a((A(x)) ), ¥(x) = min,_ i< f(a((A(x));)), za svaki x € NF,

Koristeéi lemu lako dobivamo da su ¢ i ¢ rekurzivne funkcije, a lako se vidi da
ovako definirane funkcije zadovoljavaju traZzena svojstva. O






Poglavlje 2

Izracunljivost na metrickim prostorima

2.1 Izracunljivi metricki prostori

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je ()i niz u (X, d), kojeg krace oznacavamo sa «,
takav da je skup {«; | i € N} gust u (X, d) te takav da je funkcija N?> — R, (i, j) = d(a;, a;)
rekurzivna. Tada za a kaZzemo da je efektivan separirajuéi niz u (X, d).

Neka je (X, d) metricki prostor te « efektivan separirajuci niz u (X, d). Tada za uredenu
trojku (X, d, @) kazemo da je izracunljiv metricki prostor.

Primjer 2.1.1. Neka je d euklidska metrika na R te neka je « : N — R niz definiran sa

) e(i,1) ..
@ = (=) . —2~_ zagvakii €N,
=D e(i,0)+1

gdje je e funkcija iz propozicije [I.1.23] Lako se vidi da je « rekurzivna funkcija te da
je a(N) = Q. Prema tome, funkcija N> — R, (i, j) d(aj,aj) = |a; — aj| je takoder
rekurzivna i {a; | i € N} = Q je gust u (R, d). Zakljucujemo da je a efektivan separirajuci
nizu (R, d) te da je (R, d, @) izracunljiv metricki prostor.

Primjer 2.1.2. Oznacimo sa S' jedini¢nu kruZnicu u R%. Preciznije neka je

S'={xeR*||lxl| = 1},

pri cemuje || - || : R* — R euklidska norma. Neka je o' : N — R? niz definiran sa
. 1)+ 1 . e(i,4) ..
r = [(pyin €& DT (= S8 ) kiieN.
a (( ) G0+ 1 (=1) 341 za svaki i

Lako se vidi da je o' (N) = Q% \ ({0} X R). Neka je a : N — S niz definiran sa

;= i , zasvakii € N.
[l
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Tvrdimo da je « efektivan separirajuci niz u metrickom prostoru (S',d), pri cemu je d
euklidska metrika. DokaZimo da je a gust u (S',d). Neka je x € S' te neka je € > 0. Kako
je & gust uR? postoji i € N takav da je d(c/}, x) < £. Pretpostavimo da je ||| > 1. Imamo

’
@, '
lla]]

S druge strane, koristeci nejednakost trokuta dobivamo

d(aj, @) =

/_
@;

: '
=|1- Mgl = llegll - 1.
‘ [ ’

’ ’ ’ 7’ 6
lleill = 1 = llell = llxll < [l — xI| = d(e;, x) < 5
Zakljucujemo,
€
d /-, )< =.
(@), a) < 3
Konacno, iz nejednakosti trokuta slijedi
, , € €
d(x,a;) < d(x,a)) +d(a),a;) < 5 + 5 = €.

Na sli¢an nacin bismo pokazali da je d(x, a;) < € i u slucaju da je ||| < 1. Dakle, imamo
da je a gust u (S',d). Nadalje, oznacimo sa o’',a’* : N — R komponentne funkcije od o
te sa a',a’ : N — R komponentne funkcije od a. O¢ito su o', a’* rekurzivne funkcije, a

kako je
e, Il = V2 + )2, zasve x,y € R?,

iz propozicije i propozicije slijedi da su o', a* rekurzivne funkcije. Koristeci
ponovno propoziciju i definiciju euklidske metrike sada lako vidimo da je funkcija
N2 - R, (i, j) » da;,«a ;) rekurzivna. Dakle, « je efektivan separirajuci niz u (S L d).
Zakljucujemo, (S, d, @) je izracunljiv metricki prostor:

Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je xo € X. Kazemo da je x
izracunljiva toc¢ka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

d(xo, @) < 27k za svaki k € N.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka je (x;);en niz u X. Kazemo da je
(x))iew izraéunljiv niz u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da je

d(xi, a’F(i,k)) < 2_k, zasve i,k € N.
Uocimo, ako je (x;)iey izraunljiv niz u (X, d, @) onda je x; izraCunljiva tocka, za svaki

i € N. Naime, definiramo rekurzivnu funkciju f : N — N sa f(k) = F(i, k). Tada vrijedi
a’(x,-, ozf(k)) = d(x,-, a’F(i,k)) < 2_k, za svaki k € N.
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Neka je f : N — N rekurzivna funkcija. Uocimo da je tada (ay(;))ien izraCunljiv niz.
Posebno, ako za f uzmemo I; dobivamo da je « izra¢unljiv niz u (X, d, ).
Za realan broj x kaZemo da je izracunljiv ako postoji rekurzivna funkcija f : N - Q
takva da je
|x — f(k)| < 27, za svaki k € N.

Neka je x € R izracunljiv broj te neka je f : N — Q funkcija koja zadovoljava svojstvo iz
definicije izracunljivog broja. UoCimo da tada niz (f(k))ren teZi prema x kad k — oo pa f
ne moze zadovoljavati svojstvo definicije za dva razlicita izracunljiva broja.

Iz toga i Cinjenice da rekurzivnih funkcija N — Q ima prebrojivo mnogo zaklju¢ujemo
da je skup izracunljivih brojeva prebrojiv. Na slican nacin vidimo da u izracunljivom me-
trickom prostoru (X, d, @) ima najvise prebrojivo mnogo izracunljivih tocaka.

Uocimo da je svaki x € Q izra¢unljiv jer za funkciju f : N¥ — Q moZemo uzeti konstatnu
funkciju f(k) = x, za svaki k € N, koja je rekurzivna.

Propozicija 2.1.3. Neka je n € N\ {0} te neka je g : N" — R rekurzivna funkcija. Tada je
g(x) izracunljiv broj za svaki x € N".

Dokaz. Neka je G : N"*! — Q rekruzivna aproksimacija funkcije g. Neka je x € N”
proizvoljan. Definiramo funkciju f : N — Q sa f(k) = G(x, k), za svaki k € N. Funkcija f
je ocito rekurzivna i vrijedi:

lg(x) — f(k)] = |g(x) — G(x, k)| < 27, za svaki k € N.
Dakle, g(x) je izracunljiv broj. O

Propozicija 2.1.4. Neka je n € N\ {0}, neka je c € R izracunljiv broj te neka je g : N* — R
funkcija definirana sa g(x) = c, za svaki x € N". Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Kako je c izraunljiv broj postoji rekurzivna funkcija f : N — Q takva da je
lc — f(k)| < 27%, za svaki k € N.

Definiramo funkciju G : N**! — Q sa G(x,k) = f(k), za svaki x € N" i za svaki k € N,
Funkcija G je ocito rekurzivna i za svaki x € N" 1 svaki k € N vrijedi:

8(x) = G(x, k)| = | = f(k)| < 27%.
Dakle, g je rekurzivna funkcija. |

Propozicija 2.1.5. Neka su x,y € R izracunljivi brojevi. Tada su —x, |x|, x +y, x-y
izracunljivi brojevi. Dodatno, ako je x # 0 tada je i % izracunljiv broj.
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Dokaz. Definiramo funkcije f,g : N — R sa f(i) = x, g(i) = y, za svaki i € N. Prema
propoziciji [2.1.4] funkcije f i g su rekurzivne. Iz propozicije [I.5.4] slijedi da su funkcije
—f,1fl, f + & f - g rekurzivne pa su prema propoziciji [2.1.3] —x, |x|, x +y, x - y izraCunljivi
brojevi. Ako je x # 0 tada je f(i) # 0 za svakii € N pa iz propozicije slijedi da je %
rekurzivna funkcija. Sada ponovno iz propozicije slijedi da je i izraCunljiv broj. O

Primjer 2.1.6. Neka je (R,d, @) izracunljiv metricki prostor iz primjera te neka je
xo € R. Tvrdimo da je x, izracunljiv broj ako i samo ako je xy izracunljiva tocka u (R, d, ).
Pretpostavimo da je x, izracunljiva tocka u (R,d,a). Tada postoji rekurzivna funkcija
f N = N takva da je d(xo, as@) < 275, za svaki k € N. Kako je a rekurzivna funkcija
imamo da je a o f : N — Q rekurzivna i vrijedi d(xo, (a o f)(k)) < 27, za svaki k € N.
Dakle, x je izracunljiv broj.

S druge strane, pretpostavimo da je xy izracunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija
g : N — Q takva da vrijedi d(xy, g(k)) = |xo — g(k)| < 27%, za svaki k € N. Neka je

S = {(k, i) € N? | g(k) = a(i)}.

Skup S je rekurzivan prema korolaru a kako je a(N) = Q vrijedi da za svaki k € N
postoji i € N takav da je (k,i) € S. Prema propoziciji postoji rekurzivna funkcija
¢ : N — N takva da je (k,@(k)) € S, za svaki k € N. Dakle, imamo g(k) = a(p(k)), za
svaki k € N, pa vrijedi

d(xg, a(p(k))) = d(xy, gk)) < 27% zasvakik e N
pa je xq izracunljiva tocka u (R, d, @) po definiciji.

Primjer 2.1.7. Neka je (R,d, @) izracunljiv metric¢ki prostor iz primjera te neka je
(x)ien niz u R. Sli¢no kao u primjeru pokaZe se da vrijedi da je (x;)ien izracunljiv niz
u (R, d, @) ako i samo ako je (x;)icn, gledan kao funkcija N — R, rekurzivna funkcija.

Propozicija 2.1.8. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su (x;)ien i (Vi)ien
izracunljivi nizovi u (X, d, @). Tada je funkcija N> — R, (i, j) — d(x;,y ;) rekurzivna.

Dokaz. Neka su F,G : N> — N rekurzivne funkcije takve da vrijedi:
d(x;, apip) <271 d(y;, agin) < 27%, zasvei, jk € N.
Iz nejednakosti trokuta slijedi:
d(xi,y;) < d(xi, apip) + d@pip, Qi) + d@cir, ), zasvel, jk € N,
Odnosno,

d(x;,y;) — d(arpip, ¥cix) < d(Xi, apip) + d(aggr,y;), zasvei, j,k € N.
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Na sli¢an nacin dobijemo
d(@rik, ¥ckp) — d(xi,y;) < d(xi, apip) + d(aggr,y;), zasvel, j,k € N,
pa imamo
|d(xi,y)) = d@rap, @6i0)| < A, aran) + d@cp, y) <227, zasvei, jk € N,
Iz toga slijedi
|d(xi’)’j) — d(aFg+1)s a’G(j,k+l))| < d(xi, Opge1)) + d(@Gik+1), Yj) < 27, zasvei, Jok € N.

Lako se vidi da je funkcija N* — R, (i, j, k) — d(arpi 1), XGjk+1y) TeEkurzivna, pa iz leme
slijedi tvrdnja propozicije. i

2.2 Izracunljivo prebrojivi skupovi

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metri¢ki prostor. Za otvorenu kuglu K(e;, r) u (X, d) gdje je
i€ NireQn(0,+oc0) kazemo da je racionalna otvorena kugla.
Neka su 71,7, : N — N rekurzivne funkcije takve da je {(r1(i), 72(i)) | i € N} = N? te neka
je q : N — Q rekurzivna funkcija takva da je g(N) = Q N (0, +c0). Na primjer, lako se vidi
da funkcije ‘

71(0) = (i, 0), 72(i) = e(i, 1), (i) = %
zadovoljavaju gornja svojstva.
Zai € N oznalimo sa A; := @+, Pi = qri) te sal; := K(4;, p;). Tada se lako provjeri da je
{I; | i € N} familija svih racionalnih kugala u (X, d, ).
Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor 1 § € X zatvoren skup u (X, d) takav da je
{i e N| I, nS # 0} rekurzivno prebrojiv skup. Tada za S kaZzemo da je izracunljivo
prebrojiv skup u (X, d, a).
Htjeli bismo dokazati da ova definicija ne ovisi o izboru rekurzivnih funkcija 7y, 15, 4.
Stoga, pretpostavimo da su 7}, 75, ¢" rekurzivne funkcije koje takoder zadovojavaju gore
navedena svojstva. OznaCimo sada sa A} := @), P 1= ‘1;;(1‘) te sa I := K(A},p;). Nadalje,
ozna¢imosaT :={ie N| ;NS #0}isaT :={i e N|I' NS # 0}. Sada je dovoljno
pokazati da je T rekurzivno prebrojiv skup ako i samo ako je 7"’ rekurzivno prebrojiv skup.
Pretpostavimo da je T rekurzivno prebrojiv skup. Definiramo skup

Q= {G ) €N | 71() = (D 1 g}y = draii)-

Lako se vidi da je Q rekurzivan, pa samim time i rekurzivno prebrojiv skup. Neka je i € N
proizvoljan. Iz ¢injenice da je g(N) = Q N (0, +o0) slijedi da postoji k € N takav da je
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q. @ = k- Nadalje, za taj k je (7(i), k) € N2, pa postoji j € N takav da vrijedi
2

(1), k) = (T1()), 12())),

Sto povlaci (i, j) € Q.

Dokazali smo da za svaki i € N postoji j € N takav da je (i, j) € Q. Kako je Q rekurzivno
prebrojiv skup propozicija [I.2.9) povlaci da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva
daje (i, (7)) € Q, za svaki i € N. Tada je, prema definiciji od €,

I] = I, za svaki i € N.

Lako se vidi da prethodna relacija povlaci T’ = ¢~!(T), pa je T’ rekurzivno prebrojiv skup
prema propoziciji(l1.2.8

Propozicija 2.2.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te (X;)ien izracunljiv niz u
(X,d,@). Tada je S := {x; | i € N} izracunljivo prebrojiv skup.

Dokaz. S je definiran kao zatvaraC skupa {x; | i € N}, pa je ocito zatvoren skup. Preostaje
dokazatida je skup T := {i e N | I, 0§ # 0} rekurzivno prebrojiv. Neka je

Q= {(i, ) € N> | d(x;, 4) < p;}.
Tvrdimo da vrijedi:
ieT < postoji j € N takav da je (i, j) € Q.

Pretpostavimo da je i € T, tada je I; NS # 0. Ako otvorena kugla sijeCe zatvara¢ nekog

skupa onda mora sjeci i sam skup. Stoga, postoji j € N takav da je x; € I;, iz Cega slijedi

d(xj, A;) < p;, odnosno (i, j) € €.

Obratno, ako postoji j € N takav da je (7, j) € Q onda je, prema definiciji skupa Q, x; € I;.

Stogaje ; NS # 0, odnosnoi € T.

Primjetimo da iz propozicije 2.1.8]1 propozicije [I.5.6] slijedi da je Q rekurzivno prebrojiv

skup. Tvrdnja propozicije sada slijedi iz prethodno dokazane ekvivalencije i teorema o

projekciji. O
Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka su i, j € N takvi da vrijedi d(4;, 4;)+

pi < p;. Tada kaZemo da je I; formalno sadrzan u /; i piSemo /; Cr I;.

Lema 2.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su x,y € X i r,s > 0 takvi da vrijedi
d(x,y) +r < s. Tada vrijedi K(x,r) C K(y, 5).

Dokaz. Neka je z € K(x,r) proizvoljan. Tada je d(x,z) < r, pa koriste¢i nejednakost
trokuta dobivamo:
d(y,z) <d(y,x) +d(x,2) <d(x,y) +r < s.

Stoga je z € K(y, 5), a kako je z bio proizvljan lema je dokazana. i
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Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Uo¢imo da iz leme 2.2.2. slijedi:
I Cpl;=> 1, C1;, zasvei, j€N.
Lema 2.2.3. Skup S :={(i, j) e N? | I; Cf 1;} je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je f : N> — R funkcija definirana sa f(i, j) = pj—pi—d(4;, A;). Lako se vidi
da je funkcija f rekurzivna. Vrijedi:

S ={G, ) e N* | [; Cp I} = {(i. j) € N? | d(A;, 4)) + p; < pj} = {(i, j) € N* | f(i, j) > O}.
Stoga, iz propozicije slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. i

Lema 2.2.4. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je x € I; za neki i € N.
Tada za svaki € > 0 postoji k € N takav da je x € Iy, I, Cr I; i py < €.

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Kako je x € I; imamo da je d(x, 4;) < p;. Stoga, postoji
s € Q, s < e takav da vrijedi d(x, 4;) + 25 < p;. Kako je a gust u (X, d) postoji j € N takav
daje d(aj, x) < s. Imamo:

d(Ai, aj) + s < d(A;, x) +d(x,a;) + 5 < d(A;,x) + 25 < p;.

Neka je k € N takav da je (A, px) = (@;, 5). Imamo da je I, = K(«aj, 5) te je prema prethodno
dokazanom [ Cr I;. Kako je d(aj, x) < simamo x € Iy i p, = 5 < €. O

Dokaz sljedeceg teorema moze se pronaci u [8].

Teorem 2.2.5. Neka je (X,d) potpun metricki prostor te neka je (F,),en niz nepraznih,
zatvorenih i omedenih skupova u (X, d) takvih da je F,,; C F,, za svaki n € N te takav da
niz realnih brojeva ( diam F),),ay teZi k nuli. Tada je (e Fn # 0.

Teorem 2.2.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je S C X neprazan i
potpun izracunljivo prebrojiv skup. Tada postoji izracunljiv niz (x;)ien u (X, d, @) takav da
jeS ={x;|ieN}

Dokaz. OznaCimosa T = {i € N | ;NS # 0}. Kako je § izraCunljivo prebrojiv skup
postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je f(IN) = 7. Neka je Q skup definiran sa:

Q= G,k j) € N | 15y Sr Ly i ppy < 27

Skup Q je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji[I.5.6] lemi[2.2.3]i propoziciji[I.2.7} Neka
su i,k € N. Imamo da je Ir; NS # 0 pa postoji x € Ip; N S. Prema lemi [2.2.4] postoji
m € N takav da vrijedi:

x €L, Cp Iy ipm < 27k,
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Kako je x € I,, NS imamo m € T pa postoji j € N takav da je f(j) = m iz Cega slijedi
(i,k, j) € Q. Dakle, za sve i,k € N postoji j € N takav da je (i,k, j) € Q. 1z propozicije
1.2.9|slijedi da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je (i, k, ¢(i, k)) € Q, za sve
i,k € N. Definiramo funkciju 4 : N> — N na sljede¢i nacin

h(0,1) = i,
h(n + 1,i) = ¢(h(n, i), n).
Lako se vidi da je & rekurzivna funkcija te da vrijedi (h(n,i),n,h(n + 1,i)) € Q, za sve
i,n € N. Zai € Nimamo:

Linne1,iy) SF Lpnnipy 1 Pfnns1iyy < 27", zasvakin € N,

Sto povlaci da je (S N 1 e iy Inent padajuci niz zatvorenih i omedenih skupova ¢iji dijametri
teZze k nuli. Kako je S potpun iz teorema [2.2.5]slijedi da postoji x; € S takav da je x; €
If(nniy)> za svaki n € N. Na ovaj nacin dobivamo niz (x;)iex u S. Tvrdimo da je (x;)jen
izracunljiv niz koji je gustu §. Neka je i € N, tada iz x; € Ipns1,) slijedi

d(x,', /lf(h(n+l,i))) < Prinm+1,i) < 2—n’ za svaki n € N.

Dakle, niz (x;);cy je izraCunljiv.
Nekasuy € § 1 € > 0. Odaberimo s € Q takav da je 0 < 25 < €. Niz « je gust u (X, d),
stoga postoji j € N takav da je ; € K(y, s). Imamo

dla;,y) <s=yeK(js).

Neka je k € N takav da je (A, pr) = (@}, 5). Tada je I, = K(aj, s). Kako je y € I; imamo
k € T pa postoji i € N takav da je f(i) = k, Sto povlaCi y € Is;. S druge strane, imamo

X; € If(h(O,i)) = % = d(xi,y) < 2pf(i) =2s<e.

Dakle, (x;)icy Je gustu S, odnosno S = {x; | i € N}. O

2.3 Izracunljivi skupovi

Neka je (X, d) metricki prostor te neka su A,B C X i € > 0. PiSemo A ~, B ako za svaki
x € A postoji y € B takav da je d(x,y) < €1 ako za svaki y € B postoji x € A takav da je
d(x,y) <e.

Neka je @ : N — P(N) rr.o. funkcija takva da je {®(i) | i € N} skup svih konacnih
nepraznih podkupova od N. Takva funkcija postoji prema primjeru 1.6.10.
Neka je (X,d, @) izraCunljiv metricki prostor te neka je K neprazan kompaktan skup u
(X,d). Kazemo da je K ®-izracunljiv skup u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija
f N — Ntakvadaje K ~,« {a; | j € O(f(k))}, za svaki k € N.
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Lema 2.3.1. Neka su ®,¥ : N — P(N) r.r.o. funkcije takve da su {®(i) | i € N} i {¥(@) | i €
N} skupovi svih konacnih nepraznih podskupova od N. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki
prostor te neka je K neprazan kompaktan podskup od (X,d). Tada je K ®-izracunljiv u
(X,d, @) ako i samo ako je K Y-izracunljiv skup u (X, d, ).

Dokaz. Pretpostavimo da je K ®-izracunljiv skup u (X, d, @). Tada postoji rekurzivna funk-
cija f : N — N takva da vrijedi

K =~y {a;| j € O(f(k))}, zasvaki k € N.

Definiramo skup
Q= {(k, j) € N* | D(f(K)) = Y())}.

Imamo da je Q rekurzivan skup prema propoziciji [[.6.6] i korolaru [1.6.8] posebno Q je
rekurzivno prebrojiv skup. Nadalje, oCito za svaki k € N postoji j € N takav da je
(k, j) € Q. Propozicija [I.2.9] povla¢i da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva
da je O(f(k)) = W(g(k)), za svaki k € N. Kona¢no, imamo

K =y {a;| je O(f(k)} ={a;| j € ¥(gk))}, zasvaki k € N.
Dakle, skup K je W-izracunljiv. Obrat se dokazuje posve analogno. O

Neka su o : N> - Nipn: N — N funkcije takve da je {(c(i,0),...,0(@i,n@))) | i € N}
skup svih konacnih nizova u N. Ve¢ smo komentirali da takve funkcije postoje te da za
i, j € N koristimo oznake o (i, j) = (i);,n(i) = i, [i] = {()o, . . ., (@)}

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Uvodimo joS jednu oznaku, zai € N
stavimo

Ai = a([i]) = {aqy,s - - - ’a(i);}-
Neka je K kompaktan skup u (X, d). Kazemo da je K izracunljiv skup u (X, d, @) ako je
K = 0 ili ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je K =« Agp), za svaki
k e N.
Neka je @ : N — P(N) r.r.o. funkcija iz primjera|l.6.10, Uo¢imo da vrijedi sljedece:

K je izracunljiv skup u (X,d,a) < K =01ili K je ® — izracunljiv u (X, d, @).

Prethodna karakterizacija i lema[2.3.1| povlace da definicija izracunljivog skupa ne ovisi o
odabiru funkcija o i 7.

Teorem 2.3.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je K izracunljiv skup u
(X,d, @). Tada je K izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, ).
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Dokaz. Ako je K = 0 tvrdnja je ocita. Pretpostavimo da je K # (. Trebamo dokazati da je
skup § :={i € N | [, n K # 0} rekurzivno prebrojiv. Budu¢i da je K neprazan izraunljiv
skup postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da vrijedi

K =~y Af(k), za svaki k € N,

Pretpostavimo da je i € N takav da je [; N K # (. Tada postoji x € K takav da vrijedi
d(x, A;) < p;. Neka je k € N takav da vrijedi d(x, 4;) +2-27% < p;. Buduéi da je K ~»- Afw
postoji j € [f(k)] takav da vrijedi d(x, a;) < 27 Imamo

d(Ai, ) + 275 <d(A, x) + d(x, ;) +27F < d(A, x) +2- 27" < .

ZakljuCujemo, ako je i € § onda postoje k € Ni j € [f(k)] takvi da je d(4;, @) + 27F < pu.
Vrijedi 1 obratno, pretpostavimo da je i € N takav da postoje k € N'i j € [ f(k)] takvi da je
d(Ai, @) + 27% < p;. Tada imamo

K(CY], z_k) g K(li’pi) = Ii'

Bududi da je K ~,-« Ay imamo da je K N K(a;, 2%y £ 0, $to povlaci K N I; # 0. Dakle,
za svaki i € N imamo

i€S < postojekeN,je[f(k)]takvida vrijedi d(1;, a;) +27% < p;.
Definiramo skup
Q:={(i,k, j) N’ | j € [f(R)] d(Ai, @) + 27 < pi}.

Preostaje dokazati da je Q rekurzivno prebrojiv skup i primjeniti teorem o projekciji.
Uo&imo da je Q presjek skupova T; := {(i,k,j) € N> | j € [f()]} i T := {(i,k, j) €
N° | d(A;, @) + 27% < p;}. Dovoljno je pokazati da su T i T, rekurzivno prebrojivi skupovi.
Propozicija [2.1.8]i propozicija [I.5.6] povlace da je T, rekurzivno prebrojiv skup. Uocimo
da vrijedi

Ty = {(i.k, j) € N* | {j} € [f()]).

Funkcija (i, k, j) — [f(k)] je rr.o. funkcija prema primjeru [1.6.10] 1 propoziciji
Takoder, lako se vidi da je (i, k, j) — {j} r.r.o. funkcija pa je T rekurzivan skup prema
korolaru a onda posebno i rekurzivno prebrojiv. Kao $to smo ve¢ napomenuli tvrdnja
teorema sada slijedi iz teorema o projekciji. O

Napomena 2.3.3. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je K # 0 izracunljiv
skup u (X,d, @). Prethodni teorem povlaci da je K izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @).
Buduci da je K kompaktan skup u (X, d) on je i potpun pa teorem povlaci da postoji
izracunljiv niz (B;)ien u (X, d, @) takav da vrijedi K = {B; | i € N}. Uoc¢imo da iz propozicije
2.1.8|slijedi da je (K, dikxk,B) izracunljiv metricki prostor.
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2.4 Hiperprostor

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je K(X, d) skup svih kompaktnih nepraznih skupova
u (X, d). Definiramo funkciju dy : K(X,d) X K(X,d) — R sa

dy(A,B) = infle > 0| A = B}.

Tvrdimo da je funkcija dy metrika na K(X,d). Uocimo prvo da je dy dobro definirana
funkcija. Naime, svaki kompaktan skup je omeden pa su A 1 B omedeni skupovi 1 svakako
vrijedi {€ > 0 | A =, B} # (. Takoder, ocito je {¢ > 0 | A =, B} odozdo omeden s 0 pa
infimum iz definicije postoji. Dakle, funkcija dy je dobro definirana.

Ocito za sve A, B € K(X, d) vrijedi dy(A, B) > 0.

Trebamo pokazati da za sve vrijedi A, B € K (X, d) vrijedi

dg(A,B)=0 < A =B.

Ako je A = B imamo da za svaki € > 0 vrijedi A =, B pa je dy(A, B) = inf(0, +c0) = 0.
Obratno, pretpostavimo da je dy(A, B) = 0. Neka je € > 0. Tada prema definiciji infimuma
postoji € < etakavdajee > 01A =, B,alitadajei A =, B. Dakle, za svaki € > 0 imamo
A = B. Neka je a € A. Tada za svaki n € N imamo A ~o B pa postoji b, € B takav da je
d(a,b,) < ﬁ Na ovaj nacin dobili smo niz (b,),c, u B koji tezi prema a. Budu¢i da je B
kompaktan imamo a € B. Dakle, A C B. Analogno se pokaZe 1 obratna inkluzija.
Nadalje, ocito je dy(A, B) = dy(B,A), za sve A, B € K(X, d).
Posljednje $to trebamo dokazati je nejednakost trokuta. Neka su A, B, C € K(X, d).
Stavimo

€ = dH(A, B), € = dH(B, C)

Neka je € > 0. Imamo da vrijedi
A Re+s BiB Re+s C.
Koriste¢i nejednakost trokuta metrike d lako dobivamo da za ry, v, > 0 vrijedi
A=, BiB~x, C=A~%,,,C.
Posebno, u nasem slucaju za svaki € > 0 imamo
ARgi01e C=dy(A,C) <€+ 6 +e€.
Dakle, dy(A,C) < € + € = dy(A, B) + dy(B, C).

Dokazali smo da je dy metrika na K(X,d). Za metriku dy kaZemo da je Haussdorfova
metrika, a metricki prostor (K (X, d), dy) nazivamo hiperprostor od (X, d).
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Propozicija 2.4.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su A, B € K(X,d) i € > 0. Tada
je dy(A, B) < € ako i samo ako vrijedi A =, B.

Dokaz. Ako je dy(A, B) < € onda direktno iz definicije od dy slijedi A =, B.

Obratno, pretpostavimo da je A ~, B. Imamo da za svaki a € A postoji b, € B takav da
vrijedi d(a,b,) < €. Za a € A neka je ¢, > 0 takav da vrijedi d(a, b,) < €, < €. Neka je
r, > 0 takav da d(a, b,) + r, < €,. Prema lemi 2.2.2]imamo

K(a,r,) € K(b,,€,) = d(x,b,) < ¢,, zasvaki x € K(a,r,).
Bududi da je A kompaktan postoje ay, ..., a, € A takvi da je

A C K(ag,r4) U ---UK(ap,ra,).

Neka je x € A, imamo da je x € K(a;,r,) zaneki i € {0,...,n}. Prema dokazanom je
d(x,b,) < €, <max{e, | i €{0,...,n}}. Stavimo
€ :=max{e, | i €1{0,...,n}}.

Imamo da za svaki x € A postoji y € B takav da je d(x,y) < € i vrijedi 0 < € < €. Na
analogan nacin dolazimo do €’ > 0 takvog da je 0 < €” < € te da za svaki x € B postoji
y € A takav da je d(x,y) < €”. Stavimo i ¢y = max{e’, e’} imamo0 < ¢ <€1A =, B. Iz
definicije od dy sada slijedi da je dy(A, B) < € §to smo 1 htjeli dokazati. O

Propozicija 2.4.2. Neka je (X, d) metricki prostor, A gust skup u (X, d) te K kompaktan i
neprazan skup u (X,d). Tada za svaki € > 0 postoji konacan podskup A" od A takav da je
K=~ A

Dokaz. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada je {K(x,5) | x € K} otvoreni pokriva¢ od K.
Buduci da je K kompaktan postoje xo,...,x, € K takvi da je {K(x;,5) | i € {0,...,n}}
otvoreni pokriva¢ od K. Kako je A gustu (X, d) za svakii € {0, ...,n} postoji a; € A takav
da je a; € K(x;, 5). Definiramo

A" :=Aay,...,a,}.

Tvrdimo da vrijedi A" =, K.
Neka jei € {0,...,n}. Tada je

a; € K(x;, g) = d(a;, x;) < g < €.

Dakle, za svaki a € A’ postoji x € K takav da je d(a, x) < €.
Obratno, neka je x € K. Tada postoji i € {0,...,n} takav da je x € K(x;, 5). Takoder je
a; € K(x;, §) pa imamo
d(x,a;) < d(x, x;) + d(xi, a;) < g + g =e.
Dakle, za svaki x € K postojia € A’ takav da je d(x, a) < €, ¢cime smo dokazali tvrdnju. O
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Napomena 2.4.3. Ako je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor te K neprazan kompaktan
skup u (X, d) onda prethodna propozicija povlaci da za svaki € > 0 postoji i € N takav da
je K =, A,. Posebno, za svaki k € N postoji i € N takav da K ~,-« A;. Uocimo jos da ovo
pokazuje da je familija {A; | i € N} gust skup u (K(X,d),dy).

Lema 2.4.4. Neka su n,k € N. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su ay, . ..,a, € X i
bo,...,br € X. Stavimo

M := max{max<;<,(ming<j<d(a;, b;)), maxo< j<x(Ming<;<,d(bj, a;))}.
Tada je dy({aq, . . ., a,},{bo, ..., b)) = M.

Dokaz. Neka je € > 0. Zelimo pokazati da vrijedi {ay, ..., a,} ~pe {bo,...,br}. Neka je
i€{0,...,n}1jo €1{0...,k}takav da je d(a;, bj,) = ming<;«d(a;, b;). Tada je

d(di,bjo) < maxogs,l(minonskd(a,-,bj)) <M<M+e

Dakle, za svaki a € {aq,...,a,} postoji b € {by,...,b;} takav da je d(a,b) < M + €.
Analogno se pokaze da za svaki b € {by, ..., b} postojia € {ay, ..., a,} takavdaje d(b,a) <
M + €. Prema propoziciji [2.4.1imamo

dg(ag, ...,a,},{bo,...,bi}) < M + €, zasvaki € > 0 = dy({ay, ..., a,},{bo,...,bi}) < M.

Dakle, pokazali smo dy({ay, .. .,a,}, {bo, . ..,bi}) < M. Pretpostavimo da je

dy({ao, . ..,a,}, by, ...,br}) < M. Tada prema propoziciji|2.4.1{imamo

{ag,...,a,} =y {bo, ..., by} pazasvakii € {0,...,n} postoji j € {0,...,k} takav da vrijedi
d(a;,b;) < M. Stoga je

mingc;«d(a;, bj) < M, zasvakii € {0,...,n} = maxog<,(ming<jcd(a;, bj)) < M.
Analogno se pokaze da vrijedi
maXOSjSk(minOSiSnd(bj, a;) < M.

Prethodne dvije nejednakosti povlace M < M, Sto je kontradikcija pa je tvrdnja dokazana.
O

Propozicija 2.4.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je (\;)ien efektivan
separirajuci niz u (K(X,d), dy).

Dokaz. Prema napomeni imamo da je {A; | i € N} gust skup u (K'(X, d), dy). Preos-
taje dokazati da je funkcija N? — R, (i, j) — du(A;, A)) rekurzivna. Lema povlaci da
za i, j € N vrijedi
dy(Ai, Aj) = du({agy, - - - aed @y, - - - @)
= max{max_,;(min_, ;d(aq,, @),)), max,_,;(min,_, ;d(a;,, @a,))}-

Koriste¢i lemu [2.4.4]lako se pokaZe da je gornja funkcija rekurzivna. |
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Napomena 2.4.6. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je prema prethod-
noj propoziciji (K(X,d), dy, A) takoder izracunljiv metricki prostor. Uocimo, ako je K C
X, K # 0 tada je K izracunljiv u (X,d,a) ako i samo ako je K izracunljiva tocka u
(K(X,d),dy, N). Naime, ako je K izracunljiv skup u (X, d, @) onda je K kompaktan i pos-
toji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je K =y« Ay, za svaki k € N. Stoga je prema
propoziciji dH(K, Asy) < 275 za svaki k € N. Obrat se dokazuje analogno.



Poglavlje 3

Efektivna kompaktnost

3.1 Osnovni rezultati i primjeri

Za metricki prostor (X, d) kazemo da je potpuno omeden ako za svaki € > 0 postojin € N
1 tocke xo, ..., x, € X takve da vrijedi

X = g K(x;, €).

Za izraCunljiv metricki prostor (X, d, @) kazemo da je efektivmno potpuno omeden ako
postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da vrijedi

fk)
X = U K(a;,27%), za svaki k € N.

i=0

Uocimo, ako je (X, d, @) efektivno potpuno omeden izracunljiv metricki prostor, onda je
(X, d) potpuno omeden.

Za izraCunljiv metri¢ki prostor (X, d, @) kaZemo da je efektivho kompaktan ako je efek-
tivno potpuno omeden 1 ako je (X, d) kompaktan metricki prostor.

Napomena 3.1.1. Poznato je da vrijedi sljedeca tvrdnja ([8]): metricki prostor (X, d) je
kompaktan ako i samo ako je potpun i potpuno omeden. Stoga, imamo da je izracunljiv
metricki prostor (X, d, @) efektivno kompaktan ako i samo ako je potpun i efektivno potpuno
omeden.

Primjer 3.1.2. Promotrimo metricki prostor ([0, 1], d), pri Cemu je d euklidska metrika na
[0, 1]. Definiramo funkciju @ : N — Q sa

~ minfe(i,0), e(i, 1))
@) = e 0 e )] + 1

, za svakii € N.

53
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Tvrdimo da je «(N) = QN [0, 1). Ocito je a(N) C Q N [0, 1). DokaZimo obratnu inkluziju.
Neka je r € QN [0, 1). Tada postoje p € N,q € N\ {0} takvidajep < qir = ’—; Vrijedi
2P - 3071 = q—[17+l = r. Ovime smo pokazali da je o gust niz u ([0, 1], d). Nadalje, lako se
vidi da je funkcija N* — R, (i, j) = d(e;, @)) rekurzivna. Zakljucujemo da je « efektivan
separirajuci niz u ([0, 1], d), odnosno ([0, 1], d, @) je izracunljiv metricki prostor. Tvrdimo
da je ([0,1],d, @) efektivno kompaktan. Znamo da je ([0, 1],d) kompaktan pa preostaje
dokazati efektivnu potpunu omedenost. Neka je f : N — N rekurzivna funkcija definirana
sa f(k) = 6, za svaki k € N. Neka je x € [0, 1]. Tada postoji i € {0, ...k} takav da je

i i+1
<x< .
k+1 k+1
Imamo da je a(2' - 3%) = ﬁ, za i < k. Zakljucujemo da za svaki x € [0, 1] postoji

i <65 = f(k) takav da je x € K(a;, %), odnosno

fk)
mu:UK@,

i=

2
m) , ZA svaki k € N.

Definiramo rekurzivnu funkciju g : N — N sa g(k) = 21 =1. Sada imamo

f=n 2 f(gk)
— — —k ;
[O, 1] = IL:J K(CZ,‘, m) = g K((X[, 2 ), za svaki k € N.

Ocito je f o g rekurzivna funkcija pa smo pokazali da je ([0, 1], d, @) efektivno kompaktan.

Sada ¢emo dati primjer izraunljivog metrickog prostora koji je kompaktan kao me-
tricki prostor, ali nije efektivno kompaktan. Za to ¢e nam trebati sljedeci rezultat ¢iji dokaz
se moze pronaci u [9].

Lema 3.1.3. Postojiy € R, v > 0 koji nije izracunljiv broj i rekurzivna funkcija f : N — Q
takva da vrijedi f(0) > 0, f(i) < f(i + 1), za svaki i € N ilim;_,, f(i) = .

Primjer 3.1.4. Neka suy > 0i f : N — Q neizracunljiv broj i rekurzivna funkcija iz leme
[3.1.3| Lako se vidi da ¢e promjenom vrijednosti funkcije f u jednoj toc¢ki novodobivena
funkcija i dalje biti rekurzivna. Stoga moZemo pretpostaviti da vrijedi f(0) = 0. Neka je
q : N — Q rekurzivan niz ¢ija slika je jednaka [0, 1) N Q. Primjer 3.1.2] izmedu ostalog
pokazuje da takva funkcija postoji. Definiramo funkciju h : N> — Q sa

h(i, j) = f() +q;(fG+1) = f(i)), zasve i, j € N.

Ocito je h rekurzivna funkcija. Tvrdimo da je h(N?) = [0,7) N Q. Neka je x € [0,v) N Q.
Kako (f(i))ien teZi prema 7y postoji i € N takav da je x < f(i + 1). Uzmimo najmanji i s tim
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svojstvom. Ako je i = 0, onda je x € [ f(0), f(1)). Ako je i > 1, onda je x € [f(i), f(i + 1)).
U svakom slucaju postoji i € N takav da je x € [f(i), f(i + 1)) . Definiramo

_x—f0)
T DG

Tada je A € [0,1) N Q pa postoji j € N takav da je A = q;. Imamo
x— f()
fa@+1D - f@
Dakle, imamo da je [0,y) N Q C h(N?). Neka su sada i, j € N. Tada vrijedi h(i, j) € Q i

h(i, ) = fO +q;(fG+ D = fO)) < fO+ fG+ D= f() = fG+1) <.

Dakle, imamo h(i, j) € [0,v) N Q za sve i, j € N. Stoga je h(N?) = [0,y) N Q. Neka je sada
7 : N — N? rekurzivna surjekcija. Definiramo a : N — Q sa a = h o t. Imamo

hi, j) = f@) + q;(fG+ 1) = f() = f() + (fG+ D= f@) = x.

a(N) = h(z(N)) = h(N?) = [0,7) N Q.

Ovime smo pokazali da je a gust niz u ([0,7y],d), pri emu je d euklidska metrika. Na-
dalje, a je rekurzivna funkcija pa se lako vidi da je i funkcija N> — R, (i, j) — d(a;, @)
rekurzivna. Imamo da je ([0,v], d, @) izracunljiv metricki prostor. Uoc¢imo da je ([0, y], d)
kompaktan metricki prostor. Tvrdimo da ([0,v],d, @) nije efektivno kompaktan. Pretpos-
tavimo suprotno. Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da vrijedi

@(k)

0.9 =] K(@i,27.

i=0

Definiramo funkciju g : N — Q sa gk) = max{a; | i € {0,...,0p(k)}}. Funkcija g je
rekurzivna prema lemi[l.6.12] Neka je k € N. Tada postoji i € {0, ..., ¢(k)} takav da je

ly —ail <275
Znamo da je a; < g(k) <y, iz cega slijedi
by — g(k)l < 27,

Dobili smo da vy izracunljiv broj §to je kontradikcija. Dakle, ([0,y],d, @) nije efektivno
kompaktan.

Propozicija 3.1.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je K # 0 izracunljiv
skup u (X,d, @) te neka je (x;)ien izracunljiv niz u (X,d, @) takav da je K = {x;|i € N}.
Tada je (K, dikxk, (Xi)ien) efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor.
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Dokaz. Imamo da je K # () izraCunljiv skup pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N
takva da vrijedi

K =5« Af(k) = {oz(f(k))o, cee Q(f(k))m}, za svaki k € N,

Stoga je
fk)
K C U K(Q(f(k))‘., 2_k), za svaki k € N.
i=0

Definiramo skup
Q = {(i, k, j) € N* | d(aspy,» xj) < 275l i > f(k)).

Propozicija[2.1.8] propozicija[l.5.6|te propozicija[l.2.7|povlace da je Q rekurzivno prebro-
jiv skup. Nadalje, neka su i,k € N. Akojei > f(k), onda za svaki j € N vrijedi (i, k, j) € Q.
Ako je i < f(k), onda postoji y € K takav da je d(@ sy y) < 27%. Neka je € > 0 takav da
je d(arwy),y) + € < 2%, Kako je (x;)ie gust u K postoji j € N takav da je d(y, X)) < €.

Sada koristeci nejednakost trokuta dobivamo

d(@s,» X7) < Ay y) + A0, X)) < d(@py,.y) + € < 275

Dakle, za sve i, k € N postoji j € N takav da je (i, k, j) € Q. Stoga, prema propoziciji|1.2.9
postoji rekurzivna funkcija ¢ N — N takva da je (i, k, ¢(i, k)) € Q, za sve i,k € N. Neka
jek e Ntenekajeie€{0,...,f(k)}. Tada (i, k, ¢(i, k)) € Q povlaci

f(k

d(@(paops Xoiiy) <27 = K C U K(x i, 2 275).
i=0

Stoga, imamo
Slk+1)
K< | ) KGiren,27), 7a svaki k e N.
i=0
Neka je g : N — N funkcija definirana sa

glk) = max{p(i,k+1)|i€{0,..., f(k+ 1)}, zasvaki k € N.

Funkcija g je rekurzivna prema propoziciji [I.1.17]i imamo

Slk+1) g(k)
K< | KGane,2™), zasvakik e N = K ¢ || K(x;,27), za svaki k € N.
i=0 i=0
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Oznacimo 1i sa KdleK(x,-,Z‘k) otvorenu kuglu oko x; radijusa 2% u metri¢kom prostoru
(K, dikxk) 1z prethodnog lako zakljuujemo

g(k)
K= U Koo (Xis 27%), za svaki k € N.
i=0

Dakle, (K, dikxk, (X;)ierv) je efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor. |

Teorem 3.1.6. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je K € X, K # 0
kompaktan skup u (X,d). Pretpostavimo da je (x;);en izracunljiv niz u (X,d, @) takav da
je K = {x;|i € N}. Tada je (K,dkxk,(Xi)iew) izracunljiv metricki prostor te vrijedi da je
(K, dikxk, (xi)iew) efektivno kompaktan ako i samo ako je K izracunljiv skup u (X, d, ).

Dokaz. Direktno iz propozicije slijedi da je (K, dkxk, (X;)ien) izracunljiv metricki
prostor. Dokaz jedne implikacije je upravo prethodna propozicija. Preostaje dokazati
drugi smjer. Pretpostavimo da je (K, djkxk, (X;)ien) efektivno kompaktan izracunljiv me-
tricki prostor. Za x € K i r > 0 oznaCimo sa Ky, (x, r) otovorenu kuglu oko x radijusa r u
metrickom prostoru (K, dixxx). Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

flo
K = U Ky (Xis 27%), za svaki k € N.
i=0

Imamo da je (x;);en izracunljiv niz u (X, d, @) pa postoji rekurzivna funkcija F : N> —» N
takva da je
d(xi, pig) < 2% zasveik e N.

Stoga je
flk+1)
K C U K((XF(,"/CH),Z_IC), za svaki k € N,
i=0

Takoder vrijedi x; € K(apx)» 27%), za sve i, k € N, $to povladi
K(arin,2")NK # 0, zasve i,k € N.
Ovo zajedno sa K € /) K(apx,27%), za svaki k € N povlati da je
K =~y {apip | i €10, ..., f(k+1)}}, za svaki k € N.
Definiramo skup

Q:={k,j)eN* | (FO,k+1),....,F(f(k+1),k+ 1)) = ((Dos - (D}
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Lako se vidi da je Q rekurzivan skup, a ocito za svaki k € N postoji j € N takav da je
(k, j) € Q. Stoga prema propoziciji [[.2.9] postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da
vrijedi

(FO,k+1),....,F(f(k+ 1),k+ 1)) = ((¢(k))o, - - .,(go(k))@), za svaki k € N.
Dakle, za svaki k£ € N imamo

K~ {aran |1 €140, flk+ DY) = {ayp [ €{0,..., 00} = Ay
Ovime smo pokazali da je K izraCunljiv skup u (X, d, @). O

Napomena 3.1.7. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Pretpostavimo da je K C
X, K # 0 kompaktan skup u (X, d) za kojeg postoji izracunljiv niz (x;)ien u (X, d, @) takav da
je K ={x;|ieN} Teoremi napomena povlace da je (K, dixxk, (X;)ien) efektivno
kompaktan ako i samo ako je K izracunljiva tocka u hiperprostoru od (X, d).

Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i S efektivni separirajuéi nizovi u (X, d).
KaZemo da su @ i 8 ekvivalentni i piSemo a ~ 8 ako je S izracunljiv niz u (X, d, @). Tvrdimo
da je ~ relacija ekvivalencije.

Pretpostavimo da je a efektivan separirajuci niz u (X,d). Ve¢ smo komentirali da je «
izraCunljiv niz u (X, d, @) pa vrijedi a ~ a.

Pretpostavimo da su a i 8 efektivni separirajuci nizovi u (X, d) takvi da je @ ~ . Tvrdimo
da vrijedi 8 ~ @. Imamo da postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva da vrijedi

d(ﬁl‘, a’F(i,k)) < 2_k, zasve i,k € N.

Definiramo skup
Q= {(i,k, j) € N* | d(@;, B)) < 27%).

Skup Q je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji [2.1.8|1 propoziciji Kako je B gust
u (X,d), za sve i,k € N postoji j € N takav da je (i,k, j) € Q. Prema propoziciji |1.2.9
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da vrijedi (i, k, ¢(i, k)) € Q, za sve i,k € N.
Dakle, imamo

d(a[,ﬂw(,-’,o) < 2_k, zasve i, k € N.

Dokazali smo da je « izracunljiv niz u (X, d,8) odnosno 8 ~ a.

Pretpostavimo da su «, 8,y efektivni separirajuci nizovi u (X, d) takvi da vrijedi @ ~ S i
B ~ . Tvrdimo da vrijedi @ ~ y. Imamo da postoje rekurzivne funkcije F,G : N> - N
takve da vrijedi

d(Bi, arip) <2751 d(yi,Boin) <2F zasve ik € N.



3.1. OSNOVNI REZULTATI I PRIMJERI 59

Stoga je
—k .
d(BG(i,k), a’F(G(i,k),k)) <2 , ZaSve 1, k € N.

Koristec¢i nejednakost trokuta za sve i, k € N dobivamo

—(k+1 —k
AV, ¥rGaksasn) < dVi Borsty) + dBirs 1y XrGarsyasn) < 227 D = 27K,

Lako se vidi da je funkcija N?> — N, (i, k) — F(G(i, k+1), k+1) rekurzivna pa smo dokazali
a~y.
Dakle, imamo da je ~ relacija ekvivalencije.

Propozicija 3.1.8. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor takav da je (X,d) kom-
paktan. Pretpostavimo da postoji izracunljiv niz (x;)ien u (X, d, @) i rekurzivna funkcija

f N — N takva da je
fk)

X = U K(x;,27%), za svaki k € N.
i=0
Tada je (X, d, @) efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor.
Dokaz. Niz (x;)an je izracunljiv u (X, d, @) pa postoji rekurzivna funkcija F : N> —» N
takva da je
d(xi, apgix) < 27* zasve ik eN.

Prema pretpostavci teorema imamo da je X = U,]-;(]S) K(x;,27%), za svaki k € N. Stoga je

fk+1)
X = | ) K(@run,27), za svaki k € N,
i=0

Definiramo funkciju g : N — N sa

g(k) =max{F(@{,k+1)|i€{0,...,f(k+ 1)}, zasvaki k € N.

Imamo da je g rekurzivna funkcija prema propoziciji [I.1.17]i vrijedi

g(k)
X = U K(a;,27%), za svaki k € N.
i=0

Dakle, izracunljiv metricki prostor (X, d, @) je efektivno kompaktan. O
Sljedeci korolar je direktna posljedica prethodne propozicije.

Korolar 3.1.9. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i B efektivni separirajuci nizovi
u (X,d) takvida je « ~ B. Tada je (X, d, @) efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor
ako i samo ako je (X, d, B) efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor.
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Sljedeci primjer pokazuje da postoji metricki prostor (X, d) na kojem nisu svi efektivni
separirajuci nizovi medusobno ekvivalentni. Medutim, kasnije ¢emo pokazati da prethodni
korolar vrijedi i bez pretpostavke da je a ~ 5.

Primjer 3.1.10. Neka je (S',d, a) izracunljiv metricki prostor iz primjera Kako je
S neprebrojiv skup, postoji tocka (x,y) € S koja nije izracunljiva u (S',d,a). Neka je
f: S' = S! rotacija takva da je f(1,0) = (x,y). Posebno, f ¢uva udaljenost, iz cega
odmah slijedi da je f o a gust nizu S' i da je funkcija N* — R, (i, j) — d(f(@), f(@))) =
d(«;, @)) rekurzivna. Stoga je foa efektivan separirajuci nizu (S', d). Pretpostavimo da je
foa ~ a. Tadaje foa izracunljiv nizu (S',d, @). Kako je svaki element izracunljivog niza
izracunljiva tocka u (S, d, @) imamo da je f(a(1)) = £(1,0) izracunljiva tocka u (S, d, @),
Sto je kontradikcija. Zakljucujemo da f o a + .

3.2 Neovisnost efektivne kompaktnosti o efektivnom
separiraju¢em nizu

Neka je (X, d) metricki prostorte r > 0. Zaskup S C X, S # 0 kaZemo da je r-gust u (X, d)
ako je X = (J,es K(s,7). Neka je n € N. Za konacan niz xy, .. ., x, u X kaZzemo da je r-gust
u (X, d) ako je skup {xo, ..., x,} r-gust u (X, d).

Neka je s > 0. Zaskup S € X,S # 0 kaZemo da je s-rasprSen u (X, d) ako vrijedi

d(x,y) > s, zasve x,y € §. Neka je n € N. Za konacan niz xy, ..., x, u X kazemo da je
s-rasprSen ako vrijedi d(x;, x;) > s, za sve i, j € {0,...n},i # j. Uofimo ako imamo niz
Xo, - - - » X, KOJ1 je s-rasprSen u (X, d) onda je i skup {x, ..., x,} s-rasprSen u (X, d), ali obrat

ne vrijedi uvijek.

Propozicija 3.2.1. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor te neka je s > 0. Tada
je skup A := {k € N\ {0} | postojiniz xi,...,x; u X koji je s — rasprSen} konacan.

Dokaz. Kako je (X, d) potpuno omeden postoji p € N i niz yo,...,y, u X koji je -gust u
(X, d). Pretpostavimo da je xi, ..., x; s-rasprSen niz u (X, d). Za svakii € {1, ..., k} postoji
a; €10,..., p} takav da je x; € K(y,;, 5). Imamo da vrijedi

d(xi,x;) > s, zasvei,je{l,...,k},i # j.

Stoga mora biti a; # a;, zasve i, j € {1,...,k},i # j. Naime, u suprotnom bismo imali da
postoje i, j € {1,...,k},i # jtakvi da je x;, x; € K(y4, 5). Tada bismo imali d(x;, x;) < s,
Sto je kontradikcija. Dakle, funkcija {1,...,k} = {0,..., p}, i — a; je injekcijapaje k < p.
Zakljuujemo da je A konacan skup. m|

Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostorte S € X, S # (. Neka je s > 0. Prema
prethodnoj propoziciji skup {k € N \ {0} | postojiniz xi,...,x; € S koji je s — rasprSen}
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je konacan. Posebno, postoji maksimum tog skupa. Za § € X,S # 01is > 0salIl(S,s)
oznac¢avamo maksimum skupa {k € N'\ {0} | postoji niz x,..., x; € S koji je s —rasprSen}.

Lema 3.2.2. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor te neka je s > 0. Oznacimo
sa n := (X, s) i pretpostavimo da je xy, . . ., x,—1 niz koji je s-rasprsen u (X, d). Tada je niz
X0y -+« s Xp1 25-gUSL.

Dokaz. Neka je a € X proizvoljan. Tada niz a, xy, . .., x,_; nije s-rasprsen jer bi u suprot-
nom imali I1(X, s) > n. 1z toga i pretpostavke da je xo, ..., x,_1 s-rasprSen slijedi da postoji
i €{0,...,n — 1} takav da je d(a, x;) < s. Stoga je a € K(x;,2s). Kako je a € X bio

proizvoljan imamo da je X = U?:_Ol K(x;,2s), odnosno xy, ..., X,_; je 2s-gust. O

Za potpuno omeden metricki prostor (X, d) kazemo da je efektivno rasprsen ako pos-
toji rekurzivna funkcija s : N — Q takva da je s; € <0, 2"‘>, za svaki k € N i takva da je
funkcijaN — N, k — TI(X, s;) rekurzivna.

Neka je X skup i p € N. Oznacimo sa ¥7(X) skup svih funkcija x : {0,...,p} — X. Za
x € FP(X) uvodimo oznaku d(x) := p.
Nekaje p € N, p > 1 te neka je x € ¥7(X). Definiramo

p(x) == min{d(x;, x;) | 1, €{0...,p},i # j}

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A C X ogranicen skup u (X,d). Zan € N
definiramo

C,(A) := sup{e € R | postoji x € F"'(A) koji je € — rasprien}.

Tvrdimo da vrijedi
Ca(A) = supfp(x) | x € F"1(A)).

Naime, neka je x € F"*!(A). Tada za svaki r > 0 vrijedi da je x (o(x) — r)—rasprSen. Tada
vrijedi p(x) — r € {e € R | postoji x € F""1(A) koji je € — rasprien}, za svaki r > 0. Slijedi
da je

sup{e € R | postoji x € F"*'(A) koji je € — rasprien} > p(x), za svaki x € F"(A).
Stoga je
sup{e € R | postoji x € F"'(A) koji je € — rasprsen} > sup{p(x) | x € F"(A)}.

S druge strane, pretpostavimo da je € € {e € R | postoji x € F"*!(A) koji je € — rasprien}.
Tada postoji x € F"*'(A) koji je e—rasprien pa za taj x vrijedi p(x) > €. Slijedi da je

sup{p(x) | x € F"*'(A)} > sup{e € R | postoji x € F"*'(A) koji je € — rasprien).
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Dakle, vrijedi
sup{p(x) | x € F™*'(A)} = sup{e € R | postoji x € F"*!(A) koji je € — rasprien},
Sto smo i htjeli dokazati.

Lema 3.2.3. Neka je (X,d) metricki prostor. Neka su x,x’,y,y’ € X te neka su €,r > 0
takvi da vrijedi

d(x,y) > r,d(x,x") < €,d(y,y’) < €.
Tada vrijedi d(x',y") > r — 2e.

Dokaz. Koriste¢i nejednakost trokuta dobivamo
d(x,y) <d(x,x') +d(x',y") +d(y', y),

Sto povlaci
d(x',y) = d(x,y) — d(x,x') —d(y,y) > r - 2e.

O

Propozicija 3.2.4. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka su A, B C X ograniceni podsku-
povi od X te neka je € > 0 takav da vrijedi A =, B. Tada za svaki n € N vrijedi

ICu(A) — Cu(B)| < 2e.
Dokaz. Neka je n € N. Stavimo
A :={r e R| postoji x € F"*'(A) koji je r — rasprsen},

B :={r e R| postoji y € F™*'(B) koji je r — rasprien}.

Tada vrijedi
C,(A) = supA i C,(B) = supB.

Pretpostavimo da je r € A. Tada postoje xo, . . . , X, koji su r-rasprieni. Kako je A ~, B za
svakii € {0,...,n+1} postojiy; € Btakavdajed(x;,y;) < €. Nekasui, je{0,...,n+1},i #
j. Tada vrijedi

d(xi, x;) > r,d(x;,y;) < €,d(xj,y;) < €.

Stoga, prema lemi imamo

d(yi,y;) >r—2¢, zasvei,j€{0,...,n+1},i # j.
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Dokazali smo da je yo, ..., y.41 (r — 2€)-rasprSen. Dakle, ako je r € A onda je r — 2€ € B.
Stoga je

r—2€ < supB = r < supB + 2€ = supA < supB + 2¢ = C,(A) — C,(B) < 2e.
Analogno bismo dokazali C,(B) — C,(A) < 2€ pa imamo
ICa(A) — Cu(B)| < 2e.
O

Propozicija 3.2.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Za |l € N oznacimo sa o
niz gy, - - -, @y Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — R takva da je f(I) = p(ay), za
svaki l € N takav da je d(ay;) > 1.

Dokaz. Definiramo funkciju @ : N — P(N?) sa
O ={(Li, ) eN>|i#j0<i,j<lI.
Imamo da je © r.r.o. funkcija. Naime, ocito je
O() SN, zasvakil € N.

Nadalje, za sve [, k, i, j € N vrijedi
DL ks i, j) = xoa k. i, j) = 580k = 1) - sg(li = ) - sg (1 + 1) i) - sg (I + 1) ~J).

Zaklju¢ujemo da je @ r.r.o. funkcija. Takoder, imamo da je funkcija N*> — N2, (L1, j)
(D, (I);) rekurzivna. Korolar sada povlaci da je ¥ : N — P(N?) definirana sa

P = {(Di D) li# j0<i,j<I}

r.r.o. funkcija. Neka je g : N — R funkcija definirana sa g(i, j) = d(a;, @)), zasve i, j €
N?2. Znamo da je g rekurzivna funkcija pa je prema propoziciji funkcija f: N>R
definirana sa
f() = min g(y), zasvakil € N,
ye¥(l)

rekurzivna. Lako se vidi da funkcija f zadovoljava traZzena svojstva. O

Korolar 3.2.6. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i (si)ren rekurzivan niz u R.
Tada je skup D := {(I,k) € N? | aqy je si — rasprien} rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Neka je x € F7(X), pricemu je p € N, p > 1. Zar > 0 imamo da je x r-rasprSen
ako 1 samo ako je p(x) > r. Stoga, za sve [, k € N vrijedi

(Lkye D > play;) > s¢ilil=0.

Prema propoziciji [3.2.5] postoji rekurzivna funkcija f : N — R takva da vrijedi f(I) =
p(aqy), za svaki [ € N takav da je [ > 0. Imamo da vrijedi

D ={{1k) eN*| f(l) > s ili ] = O}.

Propozicija[l.5.6]i lema povlace da je D rekurzivno prebrojiv skup. i
Lema 3.2.7. Postoji rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da je za sve m, p € N vrijedi da
Jje svaki konacan niz xo, ..., x, u {0, ...,m} oblika (i)o, ..., (i); za nekii < {(m, p).

Dokaz. Pokazimo prvo da traZena funkcija postoji za funkcije 0/ : N> - Nin’ : N - N
definirane sa
o’'(i, j) = e(i, j)—1, zasve i, j €N,
7' (i) = w(pryr Y iilii =0), zasvakii € N.
Za i € N stavimo A'(i) := (¢”(i,0),...,0”(i,77(i)). Definiramo funkciju ¢’ : N> — N sa

'(m,q) = pg“ ceeee pg”l. Lako se vidi da je {’ rekurzivna funkcija. Nadalje, neka su
m,q € N te neka je (ao,...,a,) € Nﬂfl. Stavimo [ = pg"“ ceen s pf,"“. Imamo da je
i <'(m,q)i (@) = (ay,...,a,). Pokazali smo da za sve m, p € N vrijedi

N2H () | 0 < i < (m, p)},

a to smo 1 htjeli dobiti.
Za j € N neka je A(j) := ((j)o, - - -, (j);). Definiramo skup

Q:={G, j) e N? | X'()) = A()}-

Lako se vidi da je Q rekurzivan skup, a ocito vrijedi da za svaki i € N postoji j € N takav
da je (i, j) € Q. Prema propoziciji [[.2.9] postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da
vrijedi (i, ¢(i)) € Q, za svaki i € N. Imamo da za svaki m, p € N vrijedi

NP C V() 10 < i < (m, p)} = {Ap()) | i €10,...,¢ (m, p)}

CHA) 10 < j < maxosi<y omp (D)}
Dakle, ako definiramo ¢ : N> — N sa

{(m, p) = maxo<i<;(mpp(i), zasve m,p € N,

dobivamo trazenu funkciju. m|
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Propozicija 3.2.8. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Za m € N oznacimo sa

A, skup {ay, . .., an). Tada je funkcija N> — N, (n,m) — C,(A,,) rekurzivna.

Dokaz. Neka je i € N. Ponovno 0znacimo niz ay,, - - - , @) sa @f;. Imamo da je za svaki
m € N skup A,, konacan pa vrijedi

Cn(A,n) = max,egnia, 0(X), zasve n,m € N.

Neka je £ : N> — N funkcija iz leme Tada je za n € N svaki element skupa
F1{0,...,m}) oblika (i), ..., (i), za neki i < {(m,n + 1). Definiramo funkciju @ :
N? — P(N) sa

d(n,m)={i e N|i<Z(m,n+1),i=n+1,3); <m, zasvaki j € {0,...,i}}.
Lako se vidi da je @ r.r.o funkcija. Neka su n,m € N. Imamo da je
FLO0,...,m}) = {((D)os ..., (0);) | i € D(n, m)}.
Stoga je
F" (A = {ay | i € D(n,m)}.

Konacéno, imamo da je
Cn(Am) = maXie(I)(n,m)P(a’[i])-

Sada iz propozicije i propozicije [1.6.13| slijedi da je funkcija N> — N, (n,m)
C,(A,) rekurzivna. O

Teorem 3.2.9. Neka je (X, d) potpuno omeden metricki prostor te neka je a efektivan se-
parirajuci niz u (X, d). Tada je ekvivalentno:

a) (X,d,a) je efektivno potpuno omeden.
b) FunkcijaN — R, n — C,(X) je rekurzivna.
c) (X,d) je efektivno rasprsen.

Dokaz. Dokazimo a) = b). Pretpostavimo da je (X, d, @) efektivno potpuno omeden i za
m € N stavimo A,, := {ao, ..., @,}. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da
vrijedi

f(k)

X= U K(@;,27%), za svaki k € N.

i=0
Iz gornje jednakosti slijedi da je A2 ~o-«» X, za svaki k € N. Prema propoziciji [3.2.4]
za svaki n € N imamo

IC(X) = Co(Afany)| < 22752 < 27k 74 gvaki k € N.
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Koristeci propoziciju [3.2.8|1 propoziciju |1.5.2] zakljuCujemo da je funkcija N — R, n -
C,(X) rekurzivna.

Dokazimo sada b) = c¢). Pretpostavimo da je funkcija N — R, n — C,(X) rekurzivna.
Ako je X konacan skup onda je X ocito efektivno rasprSen. Stoga, pretpostavimo da je X
beskonacan skup. Uocimo da je tada

0<Cpi(X) <Cu(X), zasvakin € N.

Imamo da je lim,.C,(X) = 0. Naime, u suprotnom bi imali da postoji s > O takav
da je C,(X) > s, za svaki n € N Sto bi bila kontradikcija s propozicijom [3.2.1] Neka je
q : N — Q rekurzivna surjekcija. Definiramo skup

Q= {(k,i,n) € N’ | ¢; < 2701 Cpy (X) < g; < Cu(X)),

Kako je funkcijaN — R, n — C,(X) rekurzivna imamo da je Q rekurzivno prebrojiv skup.
Nadalje, kako je g(NN) = Q gust skup u R i kako je lim,_,,,C,(X) = 0 imamo da za svaki
k € N postoje i,n € N takvi da je (k,i,n) € Q. Prema propoziciji [I.2.9] postoje rekurzivne
funkcije ¢, : N — N takve da je (i, ¢(k), y(k)) € Q, za svaki k € N. Odnosno, imamo da
je

o) < 2_k i Cw(k)+1(X) < Gk < Cw(k)(X), za svaki k € N,

Ovo povlaci da je II(X, g,x) = ¥(k)+1, za svaki k € N. Naime, neka je k € N. Budu¢i da je
Cyuy(X) > qe postoji niz duljine ¥ (k) + 1 koji je gq-rasprSen. Slijedi da je I1(X, g u)) >
(k) + 1. Budu¢i da je Cypy+1(X) < gy ne postoji niz duljine (k) + 2 koji je gew)-
rasprSen pa je II(X, o)) < (k) + 1. Konacno, kako je g, rekurzivan niz za kojeg vrijedi
Gok) € <O, 2"‘>, za svaki k € N, imamo da je (X, d) efektivno rasprSen.

Preostaje pokazati ¢) = a). Pretpostavimo da je (X, d) efektivno rasprSen. Tada postoji
rekurzivna funkcija s : N — Q takva da je s, € <O, 2‘k>, za svaki k € N i da je funkcija
N — N, k — TI(X, s¢) rekruzivna. Neka je k € N. Stavimo p := II(X, s;). Tada postoji
niz xi, ..., x, u X koji je si-rasprSen. Imamo da je p(xi, ..., x,) > s;. Neka je a > 0 takav
da je p(xi,...,x,) > s + 2a. Kako je a gustu X za svaki i € {1,..., p} postoji «,, takav
daje d(x;,a,) <a. Nekasui,je{l,...,p}, i # j. Primjenom leme@na Xy Xj, @y, @y
dobivamo

d(ay, ;) > s+ 2a —2a = .

ZakljuCujemo da je niz @, . . ., ;, sy-raspréen. Neka je
S :={(k,]) e N* | o[y je sy — rasprsen 1 [+1= TI(X, s)}.

Upravo smo pokazali da za svaki k € N postoji / € N takav da je (k,]) € S, a koristeci
korolar [3.2.6] lako vidimo da je S rekurzivno prebrojiv skup. Stoga, prema propoziciji
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1.2.9| postoji rekurzivna funkcija 4 : N — N takva da je za svaki k € N niz o)) Si-
rasprien i A(k) + 1 = II(X, s;). Lema povlaci da je a k) 2sk-gust u (X, d), za svaki
k € N. Definiramo funkciju g : N — N sa max{(A(k + 1)); | 0 < i < A(k + 1)}. Funkcija
g je rekurzivna prema propoziciji Nadalje, imamo da je a, ... @y 25k 1—gust jer
sadrzi QL Ak+1)]- Kako je

2spar <2-270D =27k
dobivamo da je vy, . . . , @4x) 27*-gust, odnosno vrijedi

g(k)
X = U K(a;,27%), za svaki k € N.
i=0

Dakle, (X, d, @) je efektivno potpuno omeden.
]

Uocimo da je efektivna rasprSenost svojstvo koje ne ovisi o efektivnom separiraju¢em
nizu pa dobivamo sljede¢i korolar kao direktnu posljedicu prethodnog teorema.

Korolar 3.2.10. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su « i B efektivni separirajuci nizovi
u (X,d). Tada je (X, d, @) efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor ako i samo ako
je (X,d,p) efektivno kompaktan izracunljiv metricki prostor.
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Sazetak

U ovom dipomskom radu prou¢avamo izraunljive metricke prostore. Posebnu paznju
pridajemo takozvanim efektivno kompaktnim izra¢unljivim metrickim prostorima.

U prvom poglavlju obradujemo teoriju izraCunljivosti. Uvodimo pojam rekurzivne
funkcije, rekurzivnog skupa i rekurzivnog prebrojivog skupa. Takoder, proSirujemo po-
jam rekurzivne funkcije na kodomene Z, Q, R te dokazujemo neke vazne rezultate koji ¢e
nam biti potrebni. Obradujemo jos i r.r.o. funkcije koje e se pokazati vrlo korisne pri
dokazivanju rezultata vezanih za efektivnu kompaktnost.

U drugom poglavlju bavimo se izraCunljivim metrickim prostorima. Obradujemo po-
jam izracunljivo prebrojivog skupa i izraCunljivog skupa u izraCunljivom metricCkom pros-
toru. Dokazujemo da se izracunljivi skupovi u izracunljivom metrickom prostoru mogu
promatrati i sami kao izraCunljivi metricki prostori. Takoder, pokazujemo da svaki izraCunljiv
metricki prostor na svojevrstan nacin inducira novi izraCunljiv metric¢ki prostor, kojeg na-
zivamo hiperprostorom.

U treCem poglavlju posvecujemo se efektivno kompaktnim izraCunljivim metri¢kim
prostorima. Navodimo neke vazne primjere. Dokazujemo da su izracunljivi skupovi gle-
dani kao izraCunljivi metricki prostori efektivno kompatkni te dokazujemo i svojevrstan
obrat te tvrdnje. Glavni rezultat kojeg dokazujemo je da efektivna kompaktnost ne ovisi o
efektivnom separirajuéem nizu.






Summary

In this thesis we study computable metric spaces. Special attention is paid to the so-called
effectively compact computable metric spaces.

In the first chapter, we study the theory of computability. We introduce the concept of
recursive function, recursive set and recursevly enumerable set. Also, we extend the notion
of recursive function to codomains Z, Q, R and prove some important results that we will
need. We also study r.r.b. functions, which will prove to be very useful in proving results
related to effective compactness.

In the second chapter we study computable metric spaces. We analyze the notion of a
computably enumerable set and a computable set in a computable metric space. We prove
that computable sets in a computable metric space can be viewed as computable metric
spaces themselves. Also, we show that every computable metric space in a particular way
induces a new computable metric space, which we call a hyperspace.

In the third chapter, we devote ourselves to effectively compact computable metric
spaces. We state some important examples. We prove that computable sets viewed as
computable metric spaces are effectively compact and we also prove a kind of reversal of
that claim. The main result we prove is that the effective compactness does not depend on
the effective separating sequence.
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