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Sazetak

2D i 3D Diracovi materijali klase su materijala koje se intenzivno istrazuju po-
sljednjih 15 godina, a koje karakterizira ¢injenica da disperzije vodljivih elektrona
nalikuju disperziji relativistickih Diracovih elektrona. Od otkri¢a prvih Diracovih
materijala, velika je paznja posvecena objasnjenju njihovih transportnih i optic¢kih
svojstava. U ovom diplomskom radu usporeduju se ta svojstva u 2D i 3D Diracovim
sustavima. Heksagonalni borov nitrid primjer je 2D sustava s kona¢nom Diracovom
masom, a Bi,Sejs tipi¢ni je 3D Diracov polumetal. Za ta dva primjera nacinjen je racun
elemenata tenzora vodljivosti u aproksimaciji relaksacijskih vremena. Odredene su
ovisnosti tenzora vodljivosti o raznim parametrima, o dopiranju, o meduvrptanom
procjepu i o relaksacijskim vremenima.

U tipi¢nim Diracovim polumetalima niskoenergetska opticka vodljivost sastoji se
od unutarvrpcanih i meduvrpcanih doprinosa. Unutarvrpcani doprinosi izracunati
u ovom radu imaju ocekivano jednostavne ovisnosti o dopiranju i o meduvrptanom
procjepu. Izracunati meduvrpcani doprinosi, s druge strane, imaju ovisnosti o para-
metrima modela koje se dobro slazu s rezultatima mjerenja na razli¢itim 3D Diraco-
vim materijalima. Pokazano je da se i temperaturna ovisnost opticke vodljivosti iz
eksperimenata moZe lako razumjeti, ili koriste¢i rac¢un na kona¢nim temperaturama,
ili pomocu efektivnog modela u kojem meduvrpcana mjera relaksacija ovisi o tempe-
raturi. Primijecena je velika razlika u strukturi transportnih koeficijenata izmedu 2D
i 3D Diracovih sustava. U 2D sustavima primije¢ena je znacajna komponenta efektiv-
nog broja nosioca naboja meduvrpcanog porijekla. U 3D sustavima ta je komponenta
zanemariva. Porijeklo te razlike jest u dodatnom faktoru £ u dk u 3D integralima s

obzirom na dk u 2D integralima.

Kljucne rijec¢i: Diracovi polumetali, grafen, heksagonalni borov nitrid, opticka svoj-

stva, transportna svojstva, dinamicka vodljivost



Transport and optical properties of Dirac
semimetals

Abstract

2D and 3D Dirac materials have been intensively studied for the last 15 years.
They are characterized by the fact that the dispersions of conduction electrons re-
semble the dispersion of relativistic Dirac electrons. Since the discovery of the first
Dirac materials, great attention has been devoted to the explanation of their trans-
port and optical properties. In this thesis, the optical properties of 2D and 3D Dirac
systems are studied in detail. Hexagonal boron nitride is an example of a 2D system
with finite Dirac mass, and Bi,Ses is a typical 3D Dirac semimetal. For those two
examples, the calculation of the elements of the conductivity tensor is performed by
using the relaxation time approximation. The dependences of the conductivity tensor
on various parameters, on doping, on the interband gap and on relaxation times, are
determined.

In typical Dirac semimetals, the low-energy optical conductivity consists of intra-
band and interband contributions. The intraband contributions are found to have
simple dependences on the doping level and on the value of the interband gap. The
interband contributions, on the other hand, have dependences on the model parame-
ters that agree well with the results of measurements on different 3D Dirac materials.
In this thesis, it is shown that the temperature dependence of the interband optical
conductivity found in experiments can be easily understood, either by using the finite
temperature approach, or by using an effective model in which the interband relaxa-
tion rate is temperature dependent. A large difference between transport coefficients
in 2D and 3D Dirac systems is found. In 2D systems, there is a significant interband
contribution to the effective number of charge carriers. In 3D systems, this compo-
nent is negligible. The origin of this difference is in the additional factor k in dk in

3D integrals with respect to dk in 2D integrals.

Keywords: Dirac semimetals, graphene, hexagonal boron nitride, optical properties,

transport properties, dynamical conductivity
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1 Uvod

Transportna svojstva poluvodickih sustava ovise o svojstvima vodljivih i valentnih
elektrona koja su ¢esto komplicirana. Rezultat su komplicirane ovisnosti transportnih
koeficijenata o temperaturi i 0 parametrima modela. Diracovi polumetali u ovome
nisu iznimka. Dapace, kod njih su te ovisnosti joS slozenije, jer disperzije elektrona
nisu kvadratne u valnom vektoru, kao $to je to u obi¢nim poluvodi¢ima a procjep
izmedu valentne i vodljive vrpce je obi¢no mali i usporediv s temperaturom. Slika

1.1 prikazuje tipi¢ne rezultate za otpornost u TIBi(S;_,Se,), sustavima [1]. Ovakvu

' I ¥ 1 ¥ |
n=3.8x10" cm™

1l

a1 anl

1 1 |
0 100 200 300
r'(K)

Slika 1.1: Mjerenje ovisnosti elektri¢ne otpornosti o temperaturi u tri TIBi(S;_,Se,)-
sustava s razlicitom koncentracijom elektrona [1].

ovisnost o temperaturi moguce je razumjeti jedino u modelu u kojem o tempera-
turi ovise, ne samo relaksacijska vremena elektrona, ve¢ i efektivni brojevi nosioca
naboja.

Efektivne brojeve nosioca naboja mozemo proucavati i mjere¢i opticka svojstva
materijala. Slika 1.2 prikazuje mjerenja opticke vodljivosti ZrTes sustava za niz
temperatura u rasponu od 5K do sobne temperature [2]. Ovisnost o temperaturi
ponovno je komplicirana, djelomi¢no od temperaturne ovisnosti relaksacijskih vre-
mena, a djelomi¢no zbog sloZene meduigre termalne energije i energetskih skala u
elektronskom modelu koji opisuje vodljive i valentne elektrone u tom 3D Diracovom
sustavu. Sli¢ne ovisnosti p,.(7") i 0aa(w,T’) izmjerene su i u ostalim 3D Diracovim
sustavima [3].

U ovom radu glavna pozornost dana je optickim svojstvima 2D i 3D Diracovih

sustava u granici 7 — 0K. Rezultati koje ¢emo dobiti mo¢i ¢e se primijeniti i na

1
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Slika 1.2: Ovisnost realnog dijela opticke vodljivosti o1 (w) o frekvenciji u ZrTes su-
stavima za niz temperatura. [2].

analizu transportnih svojstava. Naime, sve formule koje ¢emo izvesti bit ¢e dane za
konac¢ne temperature i omogucit ¢e pazljivu kvantitativnu analizu efektivnih brojeva
nosioca naboja. Pitanje koje ¢emo ovdje ostaviti po strani jest kako relaksacijska
vremena ovise o temperaturi bududi da ¢emo koristiti fenomenolosku aproksimaciju
relaksacijskih vremena. U duhu toga, slike ¢e prikazivati rezultate numerickih racuna

dobivenih za T = 0 K.

1.1 Diracova relativisticka jednadzba - Diracovi elektroni
Schrédingerova jednadzba

52
B i
Zm\Il(r, t) = zhatllf(r, t) (1.1)

predstavlja kvantnu valnu jednadzbu koja opisuje gibanje slobodnog elektrona ¢ija je
brzina nerelativisticka. Ta jednadzba je diferencijalna jednadzba 2. reda u prostornoj
i 1. reda u vremenskoj koordinati. Ona je invarijantna na Galilejeve transformacije,
no nije invarijantna na Lorentzove transformacije. Ovdje je ¥ dvokomponentni spi-
nor. Veza energije slobodnog elektrona i njegovog impulsa je oblika (k) = (hk)?/2m.

Dirac je nacinio relativisticko poopcenje kvantne valne jednadzbe za slobodni

elektron spina 1/2 koji se giba brzinom koja je blizu brzine svjetlosti. Da bi ta jed-

2



nadzba bila relativisticka ona mora biti invarijantna na Lorentzove transformacije.
To znaci da mora ovisiti o derivacijama po prostornoj i vremenskoj koordinati na si-
metrican nacin. On je pokazao da ta jednadzba (Diracova relativisticka jednadzba)
ima oblik

ih%\ll(r, t) = (ca ‘p+ BmDCQ)\I!(r, t). (1.2)

VU je sada Cetverokomponentan spinor, a o i 5 su Cetiri 4 x 4 matrice koje ne ovise ni
o jednoj od veli¢ina r, ¢, p, . Matrice a,, oy, o, i § (Diracove matrice) medusobno
antikomutiraju a njihov je kvadrat jedini¢na matrica. Postoje razli¢iti nacini da se
izaberu takve matrice. Originalni Diracov izbor (zvat ¢emo ga «;as-reprezentacija

Diracovih matrica) su matrice

00 01 0O 0 0 —2

0010 0 o, 0O 0 ¢ O 0 o,
Oy = ] = = y Oy = Qg = = )

01 00 o, O 0 — 0 O oy, 0

1 000 1 0 0 O

0O 0 1 0 1 0 O 0

0O 0 0 -1 0 o, 01 O 0 I 0
a, = Q3 = = ) 6 - =

1 0 0 O o, 0 00 -1 0 0 —1

0 -1 0 O 00 0 -1

(1.3)

Ovdje su o, tri Paulijeve matrice, a u izrazima na desnoj strani jednakosti / i 0 su
2 x 2 jedini¢na i nul matrica.
Ako se u ovim matricama zamijene 2. i 3. redak i 2. i 3. stupac dolazimo do

a1 -reprezentacije Diracovih matrica

0 o, 0 —io,
Oy = 01 = ) Oy =71 = )
o, 0O 10, 0
1.4)
o, O o, 0
Q, = (51 - ) 5 =03 =
0 —o, 0 o,

U ovom radu koristit ¢emo a;as-reprezentaciju. Da olaksamo usporedbu s literatu-

rom na nekim mjestima ¢emo Koristiti i o7, -reprezentaciju.



1.1.1 Skraceni zapis Diracovog hamiltonijana

Da bismo maksimalno pojednostavnili zapis racuna koji slijede uvodimo sljedece kra-
tice

K, = chk,, a =, 2, M = mpc®. (1.5)

Diracov hamiltonijan prikazan u a;a,-reprezentaciji sada mozemo zapisati na nacin

MI K-o
Hp = ) (1.6)
K-o —MI

Ovdje ponovno [/ oznacava 2 x 2 jedini¢nu matricu. Veli¢inu M zvat ¢emo parametar

Diracove mase a K reskalirani impuls (ili valni vektor).

1.1.2 Disperzija Diracovih elektrona

Kao $to je spomenuto, ¥(r,t) je Cetverokomponentni spinor

(1.7)

Da bismo rijesili Diracovu jednadzbu pretpostavljamo za svaku od Cetiriju kompo-

nenti ¥,(r, ¢) oblik
W, (r, ) = ugeler=t/m, i=1,2,3,4. (1.8)

Dobivamo sustav od Cetiri linearne homogene jednadzbe za amplitude u;. Uvjet

rjesivosti tog sustava daje Cetiri rjeSenja s po dvije dva puta degenerirane energije

epm(k) = £4/2p? + m3ct = VK2 + M2 (1.9)

Detaljni racun dan je u poglavlju 4.



1.2 Diracovi elektroni u kristalnim sustavima

Vodljivi elektroni u kristalima nisu slobodni. Unato¢ tome, njihove disperzije u oko-
licama tocCaka visoke simetrije u prvoj Brillouinovoj zoni nalikuju disperziji nerelati-
vistickih ili relativistickih slobodnih elektrona. U jednostavnim vodljivim sustavima
u blizini I" tocke (k = 0 tocka u prvoj Brillouinovoj zoni) disperzija je oblika

R2k2
ek)m Y o=, (1.10)

gdje su m,, elementi tenzora efektivne mase.
Diracovi polumetali su kristalni sustavi ¢ija je simetrija takva da se disperzija u

okolici Diracovih tocaka moze aproksimirati sa

5P,M(k) %i\/K2+M2(k). (111)

Prva razlika u odnosu na relativisticki slobodni elektron je u tome da je brzina u iz-
razu za K, = vp,hk, grupna brzina elektrona u Diracovoj tocki. Ona moze biti anizo-
tropna. Druga razlika je ta da se parametar Diracove mase sastoji od dva doprinosa.
Prvi ne ovisi o k i on je analogan masi relativistickog elektrona, a drugi je disperzivan
doprinos (M (k) = M + AM (k) u poglavlju 4). Slika 1.3 prikazuje rezultate ab initio
racuna za tipican sustav u kojem imamo jednu Diracovu tocku smjestenu u I" tocki
prve Brillouinove zone [4]. U pojasu od ep—1eV do ep+1eV disperziju elektrona

moZemo dobro opisati formulom (1.11). ¢ je energija elektrona u Diracovoj tocki.

1.3 2D Diracovi elektroni

Postoji Siroka klasa 2D kristala kod kojih vodljivi elektroni imaju disperziju slicnu

disperziji relativistickog slobodnog elektrona. Disperzija ponovno ima oblik
epu(k) ® VK2 + M2, K’ =K} + K., (1.12)

u blizini Diracovih tocaka. Grafen, koji je prvi otkriveni 2D sustav, karakteriziran je

sa M = 0, $to vodi do disperzije



Energy (eV)
o

-2
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Slika 1.3: Ab initio izracun disperzije elektrona u tipicnom sustavu s jednom Dira-
covom tockom u I' tocki prve Brillouinove zone (Bi;Se3). Nedopirani materijal ima
Fermijev nivo (Er = 0) smjeSten u energetskom procjepu vodljive i valentne vrpce.
Energija u Diracovoj tocki ¢p je u procjepu izmedu tih vrpci, a energetski procjep
jednak je 2M(k = 0) [4].

u okolici dvije Diracove tocke (tocke K i K’ u prvoj Brillouinovoj zoni). Slika 1.4
prikazuje rezultate ab initio racuna [5], a slika 1.5 prikazuje rezultate mjerenja kutno
razlucive fotoemisijske spektroskopije [6]. S obadvije slike vidimo da je ovisnost
linearna o |k| u pojasu od ep—1eV do ep+1eV. Ovdje je k valni vektor mjeren
prema valnom vektoru Diracove tocke (detalji su dani u poglavlju 2).

Lako se vidi da su 2D Diracovi elektroni rjeSenje Schrodingerove jednadzbe

ih%\lf(r, t) = (vphk - o + Mo,)V(r,t), (1.14)

gdje je k = (k,, k,). U ovom slu¢aju hamiltonijan moZemo prikazati pomoc¢u 2 x 2

matrice
M K_
HD = s Kj: :’L)Fh(k’x:tlk'y) (115)
K, —-M
V¥ je dvokomponentan spinor. Vidimo da je 2D problem formalno ekvivalentan M = 0

inacici 3D problema u kojem je naknadno nacinjena zamjena K, — M.



E,(K)- E. (eV)

Slika 1.4: Ab initio izracun disperzije elektrona za grafen. Plava crta oznacava 7
vrpcu, a crvena oznacava 7* vrpcu u grafenu. Elektronska disperzija je linearna u K
tocki u podruéju od Ep—1eV do Ep+1eV. Elektronska struktura grafena detaljno je
objasnjena u poglavlju 2 [5].

ha (eV)

Slika 1.5: Mjerenje kutno razlucive fotoemisijske spektroskopije (ARPES) u jednosloj-
nom grafenu. Slika prikazuje disperziju elektrona u podrudju energija fiw < Er. Oko
valnih vektora u blizini tocke K javlja se linearna disperzija. Disperzija je linearna u
podrudju energija od Ep—1eV do Er. Diracova tocka oznacena je sa Ep, a Fermijev
nivo sa Er [6].



2 Heksagonalni borov nitrid (hBN)

2.1 Bravaisova i reciproc¢na resetka u hBN-u

Heksagonalni borov nitrid (hBN) kristalizira u formi 2D heksagonalne Bravaisove
reSetke, slicno kristalu grafena. U grafenu u primitivnoj celiji imamo dva atoma
ugljika, dok u hBN-u imamo jedan borov i jedan duSikov atom. Elektronska konfigu-
racija atoma N (1s5'2522p%) i B (15'2522p!) vodi do sp? hibridizacije o orbitala kao i u
grafenu. Hibridne orbitale zasluzne su za snazne o kovalentne veze i veliku energiju
kohezije. Preostale 2p. orbitale vezu se m vezama i odgovorne su za niskoenergetska
opticka i transportna svojstva ovih materijala. Budu¢i da imamo dva atoma s po Cetiri
orbitale (2s i tri 2p,) imat ¢emo Sest o vrpci i dvije 7 vrpce. 7w vrpce oznacavat ¢emo
indeksima 7* i 7 i zvat ¢emo ih vodljive vrpce.

Slika 2.1 prikazuje raspored atoma u sacastoj resetci. Kao sto vidimo, rijec je o 2D
heksagonalnoj Bravaisovoj reSetci s dva atoma u bazi. Primitivne vektore moZemo
izabrati na nacin

ar = a(1,0), a = 5(1,V3), 2.1)

gdje je a konstanta reSetke. Polozaji atoma u bazi jesu:
rg=r; =0, Iny=Try= §(al + ag). (2.2)

Volumen primitivne ¢elije u dvije dimenzije definiran je sa V = a; - (az x k). U ovom

je slucaju rezultat

V3a?

5 (2.3)

V:al-(a2xl%):a2-(/%><a1)=az'(aj>:

To predstavlja povrSinu romba primitivne celije.
Primitivne vektore recipro¢ne resetke racunamo pomocu primitivnih vektora Bra-

vaisove reSetke. Iz definicijskih relacija dobivamo:

2 A V31 21 - .
blzv(az Xk):a (7,—5), bzzv(lﬂxal) =a (O,l), (24)
gdje je a* = (47 /+/3a) duljina primitivnih vektora recipro¢ne reSetke. Vektori b; i b,

prikazani su na slici 2.2.



Slika 2.1: Primitivna ¢Celija (zZuto) i primitivni vektori 2D heksagonalne Bravaisove
reSetke. U hBN-u imamo dva razli¢ita atoma u bazi, B i N, a u grafenu dva ugljikova
atoma. Koordinatni sustav koji ¢e se koristiti u racunima takoder je oznacen. Matri¢ni
elementi preskoka izmedu prvih susjeda oznaceni su na slici sa —¢, t > 0.

2.2 Blochove energije vodljivih elektrona u hBN-u

U ovom nas poglavlju zanima opis vodljivih elektrona u hBN-u, u vrpcama koje su
izgradene od 2p,. orbitala na borovom i dusikovom atomu. Te vrpce oznacavat ¢emo
indeksima 7* i 7. Problem mozemo prikazati u tri razliCite reprezentacije: (1) lokali-
ziranih atomskih orbitala ¢;(r — R,,) = (r|IR,,), | = a, b, (2) delokaliziranih atomskih
orbitala ¢y (r) = (r|lk), (3) reprezentaciji Blochovih valnih funkecija ¥ x(r) = (r|Lk).

Vektori |IR,,) i |lk) vezani su standardnim relacijama za ¢vrsto vezane elektrone

k) = \/LN > e iR,,), (2.5)
IR,) = \/—% S e R k), 2.6)
k

Vektori |(k) i |Lk) vezani su unitarnim transformacijama koje su detaljno objasnjene
u Dodatku A,
k) = Ui(l, L)|LK), (2.7)
L

LK) =) " Us(l, L)|Ik). (2.8)
L

Buducdi da su energije 2p, orbitala na atomima B i N razlicite, minimalni model ¢vrsto
vezanih elektrona uklju¢uje matri¢ni element preskoka izmedu prvih susjeda, —t,

t > 0, te razliku energija 2A = Ep— Ey. Sve matri¢ne elemente koji opisuju preskoke



KV
b2
M

Slika 2.2: Prva Brillouinova zona 2D heksagonalne Bravaisove resetke, s ozna¢enim
tockama visoke simetrije. Linija M — K — I' — K’ — M uzduz koje ¢e se kasnije crtati
disperzije elektrona takoder je oznacena (narancasto).

izmedu prvih susjednih orbitala mozemo u reprezentaciji lokaliziranih atomskih or-
bitala kompaktno zapisati na nac¢in (indeksi [ = a i b odnose se na orbitale na Bi N
atomima)

(bRy|V|aRyn) = —t(6r,, Rn + OR,/ Rn+ar T OR,_, Rutaz) (2.9)

gdje je V kristalni potencijal. Ti matri¢ni elementi su prikazani na slici 2.1.
Lako se vidi da ukupni hamiltonijan mozemo prikazati u reprezentaciji deloka-
liziranih atomskih orbitala, u kojoj su vektori baze delokalizirane atomske orbitale

|lko), [=a, b, na nacin

H =YY" HY(k)|lko)({'ko]|. (2.10)

i ko

Ovdje su HY (k) elementi matrice

, EB _teik~r2(1 + e—ik~al + 6—ik~az)
(H8(10)) = . (21D
_tefik-l‘z(l + eik-al _I_ eik-az) EN

Radi jednostavnosti matri¢ne elemente piSemo pomocu kratica #(k) i A na nacin

H% (k) = A, be k) = —A7
Y Y . . ‘ (2.12)
Hga<k> - (Hgb<k))* = t(k) = —te_lk'm(l + elk-a1 + ezk-a2>’
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(tu smo izabrali da je Fg + Fy = 0). Da bismo odredili disperzije vodljivih elektrona

krecemo od Schrodingerove jednadzbe
[H — E]|Lko) = 0. (2.13)
Koristimo relaciju (A.5) iz Dodatka A,

|Lko) = Uk(L,1)|iko), 1= a,b, (2.14)
l

u kojoj je Uy (L, 1) matri¢ni element matrice koja je hermitski konjugirana matrici U.

U Dodatku A pokazali smo da te matrice mozemo pisati na nacin
U= (Uk(l, 1)), Ui = (Ok(L,1), (2.15)

uz Uy(L,1) = U;(I,L). UhBN-uje l = a,bte L = P, M.

Mnozenjem ove Schodingerove jednadzbe sa (ko] slijeva dobivamo
> " U(L,U)[HY (k) — Edp] =0, (2.16)
l/
ili
> U, L)[HY (k) — Edp) = 0. (2.17)
l/

Netrivijalno rjeSenje ovog 2 x 2 sustava homogenih jednadzbi postoji ako pripadna

determinanta iS¢ezava. To se dogada za energije
E =FEppy(k) =+ A%2+|t(k)]? = £/ A2+ 2F (k). (2.18)

Ovdje smo definirali funkciju F(k) na naé¢in F(k) = [t(k)[?/t? = 3+ 2cos(k - a;) +

2cos(k - az) + 2cos(k - (ag — ap)). Direktnim uvrStavanjem dobivamo

F(ky, ky) = 3+ 2cos(ak,) + 4 cos(gkz) Cos(gky). (2.19)

U grafenu, gdje je A = 0, disperzije vodljivih elektrona imaju oblik Ep,/(k) =

+t\/F(k), a u hBN-u Ep (k) = £1/A% + 2F(K).

U 3D kristalima, gdje su Blochove energije funkcije od tri komponente valnog

11
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Slika 2.3: Disperzije (2.18) vodljivih elektrona u hBN-u (pune crte), te grafenu (is-
prekidane crte), po liniji M — K’ —T"' — K — M prikazanoj na slici 1.2. Razlika izmedu
disperzija hBN-a i grafena najizraZenija je u Diracovim tockama K’ i K, gdje se u
grafenu 7 i 7* vrpce dodiruju.

vektora, te energije crtamo uzduz linija visoke simetrije. Linije visoke simetrije jesu
one koje spajaju toCke visoke simetrije u prvoj Brillouinovoj zoni. U 2D kristalima je
takav prikaz takoder pregledniji od 3D slika koje prikazuju funkcije £y, (k,, k,). U 2D
heksagonalnoj Bravaisovoj resetki tocke visoke simetrije u prvoj Brillouinovoj zoni
jesu I' tocka koja se nalazi u centru zone te K, K, M i M’ na rubovima zone. Na

primjer, za tri K’ tocke na slici 2.2 vrijedi

1 (4 1/ 27 2 1/ 21 2
k= - (2 o), (- ) (- =T (2.20)
a\ 3 a\ 3 3 a\ 33

Slika 2.3 prikazuje disperziju dviju vodljivih vrpci u hBN-u za tipi¢ne vrijednosti
parametara ¢ i A te slicne disperzije dobivene u slucaju kada je procjep u Diracovim

tockama zatvoren. Iznos matricnog elementa ¢ izabran je na nacin da je

1 1 0*By(k)

1
Mmee(k=0) h k2 lk=0 m’

(2.21)

U slucaju grafena i hBN-a s meduvrpcanim procjepom od 2A = 3 eV to se dobiva za

t = 3.5eV. Ovdje je m masa slobodnog elektrona.
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2.2.1 Diracov rezim

U nedopiranom hBN-u vrpca niZe energije je popunjena, a visa je prazna. Stanja
najbliza Fermijevoj energiji u okolici su Diracovih tocaka K i K’. Stoga je za modeli-
ranje niskoenergetskih svojstava dovoljno promatrati elektrone blizu tih to¢aka. Ako
uvedemo kraticu k da oznacava razliku k — k i ako pretpostavimo da je alk| < 1,

tada mozemo pisati

5 302 ~
Epa(k) = i\/AZ + t2%\k12 = /A2 + 02 [P, (2.22)

gdje je p = hk. Ovaj se rezultat u sluéaju A = 0 svodi na linearnu disperziju
Ep (k) = +vp|p.
U najniZzem redu razvoja po k funkcije F (k) it(k) poprimaju oblik F(k) = (3a2/4)|k/?,

odnosno t(l~<) = —vph(l%x + z’l%y). Nakon uvrsStavanja kratica (2.12) u izraz (2.11) do-

bivamo sljede¢i skraceni zapis hamiltonijana

w A [t(k)[e~ "0
(HO (k)) - | . (2.23)
HRl®  —A
Ovdje smo kompleksnu funkciju (k) zapisali u formama ¢t(k) = ¢.(k) + it;(k) =

|t(k)|e**™), gdje je pomoéna faza ¢(k) definirana na naéin tan ¢(k) = t;(k)/t,. (k).

U blizini Diracovih to¢aka razvoj po malom k daje

<H0 (k)) = o , alk| < 1, (2.24)
vph|k|e®®) —A

gdje je sada tan ¢(k) = k,/k,. Taj se izraz moZe takoder zapisati i na na¢in

HO (k) — ~ ~ - UF(szx + DyOy + AO’Z), (225)
vph(k, + iky) —A

gdje su 0., 0,, 0, Paulijeve matrice.
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2.3 Blochove funkcije valentnih elektrona u hBN-u

U potpoglavlju 2.2 odredili smo Blochove energije valentnih elektrona u hBN-u. Sada
¢emo odrediti i Blochove funkcije. Elementi matrice transformacije zadovoljavaju
po dva para homogenih linearnih jednadzbi. Jedna od te dvije jednadzbe linearno
je zavisna o drugoj. Za L = P jednadzbe dobivamo uvrStavanjem energije Ep(k)
umjesto F,

U (P, a)[A — Ep(K)] + Ux(P, b)|t(k)|e" ) =0, (2.26a)

Uw(P, a)|t(k)[e*™ + Uy (P,b)[-A — Ep(k)] = 0. (2.26b)

Sli¢no, za L = M dobivamo

U(M, a)[A — Ey (k)] + Ui (M, b)[t(k)[e™0) =0, (2.27a)

U(M, a)|t(k)[e?™ + Uy (M, b)[-A — Ep (k)] = 0. (2.27b)

Da bismo dobili sve elemente matrice transformacije (A]li korisno je uvesti kraticu
E(k) = /A% + |t(k)|? te rijesiti sustav od dvije jednadzbe koji ¢ini homogena jed-
nadzba iz dva gornja para jednadzbi i jednadzba koja vodi brigu o normiranosti Bloc-

hovih funkcija. Dakle, za L = P rjeSavamo jednadzbe

U (P, a)|t(k)|e*™ + U (P,b)[-A — E(k)] =0 (2.28)

S (P =1, (2.29)
l

aza L = M jednadzbe

Ux(M, a)[A + E(k)] + Uk (M, b)|t(k)|e" 0 =0 (2.30)

> (M, D] =1. (2.31)
l

14



Rjesenje je

Uu(Pa) U(PD)\ 1 (A4 Bk [i(k)e 2.3
Ou(M.a) Tu(Mb)) N\ J)] A+ E(k)ee® | |

gdje je norma ovih Blochovih funkcija N = +/[t(k)|?> + (A + E(k))2. Zapis ma-
trice transformacije Uli mozemo pojednostavniti definiranjem dviju pomo¢nih faza.

Kre¢emo od opce forme koju ima 2 x 2 unitarna matrica

cosa  sina e
. (2.33)
sinae —cosa e

gdje obje faze « iy po pretpostavci ovise o k. Usporedba s izrazom (2.32) neposredno

~

T
k

daje v(k) = ¢(k). Kako bismo odredili fazu «(k) usporedujemo omjere

sina Ux(M,a) lt(k)|
= = = 2.34
COS (v Ux(P, a) A+ E(k) ( )
i prevodimo ih na oblik
sin2a |t(k)|/E(k) (2.35)

cos2a+1  A/E(k)+ 1’
$to neposredno daje tan2a = |t(k)|/A. Rezultat svega jesu matrice transformacije

U i Uy ¢iji su elementi funkcije dviju faza (k) = 2a(k) i ¢(k),

~ B cos @ sin @ew(k)
Uc(P.a) Uk(Pb)\ [ Ui(a,P) UL(0,P)) 2 2
Un(M,a) Uy(M,b) Ug(a, M) Ui (b, M) I K
sin? - smew(k)
(2.36)
Dvije faze zadovoljavaju relacije
k)| . _ ti(k)
tan 6(k) = A b tan o(k) = k) (2.37)
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3 Opticka svojstva hBN-a

3.1 Strujne vrsne funkcije

Kao Sto je pokazano u Dodatku B, vanjska makroskopska elektromagnetska polja
vezu se na sustav vodljivih elektrona na nacin opisan minimalnom supstitucijom. U
modelu ¢vrsto vezanih elektrona originalni izraz (B.18), koji opisuje vezanje vanjskog

vektorskog potencijala na gustocu struje, prelazi u

Hi* =" " 6HY (k,q)|lk + qo)(Iko], (3.1)
I kqo
gdje je
w ~ 4 aH(l)l/(k)

Koriste¢i oznaku j' (k) za strujnu vr$nu funkciju,

w q OHyY' (k)
=2 3.3
hamiltonijan vezanja (3.1) moZemo zapisati na nac¢in
1
H" = —=% A,(q )ik 'k 3.
= S A S S 0 ao) ol 5.4

Ovo predstavlja zapis hamiltonijana vezanja u {lko} reprezentaciji delokaliziranih
atomskih orbitala. Tu treba primijetiti da ;"' (k) predstavlja vode¢i ¢lan u razvoju
po malom q. Ta aproksimacija je u redu zato Sto promatramo vezanje na vanjska
makroskopska elektromagnetska polja za koje je q ~ 0.

Da bismo mogli provesti racun unutarvrpc¢anih i meduvrpcanih doprinosa vodlji-
vosti potrebno je nadi strujne vrSne funkcije u Blochovoj {Lko} reprezentaciji. Ko-

riste¢i transformaciju (A.24) i izraz za matricu transformacije Uli dobivamo

TEE (k,q) =Y Ukl L)Ug (I, L)5Y (K). (3.5)

w
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Hamiltonijan vezanja sada poprima oblik

1 / /
Hit = =3 Au(a) 30 3 JE (@)l Lk + o) (L'kal, (36)
qo

LL' kq

U izrazu (3.5) i dalje imamo ovisnost o q u Uy, ,(I', L'). Bududi da je q ~ 0, strujne

vrne funkcije J*' (k, q) aproksimiramo s vodeéim ¢lanom u razvoju po malom q,

JEY (k,q) ~ JEY (k) = Y U1, L)UR (U, L)Y (k). (3.7)

w
3.2 Strujne vrsne funkcije u hBN kristalu

U hBN-u goli hamiltonijan prikazan u {lko} reprezentaciji dan je izrazom (2.23).
Shodno tome gole strujne vrine funkcije ;%' (k) moZemo izratunati koriste¢i formulu

(3.3)

k) = (j2(k))" = joo (k) = j%(k) = 0. (3.8)

Strujne vr$ne funkcije prikazane u { Lko } reprezentaciji, L = P, M, ra¢unamo pomoc¢u
elemenata matrice transformacije U}t za hBN. Direktnim uvrStavanjem u (3.7) dobi-
vamo

ot (k)

I 00 = 1 | 0. e, 1) + 2

Okq

Uid(a, LYUL (b, L’>] 39

gdje su elementi matrice transformacije dani sa (2.36). U racunu se pojavljuju

sljede¢e kombinacije matri¢nih elemenata:

L [0t) g 98 () at(k)|
i | B 09+ g0 = 75 (3.10)
1L [otk) . k), 1 96(k)
2[t(k)] { ke L t(k)} = it~ (3.11)

gdje je ponovno t(k) = |t(k)|e**™. Unutarvrptani doprinosi, L = L/, imaju oblik

_ 9tk
h Ok,

TP (k) = =T (k)

o

sin 6(k), (3.12)
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dok za meduvrpcane doprinose, L # L', imamo

09(k)
ko

JMP (k) = (JPM (k)" = -1 cos (k) — i%\t(k)\ (3.13)

U grafenu, gdje je A = 0, pomo¢na je faza jednostavno jednaka 0 (k) = 7/2. Izrazi

za L = L' svode se na

_q0ltk)] _ q0Ep(k) _ P (), (3.14)

PP _ MM — —
Ja (k)_ Ja (k) h aka h ak_a fo

gdje je v (k) = OFL(k)/dp, grupna brzina elektrona. Za L # L’ rezultat je

TP () = (500" = i a1 22 (3.15)

S druge strane za konacni A, ali u blizini K tocke izrazi se takoder mogu pojed-
nostavniti. Buduéi da u Diracovom rezimu vrijedi |t(k)| = vplilk| i (k) = tan~' k,/k,,

sa k = ky + k, strujne vrine funkcije poprimaju oblik

- ~ k
JPP (k) = —JMM (k) ~ qvpﬁ sin (k) (3.16)

za unutarvrpcane doprinose, te

~ ~ Lk k. , k
I (k) = (JPM (k)" ~ —qu@ cos O(k) + zqvpﬁ, (3.17)
MP PM (T\)* ky ke
JyP (k) = (J7M (k) ~ —qu@ cos (k) — ZC]UF@, (3.18)

za meduvrpcane doprinose.

3.3 Racun induciranih struja

Ohmov zakon govori o tome da u teoriji linearnog odziva inducirana struja predstav-
lja odziv sustava na smetnju koja je u ovom slucaju makroskopsko elektricno polje.

Tenzor vodljivosti odzivna je funkcija koja povezuje te dvije veli¢ine. U sustavima
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koji su invarijantni na translacije u prostoru i vremenu ta veza ima oblik

T qw) = oas(q,w)Es(q,w). (3.19)
B
Da bismo odredili 0,4(q, w), moZemo koristiti semiklasi¢ne Boltzmannove jednadzbe
ili standardne kvantnomehanicke jednadzbe.
U modelima s jednom vrpcom u oba slu¢aja mozemo induciranu struju zapisati

na nacin (Dodatak C)
ind _ 1
Ja (q7 w) - v Eko— qva<k)§f(k7 q, (.U), (320)

ovdje je ¢ naboj kvazicestica koje nose struju, a v, (k) je grupna brzina tih kvazicestica.
U ovom je izrazu ¢ f(k,q,w) = f(k,q,w) — fo(k) neravnotezni dio neravnotezne
funkcije raspodjele, f(k,q,w) je neravnotezna funkcija raspodjele, a fy(k) je Fermi-
Diracova funkcija raspodijele. Kao $to smo vidjeli u potpoglavlju 3.2, produkt qv, (k) =
J. (k) predstavlja unutarvrp¢anu strujnu vr$nu funkciju.

Generalizacija na modele s viSe vrpci objasnjena je u Dodatku C.4. Induciranu

struju sada mozemo pisati na nacin

. 1 / /
ind o LL L'L
S @ w) = 3 DY Tk k)6 Kk qw), (3.21)
LL ko
Ovdje J*!'(k, k. ) predstavlja unutarvrp¢ane i meduvrpéane strujne vr$ne funkcije iz
potpoglavlja 3.2, a 0 f'*(k, q, w) poopéena je neravnotezna funkcija raspodjele.
Kao §to je obja$njeno u Dodatku C, funkcija § f*'*(k, q,w) zadovoljava (kvantnu)

transportnu jednadzbu

(hw + epp(k ky )+ iRDH)8 7 (k, g, 0) = =(fr(k) = fr(ke)PYE (ky k) - E(q,w).

(3.22)
Ovdje se pojavljuje poopéenje relaksacijskog vremena I'“* i dipolna vr$na funkcija
P (k k) = ihJ"¥ (k,k;)/ep (ks , k). U ovim izrazima koristimo pokrate k, =

k+q, fr(k) = fo(er(k)) te epr(k, ki) = en(k) — e (k). Buduéi da je JJ"(k, ky) =

19



quE(k) = q[0e* (k) /Op,), vidimo da

ihquy(k)  igq
a‘SL( )/8POLHQD1 o

Pk, k) ~ (3.23)

predstavlja unutarvrpcanu dipolnu vrsnu funkciju, koja je direktno vezana s unu-
tarvrp¢anom nabojnom funkcijom ¢**(k,k;) & ¢ i sa strujnom vr$nom funkcijom

Jo " (k ki) = qug (k).

3.4 Dinamicki tenzor vodljivosti

Uvrstavanjem izraza za 0 f“'*(k,q,w) iz transportne jednadzbe (3.22) u izraz za in-

duciranu struju (3.21) nalazimo dinamicki tenzor vodljivosti

LY (K, k+>| ful) = fu (k)
aald, , - 3.2
’ q ; Z EL'L k+ hw + ELrL’ (k, k+> + thI'LL ( 4)

Ta odzivna funkcija zbroj je dvaju doprinosa — unutarvrpcanog doprinosa (L = L') i

meduvrpcanog doprinosa (L # L'):

Uaoz<q; )_o_zntra(q7w)+ znter(q7 ) (325)

U hBN-u imamo dvije vrpce, L. = P, M, §to daje dva unutarvrpcana i dva meduvrpcana

doprinosa.

3.4.1 Unutarvrpcani doprinos u nedopiranom hBN-u

U hBN-u unutarvrpcani doprinos dan je sa L = I/ = P, M ¢lanovima,

mtra Z Z Zh|JLL k k+)| fL(k-i-) - fL(k) . (326)
5LL k k+ hw+8LL(k,k+)+z'hFLL

Disperzije elektrona u dvije vrpce dane su sa (2.22),

— BEVVACES (UFhf()2 vrhlk
epm(k) = xe(k) = i\/A2 + (vrhilk|)? = tophlk| UFh|R’ - isiri@‘(kl)'
(3.27)

Ovdje smo u zadnjoj jednakosti iskoristili pomo¢nu fazu 6(k) danu u (2.37). U nedo-

piranom slucaju i niskim temperaturama Fermijeva energija lezi u procjepu izmedu
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dviju vrpci, pa su oba doprinosa vazna.
U dugovalnoj granici, q — 0, izraz za ¢""(w) se pojednostavnjuje. Doprinos
err(k, k;) u nazivniku jest zanemariv, a razliku dviju Fermi-Diracovih funkcija ras-

podjele u brojniku mozemo razviti do vodecega Clana u ¢,. Rezultat je

zntra Zh’ JLL afL (k>
Z Z hw + ih/T <_85L(k)>' (3.28)

Ovdje je ponovno JE (k) = evk(k) (¢ = e < 0) strujna vr$na funkcija te Tz, = 1/7.

Ako definiramo efektivni broj nosioca naboja na nacin

2 0 L k
nell = Z Zm|v <_35Lgk§) , (3.29)

unutarvrpcanu vodljivost mozemo zapisati u formi

2 .
intra _ 6 Zh eff
o w) = R Zh/an : (3.30)

3.4.2 Unutarvrpcani doprinosi u dopiranom hBN-u

U tom je slucaju Fermijev nivo u gornjoj ili u donjoj vrpci. Na primjer, kod dopira-
nja supljinama doprinos od termalno pobudenih elektrona iz gornje vrpce mozemo

zanemariti, pa dobivamo

g

intra _ 1 ih62‘1}(])‘¢/1(k)|2 _an(k)
aa (w) - V - hOJ—FZh/T ( OsM(k)) (331)

Sumu u tom izrazu mozemo prevesti na integral. Ako je dopiranje malo, Fermi-
jeva povrsina bit ¢e u blizini Diracovih to¢aka K i K’. U tom slu¢aju zamjena ima
oblik & >u, = 32, 3, @ Jo " |k|dkdyp. Ovdje jedan faktor 2 dolazi od dvije Di-
racove tocke () = 2),adrugiod ) _. Granicu smo u radijalnom smjeru pustili u oo
radi jednostavnosti. Kako bismo izvrijednili ovaj integral primje¢ujemo da kvadrat
grupnih brzina v (k), koji je jednak v% sin? A(k)k2 /|k|?, ovisi o kutu ¢ jer je k, =
k| cos ¢, k, = |k|sin ¢. Kutni doprinos stoga je jednak fo cos? p = fo sin®p =7. U
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granici 7' — 0 K dobivamo

oK)
Oepr (k)

~ 0(em(k) — Er) = %’

(3.32)

gdjeje B = — \/ A2 + (vphky)? Fermijeva energija u slu¢aju hBN-a dopiranog $upljinama.

Direktno uvrstavanje sada daje

1 > - .
eff — _%UF sin 0(k)[k|d|k|5 (kr — |K]), (3.33)
™ 0

ax

odnosno

FE
neff = ZEm sin Op. (3.34)
m h?

[ 7o

Ovdje smo definirali pomo¢ne veli¢ine Ep = vphkp isinfp = sin 0(kp).

Realni dio unutarvrpcane vodljivosti (3.30) jest

2

intra € 1/7_ eff
R = —— . 3.35
e{o-aa (w)} m w2 (1/7_)2naa ( )

Uvrstavajudi (3.34) u taj izraz dobivamo

me? 4Ep h/T
2h 7 (hw)?+ (h/7)2

Re{o™"(w)} =

[e7e7

sin 0. (3.36)

Iz definicije pomoéne faze tan (k) = vphlk|/A vidimo da je za razliku energija
2p, orbitala A = (Ep — Ey)/2 = 0 ona jednaka #(k) = /2. U tom je slucaju

sinfp = 1 te Er = Ep. To je dobro poznati rezultat za grafen. U hBN-u je sin 0y < 1
te Bp = —/ A2+ E2.
3.4.3 Koncentracija elektrona/supljina

U dopiranom hBN-u za dovoljno male E vrijedi (3.27). Dakle, koncentraciju nosioca

naboja racunamo pomocu izraza

1 _
n=r Z 0(kr — |K|). (3.37)
vko
Rezultat je 3
Ef
n= TRl (3.38)
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za obje vrste dopiranja (Ep > 0i Er < 0). Vidimo da n u Diracovom reZimu ne ovisi
o Diracovoj masi. Dakle, pomoéna energetska skala | E| direktno mjeri koncentraciju

nosioca naboja. Za isti | £| koncentracija ée biti ista u grafenu i u hBN-u.

3.5 Meduvrpcani doprinos u nedopiranom hBN-u

Meduvrpcani doprinos vodljivosti (L # L’) ima oblik

mter Z Z Zh|JLL/ k k+)| fL(k) - fL'(kJr) (339)

L;ﬁL’ EL'L k+, fuw + 5LL’(ka k+) + thLLI ’

U dugovalnoj granici razlika energija ¢;/(k, k) ~ e71/(k) ne iS¢ezava kao u unu-

tarvrpanom sluéaju. Ovdje imamo epy(k) = —epp(k) = 2¢(k). Bududi da je
JMP (k)2 = | JPM(Kk)|2, dobivamo
|a :
mter Zh’JMP
OéOé V Z )
(3.40)

) fM()—fp(k) (k) = fau(K)
{ i

Ovdje smo sa I'; oznadili meduvrptane mjere relaksacija 'y = '™ = 'MP,

3.5.1 Meduvrpcani doprinos u dopiranom hBN-u

Ponovno biramo slucaj dopiranja Supljinama, te se ograni¢avamo na Diracov rezim.

U tom je slu¢aju (3, = 2 za dvije Diracove to¢ke, K i K')

Z > . fek (3.41)

vko

te
— 2 o2 vrhlk]
e(k) A? + (vphk) Sn0(k)’ (3.42)
Dakle, rezultat je oblika
znter Z77’|’]J\/IP
OéOé V Z
vko (3.43)

f (k) far (k)
8 {hw " 0e(k) + ihTy | hwo+ 22(K) +mr2}’
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odnosno

| TMP (1,12
O_grgfer(w) _ i Z Zh"{a (k)‘
4 e 2uph|k|/ sin (k)
x{ ~JCM(k) n ~fM(k) }
hw —2uphlk|/sin0(k) + ihl'y  hw + 2vph|k|/sin O(k) + ihly
(3.44)
U skladu sa (3.17) i (3.18) moZzemo pisati
MP 2 2 2 ];2 2 ];2
JMPK)]F = e*vd | =% cos? (k) + =— |, 3.45
T = € | cos” 000 + (3.45)

gdje je a = y,x za a = z,y. Sli¢no unutarvrpc¢anom slucaju, sumu u (3.44) mozemo
zamijeniti integralom. Nakon toga mozemo jednostavno izracunati kutni dio inte-
grala.

Alternativno moZemo primijetiti da je

o) =

(o2 (w) + ainter (w)), (3.46)

vy

NO| —

Sto nam omogucava da kvadrat strujnih vr$nih funkcija racunamo na nacin

(1727 + [ (k) ?) = %ezv%(l + cos® 0(k)). (3.47)

N | —

Rezultat je isti. MoZemo ga napisati na nekoliko nac¢ina. Na primjer,

Ton (W) = ZLG%F/ d|k| (1 + cos®6(k)) sin 0(k)
T 0
X { Su(k) n Su(k) }
hw — 2uphlk|/sin (k) 4+ ihly  hw + 2uph|k|/sin0(k) + ihly J
(3.48)

Ako koristimo supstituciju X = vph|k| dobivamo

2 00 2

inter me* 1 1 + cos* X
=i—— dX2X ————
Toa” (W) =iy w/o =(X)

(3.49)

{ XX }
hw —2e(X) +ihly  hw+ 2e(X) +ihly |’

gdje je e(X) = VAZ+ X2, f(X) = f(—e(X)) te cos X = A/e(X). Ako pak koristimo
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supstituciju Z = 2¢(k) dobivamo

2 o) 2
inter me‘ 1l 2A
={— daz |1 —
a5t a1+ (%))

{ f(2) 1(2) }
hw— 7 +ihly  hw+ Z +ihly |

(3.50)

Treba primijetiti da u grafenu, gdje je A = 0, dobivamo Z = 2X = 2¢(k) te
cos X = 0. U tom slucaju, za hw > 0, T'— 0K i iAl's — in dobivamo
2
e 0

Re{o™" (w)} = 5T (hw — 2EF). (3.51)

Dakle, me?/2h predstavlja zgodnu skalu za prikaz funkcije Re{o,.(w)} u 2D Diraco-
vim sustavima.
U numeric¢kim ra¢unima funkcije Re{cs"*"(w)} za meduvrp¢ani dio mozemo ko-

ax

ristiti izraz (3.50), ili ga mozemo prevesti na oblik

. 2w [ dZ 2A\?
R wnter %77'6 1
el @~ | ( +(—Z)>

{ hl's hl'y
X

(3.52)

(hw — Z2)2 + (hT2)? (w4 Z)%2+ (R[9)? )
koji je dobiven tako Sto smo primijetili da najveci doprinos integralu potjece od po-

drudja gdje je hw =~ 7 ili gdje je hw ~ —Z, §to je dobra aproksimacija za mali Al';.

3.6 Ukupna vodljivost u grafenu i u hBN-u

Slika 3.1 prikazuje funkciju

Te? 4Fp h/T e 1 [ 2A\
= — i —_—— Z |1 —
ReloaalW)} = 50— Goyr - iy 00 + 5 7 /QEF d ( * ( Z )

hFQ hFQ
X { (o — 2 + (W9 | (hw + 2 1 (nr2)2}
(3.53)

u grafenu (A = 0) za slu¢ajeve Ep = Ep = 0.1, 0.2 0.5eV te hil'y = h/7 = 15meV i
hl'y; = 20meV.
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| -—E=01eV ;
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cnergija (e¢V)

Slika 3.1: Vodljivost dopiranog grafena za dopiranja £y = Ep =0.1,021i0.5eV. U
vodljivosti dominira unutarvrp¢ani doprinos za energije fiw < 2Er, a meduvrpcani
doprinos za energije hw > 2Ep.

1I0F vy
— A=0eV -
—=A=025¢V"
-—A=05¢eV -
——A=1eV 7

Re{ox}(ne?/2h)

0 0.5 1 1.5 2 2.5
energija (eV)

Slika 3.2: Vodljivost dopiranog hBN-a i dopiranog grafena za Er = 0.1eV. Radi
preglednosti, prikazani su rezultati u hBN-u za razlicite vrijednosti procjepa 2A (0.5,
11i2eV). Unutarvrp¢ani doprinosi dominiraju za energije iw < Er i umanjeni su za
faktor sinfp = Fr/Ep u odnosu na grafen. Meduvrpéani doprinosi dominiraju za
energije fw > FEr, s izraZzenim maksimumom oko energija fiw = 2FEp.

Sli¢no, slika 3.2 prikazuje tu funkciju za kona¢nu vrijednost Diracove mase za
Er =0.1¢eVte A =025 05ileV. Slike 3.3 i 3.4 prikazuju iste rezultate, pri ¢emu

su unutarvrpcani i meduvrpcani doprinosi razdvojeni.
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Slika 3.3: Odvojeni unutarvrpcani i meduvrpcani doprinosi vodljivosti grafena prika-
zani na slici 3.1.

3 I I L L
— A=0eV -
P . —— A=025¢eV
= ntra i
[\ === A=05eV
~2 2F -
L
=
S
——
£
@)
——
(D
o

0 0.5 1 1.5 2 2.5

cnergija (e¢V)
Slika 3.4: Odvojeni unutarvrpcani i meduvrpcani doprinosi vodljivosti hBN-a pri-
kazani na slici 3.2. Meduvrpcani doprinos hBN-a ima izrazeni maksimum koji

nadmasuje procjenu u izrazu (3.51), dok je za hw > 0 ovisnost u grafenu mono-
tona rastuca funkcija.

Formula (3.53) krije u sebi razlicite efekte, od kojih su neki vazni i za razmatranje
vodljivosti i transportnih svojstava (3D) Diracovih polumetala. Slike 3.5 i 3.6 prika-
zuju dva najvaZnija netrivijalna efekta. U grafenu u granici £ = Er — 0 vodljivost

je primarno meduvrpcanog porijekla. Izraz (3.34) predstavlja samo unutarvrpcani

27



doprinos efektivnoj koncentraciji. Dakle, generalno vrijedi

627' 2

Re{0aa(0)} = m

= ——¢sinfp.
T h?

e . .
eff __ intra inter
Noa = + )7

(noza o

er
m (3.54)

intra

naa

U hBN-u, s porastom parametra Diracove mase 2A udio n*" u n¢// postaje sve

[e703%

manji, pa u tom slucaju izraz (3.34) predstavlja ukupan efektivni broj.

2_ 1t T 1 t t [ T T T ] ]

. -—E=0.0lc¢V |

—_ mntra ~ 1

g 1.5 —— E‘,F= 0.02¢V -

?é —EF0.05¢V ]
= 1 =

ﬁ -

- :

2 0.5 .

O. = l | L |

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
energija (eV)

Slika 3.5: Vodljivost slabo dopiranog grafena. Za Er = Er — 0 meduvrpéani udio
znacajan je i za hw — 0, te dominira u podrudéju hw > 2E.

Slika 3.6 prikazuje kako se u hBN-u prag za meduvrpcane doprinose izostrava
kako smanjujemo hil's. Za jako mali Al'y; dobivamo ponasanje koje je poznato iz
razmatranja Q1D sustava s uredenjem tipa val gustoe naboja, gdje Re{o™(w)}
pokazuje korijenski singularitet za iw ~ 2A [7].

U poglavlju 5 vidjet ¢emo na koji se nac¢in ova dva efekta promijene pri prijelazu

iz 2D rezima u 3D rezim.
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Slika 3.6: IzoStravanje praga meduvrpCane vodljivosti smanjivanjem meduvrpcane
mjere relaksacija I's.
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4 Diracovi polumetali

4.1 Elementi hamiltonijana anizotropnog 3D Diracovog modela

Postoje razliciti 3D kristalni sustavi u kojima elektroni pokazuju svojstva slicna (3D)
Diracovim relativistickim elektronima. TIBi(S;_,Se,), je jedan primjer [8], a Bi,Se;
drugi primjer [4]. U uvodnom smo se poglavlju uvjerili da u Bi,Se; elektroni imaju
disperziju u blizini I" tocke koja se moze opisati hamiltonijanom (1.6) u kojem je
parametar Diracove mase zamijenjen sa M (k) = M + AM (k). Na slici 1.1 prikazani
su rezultati ab initio racuna u slucaju kada su zanemareni spin-orbit efekti. Slika
4.1(b) prikazuje rezultate poboljsanih racuna gdje su ukljuceni i spin-orbit efekti.
U clancima iz kojih su slike 1.1 i 4.1 [4] [9] nacinjena je i detaljna analiza koja
objasnjava na koji nacin kristalni potencijal, hibridizacija orbitala i spin-orbit veza-
nje utjecu na strukturu vrpci u blizini Fermijevog nivoa. Slika 4.1(a) pokazuje Sto
se dogada s vanjskim orbitalama atoma Bi i Se kad se ti efekti postepeno ukljucuju.
Cetiri koraka uklju¢uju: (I) hibridizaciju Bi i Se orbitala, (II) formiranje bonding
i antibonding orbitala, (III) cijepanje orbitala kristalnim poljem i (IV) ukljucivanje
spin-orbit vezanja. Zakljucak je da su vodljiva i valentna vrpca izradene primarno o
slozenih molekularnih orbitala koje se obi¢no oznacavaju sa |P17,+3) i |[P27,+3).
Detalji u ovim oznakama nisu bitni za analizu koja slijedi, osim S$to treba naglasiti da
+2 i —1 oznatavaju dvije vrijednosti angularnog momenta j, a ne spina o. Svaka od
ove dvije molekularne orbitale nalazi se u nekoj primitivnoj ¢eliji, pa je puna oznaka
|P17,R,, +3) i |P27,R,, £3). Standardnom transformacijom dolazimo do delokali-
ziranih molekularnih orbitala |[P1*, k, +1) i | P27, k, £3). Autori tih ¢lanaka pokazali
su da disperzije u blizini Diracove tocke mozemo dobiti rjesavanjem 3D Diracove
jednadzbe s minimalnim brojem parametara. Mi ovdje uvodimo skraceni zapis delo-
kaliziranih molekularnih orbitala. Indeksi a i b oznacavat ¢e nam dvije vrste orbitale
na na¢in |ak+3) = |P27,k,+3), [bk+3) = |P1t k,+3), [ak—1) = |P2] .k, —1),

|bk—1) = |P1T,k, —1). Dakle, nase je polaziste efektivni Diracov hamiltonijan prika-
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Slika 4.1: (a) Evolucija relevantnih orbitala u tipicnom 3D sustavu hibridizacijom
i spin-orbit cijepanjem u Cetiri koraka [9]. (b) Ab initio racun disperzije elek-
trona u BiySe; u slucaju kad su ukljuceni spin-orbit efekti. Valentnu vrpcu pretezno
sa¢injavaju orbitale |P1F, 1), a vodljivu orbitale | P27, +1) [9].

zan u «y7y;-reprezentaciji iz uvodnog poglavlja, ¢iji je oblik

./\/l(k) A1(kz)l€2 0 AQ(kl)k’_
(H(k)) = oK) s + Ai(k )k, —M(k)  As(ky)k- 0 N 0(k2).
0 Ao(k )k M(k)  —Ai(k:)k.
Ao (kL )k 0 A (k)k, —M(k)

“4.1)

Ovdje je k+ = k. £ iky, k7 = k; + k. Parametri modela u hamiltonijanu jesu

co(k) = C+ Dik? + Dok?, M(k) = M + Mik2 + Mok? i Aso(k) = Ao+ Biok? | [4].
Oni sadrze disperzivne i nedisperzivne doprinose.

U prvom pojednostavljenju koje ¢inimo zadrzavamo samo doprinose linearne u

valnom vektoru. Novi hamiltonijan poprima oblik

M Ak, 0 Ak
Ak, —M  Ak- 0
(H(k)) = Clixs + . (4.2)
O A2k+ M _Alkz

AQk-i,- 0 —Alk’z —-M

Energije orbitala E,, E, i grupne brzine vg, pojavljuju se u parametrima modela
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na nacin C' = (E, + E,)/2, M = (E, — E})/2 1 A12 = Vpyyh. Prvi ¢lan u (4.2)
izjednadit ¢emo s nulom zbog jednostavnosti, (£, + E})/2 = 0. Takoder, za nedi-
jagonalne elemente koristit ¢emo reskalirani valni vektor K, = vgp,hk,, gdje smo
dopustili i moguénost da je grupna brzina anizotropna, A, = ve.h, @ = z,y,z. Su-
stav TIBi(S;_.Se,), zanimljiv je jer u njemu, promjenom udjela sumpora i selena u
parametru M k), dolazi do promjene predznaka s promjenom valnog vektora [8].
To se pokazalo da je indikator prijelaza iz Diracovog polumetalnog stanja u stanje
topoloskog izolatora. U skladu s time, u modelu (4.2) mi smo se usredotocili na Di-
racov polumetalni rezim tako $to smo uzeli da je M(k) = M. Dakle, M (k) ima isti

predznak za sve valne vektore od interesa.

4.1.1 Elementi hamiltonijana anizotropnog 3D Diracovog modela u skraéenom

zapisu

Konacna promjena na originalnom hamiltonijanu dodatna je zamjena u redoslijedu
vektora baze. Ovo odgovara promjeni iz «7,-reprezentacije u a;«as-reprezentaciju
koja je objasnjena u potpoglavlju 1.1. Znaci, bit ¢e koristena baza s Cetiri orbitale
| = A, B,C,D: |Ak) = |ak+1), |Bk) = |ak—13), |Ck) = |bk+1), |Dk) = |bk—1). Ovo

nam daje konacni oblik hamiltonijana

Ho = Hy (k)|Ik)('k], (4.3)

'k

gdje su Hll'(k) elementi matrice

(Hél'(k)>: P (4.4)

Koriste¢i standardne Paulijeve matrice o = (0,,0,,0,) te oznaku K = (K,, K, K,),

mozemo pisati i krace

(Hél/(k)) _ MI K-o | 4.5)
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kao Sto je pokazano i u potpoglavlju 1.1.1. Ovdje takoder koristimo oznaku / za

jedini¢nu 2 x 2 matricu.

4.2 Blochove energije

Kao i u hBN-u, zanimaju nas disperzije vodljivih elektrona. Na isti nac¢in kre¢emo od
Schrodingerove jednadzbe

[H — E]|Lko) =0, (4.6)

gdje su Blochove valne funkcije dane sa

LK) =Y " Uw(L,1)|Ik), 1=A B,C,D. (4.7)
l

Ovdje su Uy (L, 1) elementi matrice transformacije izmedu reprezentacije delokalizi-
ranih molekularnih orbitala {(k} i reprezentacije Blochovim funkcijama {Lk}.

MnoZenjem ove Schodingerove jednadZzbe sa (lk| slijeva dobivamo

> UL, 1) [H (k) — Eép] =0, (4.8)

l/
gdje dobivamo sustav homogenih linearnih jednadzbi. Determinanta sustava daje

uvjet za netrivijalno rjesenje. Koriste¢i kraci zapis (4.5) imamo

(M-E)J K-o
Ko —-(M+E)I

= FE*I - M*I —(K-0)* =0, (4.9)

Sto daje energije

EL(k):8L(k):SLE<k):SL K2+M2, (410)
gdieje sy = s = —s3 = —s, = 1, K = />, K2. Sustav ima Cetiri vrpce, L =
1,2,3,4. Dvije viSe vrpce L = 1,2 i dvije nize L = 3,4 vrpce degenerirane su u
energiji.

4.3 Blochove funkcije valentnih elektrona

Kao $to je pokazano u Dodatku A, korisno je uvesti oznake Uy i Ui za matrice trans-

formacije izmedu Blochovih funkcija i delokaliziranih molekularnih orbitala na nacin
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Uk = (Uk(l, 1)), Ul = (U(L,1)). (4.11)

To ¢e nam znacajno skratiti zapise, posebno u dijelu gdje racunamo strujne vrsne
funkcije (poglavlje 5).

Elemente matrice transformacije odredujemo rjeSavanjem jednadzbe (4.8). Sustav-
no rjeSavanje jednadzbi prikazano je u Dodatku D. U postupku je koriStena pomo¢na
reprezentacija {mk}, m = a, b, ¢, d, $to rezultira faktorizacijom (D.14) matrice trans-

formacije, Uy = UU"". Kona¢nu matricu pi$emo u faktoriziranom obliku

< 0 0\ (U« O Vi O
. N L L 0 0 0 Uk 0 W
U= Ut = | V2 V2 8 <, (4.12)
0 0  ux Ww 0 —=Ux O
0 0 —v w)\0 Vi 0 -l

gdje su uvedene pokrate

uk:%, vk:%, K, =K, £iK,, (4.13)
i pomo¢na faza .
tan ¢(k) = i (4.14)
koja je sadrzana u pokratama Uy = cos ¢(2k) iV =sin @

Treba primijetiti da prva transformacija, Uﬁm, ne ovisi o parametru Diracove mase
M. Dijagonalni elementi hamiltonijana ostaju nepromijenjeni tom transformacijom.
U drugoj transformaciji U7, pomoéna faza ¢(k) ovisi o parametru M i modulu val-
nog vektora |K| = K. Jednaku je ulogu imala i pomo¢na faza (k) u slu¢aju hBN-a.

Konacno, matrice transformacije piSemo kao

. Ur O Ud Vil
U= | * AR (4.15)

0 Uce Vil —Ugl

gdje je
11 U v
\gi \/51 = UAm k* l: = Uec.. (416)
i U

Prva primjena ovih matrica transformacije jest provjera dijagonalnosti hamilto-
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nijana u Blochovoj aproksimaciji, Hy, = ) _;, Fr(k)|Lk)(Lk|. Racun tih matricnih
elemenata daje Zeljeni rezultat, Cetiri vrpce s disperzijama (4.10). U Dodatku D po-

kazano je da postupak dijagonalizacije obuhvaca matri¢ni racun oblika

Hy" (k)

(Ugﬁo(k)ﬁ;,)w . (4.17)

Sada slijedi primjena tih matrica transformacije na racun konstanti elektron-foton
vezanja. To ¢e nam omogucditi generalizaciju izraza za tenzor vodljivosti iz poglavlja

3 na 3D slucaj.
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5 Opticka i transportna svojstva Diracovih polumetala

U poglavlju 3 razmotrili smo vezanje vanjskog elektromagnetskog polja na elektron-
ski podsustav u hBN-u. Ovdje primjenjujemo isti racun na vodljive elektrone u Dira-

covim polumetalima. Clan vezanja u hamiltonijanu ima oblik

Hf”:—%ZA ZZ] k)|lk + q) (I'k|. (5.1)
qo

w

Tu smo rezultat napisali u {{k} reprezentaciji. Treba primijetiti da ovdje nema sume

po spinu. U Blochovoj reprezentaciji taj ¢lan vezanja poprima oblik

1 /
H{" = == " Aa(a) Y > JEY (k)| Lk + q)(L'K], (5.2)
¢ qo LL" kq
gdje
T (k,q) ~ JEY (k) =) Ukl L)Us (U, L) (k) (5.3)

w
predstavlja strujne vr$ne funkcije u Blochovoj reprezentaciji.

Da bismo dobili strukturu tenzora vodljivosti ponovit ¢emo postupak iz poglavlja
3. Glavna komplikacija ovdje jest u ¢injenici da imamo 4 x 4 matri¢ni problem. To
znacajno komplicira racun strujnih vr$nih funkcija (5.3). Da bismo olaksali rac¢un,
umjesto direktnog uvrstavanja elemenata matrice transformacije Uy ((, L) u definicij-
sku relaciju (5.3) koristit ¢emo sazeti matric¢ni zapis. Drugo pojednostavljenje je da
¢emo prijelaz iz {Ik} reprezentacije naciniti u dva koraka, preko pomo¢ne {mk} re-
prezentacije. Dakle, na$ racun strujnih vr$nih funkcija obuhvaca ra¢un elemenata

matrica (j7™ (k)) i (JX*'(k)) koje ra¢unamo na natin

(a9 = (o) (5" 00)) () (5.4)
(7709) = (Bwr) (7 a0) (o) (5.5)

Prvi korak u ratunu jest odredivanje golih strujnih vr$nih funkcija ;% (k).
U {lk} reprezentaciji hamiltonijan 3D Diracovog modela dan je izrazom (4.5).

Kao i u slucaju hBN-a, gole strujne vrsne funkcije dobivamo koriste¢i formulu (3.3).
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Rezultat je

(7 09)) = evre 0 o) (5.6)

o, O

5.1 Strujne vrsne funkcije u 3D Diracovom modelu

Relacije (5.4) i (5.5) predstavljaju dva primjera generalnog izraza (A.24) koji je iz-
veden u Dodatku A. Strukturu dviju matrica transformacije odredili smo u poglavlju

4 (izraz (4.12)),

U = : (5.7)
0 UCc
. Ud Vil
o B (5.8)
Vid —Uil

Direktno uvrStavanje izraza (5.6) i (5.7) u (5.4) daje strujne vrsne funkcije u {mk}

reprezentaciji,

(jg””/(k)>:evpa z\j ]\? . (5.9)

Bududi da niti gole strujne vrsne funkcije niti elementi matrice transformacije (5.7)
ne ovise o Diracovoj masi M, ni elementi ove matrice nece ovisiti o M. U ovom izrazu

M, =UL.o,U%, i Ml = UL o,U¢,. jesu 2 x 2 matrice. Direktni raéun daje

1 U — Vy —Up — Vs 1 K, —-K, — 1K
M,=— |« & TRk _ 2 v (5.10a)
V2 L o ul — K\K,—iKk, K,
—Ux — UV Ux — Up K, —iK, K,
My=— [ ¢ R KT R) 2L v . (5.10b)
V2wt - uito) K K, K. —iK,
1 Uk + v ux — vy 1 | K, +1iK K,
M,=—— | <"k Tk} 2 v . (5.10¢)
V2 \ i+ ui+w) K\ —K,  K.—iK,

Blochove strujne vrsne funkcije dobivamo uvrStavanjem izraza (5.8) i (5.9) u
(5.5). Rezultat su nekakve funkcije pomo¢ne faze ¢(k), koja je funkcija Diracove

mase M. U ra¢unu koristimo trigonometrijske relacije U2, Vi = 3(1+ C), sa S =
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sin p(k) i C' = cos ¢(k), pa dobivamo

/ SMQ Ma_ - CMa
(e 0)) = =5 i . (5.11)
2 \-M,_—CM,,  —SM,.

uz M,y = M, + M]. Taj kompaktni zapis mozemo raspisati te dobivamo matri¢ne

elemente strujnih vr$nih funkcija u Blochovoj reprezentaciji ¢iji je oblik

K.S 0 —K,C —K,
, 0 K, K, -KC
(7 (10)) = 2 , (5.12a)
K | -k, K, -K.S 0
~K,. -K.C 0 -K,S

K,S 0 K, ik,

: 0 K,S iK, K
(F700)) = =2 ’ e (5.12b)
K | k,, -ik, -K,5 0
—iK, K, 0 -K,S
KZS O Kz+ K{L‘
, 0 K. -K, K._
(V5 10)) = =2 , (5.120)

K |k, -K, -K.S 0
K, K,. 0 -K,S

s pokratama: K, = K, +iK,, K, = +iK, — K,C'i K,;, = +iK, — K,C. U hBN-
u su matrice (JE¥'(k)) bile 2 x 2 matrice. Ovdje imamo 4 x 4 matrice $to ¢e malo
zakomplicirati racun tenzora vodljivosti. No, i ovdje primjecujemo dva generalna
zakljucka koja smo izveli u hBN-u. Prvo, unutarvrp¢ane vrsne funkcije povezane su s

grupnom brzinom elektrona,

K K
L) — enk(k) — (k) e e 5.13
JoH (k) = ev(k) = spevp, sin ¢ )K SLGUFa\/W (5.13)

Drugo, meduvrpcane strujne vrsne funkcije medu energetski degeneriranim vrpcama
su jednake nuli,

J2 (k) = JH(k) = J2(k) = J23(k) = 0. (5.14)

U slucaju da ovaj drugi zakljucak nije ispunjen imali bismo singularno ponasanje
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meduvrpcanog doprinosa tenzora vodljivosti jer bi pripadna dipolna vr$na funkcija

bila singularna.

5.2 Dinamicki tenzor vodljivosti u 3D Diracovom modelu

U Dodatku C i potpoglavlju 2.4 izveden je opceniti izraz za dinamicki tenzor vodlji-

vosti u visevrp¢anim sustavima,

Z Z ih|JEY (K k+)! fr(k) — fo (k) (5.15)

Oaa q’ EL'L k+ hw+epp (k, k+) + ¢hILL

LL
3D Diracov model razlikuje se od 2D Diracovog modela po dimenziji volumena, [V]| =
m?, te po tome $to je Y = 1 (nemamo sume po spinu). Sustav ima Cetiri vrpce,
L =1,2,3,4 s po dvije dva puta degenerirane disperzije, ¢;(k) = ea2(k) = —e3(k) =
—e4(k) = spe(k). Ovdje je

() VIP TR gVM R K (5.16)
K sin ¢ (k)

Ta je odzivna funkcija zbroj dvaju doprinosa, unutarvrpc¢anog doprinosa (L = L) i

meduvrpcanog doprinosa (L # L),
Uacy(q; ) — Ozntra(q7 (,U) + znter(q7 ) (517)

Kako su meduvrpcane strujne vr$ne funkcije izmedu vrpci koje su degenerirane u
energiji jednaki nuli, postoje Cetiri unutarvrp¢ana doprinosa i osam meduvrpcanih

doprinosa vodljivosti.

5.3 Unutarvrpéani doprinos u nedopiranom Diracovom polume-

talu

Unutarvrpcani doprinos dolazi od ¢lanova L = L' = 1, 2, 3, 4, te iznosi

mtra Z Z Zh|JLL k k+)| fL(k) B fL(k-‘r) ‘ (518)
ELL k+ hw+5LL(k, k+)+thLL

Ovaj opceniti rezultat mozemo nadalje pojednostavniti koriste¢i dugovalnu granicu

q — 0. U toj je granici ¢, (k, k) zanemariv, te razliku Fermi-Diracovih funkcija
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raspodjele moZemo razviti do vodeéeg ¢lana u q,. Rezultat je (uzimamo da je 'L =

I'1 zbog jednostavnosti)

mtr‘a 1 Zh’ JLL 8fL (k>
Z Z huo + ALy <_85L(k)>' (5-19)

Ovaj se izraz razlikuje od hBN-a po tome $to nema sume po spinu. Odabir 'L = Ty
za L = 1,2,3,4 pretpostavlja da su sve unutarvrpane mjere relaksacija priblizno
jednake.
U ovom primjeru imamo disperzije ¢, (k) = s e(k) = sy K/sin¢(k), te unutar-
vrplane strujne vréne funkcije JE2 (k) = spevp, sin d(k) K, /K = evl(k), te
K? K?

|J£L(k)|2 = 62|U£(k)|2 = (evpa)2 sin? gb(k)?g‘ = (evpa)Qm. (5.20)

Prema tome rezultat za nedopirani 3D Diracov polumetal izgleda ovako:

g

intra _ 1 Z.h€2”l)£(k)|2 afL(k>
ao ((,U) - V - hw +ZhF1 <_6€L(k)) . (521)

Ovdje mozemo opet definirati efektivhu koncentraciju nosioca naboja sa

c 1 9f1(k)
nl = v Zm|v§(k)|2 (_8€i(k)> , (5.22)

Lk

pa unutarvrpcanu vodljivost mozemo zapisati u formi

62 ih
— peff 5.23
m hw + 1hl'y Naa ( )

o (w) =

5.3.1 Unutarvrpcani doprinos u dopiranom Diracovom polumetalu

Dopiranje Supljinama, na primjer, rezultira pomicanjem Fermijevog nivoa prema
nizim energijama te je doprinos termalno pobudenih elektrona u viSim vrpcama za-
nemariv. Kako je ¢;(k) = e2(k), piSemo fi(k) = f(e(k)), te sukladno tome f3(k) =
f(—e(k)). Slijedi izraz

nelf — me ( af?’(k)) (5.24)
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gdje je sa ) . = 2 oznacena degeneracija vrpci. Ovaj ¢emo izraz izvrijedniti u granici

T — 0K, kada je (—0f3(k)/0e3(k)) =~ 6(e3(k) — EF). Pri tome koristimo zamjenu

1
dK.dK,dK, 5.25
VZ 27rh vpmvpyvpz/ Y (5.25)

i uzimamo u obzir da je

K2
0 (K)? = (0a(K))" = U%QWQI(?' (5.26)
Dakle, izraz koji izvrijednjujemo je sljededi,
eff __ 2m ’U%a dK K2 M2 K2 E 5 2
faa = (27R)3 VP UE VR, M2+ K2 o(— + K? — Ef). (5.27)

Mozemo ga dodatno pojednostavniti ako uzmemo u obzir da je Fr = —/M? + K%

te
vV M? + K%
§(—VM? + K? — Ep) = K—+5(K Kp). (5.28)
F
Dakle,
2 2
nttf ~ 2m YFa /dQ/ szKK M
o (27Th)3 VprVFyUF2z K ]\42 + K]%’
2 2 3 (529)
(27Th)3 VpeVFyVUFz K}%“ \/MZ_I_K}%"
Kutni dio integrala daje
K2 K?
o = —Z/dQ b= (5.30)
U izotropnom je rezimu vy, = vp, Kp = vphkp, pa dobivamo
erp _ L kpmop (5.31)

Moo = T2 3 B[

Realni dio vodljivosti ponovno je dan Drudeovom formulom (3.35) (1/7 =T1Y),

2

intra _ 6_ 1/7— eff
Re{o(w)} = o (1/7)271&& : (5.32)

U opcenitom slucaju izraz za Re{c”"*(w)} je isti, samo se malo modificira for-

mula za n%//. Korisno je pored kratice |Er| = /M2 + K2 uvesti i kratice kr i v za
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”prosjecni” Fermijev valni vektor i "prosje¢nu” Fermijevu brzinu, na primjer, na nacin

1
VR =2 U, Kp = vphkp. (5.33)
U toj notaciji dobivamo

pintre — Vrate LKy (5.34)

o VppUpyUr, T2 3 |Ep|

5.3.2 Koncentracija nosioca naboja

Koncentraciju nosioca naboja n ratunamo pomocu (3.37) s ispuStenom sumom ) _ .
Zamjena sume integralom (5.25) sada daje
>, 4 Kr 1 K3,

= KK = — —%f— 5.35
" (QWh)SUFIUFyUFZ 0 32 UFa:'UFyUthg ( )

u oba sluc¢aja dopiranja. Vidimo da kao i u hBN-u n ne ovisi o Diracovoj masi. Ovdje
je Kr nova oznaka za energiju |Ep| iz poglavlja 3. U potpoglavlju 5.5, gdje éemo
prikazati ovisnost opticke vodljivosti o dopiranju, uporabit ¢emo ovaj izraz za kon-
centraciju nosioca naboja da odredimo realisti¢ne vrijednosti za energiju K koje su

u skladu s koncentracijama elektrona na slici 1.1.

5.4 Meduvrpéani doprinos u Diracovom polumetalu

Meduvrpéani doprinos vodljivost (L # L') ima oblik (I'“* = T, zbog jednostavnosti)

'Lnte'r Z Z Zh|JLL/ k k+)| fL(k) B fL’ (k+) ] (536)
EL'L k+, hu}+€LL/(k7k+) +ZFLF2

L;ﬁL/

Budu¢i da imamo po dva para vrpci koje su degenerirane u energiji, faktor

fL(k) — fL’(kJr) 1
hw + 5LL’(ka k+) + Zhrg EL/L<k+, k)

(5.37)

isti je za sve kombinacije LI’ = 13, 14, 23 i 24. Kada izlu¢imo taj faktor u ta Cetiri do-
prinosa ostatak (kvadrate modula strujnih vrs$nih funkcija) mozemo zbrojiti i izraziti

pomocu efektivnih vr$nih funkcija J; (k) i J}~ (k) koje su dane sa

20, (K) Ty (k) = > JE (k) JFE (k). (5.38)

L<r/
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Za o = [ rezultat je

2

2
TP = (cvra)? {1 - e (b(k)] — (cvra)? (1 - %) o (5.39)

Usporedba s izrazom (3.45) koji smo dobili u hBN-u pokazuje da je

[T )P =15 (k). (5.40)

«

Izraz za meduvrpcanu vodljivost ¢e prema tome imati istu strukturu kao i u hBN-u.
Potrebno je samo ) zamijeniti sa = 2, 2D sumaciju ) , s 3D sumacijom te

|JMP(k)|? sa |J; T (k)|?. Rezultat je meduvrpéana vodljivost ¢iji je oblik

inter _ inter Zh|J +
Oaa (w7 q) = Oga V Z

fs(k )_fl( ) f3( ) — fi(k)
x {hw + 2e(k) + ihl'y * hw — 2e(k) +z’h1“2}'

(5.41)

Ovaj je izraz zapisan u dugovalnoj granici na nacin da smo ispustili u (5.36) valni
vektor q na svim mjestima gdje se pojavljuje. Ovaj izraz moZemo prevesti na jos
jednostavnije forme, kao $to smo to ucinili s izrazom (3.44). Na primjer, moZzemo ga

zapisati u formi

1 11— K2/K?sin® ¢(k)
h
i 2K/ sin o (k) (5.49)

y { f3(k) = fi(k) N f3(k) = fi(k) }
hw 4 2K/sing(k) +ihly  hw — 2K /sin¢(k) + ihl'y |

Taa (W) = 2(evpa)”

Za numericke je racune ipak potrebno koristiti slijed pojednostavljenja koji smo naci-

nili s izrazom (5.24).
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5.4.1 Dopirani Diracovi polumetali

Ogranic¢imo se ponovno na sluc¢aj dopiranja Supljinama. Bududi da je fi(k) ~ 0,

£(k) = VAT K2 te | J; () = (evra)? (1= 5z ), dobivamo

znter Z Zh 6?)Fa 1 ng
N DIEV; veEn <A TRy e

X{ f3(k) . f3(k) }
hw — 2/ M? + K2 +ihl'y  hw + 2/ M?2 + K2 + ikl

2 1 ih(evpg )? K?
= AR, dK,dK,— 22 (1 - "o __
(277)% VpL VR UF. / YoM ¥ K? M? + K?

(5.43)

f3(k) f3(k)
X{hw—Q\/M2+K2+th2 hw + 2v/M +K2+mr2}

Ovo je generalni izraz za meduvrpanu vodljivost u anizotropnom 3D Diracovom

modelu s kona¢nom masom. Kad ga zbrojimo s izrazom (5.23) dobivamo o, (w).

5.4.2 Izotropni slucaj

Da bismo olaksali usporedbu s rezultatima dobivenim u hBN-u sada ¢emo izraze
(5.32) i (5.43) izvrijedniti u izotropnom slucaju. Unutarvrp¢ani doprinos vodljivosti
dan je sa (5.23) gdje je n¢// dan sa (5.31). S druge strane, kad uzmemo u obzir da

je Vpo = v, izraz (5.43) prelazi u

inter( ) ih€2 /KQdK / dQ 1 1 ng
o W) = ———7— —_— —_——
o (2mh)3vp VM? + K2 M? 4+ K?

(5.44)
" { f3(k) N f3(k) } '
hw —2VM? + K2 +ihl'y  hw + 2V M? + K2 + ihl'y
Kutni dio integrala lako izvrijednimo koristeéi ¢injenicu da je
K? K?
/dQ( M2 ) Z/dg(l_ﬁMuw)
(5.45)
A 5 K?
3 M2+ K2)°
Rezultat je
e () e [ K2K K?
w) = - -
Jaa 6m2h%vp Jo  /M? + K2 M? + K2 (5.46)

{ f3(k) f3(k) }
hw+2K/sing(k) +ihl'y ~ hw — 2K/ sin ¢(k) + ihly |
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Ponovno moZemo naciniti supstituciju varijabli na na¢in X = 2¢(k) = 2/ M? 4+ K2.

Rezultat je

inter iez > M2
o) = —— | dXVXZ—AM? (14 2—
2

C12m2h2up Jouy X2

(5.47)

" f3(k) N f3(k)

Tw + 2K /sin (k) + ihl'y ~ hw — 2K/ sin ¢(k) + ikl |
Realni dio te funkcije ima oblik

) 62 00 M2

Re{fome (@)} = — & / AX VTP (14220
127T2h2UF 2M X2 (5 48)

hl'y AT,
- { (hw + X)2 + (th)Q + (hw _ X)Q n (ﬁF2)2 } f3(X)

Da bismo lakse napravili numericki racun provjerit ¢emo rezultat za nedopirani
M = 0eV slucaj na temperaturi 7' = 0 K. U tom je rezimu f5(X) ~ 1, pa je vodljivost

jednaka

e? e?

R inter ~ FLOJ _ ]
G{O'Cw[ (OJ)} 1271'27;&21)}7 i 127Th2?}p

(5.49)
Ovdje smo upotrijebili aproksimaciju koristenu u izrazu (3.52) za meduvrp¢anu vod-
ljivost hBN-a. Aproksimacija vrijedi jer dominantni doprinos integralu dolazi od

hw~+X.

5.5 Ukupna vodljivost u izotropnom Diracovom polumetalu

U 3D sustavima dinamicka vodljivost ima drugaciju dimenziju nego u 2D sustavima.
Zbog toga me? /2h vise nije dobra pomoc¢na skala. Mi ¢emo sada prikazati rezultate
za tipi¢ni izotropni Diracov polumetal. Da bi slike izgledale maksimalno pojedno-
stavljeno uvest ¢emo pomoénu skalu ¢° na sljedeéi na¢in. Drudeov izraz za ¢ (w)

ax

prevodimo na formu

he?  (ihw + hTy)1eV

intra — eff' 5.50
Sada je 0'""%(w) umnozak skale
he?
0 ——— 5.51
g mVpleV ( )
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i dva bezdimenzionalna faktora. Dakle,

hl'y1eV

Retoni™ (O} = G

Vondls, (5.52)

Na isti nacin piSemo i meduvrpcani dio,

inter 50 mVyleV *dX M?
RG{O' ( )} mh&) - X \/AXY2 4M2 1—‘—2?

{ th hFQ
X

(5.53)
(hw — X)2 + (hD3)?2  (hw+ X)2 + (hr2)2}

f3(X).

Zbrajanjem izraza za unutarvrpcanu i meduvrpcanu realnu vodljivost dobivamo ukupnu

realnu opticku vodljivost za 3D Diracov sustav. Za T — 0K i f3(K) — (K — Kr)

rezultat jest
VoleV muo? K3, ALy
Re{o (W)} =~ o° E
{9aa(w)} 3n2 (hwr)® \/M? + K2 (hw)? + (hI')?
po Yol eV _mug o / dX 2M 1+2 (5.54)
1272 (hvg)? 2Fp

Al'9
{ (hw — X)2 + (A09)2  (hw + X) (hF2)2} .

Ovdje radi jednostavnosti uzimamo V, = 100A i vp = 6 x 10° ms™"

, Sto predstavlja
realisticnu procjenu za vec¢inu tipi¢nih 3D Diracovih sustava. Takoder, biramo #/7 =
hl'y = 15meV i hl'y = 30 meV.

Jos$ dvije procjene koje mozemo napraviti su procjene realisticnih parametara Kp
i M. U uvodnom je poglavlju na slici 1.1 prikazana elektri¢cna vodljivost za kon-
centraciju nosioca naboja n = 8.8 x 10 cm~3. Iz nje mozemo odrediti realisti¢nu
vrijednost dopiranja od Ky ~ 0.1eV. Druga je procjena iz slike 1.2 gdje vidimo nagli
porast opticke vodljivosti na energiji fuww ~ 2,/M? + K%. Ovakvo ponasanje mozemo
vidjeti i na primjeru hBN-a u poglavlju 3. Iz ovoga mozemo procijeniti M =~ 0.05eV.

Slika 5.1 prikazuje ukupnu opti¢ku vodljivost za slucajeve Kr = 0.25, 0.151 0.1eV

te za nedopirani K = 0eV sustav s meduvrpcanim procjepom od 2M = 0.1eV.
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Slika 5.1: Vodljivost dopiranog 3D Diracovog polumetala za dopiranja Kr = 0.25,
0.15, 0.1 i 0eV i M = 0.05eV. Unutarvrpcani doprinos dominira na energijama
hw < 2FEp. U slucaju nedopiranog sustava unutarvrpcani doprinos jednak je nuli.
Jasniji prikaz meduvrpcanih doprinosa nalazi se na slici 5.3.

Slicno, slika 5.2 prikazuje ovisnost opticke vodljivosti o meduvrpc¢anom procjepu

za M = 0.15,0.110.05eV te za sustav bez procjepa M = 0eV.

0.08

—=M=0.25¢V
-—M=0.15¢eV
—-M=0.05¢V

o
<o
()
<L
~
<
o))
-]
[%e)

energija (¢V)

Slika 5.2: Vodljivost dopiranog 3D Diracovog polumetala za Diracove mase M =
0.15,0.1,0.05i0eV i Kr = 0.1eV. Manji meduvrpcani procjep uzrokuje ve¢u ukupnu
vodljivost. Jasniji prikaz meduvrpcanih doprinosa nalazi se na slici 5.4.

Slike 5.3 i 5.4 prikazuju meduvrpcane doprinose za oba slucaja. S ovih prikaza
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Slika 5.3: Izdvojeni meduvrpcani doprinosi vodljivosti 3D Diracovog polumetala pri-
kazani na slici 5.1. Meduvrpcani doprinos iS¢ezava za fiw — 0, Sto je razlika u odnosu
na 2D slucaj.

opticke vodljivosti vidi se da za mala dopiranja K ~ 0 vodljivost ima gotovo line-
arnu ovisnost Sto je rezultat koji smo vidjeli u izrazu (5.49). Za male meduvrpcane
procjepe 2M — 0 vidimo povecanje meduvrpcane vodljivosti. Medutim, u granici
hw — 0 svi meduvrpcani doprinosi su zanemarivi. To razlikuje ovaj slu¢aj od 2D
hBN slu¢aja. Ovdje u izrazu (5.48) imamo dodatni faktor K = /X2 — 4M?2/2 pod
integralom u odnosu na izraz (3.53) gdje je meduvrpcana vodljivost konacna za sve
energije.

U izrazu (3.54) za hBN dali smo izraz za vodljivost u granici /iw — 0 koji mozemo

pisati i za 3D Diracov sustav

2

627‘ e°T . .
Re{00a(0)} = —nil! = = (nfil"™ + nifie"),
m m
1 k3 mu? (5.55)
intra _ _— "F F'
ax 7T2 3 |EF|

Efektivni broj meduvrpc¢anih nosioca naboja u ovoj je granici jednak nuli, te konacni
broj nosioca naboja n¢// proizlazi iz ni"re,

Slika 5.5 prikazuje ovisnost opticke vodljivosti o meduvrp¢anoj mjeri relaksacija
I';. Ovisnost je prikazana za vrijednosti AI'y = 100, 40, 15 i 3meV. IzoStravanje
praga sa smanjivanjem I', efekt je koji smo primijetili i na optickoj vodljivosti hBN-a.

Jednaki efekt, osim na odredenim diskretnim energijama, pokazuje i opticka vodlji-
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Slika 5.4: Izdvojeni meduvrpcani doprinosi vodljivosti 3D Diracovog polumetala pri-
kazani na slici 5.2.

vost za razli¢ite temperature na mjerenjima u ZrTes sustavima na slici 1.2. Dopri-
nos termalnih elektrona koji bismo razmatrali na kona¢nim temperaturama potjece
od Fermi-Diracove raspodjele f;(k) za kona¢ne temperature. Glatka Fermi-Diracova
funkcija za konacne temperature efektivno mijenja Sirinu lorencijana u izrazu (5.54),
Sto znaci da promjenom Sirine lorencijana 2AI's u modelu mozemo simulirati konacne

temperature i simulirati neke rezultate realnih mjerenja na Diracovim polumetalima.
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Slika 5.5: IzoStravanje praga ukupne vodljivosti smanjivanjem meduvrpcane mjere
relaksacija za vrijednosti AI's = 100, 40, 15 i 3meV. Veca vrijednost I'y simulira vise
temperature sustava.
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6 Zakljucak

Promatrali smo opticka i transportna svojstva Diracovih sustava. Koristili smo gene-
ralni izraz za tenzor dinamicke vodljivosti. Primijenili smo ga odvojeno na 2D i 3D
Diracove sustave.

Na udZzbeni¢kom primjeru 2D Diracovih sustava, grafenu i heksagonalnom boro-
vom nitridu (hBN), pokazali smo kako se racunaju elementi tenzora vodljivosti te
njihove vrijednosti na w = 0. Koristili smo najjednostavniji niskoenergetski efektivni
hamiltonijan dobiven u modelu ¢vrsto vezanih elektrona. Rezultati na w = 0 ukazuju
na promjenu porijekla efektivnhog broja nosioca naboja kada se mijenja meduvrpcani
procjep 2A i kada se mijenja razina dopiranja n. Pokazalo se da je meduvrpcani
doprinos efektivnom broju nosioca naboja znacajan za 7' — 0 K i n — 0, dok unutar-
vrpcani doprinos dominira u standardnom rezimu gdje n nije mali, ili za n — 0 ako
je 2A dovoljno velik.

Opticka vodljivost hBN-a za jako male meduvrptane mjere relaksacija I'y us-
poredena je s Q1D vodljivosti u sustavima s uredenjem tipa val gustote naboja.
Meduvrpcani doprinos realnoj vodljivosti pokazuje znatno pojacanje na energiji praga
hw =~ 2A kada se I'y smanjuje.

Svojstva 3D Diracovih polumetala analizirana su u modelu koji ima simetriju
tipicnih 3D Diracovih sustava. Pokazano je da dobiveni efektivni niskoenergetski
hamiltonijan predstavlja jednostavno prosirenje 2D Diracovog modela. U dobivenim
rezultatima najveca je razlika redukcija meduvrpcanog doprinosa efektivnom broju
nosioca naboja.

Dobiveni numericki rezultati za opticku vodljivost pokazuju kvalitativho dobro
slaganje s eksperimentima. Analiticki izrazi, s druge strane, puno su opcenitiji i
omogucuju analize na kona¢nim temperaturama i u anizotropnom rezimu.

Svi racuni napravljeni u ovom radu temelje se na sustavnoj analizi 2D i 3D Schodin-
gerovih jednadzbi. Pri tome su odredene Blochove energije i Blochove funkcije. De-
taljno su objasnjene i relevantne transformacije i njihove matri¢ne reprezentacije u
2D i u anizotropnom 3D Diracovom modelu. Odredene su i strujne vrsne funkcije u
dva modela.

U ovom su radu postavljeni temelji za kvantitativhu analizu optickih i transportnih

svojstava razlic¢itih Diracovih polumetala. Na prvoj razini poop¢enja, treba numericke
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racune provesti na kona¢nim temperaturama. To ¢e pokazati na koji se nacin energija
kT natjece s ostalim vaznim malim energetskim skalama u modelu, Er, Ep, M iDs.
Na drugoj razini poopcenja, treba odrediti strukturu mjera relaksacija I'; i I, te uzeti

u racun i ovisnosti energija il'; i A’y o temperaturi.
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Dodaci

Dodatak A Transformacija iz reprezentacije delokali-
ziranih atomskih orbitala u reprezentaciju

Blochovih funkcija

A.1 Unitarne transformacije

Neko kvantno stanje u Hilbertovom prostoru opisano vektorom |¥) mozemo zapisati
u razli¢itim reprezentacijama. U nekoj reprezentaciji {a;}, za ortonormirane vektore
baze |a;), vrijedi (a;|a;) = ¢; . Vektor stanja |V') u toj reprezentaciji prikazujemo na
nacin
T) =) lai) (@) =Y cilay). (A.1)
i i

Ovdje smo umetnuli jedini¢ni projektor
> aiy(a;| =1 (A.2)

s lijeve strane vektora |¥) te potom prepoznali da je ¢; = (a;|¥). Iz relacija (A.1)
slijedi da dualni vektor (¥|, koji je bra vektor pridruzen ket vektoru |V), moZemo
pisati na nacin

(O] = (Tlai)(a| = c{ai]. (A.3)

% %
Tu smo jedini¢ni projektor umetnuli s desne strane vektora (¥|. Normiranje valnih
funkcija ¥(r) = (r|¥) pridruZenih vektorima |¥) na jedinicu moZemo zapisati na
nacin

(VW) = Z cicilaglaz) = Zcic;fdi,j = Z cic; = 1. (A4)
ij ij i

Analiza Schrodingerove jednadzbe za vodljive elektrone u dvije vrpce u hBN-u poka-
zala je da mozemo Koristiti dvije reprezentacije: reprezentaciju delokaliziranih atom-
skih orbitala {l{ko} te reprezentaciju Blochovih funkcija { Lko}. Da bismo si olaksali
prijelaz iz jedne reprezentacije u drugu primijenit ¢emo gornje izraze na dva nacina.

Prvi put |V) = |Lko) i |a;) = |lko), te drugi put |V) = |lko) i |a;) = |Lko).
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U prvom slucaju dobivamo

|Lko) = |Iko)(lko|Lko) = Y Uw(L,1)|lko), (A.5)
l !

(Lko| = (Lkol|lko)(lko| = Y " Ui(L,1){lka], (A.6)
l l

gdje smo uveli matricu transformacije Uy ¢iji su elementi (Ux(L,1)) = ({Iko|Lka)).
Indeks vrpce L opisuje retke u toj matrici, a indeks orbitale [ stupce. U drugom

slu¢aju dobivamo

llko) =) " |Lko)(Lko|lko) =Y " Ui(l, L)|Lko), (A7)
L L

(Iko| =Y (Iko|Lko)(Lko| =Y Uy (l, L){Lka]. (A.8)
L L

Ovdje smo uveli drugu matricu transformacije Uy ¢iji su elementi Ux(l, L). Matricu

mozemo pisati na nacin
Uk = (Uk(l, L)) = ((Lko|lko)). (A.9)

Ovdje se indeksi [ i L odnose na retke i stupce.

Normiranje vektora baze u obje reprezentacije vodi do

(Lko|L'ko) = > Ug(L,)U(L',1) = 6p,1, (A.10)
l

(Iko|l'ko) = 3 UL, L)Ui(I', L) = 81, (A.11)
L

Te relacije predstavljaju standardne relacije ortonormiranosti i kompletnosti.

Iz zapisa dviju matrica transformacija vidimo da je
Un(L,1) = U1, L), (A.12)

Sto znaci da je prva matrica transformacije hermitski konjugirana drugoj. Koristeci

oznake (|lko)) i (|Lko)) za n x 1 matrice (u hNB slucaju je n = 2) mozemo relacije
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(A.7) i (A.5) pisati u matricnom obliku,
(ko)) = Uk (|Lko)), (|Lko)) = Uf(|iko)). (A.13)
Slicno, relacije (A.10) i (A.11) mozemo zapisati u matricnom obliku na nacin
U0 = O U = ULy = UpUF =1, (A.14)
gdje je I jedini¢na n x n matrica (2 x 2 u hBN slucaju).

A.2 Prikaz operatora u prosirenoj matricnoj reprezentaciji

Izraz (2.10) dobili smo na taj na¢in da smo hamiltonijanu H, prikazanom u apstrakt-

noj reprezentaciji umetnuli jedini¢ni projektor ", |lko)(lko| = I s lijeve i s desne

strane,
H=3 > (lko|Hy|I'K'o")|iko) (I, (A.15)
ko U'k’o’
i uzeli u obzir da je
(ko | Ho|l'K'0") = b5 1 Bicse Hy (k). (A.16)

Istu stvar moZemo udiniti i s jedini¢nim projektorom ) _,, |Lko)(Lko| = I. Bududi

da je hamiltonijan dijagonalan u Blochovoj reprezentaciji, vrijedi

(Lko|Ho|L'K'0") = 8400101, 10 Ep, (K), (A.17)
te
H =" E(k)|Lko){Lka]|. (A.18)
Lko

Za bilo koji drugi operator O moZemo uéiniti isto. Ako on ima svojstvo da je

(Ika|O|I'K'0") = 6,0 (k,K) (A.19)
dobivamo
0=> "> 0"(kK)|ko)({I'Ko]|. (A.20)
" kk’o
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Sli¢no, u Blochovoj reprezentaciji dobivamo

0=> "> 0" (kX)|Lko)(L'K0]. (A.21)
LL" kk/o
Prijelaz iz jedne reprezentacije operatora u drugu je jednostavan. Treba samo umet-

nuti jedini¢ne projektore s lijeve i s desne strane jednog ili drugog izraza. Na primjer,

0=> "> 0"(kK)> |Lko)({Lko|lko)('K's|L'K'c)(L'K 0|

" kk'o LL (A22)
=> Y > Un(t, L)0" (k,K)Ui(l, L)| Lko)(L'K o .

" kk'oc LL'

Ovo mozemo prevesti na oblik

0=> "> 0" (kX)|Lko)(L'Kq], (A.23)

LL'" kk'o

gdje je
O™ (k,K') =) Th(l, L)O" (k, KU (I, L)
w (A.24)
— (UE O(k, k’)U{;)LD .

Ovdje je U matrica transponirana matrici Uy. Koriste¢i relacije (A.11) lako se pokaze

da je inverzna transformacija oblika

0" (k,K) =) Us(l, L)O"" (k, K\ U (I', L')
LL/ (A.25)
- (U;;O(k, k’)UE,)

i
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Dodatak B Minimalna supstitucija u modelu ¢vrsto ve-

zanih elektrona

B.1 Peierlsova minimalna supstitucija za slobodne elektrone

Schrédingerova jednadzba slobodnih elektrona ima oblik
i) = Hlo) (B.D)
e’ ATl '
Hamiltonijan ukljucuje samo kineticki doprinos
H. = —p~, (B.2)

gdje je p kanonski operator impulsa elektrona.

Hamiltonijan za slobodne elektrone u prisustvu vanjskih elektromagnetskih polja
dobiva se zamjenom operatora impulsa p — p — SA na svim mjestima gdje se impuls
pojavljuje u hamiltonijanu (¢ < 0). Elektricna i magnetska komponenta polja dane

su uobicajenim izrazima,

10A(r,t)
E(r,t)=—————7 B.3
B(r,t) =V x A(r,t). (B.4)
Zanemarujuci spinske efekte, novi je hamiltonijan dan sa
n 1 /. e«\?2
=5 <p _ EA) . (B.5)

Vektorski potencijal A odreden je do na skalarno polje f(r). Zamjena A — A’ gdje
je

A A =A+Vfr) (B.6)

ne utjeCe niti na elektricnu niti na magnetsku komponentu polja. Ova bazdarna

transformacija takoder transformira vektor stanja elektrona [¢)) — [¢) gdje je

’wl> — efi(e/hc)f(r)‘w>. (B7)
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Novi vektor stanja zadovoljava jednadzbu
1 /7. e~NZ, ,
zh—|¢> — <p—EA> . (B.8)

Nova Schrédingerova jednadzba, izraZena pomoéu A’ i |¢'), ima istu formu kao i
jednadba izraZena pomoéu A i |¢)), te vodi na isti fizikalni rezultat. Tvrdnja je da i
za ¢vrsto vezane elektrone mozemo definirati minimalnu supstituciju koja ¢e opisivati
njihovo vezanje na vanjska elektromagnetska polja. To mozemo ostvariti zamjenom

u TBA hamiltonijanu bra i ket vektora s transformiranim bra i ket vektorima,
IR,0) = |[IR,0) = ¢(&/MARntr) Rutr) IR ) (B.9)

Transformirani bra i ket vektori imaju dodatnu fazu koja ovisi o vrijednosti vektor-
skog potencijala na poziciji promatranog atoma.

Ocekujemo da ¢e ova procedura primijenjena na stanja iz centra prve Brillouinove
zone u donjoj vrpci u hBN-u dati isti rezultat kao i u slucaju slobodnih elektrona.
Naime, kao $to vidimo na slici 2.3, u tom rezimu energije elektrona ovise o valnom

vektoru na isti nacin kao i kod slobodnih elektrona.

B.2 Cvrsto vezani elektroni u vanjskom elektromagnetskom polju

Promatramo goli hamiltonijan (A.16) prikazan u reprezentaciji lokaliziranih moleku-

larnih orbitala,

Ho =Y Y > #"(Ry)|IR, + Rso)(I'R,0]. (B.10)

i né o
Ovdje je t* (R;) = (IR, +Rso|V|I'R,0) matri¢ni element preskoka s orbitale oznatene
indeksom [/ u primitivnoj ¢eliji R,, + Rs na orbitalu /' u primitivnoj ¢eliji R,,. Trans-

formacija (2.5),
k) = kRa|IR,,), (B.11)
N Z

vodi do

ZZH” )|iko) (I'ka|, (B.12)

174
gdje je
HY' (k) =) "' (Ry)e™ ™. (B.13)

0
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Vezanje ovih elektrona na vanjska elektromagnetska polja moZemo opisati pomoc¢u

supstitucije (B.9). Goli hamiltonijan H, sada se transformira u

Hy =YY" #"(Rs)|IR,, + Rso) (I'R,,0
W né o (B14)
DY Y Ryl MIARIRYR, 4 Ry0) ('R0

w né o

Razvoj po malom A(R,,) ovog izraza daje
Hy=Hy+ H& + ..., (B.15)
gdje je

ex ’ 1e
Hit =33 ") 4t (Rs);-A(Ry) - R|IR, + Rso) ('R0 (B.16)
i né o

Koriste¢i transformacije (2.5) i ¢injenicu da je

9 R, _ .m kR
B B.1
R iR, e (B.17)
mozemo H{*' prevesti na oblik
Hi"' = N " 6H{ (k, q)|ik + q) ('], (B.18)
' kq
gdje je e
w (& HO
~—— ) 0 A (q). 1
0Hy (k.q) ~ —— ok, Aa(a) (B.19)
Ovdje je
A(q) =) “PA(R,) (B.20)

n

Fourierov transformat vektorskog potencijala.
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Dodatak C Transportne jednadzbe gibanja: racun ten-

zora vodljivosti

C.1 Neravnotezna funkcija raspodjele

U slucaju kada imamo samo jednu vrpcu u kojoj elektroni imaju disperziju £(k), a
cijeli se kristal nalazi u kontaktu s termalnim rezervoarom koji je na temperaturi 7',
vjerojatnost zaposjednuca stanja valnog vektora k dana je Fermi-Diracovom funkci-

jom raspodjele

1
~ eap{(e(k) — ) /KT)} +1

Jo(e(k)) = fo(k). (C.D

Ako su prisutna i vanjska elektromagnetska polja vjerojatnost zaposjednuca se
promijeni. Nova funkcija raspodjele f(k,r,t) razlikuje se od Fermi-Diracove funk-
cije raspodjele fy(k). Razliku piSemo kao neravnotezni dio te funkcije 0 f(k,r,t) =
f(k,r,t) — fo(k). Da bismo rijesili problem potrebno je rijeSiti jednadzbu koju zado-
voljava § f (k, r, t). Tu jednadzbu nazivamo transportna jednadzba. Njezinu strukturu
mozemo odrediti koriste¢i semiklasi¢ni pristup ili kvantni pristup. U prvom slucaju
jednadzbu nazivamo Boltzmannova transportna jednadzba, a u drugom kvantna
transportna jednadzba. Te se jednadzbe mogu rijeSiti u specijalnim slucajevima.
Najvaznije pojednostavljenje jest da se ograni¢imo na monokromatska vanjska elek-
tricna polja

E(r,t) = E(q,w)e’ @™ ™" + cc., (C.2)

gdje je w frekvencija polja, a q je valni vektor. Neravnotezni dio funkcije raspodjele

ima u tom slucaju oblik

5f(k,r,t) = 0f(k, q,w)e " ™ 4+ c.c. (C.3)

U rezimu linearnog odziva vrijedi 6 f (k, q,w) x E(q,w).

C.2 Boltzmannova transportna jednadzba

U semiklasi¢noj Boltzmannovoj transportnoj jednadzbi svaki je elektron opisan s

kvaziimpulsom k i s polozajem r. Vremenska promjena funkcije raspodjele ovisi o
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rasprsenjima elektrona na necistocama, na fononima i na drugim elektronima. Te
procese mozemo predstaviti integralom kolizije 7(f(k,r,t)), a promjenu u jedinici

vremena mozemo zapisati na nacin

df(k,r,t)

7 =I(f(k,r,t)). (C.4)

RaspiSemo li derivaciju df(k, r,¢)/d¢ u tom izrazu, dobivamo

of (k,r,t)  Of(krt) . Of(krt) -
T o Tt g k=10 r) (C.5)

U ovom izrazu brzinu elektrona r zamjenjujemo s njegovom grupnom brzinom, a
promjenu k opisujemo pomocu Lorentzove sile. Naime, jednadzba gibanja elektrona

u vanjskom elektromagnetskom polju ima oblik

p=hk=¢e (E(r, t)+ %V X H(r)) : (C.6)
Direktnim uvrStavanjem dobivamo
of(k,r,t) | 9f(k.r,1) 1 Ofk,r,t)
% T o v+e|E(r,t)+ Cv(k) x H(r) o I(f(k,r,t)).

(C.7)
U ovoj jednadZzbi ravnotezni dio funkcije raspodjele, fy(k), ne ovisi o r i ¢, Sto
omogucava znacajna pojednostavljenja. Takoder vidimo da je (0f,/0p) = v(0fy/0¢),

sto vodi do zakljucka da je

e afg .
E(VXH)~%OC(VXH)~V—O. (C.8)

Na koncu ova jednadzba poprima oblik

ot + or de ¢ op (7). (€9

Ovisnosti o r, k i ¢ su implicitne. Integral kolizije /(f) nekakva je sloZena funkcija od
ukupne funkcije f(k,r,¢) tako da je ova jednadzba u generalnom slucaju integralno-
diferencijalna jednadzba. Osnovno pojednostavljenje pri rjeSavanju jednadzbe to je
da relaksacijske procese i integral kolizije opiSemo na fenomenoloski nacin, koristeci

aproksimaciju relaksacijskog vremena. Relaksacijsko vrijeme sustava 7 definiramo na
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nacin
of(k,r,t)

T

I(f(k,r,t)) = — (C.10)

Ako stavimo da je E(r,t) = H(r) = 0, vidimo da jednadzbe (C.4) i (C.10) opisuju
brzinu povratka sustava u ravnotezno stanje. U ovoj aproksimaciji Boltzmannova

transportna jednadzba poprima oblik

asf 98f df e aof _ of(kr,t)
B e VTR v TV WG = T (e

gdje su ovisnosti o k, r it oblika ¢ f(k,r, ), v(k), fo(k) te 7(k).

C.3 Ohmov zakon

Inducirane gustoce razlicitih opservabli u semiklasi¢noj transportnoj teoriji racunamo
na isti nac¢in, pomoc¢u funkcije raspodjele f(k,r,t). Na primjer, gusto¢a naboja pro-
sjecna je vrijednost naboja elektrona e, gustoca struje naboja prosjecna je vrijednost

struje elektrona ev(k),

(r,4) = %Zef(k,r,t), (C.12)
ko
r,t VZ@V f(k,r,t). (C.13)

Odavde slijedi da su inducirane gustoce definirane na nacin

P (e t) = %%}5 f(k,r, 1), (C.14)
Jind(r ¢t VZev )6 f(k,r,t). (C.15)

U translacijski invarijantnim sustavima definicijska relacija za tenzor vodljivost

reducira se na

Jécnd(q> w) = Ja<q7 w) = Z OO‘/B((L W)Eﬁ(qv CU). (C16)
B

Za monokromatska polja transportnu jednadzbu lako rijeSimo jer direktno uvrsStavanje
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daje

ilw—q-v(k)+i/T)if(k,r,t) =ev(k )%J;()(( )) E(q,w). (C.17)
Uvr$tavanje ovog izraza za ¢ f(k,q,w) u J"?(q,w) na kraju daje J,(q,w) ~ J(w),
gdje je
-~ i62 1 2 afo(k)
Jalw) ~ — TV %:va(k) (— 92 ) Eo(q,w). (C.18)

Ovo predstavlja Ohmov zakon u slucaju jedne vodljive vrpce. Vidimo da je u odsustvu

statickog magnetskog polja tenzor o,5(q,w) dijagonalan, te da je

;52

ie dfo(k
0ap (@ w) ¥ Ga,300a(w) = —— /T% > (k) (— ai 0((k))) . (C.19)
ko

C.4 Kvantne transportne jednadzbe

Aproksimacija slucajnih faza predstavlja najjednostavniji racun odziva sustava na
longitudinalna makroskopska elektri¢cna polja E(r,t) = —V®™(r,¢). Racun daje

udzbenicki rezultat [10]

znd fo(k+q> tot
b vZ hw—irs —g(k+q)+m<I> (a,). (C.20)

Usporedba ovoga izraza s relacijom (C.14) daje da kvantna inacica funkcije ¢ f (k, q, w)

zadovoljava jednadzbu

(o + e(k) — e(k + q) + in)5f(k, qw) = —é—i(fo(k) ~ folk + @) Ea(quw). (C.21)

Ovdje smo uzeli u obzir da je E,(q,w) = ig,®""(q,w). Veli¢ina ie/q, predstavlja
dipolnu vr$nu funkciju slobodnih elektrona koju mozemo oznaditi sa P, (k,k + q). U

toj notaciji na koncu dobivamo (vr$imo zamjenu n — h/7)

(hw +e(k) —e(k +q) +in/7)5f(k, q,w) = = (fo(k) — fo(k+ q))P(k + q,k) - E(q,w).

(C.22)
Ovaj oblik jednadzbi vazan je jer ga mozemo lako proSiriti na modele s viSe vrpci.
Potrebno je samo uvesti indeks vrpce (oznacavat ¢emo ih sa L i L) i naciniti zamjene

k—-kLik+q—k+ql.
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C.5 Modeli s vise vrpci

U modelima s vise vrpci relacije (C.14) i (C.15) generaliziraju se na nacin

o ]. / /
Pl aw) =)D d Ik k+a)df i (kg w), (C.23)
LL' ko
. 1 , ,
ind == ULk k+q)dfX ' (k C.2
Ji (@, w) V%;%;41<, + )ik q,w), (C:24)

gdje sada neravnotezna funkcija raspodjele zadovoljava jednadzbu

(hwtep (k) —ep (kta)+ih/T)8 frrr(k, q,w) = —(fo(k)— fr (k+q)) PY* (k+q, k)-E(q, w).
(C.25)
U ovom su izrazu PY'*(k 4 q, k) dipolne vr$ne funkcije ¢iju strukturu trebamo odre-
diti.
Ako sa p™(r,t), J®(r,t) i P (r,t) ozna¢imo ukupne mikroskopske gustoce na-
boja, struja i dipolnih momenata porijeklom od slobodnih i od vezanih elektrona,

tada mozemo pisati

P, t) = p°(r,t) = V- PP(r,t) = =V - P*(r, 1),
(C.26)

gpt"t(r, t)=0.

. Jtot
Vv-J (r’t)+8t

Druga od te dvije relacije jest jednadzba kontinuiteta pomocu koje mozemo povezati
vréne funkcije ¢ (k,k + q) i J:¥'(k,k + q). Iz prve relacije pak dobivamo vezu
izmedu ¢ (k,k + q) i P (k, k + q). Rezultat je

ihJE (k, Kk + q)

P (k, k + . (C.27)
tolta) == T ak
Rezultat svega jest izraz za dinamicku vodljivost
ih|JEY (k, k + k) — fr(k+
Taa(q, w Z Z | Q)| fr(k) — fr( q) (C.28)

LL/ EL'L k+q,k) hw+€LLl(k,k+Q)+thLL/’

koji predstavlja proSirenje Ohmovog zakona na sustave s vise vrpci. Dodatna rasprava

ovog izraza nalazi se u glavnom tekstu u potpoglavlju 3.4.
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Dodatak D Blochove funkcije u anizotropnom 3D Di-

racovom modelu

U potpoglavlju 5.2 uvjerili smo se da su rjesenje Schrodingerove jednadzbe anizo-
tropnog 3D Diracovog modela Cetiri vrpce Cije su disperzije opisane Blochovim ener-

gijama (4.10). U slucaju M = 0 te se energije dodatno pojednostavne,

EL(k) = EL = SLK = SLh U%I/{Zg + U%yk’g + U%Zkﬁg, (Dl)

gdje je s1 = s9 = —s3 = —sy = 1. Ovdje ¢emo odrediti i Blochove funkcije u
oba slutaja M = 0i M # 0. Vidjet ¢emo da je u oba slucaja korisno podijeliti
transformaciju valnih funkcija iz {/k} reprezentacije u {Lk} reprezentaciju u dva

koraka, preko pomo¢ne {mk} reprezentacije.

D.1 Sluéaj M =0

Elementi M =0 hamiltonijana u reprezentaciji delokaliziranih molekularnih orbitala

su

(4 (0)) = K?U KC')U , (D.2)

a elementi matrice transformacije Uy (L, 1) rje$enja su Schrédingerove jednadzbe (4.8),

> UL, 1)[HY (k) — Ed0] = 0. (D.3)
Z/
Ti elementi moraju zadovoljavati relacije ortonormiranosti
> UL )WL 1) = 6110 (D.4)
I
Dvije od cetiri jednadzbe (D.3) linearno su nezavisne, pa nakon zamjene F sa Ej,

dobivamo

EU(L,C) = K.Ux(L, A) + K_Ux(L, B), (D.5)
E U (L, D) = K Uy (L, A) — K.U(L, B). (D.6)
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Zbrajanjem i oduzimanjem ovih izraza dobivamo
Er (Uk(L, C) + Ui(L, D)) — (K, £ K,)U(L, A) + (K_ F K.)Ui(L,B). (D.7)

Dakle, za dovoljno jednostavan izbor koeficijenata Uy (L, A) i Uy (L, B) mozemo lako

odrediti i preostala dva za svaki L. Najjednostavniji izbor je sljededi,
- 1
(L, A) =5, L=1234, (D.8)

te

Ux(1,B) = Uy(3, B) = —Ux(2, B) = —U (4, B) = % (D.9)

Lako vidimo da su elementi matrice U{ = (Ui (L, 1)) sljedeéi,

. 1 | = -+ v u
Uli:T O (D.10)
o v v A T
Ovdje su uvedene pokrate
K, + K K,— K .
we= 2t Ay R By Ky =K, +iK,. (D.11)

V2K

11 1 L
i Vi V2B
T T e T
U =— | v2 v2 V2 V2 | (D.12)
V2 | we e —we —uk
A UV D T

D.2 Pomoc¢éna reprezentacija {mk}
Ako uvedemo pomoc¢nu reprezentaciju {mk}, m = a,b, ¢, d, i matrice transformacije

(0)" = (Gclm. 1), O = (Uit m), sdle je

|Ik) = ZUk (1, m)Imk), |mk) =) " Ui(m,1)|Ik), (D.13)
l
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matrica Uy, faktorizira se na nadin
3 ot “rm L Ly Im f
O = Umgme, Uf = (Uk ) (Uk ) . (D.14)

Pomoénu reprezentaciju biramo na na¢in da matrica U/ ima najjednostavniji oblik.
Zelimo je povezati s rotacijom za 7/4 u prostoru razapetom vektorima |Ak) i |Bk).

Dakle, prva dva vektora, |ak) i |bk), biramo na nacin

| Ak) = 7(|ak> +|bk)) = (|1k> +]2K) + |3K) + |4k)), (D.15a)
1 1
1BK) = 5 (lak) = 1)) = (1) —[2K) +[3K) — [4K)). (D.15b)

Taj izbor neposredno vodi do relacija

lak) = (y1k> + [3K)), (D.16)

%I

Ibk) = 7(|2k> +]4K)). (D.17)

Ako na isti na¢in raspiSemo |Ck) i | Dk) preko |Lk) i preko |mk) vektora vidimo da je

CK) = %(ukﬂk) - 0k|2K) — we|3K) — 0y [AK)) = ulck) + vldk),  (D.18a)
|Dk) = %(—Ulﬂlk} + uy|2k) + vi|3k) — uy|dk)) = —vg|ck) + ug|dk).  (D.18b)
To daje
k) = 7(|1k) 13K)), (D.19)
|dk) = 7(|2k> |4k)). (D.20)
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Dakle, dvije matrice transformacije koje povezuju pomo¢nu {mk} reprezentaciju sa

{lk}1i{Lk} za M = 0 oblika su

1 1
00 10 1 0
1 1
gm - |vi v ! B R (D.21)
0 0 we V2110 -1 0
0 0 —vg uyg 01 0 -1

U racunima strujnih vr$nih funkcija ove matrice pisat ¢emo u skracenom obliku

. Uspe O . 1 (I I
oim = | ;U= — , (D.22)
0 Up, V2 \1 -1
gdje je
L L Uk Vk 10
f Vﬁl = Uy, = Ue., =1. (D.23)

D.3 Sluéaj M #0

Pomo¢na nam reprezentacija omogucava jednostavno odredivanje Blochovih funkcija
u sluc¢aju M # 0. Naime, prvi korak prilikom dijagonalizacije ostaje isti te matrica
Ull(m ima isti oblik kao i za M = 0. Ako pogledamo djelovanje pomoc¢ne transformacije

na Hamiltonijan (4.4) dobivamo
mm/ rim\ T 7 rim)\ *
1 (1) = (O) i) () (D-24)
Direktno uvrStavanje daje

(Hmm’ (k)> Ul O MI K-o\ (Ui, 0 MI KI
0 UlL) \K-o —MI) \ 0 U KI —MI

Zakljucak je da dijagonalni elementi ostaju isti u {mk} reprezentaciji.
Drugi korak u reprezentaciju Blochovim funkcijama { Lk} najlakse je naciniti pri-

mijetimo li slicnost hamiltonijana (D.25) s hBN-om u potpoglavlju 2.3. U hBN-u smo
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hamiltonijan

, A ophlk|
u _
(£ 00)) = (thk . ) (D.26)

dijagonalizirali transformacijom ¢iji je oblik

A CcoS @ sin @
(Uk)hBN = . (D.27)
sin @ — COos 0(k)
2 2

Ako primijetimo M loyo ~ A, Klsyo ~ vphlk| i definiramo pomo¢nu fazu ¢(k) =

K
tan~! " 6(k), dobivamo

. Ul Wl
ok = [ T (D.28)
Vil Uil
gdje su uvedene pokrate
k k
Uyx = cos %, Vk = sin % (D.29)

Veza transformacija U = (U™ (1,m)) i U = (Uf*(m, L)) s ukupnom matri-

com transformacije Uy = (U (1, L)) je
U(l, L) =Y Ul,m)Us(m, L), Ux(L,1) = > Ui(L,m)Uk(m,1),  (D.30)
ili mozZemo pisati krace

N N N N T /A T
O = Umget . Uf = (UITL) (U{(’”) . (D.31)
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