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Uvod

Povrsina je veli¢ina dijela ravne plohe koju zauzima neki lik. Ucenici pojam povrsine
otkrivaju u cetvrtom razredu osnovne skole. Tijekom Skolovanja ucenici otkrivaju
brojne formule za rac¢unanje povrsine likova u ravnini, od najjednostavnijih poput
formule za povrsinu pravokutnika i kvadrata do formula u kojima se koristi trigono-
metrija.

Cilj rada je dati vertikalni pregled otkrivanja formula za racunanje povrsine likova
u osnovnoj i srednjoj skoli te osmisliti aktivnosti pomocu kojih ¢e ucenici otkriti
navedene formule.

U prvom poglavlju predstavljen je koncept mjerenja u nastavi matematike. U dru-
gom poglavlju nalazi se vertikalni pregled otkrivanja formula za racunanje povrsina
likova. Trece poglavlje posveéeno je aktivnostima otkrivanja formula za povrsinu li-
kova koje se uce tijekom osnovne i srednje skole, a u svima ucenici sami otkrivaju
formulu uz pomo¢ nastavnog listi¢a, programa dinami¢ne geometrije ili uputa nas-
tavnika. Nakon aktivnosti otkrivanja, u ¢etvrtom poglavlju navedeni su dokazi tri
formule: formule za povrsinu pravokutnika (P = ab), Heronovu formulu te formule za
povrinu Cetverokuta (P = Sefsiny). U zadnjem poglavlju analizirani su zadaci iz
nastavne jedinice Povrsina pravokutnika i kvadrata koji se pojavljuju u udzbenicima
odobrenima od strane Ministarstva znanosti i obrazovanja, ali i zadaci koji se pojav-
ljuju na ispitima drzavne mature iz matematike te na PISA i TIMMS istrazivanjima.
Na samom kraju usporedeni su zadaci iz svih navedenih izvora.



Poglavlje 1

Koncept mjerenja u nastavi
matematike

Covijek se u svakodnevnom zivotu stalno susreée s konceptom mjerenja, od mjerenja
koli¢ine voca i povréa u trgovini, mjerenja sastojaka za pripremu obroka, mjerenja
povrsine stana do planiranja susreta i racunanja koliko ranije treba krenuti da stigne
na vrijeme. Odraslom ¢ovjeku to se ¢ini prirodno, ali ucenici tijekom skolovanja cesto
imaju velikih problema s razumijevanjem tog koncepta. Najvece im probleme stvaraju
mjerne jedinice koje si ne mogu predociti te imaju problema s usporedivanjem i
pretvaranjem istih. Kako bi se to izbjeglo, potrebno je od samih pocetaka Skolovanja
ucenicima pomoci da razviju konceptualno razumijevanje procesa mjerenja.

Prema [19] mjerenje podrazumijeva usporedbu svojstava nekog predmeta (tezine,
duljine, povrsine, volumena, ...) s jedinicom za mjeru tog svojstva. Takoder navode
tri koraka pomocu kojih se uvodi koncept mjerenja u nastavu.

1. korak: Direktna usporedba dvaju predmeta

Cilj je da ucenici uoce sto treba mjeriti. Ako ucenici usporeduju volumen dviju
kutija, onda moraju pronaci indirektan nacin kako bi usporedili volumene. Na
primjer, mogu popuniti jednu kutiju zrnima graha i zatim ih presipavati u drugu
kutiju te vidjeti jesu li ju popunili do vrha, je li ostalo zrna viska ili je pak kutija
ostala dijelom prazna.

2. korak: Upotreba fizickog modela mjernih jedinica

Cilj je da ucenici razumiju kako je pokrivanje ili ispunjavanje objekta nekim
mjernim jedinicama zapravo usporedba tog objekta i mjerne jedinice, a rezultira
brojem koji se naziva mjera. Kao primjer se moze uzeti klupa u razredu i blok
samoljepivih papiri¢. Ucenici trebaju usporediti povrsinu stola s povrSinom
papiri¢a na nacin da se papiri¢i poslazu jedan do drugog kako bi prekrili cijelu
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klupu. Prebrojavanjem papiri¢a dovode u vezu povrsinu klupe i mjernu jedinicu,
Sto je u ovom slucaju samoljepivi papiri¢, odnosno njegova povrsina.

3. korak: Upotreba mjernih instrumenata

Krajnji cilj je povezivanje mjerenja pomocu standardnih mjernih instrumenata
i mjerenja iz proslog koraka. Vazno je diskutirati koja je sli¢cnost izmedu ta dva
nacina mjerenja.

Nakon sto su savladali pojam mjerenja i mjerili konkretne objekte, ucenici otkri-
vaju mjerne jedinice. Prvo se uvode nestandardne mjerne jedinice kao Sto su korak,
lakat, pedalj i palac, a potom standardne. Prvi korak je provjeriti imaju li ucenici
razvijen osjec¢aj za mjeru, na primjer, mogu li otprilike procijeniti litru vode ili jedan
metar. Nakon toga ucenici trebaju razviti sposobnost odabira prikladne mjerne jedi-
nice i razinu preciznosti koja im je potrebna za neko mjerenje. U skoli ucenici procje-
njuju i mjere duljinu (milimetar, centimetar, decimetar, metar, kilometar), povrsinu
(centimetar kvadratni, decimetar kvadratni, metar kvadratni), volumen (centimetar
kubni, decimetar kubni, metar kubni), volumen tekuéine (decilitar, litra), kut (kutna
sekunda, kutna minuta, kutni stupanj), vrijeme (sekunda, minuta, sat, dan, tjedan,
mjesec, godina) i masu tijela (gram, dekagram, kilogram, tona). Ucenicima treba
vremena i prakse kako bi im to postalo lako i prirodno. Posljednji korak ukljucuje
otkrivanje veze izmedu mjernih jedinica.

Kako bi ucenici naucili upjesno mjeriti, prije samog mjerenja potrebno je proci-
jeniti mjeru objekta kojeg mjeri. Na taj nacin, ucenici se fokusiraju na sam proces
i razmisljaju o onome Sto mjere, Sto im olaksava i samu percepciju mjernih jedinica.
Autori iz [19] navode kako procjena prije samog mjerenja potice intrinziénu motiva-
ciju jer ucenike zanima koliko su bili precizni. Takoder navode i koristenje referentnih
vrijednosti koje omogucuju bolju procjenu.

U ovom radu fokusirat ¢emo se samo na jednu mjeru, a to je povrSina. Povrsina
je veli¢ina dijela ravne plohe koju zauzima neki lik. Ucenici se s pojmom povrsine
upoznaju u ¢etvrtom razredu osnovne skole kada wusporeduju povrsine likova te ih
myjere jediniénim kvadratima [21]. Kako bismo im olaksali u¢enje potrebno je osmis-
liti aktivnosti pomocu kojih ¢e razviti sposobnost procjene rezultata te usporedbe
povrsina likova. U nastavku je primjer aktivnosti koja se moze provesti na satu u
cetvrtom razredu osnovne skole.

Aktivnost 1: Imaju li likovi jednaku povrsinu?

Cilj: Procijeniti imaju li likovi jednake povrsine te preoblikovati jedan od likova tako
da se poklopi s drugim likom.
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Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad, grupni rad), frontalna nas-
tava

Nastavne metode: metoda dijaloga

Potrebni materijal: nastavni listi¢, set likova u boji koji se nalaze i na nastavnom
listi¢u, ravnalo, Skare, ljepilo, olovka

Tijek aktivnosti: Svaki u¢enik dobiva nastavni listi¢ na kojem se nalazi tablica 1.1.
Ucenik treba popuniti drugi stupac tablice tako da procijeni imaju li likovi jednake
povrsine (ako imaju onda obrazloziti zasto to misle, a ako nemaju onda napisati koji
lik ima veéu povrsinu). Nakon §to su svi ucenici popunili tablicu, formiramo grupe
po Cetvero ucenika te im dajemo izrezane likove jednake velicine kao i na listi¢u
(svaki ucenik dobiva sve likove). Zajedno komentiraju svoje procjene te za likove za
koje tvrde da imaju jednake povrsine pokusavaju jedan lik izrezati tako da oblikom
i velicinom bude jednak drugome. Ako su dobili drugi lik, onda u treéi stupac li-
jepe lik u obliku drugog lika kao dokaz svoje tvrdnje. Ako svi u grupi smatraju da
likovi nemaju jednake povrsine, onda u treci stupac upisu svoj zakljucak. Kada sve
grupe zavrse s ispunjavanjem tablice, nastavnik kroz diskusiju s ucenicima prezentira
rjesenje. Grupe koje nisu tocno rijesile zadatak, rezu likove i lijepe ih u svoju tablicu.
Ukoliko je potrebno, nastavnik pokaze dodatno na koji nacin je potrebno izrezati
odredeni lik.

Tablica 1.1: Nastavni listié¢

Moja
procjena: Tocan odgovor:
Likovi Imaju li likovi Imaju li likovi
jednake jednake povrsine?

povrsine?
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Moja
procjena: Tocan odgovor:
Likovi Imaju li likovi Imaju 1i likovi
jednake jednake povrsine?

povrsine?
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Moja
procjena: Tocan odgovor:
Likovi Imaju li likovi Imaju 1i likovi
jednake jednake povrsine?
povrsine?

b

Primjer rjesenja za jedan par likova: Za svaki par likova koji imaju jednake
povrsine postoje dva moguca rjeSenja. Slika 1.1 pokazuje oba rjeSenja za peti par
likova iz tablice 1.1.

1. nacin 2. nacin

Slika 1.1: Dvije verzije rjesenja

Ovom aktivnoséu nastavnik dobiva uvid u moguénosti procijene i usporedivanja
povrsinu dvaju likova kod ucenika, dok se grupnim radom ucenike potic¢e na razmjenu
ideja, argumentiranje i donoSenje zakljucaka.



Poglavlje 2

Kurikulum za nastavni predmet
Matematike za osnovne skole i
gimnazije u Republici Hrvatsko]

Skolski kurikulum je moguce definirati kao plan za akciju ili pisani dokument koji
ukljucuje strategije za postizange Zeljenih, unaprijed formuliranih ciljeva [2, str. 51].
U kurikulumu je naglasak na ishodima ucenja, planiranje je usmjereno na ucenika,
a vrednuje se i proces, ne samo produkt ucenja. Odluka o donosenju kurikuluma
za nastavni predmet Matematike za osnovne skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj
[21] na snagu je stupila 22. sijecnja 2019. godine. Prema navedenom dokumentu
planira se ucenje i poucavanje matematike u svim osnovnim skolama i gimnazijama
Republike Hrvatske.

Kurikulum je strukturiran tako da se kombiniranjem matematickih procesa os-
tvaruju planirani ciljevi po domenama, koje povezuju srodne koncepte. Matematicki
procesi su prema [21] podijeljeni u pet skupina, a to su:

e prikazivanje 1 komunikacija,

® povezivanje,

logicko misljenge, argumentirange i zakljucivanje,
e rjesavanje problema i matematicko modelirange,
e primjena tehnologije.

Domene kurikuluma [21] su:

A brojevi,
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B algebra i funkcije,

C oblik i prostor,

D myjerenge,

E podaci, statistika i vjerojatnost.

Zastupljenost pojedinih domena u svakom razredu ovisi o razvojnim moguénostima,
ucenika. Koncept povrsine koji obradujemo u ovom radu pripada domeni D, odnosno
mjerenju.

2.1 Vertikalni pregled otkrivanja formula za
racunanje povrsina likova

U tablici 2.1 nalazi se vertikalni pregled otkrivanja formula za racunanje povrsina,
ispisani su svi odgojno-obrazovni ishodi iz [21] u kojima se spominje povrsina likova,
te njihova razrada. Razrada ishoda za prvi i drugi razred srednje skole primjerena je
gimnazijama sa 105 sati nastave matematike godisnje, dok se integrali rade samo u
cetvrtim razredima gimnazije sa 192 i 224 sata matematike godisnje. Svaki odgojno-
obrazovni ishod ima svoju oznaku, npr. MAT OS D.4.2.. Oznaka OS oznacava da
se ishod ostvaruje u osnovnoj skoli, dok SS oznacava da se ishod ostvaruje u srednjoj
skoli. Nadalje, slovo oznacava kojoj domeni ishod pripada, prvi broj oznacava razred,
dok drugi broj oznacava koji je to ishod po redu u navedenoj domeni i razredu.

Tablica 2.1: Odgojno-obrazovni ishodi

Razred Odgojno-obrazovni Razrada ishoda
ishod
4. razred | MAT OS D.J.2. U ravnini usporeduje likove razlicitih
osnovne Usporeduje povrsine li- | povrsina prema velicini dijela ravnine
skole kova te 1th mjeri je- | koju zauzimaju te tako upoznaje pojam
dinicnim kvadratima pouvrsine.

Mjeri povrsinu likova ucrtanih v kva-
dratnoj mrezi prebrojavanjem kvadrata.
Ucrtava u kvadratnu mrezu likove za-
dane povrsine.
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Razred

Odgojno-obrazovni
ishod

Razrada ishoda

Mjeri povrsine pravokutnih likova pre-
krivanjem povrsine jedinic¢nim kvadra-
tom.

Poznaje standardne mjere za povrsinu
(centimetar kvadratni, decimetar kva-
dratni, metar kvadratni).

Mjeri pravokutne povrsine u neposred-
noj okolini.

Prosireni sadrzaji:

Preracunava mjerne jedinice.
Korelacija s Hrvatskim jezikom.

5. razred
osnovne
skole

MAT OS D.5.4.

Racuna i primjenjuje op-
seq 1 povrsinu geometrij-
skih likova.

Opisuje 1 racuna opseg geometrijskoga
lika ilt geometrijskih oblika sastavijenih
od osnovnih geometrijskih likova (kva-
drata, pravokutnika, trokuta).

Opisuje 1 racuna povrsinu kvadrata 1
pravokutnika.

Otkriva 1 obrazlaze formule za opseq 1
POVTSINA.

Povezuje umnoZak dvaju jednakih bro-
jeva s poymom kvadrata broja i mjer-
nom jedinicom za povrsinu.

Poznaje mjerne jedinice za povrsinu
(kilometar kvadratni, metar kvadratni,
decimetar kvadratni, centimetar kva-
dratni, milimetar kvadratni).

6. razred
osnovne
skole

MAT OS D.6.2.
Racuna @ primjenjuje op-
seqg i povrsinu trokuta
1 Cetverokuta te mjeru
kuta.

Opisuje i racuna opseq i povrsiniy
geometrijskoga lika ili  geometrijskih
oblika sastavljenth od osnovnih ge-
ometrigskih likova (trokuta i paralelo-
grama).

Istrazuje © primjenjuje zbroj mjera ku-
tova u trokutu i cetverokutu.
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Razred Odgojno-obrazovni Razrada ishoda
ishod
7. ragred | MAT OS D.7.5. Opisuje 1 racuna opseq i povrsinu ne-
osnovne Odabire  strategije  za | pravilnih @ pravilnih mnogokuta.
skole racunanje opsega 1 | Otkriva, obrazlaZe i primjenjuje for-
povrsine mnogokuta. mulu za povrsinu pravilnoga
mnogokuta koristeci se povrsinom ka-
rakteristicnoga trokuta.
Argumentira  odabir  strategije  za
racunanje opsega i povrsine mnogokuta
u problemskoj situaciji.
Korelacija s Fizikom © Kemijom.
7. ragred | MAT OS D.7.4. Istrazuje i racuna opseg i POVrSin
osnovne Racuna i primjenjuje op- | kruga i njegovih dijelova.
skole seg 1 povrsinu kruga 1| Objasnjava ulogu i svojstva broja .
njegovih dijelova. Modelira povrsinama @ opsezima ge-
ometrijskih oblika (krug i dijelovi,
kruznica 1 digelovi, kruzni wvijenac,
mnogokuti) rieSavangje problemske situ-
acije.
Korelacija s Geografijom, Fizikom, Ke-
mijom © Biologijom.
1. raz- | MAT SS C.1.1. Definira i konstruira simetralu duZine,
red srednje | Konstruira 1 analizira | simetralu kuta, visinu i teZisnicu te ka-
skole poloZay  karakteristicnih | rakteristicne tocke trokuta. Uocava da
tocaka trokuta. teziste digeli tezisnicu uw omgeru 2 : 1.
Analizira  polozaj  karakteristicnih
tocaka ovisno o vrsti trokuta.
Prosireni sadrzay:
Otkriva formule za povrsinu trokuta s
polumgjerom upisane i opisane kruznice.
1. raz- | MAT SS C.1.2. Izrice 1 ilustrira poucke o sukladnosti
red srednje | MAT SS D.1.2. 1 slicnosti trokuta te Talesov poucak
skole Primjenjuje Talesov | o proporcionalnosti duZina, primjenjuje
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kruznici 1 krugu.

Razred Odgojno-obrazovni Razrada ishoda
ishod
nosti duzina 1 slicnost | Odreduje, obrazlaZe i primjenjuje od-
trokuta. nose povrsina, opsega i drugih velicina
u slicnim trokutima.
Primjenjuje  Heronovu formulu pri
racunanju povrsine trokuta.
Rjesavajuci primgere zadataka upoznaje
povijest matematike.
Prosireni sadrzay:
Rjesava  probleme rabeéi  Euklidov
poucak o pravokutnome trokutu.
Crtice iz povijesti — Tales, Fuler, He-
ron, Pitagora.
2. raz- | MAT S§S C.2.35. Primjenjuje poucak o obodnome 1
red srednje | MAT SS D.2.1. sredisnjemu sredisnjem kutu pri dokazu
skole Primjenjuje  znanja o | Talesova poucka.

Konstruira tangentu na kruznicu.

S pomoéu proporcionalnosti izvodi for-
mule za duljinu  kruznoga luka i@
povrsinu kruznoga isjecka.

Povezuje duljinu kruznoga luka s radi-
janskom mjerom kuta.

Prosireni sadrzay:

Racuna povrsinu kruznoga odsjecka.

2. raz-
red srednje
skole

MAT S§ C.2.4.

MAT SS D.2.2.
Primjenjuje poucak o si-
nustma 1 poucak o kosi-
NUSU.

Povezuje trigonometrijske omgere u
pravokutnome trokutu s koordinatama
tocke na kruznici.

Racuna povrsinu trokuta.

Primjenjuje poucke u problemskim za-
datcima.

Prosireni sadrzay:

Primjenjuje poucke u stereometriji.
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Razred Odgojno-obrazovni Razrada ishoda
ishod
4. raz- | MAT SS B.4.11. Racuna  odredent  integral — rabeci
red srednje | Primjenjuje integral wu | Newton-Leibnizovu formulu.
skole problemskim zadatcima. | Odreduje povrsinu ispod grafa funkcije
1 obujam rotacijskoga tijela s pomocu
integrala.
Primjenjuje integrale u rjesavanju pro-
blema iz matematike i fizike.




Poglavlje 3

Aktivnosti otkrivanja formula za
povrsinu

3.1 Pravokutnik

Formulu za povrsinu pravokutnika ucenici otkrivaju u petom razredu osnovne skole.
To je prva formula za povrsinu lika koju ucenici otkrivaju i koriste.

Aktivnost 2: Povrsina pravokutnika

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu pravokutnika

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad), frontalna nastava
Nastavne metode: metoda dijaloga, metoda induktivnog zaklju¢ivanja, heuristicka
metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti nastavni listi¢ kojeg trebaju samostalno po-
puniti. Sve upute nalaze se na samom nastavnom listi¢u. Nakon Sto svi rijese sve
zadatke, nastavnik usmeno provjeri jesu li svi ucenici dosli do to¢ne formule te pro-
komentira mjerne jedinice koje se koriste za povrsinu.

13
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Nastavni listié:

1. Popuni tablicu promatrajuc¢i pravokutnike sa slike.

Pravokutnik Povrsina Duljina stranice a | Duljina stranice b
pravokutnika u cm u cm
(broj jedini¢nih

kvadrati¢a) u cm?

crveni
zeleni
narancasti
rozi
plavi

lem

2. Mozemo li povrsinu pravokutnika izracunati pomoc¢u duljina stranica pravokut-
nika? Ako da, kako?

3. Napisi formulu za povrsinu pravokutnika sa slike.

b

[}
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4. Izracunaj povrsinu pravokutnika kojemu su duljine stranica 13 dm i 41 dm.
Koju mjernu jedinicu koristimo za povrSinu zadanog pravokutnika?

RjesSenje nastavnog listic¢a:

1. Popunjena tablica:

Pravokutnik Povrsina Duljina stranice a | Duljina stranice b
pravokutnika u cm u cm
(broj jedini¢nih

kvadrati¢a) u cm?

crveni 2 2 1
zeleni 6 2 3
narancasti 4 4 1
rozi 12 3 4
plavi 6 1 6

2. Mozemo, tako da pomnozimo duljine stranica a i b.
3. P=a-b
4. P=13dm - 41 dm = 533 dm?

Mjerna jedinica je decimetar kvadratni (dm?).

Zakljucak: Povrsinu pravokutnika racunamo kao umnozak duljina njegovih susjed-
nih stranica. Ako su duljine stranica pravokutnika jednake a i b, onda je formula za
povrsinu pravokutnika jednaka

P=a-b (3.1)

Dokaz formule (3.1) nalazi se na stranici 52.

3.2 Kvadrat

Sljedeca aktivnost temelji se na induktivnom zakljucivanju kao i prethodna aktivnost
za povrsinu pravokutnika. Medutim to mozemo izbjeé¢i tako da iskoristimo iskoris-
timo ¢injenicu da je kvadrat ustvari pravokutnik kojemu su susjedne stranice jednake
duljine, $to ¢emo pokazati u Aktivnosti 4. O tome koja aktivnost je pogodnija za
ucenike odlucuje nastavnik, ovisno o tome koji nacin je prilagodeniji ucenicima u
razredu.
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Aktivnost 3: Povrsina kvadrata

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kvadrata

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, metoda induktivnog zaklju¢ivanja, heuristicka
metoda

Potrebni materijal: tablet, GeoGebra applet, biljeznica, olovka

Tijek aktivnosti: Ucenici dobivaju link na applet te pomocéu njega otkrivaju for-
mulu za povrsinu kvadrata. Nakon sto ucenici zapisu formulu, zajedno s nastavnikom
komentiraju zakljucak do kojeg su dosli.

a=7 Kako glasi formula za ratunanje povrsine kvadrata?

-
a="T
P =49

Slika 3.1: GeoGebra applet za kvadrat

Zakljucak: Povrsina kvadrata jednaka je kvadratu duljine njegove stranice. Ako je
duljina stranice kvadrata jednaka a, onda formula glasi:

P =ad’ (3.2)

Aktivnost 4: I kvadrat je pravokutnik!

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kvadrata
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
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Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: biljeznica, olovka

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e odgovarajuéi na pitanja nastavnika doc¢i do formule za
povrsinu kvadrata.

Pitanja nastavnika:

1. Koja je definicija pravokutnika? Koja definicija kvadrata?

2. Poznavajuéi formulu za povrsinu pravokutnika, kako glasi formula za povrsinu
kvadrata stranice duljine a.

Odgovori na pitanja nastavnika:

1. Pravokutnik je cetverokut koji ima cetiri prava kuta.
Kvadrat je pravokutnik kojemu su susjedne stranice jednake duljine.

2. Povrsina kvadrata jednaka je P = a - a, odnosno P = a?.
Zakljucak: Povrsina kvadrata jednaka je kvadratu duljine njegove stranice. Ako je
duljina stranice kvadrata jednaka a, onda formula glasi:

P=d (3.3)

3.3 Trokut

Tijekom skolovanja ucenici otkrivaju razne formule za racunanje povrsine trokuta,
od onih elementarnih preko visine trokute, do onih u kojima se primjenjuje i trigo-
nometrija trokuta. Sada ¢emo navesti aktivnosti za otkrivanje nekoliko formula za
racunanje povrsine trokuta.

Aktivnost 5: Preslozi u pravokutnik!

Cilj: ucenici Ce otkriti formulu za povrsinu trokuta kojem su zadane duljina stranice
i duljina pripadajucée visine

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad), frontalna nastava
Nastavne metode: metoda dijaloga, metoda generalizacije, heuristicka metoda
Potrebni materijal: nastavni listi¢, ravnalo, olovka, skare

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti nastavni listi¢ s dva sukladna trokuta te rade
prema uputama nastavnika.
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Nastavni listié:

Upute nastavnika:

1.
2.

7.

Izrezite oba trokuta. Jesu li oni sukladni? Uvjerite se u to tako da ih preklopite.

Jednom trokutu nacrtajte visinu na jednu stranicu (na primjer, jedan red na
stranicu a, drugi red na stranicu b, a tre¢i red na stranicu ¢). Oznagcite nacrtanu
visinu tako da njenu oznaku napisete s obje strane duzine.

. Trokut kojem ste nacrtali visinu, prerezite duz visine.

. Od dobivenih dijelova slozite pravokutnik.

Koje su duzine stranice pravokutnika? Kako bi glasila formula za povrsinu
dobivenog pravokutnika?

Svaki red ima drukéiju formulu, no zasad ¢emo to ostaviti po strani. Od koliko
pocetnih trokuta ste slozili pravokutnik? Jesu li svi imali jednake trokute? Je li
onda povrsina pravokutnika jednaka u svim grupama, iako su duljine stranica
razlicite? Koliko puta je povrsina trokuta manja od povrsine pravokutnika?
Uzimajuéi to u obzir, kako onda glasi formula za povrsinu trokuta? Sve tri
formule su ispravne i daju nam jednaku povrsinu trokuta.

Vrijedi li formula za bilo koji trokut? Kako biste nekoga uvjerili u to?

Odgovori na pitanja iz uputa nastavnika:

4.

Primjer pravokutnika:
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5. Stranice pravokutnika su a i v, (ili b i v, ili ¢ i v.), ovisno o tome na

19

koju

stranicu su ucenici crtali visinu. Povrsina pravokutnika bi tada bila jednaka

P=a-v, (i P=b-vili P=c-v,.

Pravokutnik se sastoji od dva pocetna trokuta. Svi su imali sukladne trokute

i povrsine svih pravokutnika su jednake. Povrsina trokuta je dva puta manja

avg

od povrsine pravokutnika. Povrsina trokuta je jednaka P = 7= (ili P =
P =<k,
2

b-up

2

ili

. Formula vrijedi za bilo koji trokut. Kako bismo to pokazali dovoljno je nacr-

tati proizvoljni trokut te ponoviti isti postupak ili izracunati povrsinu trokuta
pomoc¢u sve tri formule (tada je potrebno znati duljine stranica i visina na

pripadajucée stranice).

Zakljucak: Povrsina trokuta jednaka je polovici umnoska duljine stranice i duljine
visine na tu stranicu. Ako su duljine stranica trokuta a,b, ¢, a duljine pripadajucih

visina v, vy, v, onda vrijedi:

P:a-va7
2

PZb'U{;’
2

P:C-’UC.
2

Aktivnost 6: PovrSina jednakostrani¢nog trokuta

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu jednakostrani¢nog trokuta
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

(3.4)
(3.5)

(3.6)
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Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka

Tijek aktivnosti: Svaki ucenik dobiva nastavni listi¢ kojeg samostalno ispunjava.
Nakon sto svi ispune nastavni listi¢, nastavnik kroz diskusiju provjerava zakljucke do
kojih su ucenici dosli.

Formula za racunanje povrsine jednakostranicnog trokuta izvodi se nakon Sto su
ucenici naucili Pitagorin poucak, u nastavnoj jedinici Primgjena Pitagorinog poucka
na jednakostranicni trokut.

Nastavni listic:

Na slici je prikazan jednakostraniéni trokut AABC duljine stranice a. Tocka N

je noziste visine na stranicu AB.

1. Kako glasi formula za racunanje povrsine trokuta AABC?

2. U kojem omjeru tocka N dijeli stranicu AB? Izrazi duljinu AN preko duljine
stranice a.

3. Iskoristi Pitagorin poucak na trokut AANC kako bi duljinu visine v izrazio/la
preko duljine stranice trokuta a.

4. Uvrsti dobiveni izraz za v u formulu za rac¢unanje povrsine trokuta iz zadatka
1. To je formula za racunanje povrsine jednakostrani¢nog trokuta.

Rjesenje nastavnog listic¢a:
1. P =92

2. Omjer: AN : NB=1:1.

AN = 4.

3. Pitagorin poucak na trokut AANC:
av/3
.

2 4+ 0?2 = @2 Sredivanjem jednakosti

dobivamo v =
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4 p= U — s

Zakljucak: Povrsina jednakostrani¢nog trokuta duljine stranice a racuna se po for-

muli:
s

P
4

(3.7)

Aktivnost 7: Zadan polumjer trokutu upisane kruznice

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu trokuta kojem su zadane duljine stranica
i polumjer trokutu upisane kruznice
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda
Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka
Tijek aktivnosti: Svaki ucenik dobiva nastavni listi¢ koji samostalno ispunjava. Do
formule za povrsinu trokuta ¢e doc¢i odgovarajuéi na pitanja postavljena na listi¢u.
Nakon sto svi ucenice rijese listi¢, zajedno s nastavnikom provjeravaju jesu li dosli
do istog zakljucka.
Nastavni listic:

Promotri sliku i odgovori na pitanja.

B

1. Od kojih trokuta se sastoji trokut AABC? Koristi samo oznacene tocke kao
vrhove trokuta.

2. Kako glasi formula za povrsinu trokuta AABC?

3. Zapisi formule za racunanje povrsina trokuta iz zadatka 1. Koristi oznake sa
slike.

4. Povrsina trokuta AABC jednaka je zbroju povrSina trokuta iz zadatka 1.
Dakle, PAABC’ ==

5. Sredi dobivenu formulu tako da iskoristis poluopseg trokuta s ¢ija formula glasi:

atbic odje su a,b i ¢ duljine stranica trokuta.

S = 5
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Rjesenje nastavnog listic¢a:

1. Trokut AABC sastoji se od trokuta AABS, ABCS i ACAS.

2. Povrsina trokuta AABC jednaka je P = %Y,
J ] X
3. Povrsine trokuta: Paaps = <3¢, Papes = %% i Pacas = b-;u‘
4. PAABC:%vL%ij%:W
ry(a+b+c b
5. Prapc = % =Ty a+2+c =Ty S

Zakljucak: Povrsina trokuta kojemu je zadan polumjer trokutu upisane kruznice r
i poluopseg s jednaka je:

P=r-s. (3.8)

Aktivnost 8: Zadan polumjer trokutu opisane kruznice

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu trokuta kojem su zadane duljine stranica
i polumjer trokutu opisane kruznice
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda
Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka
Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e rjeSavajuéi nastavni listi¢ sami izvesti formulu za
racunanje povrsine trokuta kojemu je zadan polumjer opisane kruznice. Nastavni
listi¢ je sastavljen pomocu objasnjenja iz [18, str. 98]. Na kraju ¢e nastavnik kroz
razgovor provjeriti jesu li svi dosli do ispravne formule.
Nastavni listic:

Prouci sliku i prati navedene korake kako bi otkrio jos jednu formulu za racunanje
povrsine trokuta.

Ve
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Na slici je prikazan trokut AABC i njemu opisana kruznica polumjera R. Tocka
D je odabrana tako da je C'D promjer kruznice.

1.

2.

Kolika je duljina duzine C'D?

Napisi formulu za povrsinu trokuta AABC' koristedi v,.

. Kolika je mjera kuta ZDAC' i zasto?

. Kutovi ZCDA i ZC'BA imaju istu mjeru. Kako to znamo?

Sve ovo nam je bilo potrebno kako bismo pokazali da na slici imamo dva sli¢na
trokuta. Koja su to dva trokuta?

. Koristedi slicnost, zapisi omjer poznatih stranica.
. Iz omjera izrazi v..

. Dobiveni izraz za v, uvrsti u formulu iz zadatka 2. Formula za povrsinu trokuta

tada glasi: PAABC’ =

RjesSenje nastavnog listic¢a:

1.
2.

7.
8.

ICD| = 2R

C-Vc

Prape =

. Kut ZDAC je pravi jer se nalazi nad promjerom kruznice.

. Kutovi ZODA i ZCBA imaju istu mjeru jer su oba obodni kutovi nad tetivom

CA.

. Trokut ABEC slican je trokutu ADAC.

a _ 2R

. Iz sliénosti trokuta slijedi omjer pozntih stranica: + =

Ve b

ab

Ve = oR

b
Prape = 4F

Zakljucak: Povrsinu trokuta kojemu su zadane duljine stranica a,b i ¢ i polumjer
opisane kruznice R racunamo po formuli:

abe
P=—. .
I (3.9)
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Aktivnost 9: Heronova formula

Cilj: ucenici ¢e otkriti Heronovu formulu za povrsinu trokuta

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, ravnalo, olovka

Tijek aktivnosti: Nastavnik ucenicima podijeli nastavne listi¢e. Ucenici prate ko-
rake koji su napisani na listi¢u kako bi dosli do Heronove formule.

Nastavni listic¢:

1. Nacrtaj visinu iz vrha C' te noziste visine oznaé¢i s N. Duljinu duzine AN oznaci
s . Kolika je duljina duzine N B? Duljinu duzine C'N oznagci s v..

2. Izrazi v, na dva nacina koriste¢i Pitagorin poucak (u trokutima AANC i
AN BC) te oznake koje si zapisao/la u prethodnom zadatku.

3. Izjednaci oba izraza za v.? te izrazi x pomocéu a,b i c.

4. Uvrsti dobiveni izraz za x u jednakost koju si dobio/la iz trokuta ANBC u
zadatku 2.

5. Provedi sve operacije koje su potrebne kako bi na desnoj strani jednakosti
imao/la jedan razlomak, dok je na lijevoj strani jednakosti v.2 Uputa: Koristi
razliku kvadrata gdje god je to moguée!

6. Sredi razlomak tako da koristis poluposeg s za koji vrijedi 2s = a + b+ ¢. Na
kraju u brojniku razlomka trebas imati cetiri faktora od kojih je jedan s, dok
ostala tri moraju sadrzavati 2s.

7. Korjenuj jednakost.

8. Dobivenu duljinu v, uvrsti u formulu za povrsinu trokuta u kojoj se koriste
duljine c i v, te pokrati sve sto se moze pokratiti.
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9. Kako glasi Heronova formula za povrsinu trokuta?

RjeSenje nastavnog listica: Zadaci u nastavnom listi¢u su koraci u dokaza Hero-
nove formule. Dokaz Heronove formule, a samim time i rjeSenja zadataka nalaze se
na stranici 56.

Zakljucak: Heronova formula za povrsinu trokuta kojemu su zadane duljine stranica

a,bic glasi:
P =+/s(s—a)(s—Db)(s—c), (3.10)
poluopseg.

a+b+c
2

pri cemu je s =

Aktivnost 10: Zadane duljine dviju stranica te mjera kuta
izmedu njih

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu trokuta kojem su zadane duljine dviju
stranica i mjera kuta izmedu njih
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda
Potrebni materijal: nastavni listi¢, biljeznica, ljepilo, ravnalo, olovka
Tijek aktivnosti: Ucenici dobiju nastavni listi¢ u obliku slicice trokuta koju tre-
baju zalijepiti u biljeznicu. Nakon toga prate upute nastavnika te zapisuju postupak
odnosno formule koje primjenjuju pri otkrivanju formule za povrsinu trokuta.

Da bi ucenici otkrili ovu formulu, potrebno je poznavati trigonometriju pravokut-
nog trokuta.
Nastavni listic:

Upute nastavnika:

1. Na nastavnom listi¢u prikazan je trokut AABC kojemu su zadane duljine stra-
nica b i ¢ te mjera kuta ~. Zapisi formulu za povrsinu trokuta AABC u kojoj
se koristi duljina stranice a te duljina visine na tu stranicu v,.
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2. Iz pravokutnog trokuta AADC izrazi v, koriste¢i poznate velicine.

3. Uvrsti dobiveni izraz za v, u formulu za povrsinu trokuta koju si napisao/la
ranije.

4. Kako glasi formula za povrsinu trokuta ako su mu zadane duljine dviju stranica
te mjera kuta izmedu njih?

5. Zapisi jos dvije analogne formule za ovaj trokut ako je poznata veli¢ina nekog
drugog kuta te duljine prileze¢ih stranica.

6. Vrijedi li formula i kada je kut v tupi? Dokazi da si u pravu.

Odgovori na pitanja iz uputa nastavnika:

1. P =2
2. v, =0b-sinvy
3. p=abiny
4. P = Zabsinvy
5. P = %bcsina

= %acsinﬁ
6. Vrijedi.

Visinu v, preko poznatih veli¢ina u ovom sluc¢aju mozemo izraziti koristeci tro-
kut ABDC'. Tada vrijedi v, = bsin 180° — . Kako znamo da je sin 180° — v =
sin v mozemo zakljuciti da i u ovom slucaju vrijedi formula P = %ab sin 7.

Zakljucak: Povrsina trokuta kojemu su zadane duljine dviju stranica te mjera kuta

izmedu njih jednaka je:

1 1 1
P= Q&bsin’y = §bcsin04 = §acsinﬁ. (3.11)
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Aktivnost 11: Zadane mjere kutova i duljina jedne stranice

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu trokuta kojem su zadane mjere kutova i
duljina jedne stranice

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: biljeznica, olovka

Tijek aktivnosti: Nastavnik kroz razgovor navodi ucenike da otkriju formulu za
povrsinu trokuta kojemu su poznate mjere kutova te duljina jedne stranice. Ucenici
zapisuju odgovore na pitanja nastavnika.

Pitanja nastavnika:

1. Kako glasi formula za povrsinu trokuta kojemu su zadane duljine stranica a i b
te mjera kuta ~ izmedu njih?

2. Kako glasi poucak o sinusima?

3. Ako su nam u trokutu poznate mjere svih kutova te duljina stranice a, kako
mozemo izraziti duljinu stranice b koristeé¢i poucak o sinusima?

4. Uvrstite izraz za b u formulu s pocetka razgovora te zapiSite dobivenu formulu.

5. Kako glasi formula za povrSinu trokuta kojemu su poznate mjere kutova te
duljina jedne stranice?

6. Koje dvije analogne formule mozemo dobiti iz te formule?
Odgovori na pitanja nastavnika:
1. P = jabsiny

2. Zadan je trokut AABC'. Duljine njegovih stranica su jednake a,bic, a a,f i
~ su mjere pripadaju¢ih kutova nasuprot stranica. Tada vrijedi:

a b c

sina  sinfB  sinvy’

__asinf
3. b= sin

__1_asing _: __ a’sinBsiny
4. = gl gy S = 2sin a

2 . .
__ a“sinfsin~y
5. P = 2sin
__ b%sinasiny _ c3sinasin
6. P= 2singB  ? P = 2sin7y
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Zakljucak: Povrsina trokuta kojemu su poznate mjere svih kutova te duljina jedne
stranice rac¢una se po formuli:

a’sin Bsiny  b?sinasiny  ?sinasin

P = (3.12)

2sin « 2sin 2sin 7y

3.4 Paralelogram

Aktivnost 12: Povrsina paralelograma

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu paralelograma

Nastavni oblik: diferencirana nastava (rad u paru)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: paralelogram od papira, nastavni listi¢, geometrijski pribor,
skare, ljepilo, biljeznica, olovka

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti sliku paralelograma i nastavni listi¢ tako da
jedan ucenik u paru ima verziju A, a drugi uc¢enik verziju B. Ucenici trebaju zalijepiti
nastavni listi¢ u biljeznicu te pratiti upute koje pisu na njemu. Vazno je prilagoditi
sliku paralelograma prilikom printanja kako bi ucenicima bilo lakSe mjeriti duljine
ravnalom (npr. a = 7 ¢cm, b = 5 cm). Nakon $to su ucenici zavrsili s diskusijom u
paru i dosli do zakljucka, nastavnik provjerava jesu li svi ucenici dosli do ispravnog
zakljucka te zapisuju formulu u biljeznicu.

Paralelogram od papira:

(1

a

Nastavni listié¢ (verzija A):

1. Nacrtaj visinu iz vrha D na stranicu AB te s obje stane visine napisi oznaku
Vg-

2. Ravnalom izmjeri duljinu stranice AB i nacrtane visine te ih zapisi u biljeznicu.
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. Prerezi paralelogram po nacrtanoj visini te slozi pravokutnik. Sto su stranice

dobivenog pravokutnika? Zapisi formulu za povrsinu pravokutnika.

Je li povrsina dobivenog pravokutnika jednaka povrsini poc¢etnog paralelograma?
Zapisi formulu za povrsinu paralelograma.

. Izrac¢unaj povrsinu paralelograma koriste¢i duljine koje si izmjerio/la na pocetku

te formulu koju si zapisao/la.

Objasni uceniku iz klupe $to si otkrio/la te koliku si povrsinu paralelograma
dobio/la. Zatim poslusaj sto ¢e ti on/ona reéi te usporedite dobivene povrsine.
Jesu li one jednake?

Zapisi formulu koju je on/ona dobio/la.

Zalijepi paralelogram kojeg si prerezao/la u biljeznicu tako da na kraju u bi-
ljeznici imas pocetni paralelogram.

Nastavni listi¢ (verzija B):

1.

Nacrtaj visinu iz vrha D na stranicu BC' te s obje stane visine napisi oznaku
Vp.

. Ravnalom izmjeri duljinu stranice BC' i nacrtane visine te ih zapisi u biljeznicu.

. Prerezi paralelogram po nacrtanoj visini te slozi pravokutnik. Sto su stranice

dobivenog pravokutnika? Zapisi formulu za povrsinu pravokutnika.

Je li povrsina dobivenog pravokutnika jednaka povrsini poc¢etnog paralelograma?
Zapisi formulu za povrsinu paralelograma.

. Izracunaj povrsinu paralelograma koristec¢i duljine koje si izmjerio/la na pocetku

te formulu koju si zapisao/la.

. Poslusaj sto ¢e ti ucenik iz klupe reéi sto je radio/la. Zatim ti objasni §to si

radio/la te koju si povrsinu paralelograma dobio/la te ih usporedite. Jesu li
one jednake?

Zapisi formulu koju je on/ona dobio/la.

Zalijepi paralelogram kojeg si prerezao/la u biljeznicu tako da na kraju u bi-
ljeznici imas pocetni paralelogram.
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Rjesenje nastavnog listi¢a (verzije A):
2. a=7Tcm, v, =4 cm
3. Stranice pravokutnika su a i v,. Povrsina pravokutnika jednaka je P = a - v,.

D

4. Povrsina pravokutnika jednaka je povrSini paralelograma. PovrSina paralelo-
grama jednaka je P = a - v,.

5. P = 7cm-4 cm= 28 cm?
6. Nakon usporedbe mogu zakljuciti kako su povrsine jednake.
7. P=b-v
Rjesenje nastavnog listi¢a (verzije B):
2. b=>5cm, v, = 5.6 cm

3. Stranice pravokutnika su b i v,. PovrSina pravokutnika jednaka je P = b - v.
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4. Povrsina pravokutnika jednaka je povrsini paralelograma. Povrsina paralelo-
grama jednaka je P = b - vy,.

5. P = 5cm-5.6 cm= 28 cm?
6. Nakon usporedbe mogu zakljuciti kako su povrsine jednake.
7. P=a-v,

Zakljucak: Povrsina paralelograma kojemu su duljine susjednih stranica a i b te
duljine pripadajucih visina v, i v, jednaka je:

P=a-v,=0b-w. (3.13)

Aktivnost 13: Zadana mjera kuta izmedu susjednih stranica

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu paralelograma kojem su zadane duljine
stranica i mjera kuta izmedu njih
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda
Potrebni materijal: geometrijski pribor, olovka, biljeznica
Tijek aktivnosti: Ucenici prate upute nastavnika te odgovaraju na postavljena
pitanja kako bi otkrili formulu za ra¢unanje povrsine paralelograma.

Za provodenje aktivnosti potrebno je poznavanje trigonometrije pravokutnog tro-
kuta.
Upute nastavnika:

1. U biljeznicu nacrtajte paralelogram ABCD s duljinama susjednih stranica a i
b. Kut pri vrhu A neka bude siljast i oznacite ga s . Nacrtajte visinu v, iz
tocke D na stranicu AB te noziste visine oznacite s N.

2. Koju formulu za povrsinu paralelograma znate? ZapisSite ju.
3. Moze li se visina v, izraziti pomocu kuta o? Kako?

4. Kada to uvrstite u formulu za povrsinu paralelograma umjesto v, koju formulu
dobivate? Zapisite ju.

5. Sto mora biti zadano u zadatku kako bi se mogla koristiti ova formula?
Odgovori na pitanja iz uputa nastavnika:

2. P=a-v,
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3. Moze, primjenom trigonometrije na pravokutni trokut AAND. Tada iz

sina = 4 slijedi v, = bsina.
4. P =absina

5. Kako bi se koristila formula iz prethodnog zadatka moraju biti zadane duljine
susjednih stranica paralelograma te mjera kuta izmedu njih.

Zakljucak: Povrsina paralelograma kojemu su zadane duljine stranica a i b te mjera

kuta « izmedu njih jednaka je
P = absina. (3.14)

Aktivnost 14: Zadane duljine dijagonala te mjera kuta
izmedu njih

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu paralelograma kojem su zadane duljine
dijagonala te mjera kuta izmedu njih

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, ravnalo, olovka, biljeznica

Tijek aktivnosti: Svaki ucenik dobiva nastavni listi¢ kojeg treba samostalno popu-
niti. Nastavnik na kraju aktivnosti provede diskusiju.

Nastavni listic¢:

- ¢
w

(L

1. Paralelogramu su zadane duljine dijagonala e i f te mjera kuta ¢ izmedu njih.
Paralelogram je podijeljen je na cetiri trokuta, dva i dva su sukladna. Ispisi
sukladne trokute.

2. Zapisi formule za racunanje povrsina tih trokuta uzimajuéi u obzir podatke koji
su zadani (prisjetite se formule za racunanje povrsine trokuta ako su mu zadane
duljine dviju stranica te mjera kuta izmedu njih).
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3. Povrsine svih trokuta u zadanom paralelogramu su jednake. Dokazi!

(Uputa: Cemu je jednako sin(180 — ¢)?)

4. Uzimajuci u obzir da su povrsine svih trokuta jednake, kako onda glasi formula
za rac¢unanje povrsine paralelograma?

Rjesenje nastavnog listic¢a:

1. Sukladni trokuti:

ANABS = ADSC,
ABSC = ADSA.

1 e f ef

2. Paaps = Papsc = 5 -5 3sinp = sing
1 e f __ef

PABSC = PADSA =33 5(sin 180° — g&) =3 (SiIl 180° — QO)

3. Papsc = Papsa = <L (sin180° — ¢) = £ sing = Paaps = Papsc

4. P:4-PAABS:4~%sin(p:%sin(p

Zakljucak: Povrsina paralelograma kojemu su zadane duljine dijagonala e i f te
mjera kuta ¢ izmedu njih racuna se po formuli:

1
P = §€f sin . (3.15)

3.5 Trapez

Aktivnost 15: PovrSina trapeza

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu trapeza

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: tablet, GeoGebra applet, olovka, biljeznica

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti link na applet te ¢e redom rjesavati zadatke koji
su tamo navedeni. Na kraju aktivnosti nastavnik prokomentira sve zadatke kako bi
izbjegao pogresne zakljucke ucenika. Nakon diskusije ucenici u biljeznicu zapisuju
formulu za ra¢unanje povrsine trapeza.
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(SIS

LIS

=

S

Slika 3.2: GeoGebra applet za trapez

Odgovori na pitanja iz appleta:
1. Srednjica trapeza je duZina koja spaja polovista krakova trapeza [13, str. 133].
2. Cetverokut AD'E'FE je paralelogram.
3. P=a-v,
4. P=(a+c)-3

5. Povrsina trapeza ABCD jednaka je povrsini éetverokuta AD'E’E. Formula za
a+tc

povrsinu trapeza jednaka je “><v.
Zakljucak: Povrsina trapeza kojemu su duljine osnovica jednake a i ¢ te duljina
visine na osnovicu v jednaka je

a-+c
g - U

P
2

(3.16)

3.6 Romb

Aktivnost 16: Povrsina romba

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu romba
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda
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Potrebni materijal: nastavni listi¢, ravnalo, Skare, olovka, ljepilo, biljeznica
Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti romb od papira te ¢e uz pomo¢ uputa i pi-
tanja nastavnika otkriti formulu za racunanje povrsine romba. Nastavnik prilikom
postavljanja pitanja sam odlucuje kojeg ucenika ¢e prozvati da odgovori i tako moze
ukljuciti i povucenije ucenike u razgovor.

Nastavni listic:

[0

e

a B

Pitanja i upute nastavnika:

1.
2.

6.

Sto je romb? Sto vrijedi za dijagonale romba?

Konstruirajte dijagonale romba. Duljinu jedne dijagonale oznacite s e, a duljinu
druge s f. NapiSite s obje strane polovina dijagonala odgovaraju¢u oznaku,

dakle cetiri puta oznaku § i isto toliko puta oznaku %

. Izrezite romb te ga prerezite po dijagonalama tako da dobijete cetiri trokuta.

Preslozite trokute tako da dobijete lik kojemu znate izracunati povrsinu.
Koji lik ste dobili? Kako glasi formula za racunanje povrsine tog lika?

Zapisite formulu za racunanje povrsine novonastalog lika koristeé¢i formulu iz
prethodnog zadatka. Sredite izraz. Je li povrSina novonastalog lika jednaka
povrsini po¢etnog romba?

Kako glasi formula za racunanje povrsine romba?

Odgovori na pitanja nastavnika:

1.

4.

Romb je paralelogram kojemu su susjedne stranice jednake duljine. Dijagonale
romba se sijeku pod pravim kutom te se raspolavljaju.

Dobiveni lik je pravokutnik. Formula za rac¢unanje povrsine pravokutnika glasi
P = ab.
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5. P=s5-filiP= %-e, ovisno o nac¢inu na koji su trokuti preslozeni u pravokutnik.
Sredena formula za povrsinu lika glasi P = % Povrsina novonastalog lika
jednaka je povrsini pocetnog romba.

6. Formula za povrSinu romba jednaka je P = %

Zakljucak: Povrsina romba s dijagonalama duljine e i f jednaka je

p— % (3.17)

3.7 Deltoid

Aktivnost 17: Povrsina deltoida

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu deltoida

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: deltoid od papira, nastavni listi¢, olovka

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti deltoid od papira te nastavni listi¢ koji ih vodi
do formule za racunanje povrsine deltoida.

Deltoid od papira:

Nastavni listic:
1. Sto je deltoid? Pod kojim kutem se sijeku dijagonale deltoida?

2. Preklopi dobiveni deltoid po dijagonali duljine f. Jesu li dva trokuta koja su
dobivena presavijanjem sukladna?

3. Kako glasi formula za rac¢unanje povrsine tog trokuta uzimajuéi u obzir da je
druga dijagonala deltoida duljine e?
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4. Od koliko trokuta s povrsinom iz prethodnog zadatka se sastoji deltoid? Kako
glasi formula za ra¢unanje povrsine deltoida?

RjesSenje nastavnog listic¢a:

1. Deltoid je cetverokut s okomitim dijagonalama u kojem jedna dijagonala raspo-
lavlja drugu dijagonalu [13, str. 136].

2. Jesu.

oo

_f5 e
3. p=L2-¢d

4. Deltoid se sastoji od dva trokuta naveden povrsine. Formula za povrsinu del-
toida jednaka je P =2 - % = %

Zakljucak: Povrsina deltoida kojemu su zadane duljine dijagonala e i f jednaka je:

_ef
=5

P (3.18)

3.8 Cetverokut

Formula iz Aktivnosti 14 vrijedi za bilo koji cetverokut kojemu su zadane duljine
dijagonala te mjera kuta izmedu njih.

Zakljucak: Povrsina cetverokuta kojemu su zadane duljine dijagonala e i f te mjera
kuta ¢ izmedu njih racuna se po formuli:

1
P = §€f sin . (3.19)

Romb i trapez su cetverokuti u kojima je kut ¢ jednak 90°. Prema tome
sin(90°) = 1. Kada se to uvrsti u formulu 3.19 dobijemo da je povrsina romba i
trapeza jednaka P = %ef.

Dokaz formule (3.19) nalazi se na stranici 58.

3.9 Nepravilni mnogokuti

Za racunanje povrsSine nepravilnih mnogokuta ne postoji formula. Povrsina nepra-
vilnih mnogokuta u udzbenicima se racuna na dva razli¢ita nac¢ina. Prvi nacin je da
se mnogokut podijeli na geometrijske likove kojima znamo izracunati povrsinu te se
sve povrsine zbroje i tako dobivamo povrsinu nepravilnog mnogokuta kao na slici 3.3.
Drugi nacin je da se mnogokut dopuni do pravokutnika kojemu se izracuna povrsina,
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a zatim se od te povrsine oduzmu povrsine likova koji su "dodani” prilikom crtanja
pravokutnika oko nepravilnog mnogokuta kako bi odredili njegovu povrsinu kao na
slici 3.4.

A B

A B F

Pipcpp =P+ Py + P34 Py Papopr = Parcn — Ps — Pg

Slika 3.3: Podjela na likove Slika 3.4: Dopuna do pravokutnika

Prilikom obrade ovog nastavnog sadrzaja moze se spomenuti Pickova formula.
Prije same aktivnosti otkrivanja formule valja objasniti sto je uopée Pickova formula.

Pickova formula koristi se za ra¢unanje povrsina mnogokuta koji su ucrtani u
kvadratnu mrezu, a svi vrhovi se nalaze u ¢vorovima mreze. Otkrio ju je austrij-
ski matematicar Georg Alexander Pick i ona je zapravo teorem kojeg je i dokazao.
Formula povezuje tri komponente:

e P je povrsina mnogokuta koji je ucrtan u kvadratnu mrezu,

e 1 je broj rubnih ¢vorova, odnosno broj ¢vorova koji se nalaze na stranicama
mnogokuta, ukljucujuéi i same vrhove mnogokuta,

e u je broj unutarnjih ¢vorova mnogokuta,
i glasi:
1
P(r,u) = ST tu= 1 (3.20)

Slijedi aktivnost koja koristi ideju iz [16], a svodi se na rjesavanje sustava tri
linearne jednadzbe s tri nepoznanice.

Aktivnost 18: Pickova formula

Cilj: ucenici ¢e otkriti Pickovu formulu
Nastavni oblik: diferencirana nastava (grupni rad)



POGLAVLJE 3. AKTIVNOSTI OTKRIVANJA FORMULA ZA POVRSINU 39

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, ravnalo, olovka, biljeznica

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e biti podijeljeni u grupe po troje. Svaka grupa dobiva
nastavni listi¢ koji trebaju zajednicki rijesiti.

Nastavni listi¢:

Austrijski matematicar Georg Alexander Pick otkrio je formulu za rac¢unanje
povrsine mnogokuta upisanog u kvadratnu mrezu, uz uvjet da su svi vrhovi ¢vorovi
mreze. Promatrao je povrsinu mnogokuta P, broj ¢vorova mreze koji se nalaze na
stranicama ili u vrhovima mnogokuta r te broj ¢vorova mreze unutar mnogokuta wu.
Kako biste i vi znali racunati povrsinu mnogokuta u kvadratnoj mrezi potrebno je
odrediti koeficijente A, B i C' u formuli

P = Ar 4+ Bu+C. (3.21)

1. Popunite tablicu pomo¢u mnogokuta na slici.

cvor mreze

o}
L
> - =
MNOGOKUT 1 MNOGOKUT 2 MNOGOKUT 3
Mnogokut Broj rubnih Broj unutarnjih Povrsina
¢vorova r ¢vorova u mnogokuta P

1

2

3

2. Uvrstite vrijednosti iz tablice u formulu (3.21) za svaki mnogokut sa slike 1.
Mnogokut 1:
Mnogokut 2:
Mnogokut 3:
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3. Rijesite dobiveni sustav i zapisite formulu.

4. Provjerite ispravnost formule na vlastitim primjerima.

Dogovorite se tko je

ucenik A, tko je ucenik B, a tko je ucenik C i neka svatko od vas rijesi ono sto
pise uz njegovo/njezino slovo.

Mnogokut u kvadratnoj mrezi (svatko crta mnogokut u jednoj kvadratnoj mrezi
ovisno o tome tko je ucenik A, uéenik B i ucenik C):

Slika 3.5: A

Slika 3.6: B

Racun za povrs§inu mnogokuta na standarni nacin:

A: PB:
B: PC:
C: PAI

Povrsina mnogokuta izracunata pomocu vase formule:

Slika 3.7: C

A: PC:
B: PA:
C: PB:

Jesu li oba nac¢ina rac¢unanja povrsine dala jednake rezultate za pojedine mno-
gokute? Ukoliko nisu, provjerite je li doslo do pogreske prilikom ra¢unanja.

5. Formula koju ste ovdje otkrili zove se Pickova formula i glasi: P =

Rjesenje nastavnog listic¢a:

Mnogokut Broj rubnih Broj unutarnjih Povrsina
¢vorova 1 ¢vorova u mnogokuta P
1 4 0 1
2 6 1 3
3 8 3 6
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2. Mnogokut 1: 1 =4A+C
Mnogokut 2: 3 =6A+ B+ C
Mnogokut 3: 6 =8A+ 3B + C

3. Rjesenje sustava je: A = %, B =1iC = —1. Formula tada glasi: P = %r+u—1.
4. Oba nac¢ina racunanja povrsine dala su jednake rezultate.
5. P = %r +u—1

Ovo je dosta jednostavan nacin otkrivanja Pickove formule. Medutim, prema trenut-
nom kurikulumu ucenici ne znaju rjesavati sustave linearnih jednadzbi u trenutku
kada rac¢unaju povrSinu nepravilnih mnogokuta. Ova aktivnost bi tada mogla biti
provedena na dodatnoj nastavi ili kao zadatak nadarenim ucenicima kojima bi ovo
mogao biti mali izazov i prilika da istraze kako se rjesavaju sustavi linearnih jednadzbi
i prije nego to nauce na redovnoj nastavi. Isto tako ovo moze biti dodatna aktivnost
nakon Sto ucenici nauce rjesavati sustave dvije linearne jednadzbe s dvije nepozna-
nice kao primjena sustava s viSe nepoznanica i usput nauce zanimljivu formulu koju
kasnije mogu koristiti u zadacima.

U literaturi se moze nai¢i na jos jedan nac¢in otkrivanja Pickove formule. Taj na¢in
zahtjeva puno vecu sposobnost uc¢enika jer sami moraju doé¢i do formule promatrajuci
brojne primjere (vidi [5]). Ipak, ovaj na¢in se moze primijeniti i u osnovnoj skoli.

3.10 Pravilni mnogokuti

Aktivnost 19: Povrsina pravilnog mnogokuta

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu pravilnog mnogokuta
Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)
Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda
Potrebni materijal: tablet ili racunalo, GeoGebra, nastavni listi¢, olovka
Tijek aktivnosti: Svaki uc¢enik dobiva nastavni listi¢ s tablicom i uputama pomocu
kojih ¢e raditi u GeoGebri te na kraju doc¢i do formule za racunanje povrsine pravilnih
mnogokuta.
Napomena: Preduvjet za provedbu ove aktivnosti je u¢enikovo poznavanje rada u
GeoGebri.
Nastavni listic:

Popuni cetiri retka tablice tako da provedes sve korake navedene ispod tablice za
pravilni c¢etverokut, pravilni peterokut, pravilni sedmerokut te pravilni deseterokut.
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Broj stranica Povrsina pravilnog Povrsina Omjer P i Pp

mnogokuta n trokuta Pa

pravilnog mnogokuta P karakteristicnog

4

5

7

10

Koraci:

1.

Otvori novi prozor u GeoGebri te konstruiraj pravilni mnogokut sa zadanim
brojem vrhova i sa stranicom duljine 2. ZapiSi povrsinu pravilnog mnogokuta
u tablicu.

. Pronadi srediste mnogokuta i oznaci ga sa S.

Odredi povrsinu trokuta AABS tako da iskoristis opciju Mnogokut. Zapisi ju
u tablicu. (Napomena: Trokut AABS naziva se karakteristi¢ni trokut.)

Odredi omjer povrsine pravilnog mnogokuta i povrsine karakteristicnog trokuta
te ga zapisi u tablicu.

(Za ra¢unanje omjera povrsina koristi GeoGebru.)

Nakon popunjavanja tablice:

1.

Gledajuéi tablicu, sto je zapravo omjer povrsine P pravilnog mnogokuta i
povrsine Pa karakteristicnog trokuta?

. Kako glasi formula za rac¢unanje povrSine pravilnog mnogokuta ako je broj

stranica n, a povrsina karakteristi¢nog trokuta Pa?

Ako rac¢una$ povrsinu pomocu kalkulatora i koristeéi vrijednosti povrsina iz
tablice, tada necées dobiti rjesenje kao sto si zapisao/la u tablicu. Sto mislis,
zasto je tome tako?

RjeSenje nastavnog listic¢a:

1.

Omjer povrsine pravilnog mnogokuta i povrsine karakteristicnog trokuta jednak
je broju stranica mnogokuta n.

2. P:nPA
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Broj stranica Povrsina pravilnog Povrsina Omjer P i Pp
pravilnog mnogokuta P karakteristicnog
mnogokuta n trokuta Pa
4 4 1 4
5 6.88 1.38 Y
7 14.54 2.08 7
10 30.78 3.08 10

3. Rjesenje nece biti jednako zato sto GeoGebra pokazuje rjeSenje zaokruzeno na
dvije decimale (s ¢ime bismo mi rac¢unali omjer), ali ra¢una s brojem kojeg je
dobio algoritmom za rac¢unanje povrsine mnogokuta.

Zakljucak (iz [14, str. 136]): Povrsina pravilnog n-terokuta jednaka je umnosku
broja stranica i povrsine karakteristicnog trokuta Pa :

P=mn-Pn. (3.22)

3.11 Krug i njegovi dijelovi

Aktivnost 20: Povrsina kruga

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kruga

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: tri kruga od papira, ravnalo, skare, ljepilo, olovka, biljeznica
Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti tri kruga od papira te ¢e uz pomo¢ uputa nas-
tavnika otkriti formulu za povrsinu kruga.

Krugovi od papira:
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Upute nastavnika:

1.
2.

Pred vama se nalaze tri kruga polumjera r.

Izrezite prvi krug i zalijepite ga u biljeznicu.

. Izrezite drugi krug tako da ga razrezete po iscrtanim promjerima te ga zalijepite

kruzni luk je naizmjence s gornje ili donje strane novonastajuceg lika. Podsjeca
li vas lik na nesto sto ste ucili?

. Izrezite treci krug tako da ponovite postupak kojeg ste radili s drugim krugom.

Podjeca li vas sada lik na neki geometrijski lik kojeg ste radili do sada?

. Kako glasi formula za racunanje povrsine paralelograma? Zapisite ju.

Cemu je priblizno jednaka duljina dulje stranice novonastalog lika kojeg ste
zalijepili u biljeznicu? Cemu je priblizno jednaka duljina visine na dulju stranicu
u novonastalom liku? Zapisite ih.

. Uvrstite li te duljine u formulu za racunanje povrsine paralelograma, kako onda

glasi formula za rac¢unanje povrsine kruga?

Odgovori na pitanja iz uputa nastavnika:

3.

4.

Lik podsje¢a na paralelogram.

Lik podsjeca na paralelogram.

VWA
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5 P=a-v,

6. Duljina dulje stranice priblizno je jednaka rm, a duljina visine na tu stranicu
jednaka je r.

7. P=1’r
Zakljucak: Povrsina kruga polumjera r jednaka je
P =r’n. (3.23)

Napomena: Ideja za aktivnost preuzeta je iz [1].

Aktivnost 21: PovrsSina kruznog isjecka

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kruznog isjecka

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga

Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka

Tijek aktivnosti: Svaki u¢enik dobiva nastavni listi¢ pomoc¢u kojeg dolazi do trazenih
zakljucaka. Nakon Sto svi ucenici odgovore na pitanja, nastavnik ih prokomentira za-
jedno s ucenicima.

Nastavni listic:

1. Na slici se nalazi crveni krug polumjera r. Kako glasi formula za ra¢unanje
povrsine kruga?

2. Na slici je obojen kruzni isjecak kojemu je mjera sredisnjeg kuta 1°, a polumjer
kruga je r.
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Kolika je mjera punog kuta?
Koliki dio kruga je obojen?
Kolika je povrsina tog kruznog isjecka ako znamo povrsinu cijelog kruga?

3. Na slici se nalazi kruzni isjecak kojemu je mjera sredisnjeg kuta 60°, a polumjer
kruga je r.

Koliki dio kruga je obojen?

Od koliko se ljubicastih kruznih isjecaka iz prethodnog zadatka sastoji zeleni

kruzni isjecak?

Koliko je puta povrsina zelenog kruznog isjecka veca od povrsine ljubicastog

kruznog isjecka?

Kako bii izrac¢unali povrsinu zelenog kruznog isjecka ako znas povrsinu ljubicastog?
4. Zaokruzi. Mjera sredisnjeg kuta kruznog isjecka i povrSina kruznog isjecka

medusobno su proporcionalne / obrnuto proporcionalne velic¢ine.
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5. Kako bi izra¢unao/la povrsinu kruznog isjecka kojemu je mjera sredisnjeg kuta
jednaka o u krugu polumjera r?

6. Formula za racunanje povrsine kruznog isjecka kojemu je mjera sredisnjeg kuta
jednaka o u krugu polumjera r glasi:

Rjesenje nastavnog listic¢a:

1. Povrsina kruga jednaka je P = r’r.

2. Mjera punog kuta je 360°. Obojena je ﬁ kruga. Povrsina obojenog dijela
kruga jednaka je g%.

3. Obojena je % kruga. Jedan zeleni kruzni isjecak sastoji se od Sezdeset ljubicastih
kruznih isjecaka. PovrSina zelenog kruznog isjecka Sezdeset puta je veca od
povrsine ljubicastog kruznog isjecka. PovrSina zelenog isjecka tada je jednaka

2760
360 -

4. Mjera sredisnjeg kuta kruznog isjecka i povrsina kruznog isjecka medusobno su

proporcionalne veli¢ine.

2

_ r'ro
5 P =5

6. Povrsina kruznog isjecka kojemu je mjera srediSnjeg kuta jednaka o glasi:
2

P:Tﬂ'a

360

Zakljucak: Povrsina kruznog isjecka kojemu je mjera sredisnjeg kuta jednaka o u

krugu polumjera r jednaka je:

e

P = . 3.24
360 ( )

Aktivnost 22: PovrsSina kruznog vijenca

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kruznog vijenca

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka

Tijek aktivnosti: Svaki ucenik dobiva nastavni listi¢ pomoc¢u kojeg dolazi do trazenog
zakljucka.

Nastavni listic:

Promotri sliku te odgovori na sljedeca pitanja.
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1. Na slici se nalaze dva kruga, vec¢i polumjera R i manji polumjera r. Kako glase
formule za racunanje povrsina tih krugova? Povrsine oznaci s Pyeigi 1 Prati-

2. Rozom bojom oznacen je kruzni vijenac ¢iju povrsinu oznac¢imo s P. Od cega
se sastoji vedi krug? Kako mozes izracunati njegovu povrsinu ako zna§ povrsine
potrebnih likova?

3. Kako glasi formula za ra¢unanje povrsine kruznog vijenca ukoliko znas povrsine
velikog i malog kruga. Zapisi ju. Iz formule izlu¢i 7. Kako glasi formula za
racunanje povrsine kruznog vijenca?

RjesSenje nastavnog listic¢a:

1. Pveliki - RQW

_ .2
Pmali_rﬂ-

2. Vedi krug sastoji se od kruznog vijenca i manjeg kruga. PovrSina veéeg kruga
jednaka je zbroju povrsina kruznog vijenca i manjeg kruga.

3. P = Pyiri — Pnai = R*1 —r’n = m(R? — r?)

Zakljucak: Povrsina kruznog vijenca koji je odreden s koncentri¢ne kruznice polu-
mjera R ir racuna se po formuli:

P=(R*— ). (3.25)
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Aktivnost 23: Povrsina kruznog odsjecka (osnovna skola)

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kruznog odsjecka

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, olovka, biljeznica

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti nastavni listi¢ na kojem se nalazi krug sa svim
vaznim elementima koji su potrebni za otkrivanje formule. Trebaju zapisati tri for-
mule koje se traze te na kraju iskombinirati sve formule koje su zapisali kako bi dobili
formulu za racunanje povrsine kruznog odsjecka. Nastavni listi¢ je napravljen prema
uzoru na objasnjenje iz [3, str. 262]

Nastavni listic:

Zadano: r radijus pripadnog kruga, [ duljina pripadajuceg kruznog luka, s duljina
pripadajuce tetive i v visina kruznog odsjecka.

Prisjeti se formula za racunanje povrsine kruznog isjecka, trokuta i ¢etverokuta te
zapisi cemu je jednako Py, Pacps 1 Pacp koristec¢i zadane velicine. Na kraju zapisi
formulu za racunanje povrsine P kruznog odsjecka koristeéi sve tri ranije napisane
formule.

Pacps =

Prac =

Zapisi formulu za racunanje povrsine kruznog odsjecka koriste¢i zadane velic¢ine:
P =
Rjesenje nastavnog listic¢a:
Formule za ra¢unanje povrsine likova:
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SU
Pacp = bR

Zakljucak: Povrsina kruznog odsjecka jednaka je

rl  sr  sv
P=———4+— 3.26
55t o (3.26)
pri ¢emu je r radijus pripadnog kruga, [ duljina pripadajuc¢eg kruznog luka, s duljina
pripadajuce tetive i v visina kruznog odsjecka.

Aktivnost 24: Povrsina kruznog odsjecka (srednja skola)

Cilj: ucenici ¢e otkriti formulu za povrsinu kruznog odsjecka.

Nastavni oblik: diferencirana nastava (individualni rad)

Nastavne metode: metoda dijaloga, heuristicka metoda

Potrebni materijal: nastavni listi¢, ravnalo, olovka

Tijek aktivnosti: Ucenici ¢e dobiti nastavni listi¢ kojeg trebaju popuniti i tako ¢e
otkriti kako mogu izracunati povrsinu kruznog odsjecka.

Nastavni listic:

1. Na slici je oznacen kruzni odsjecak koji pripada kruznom luku AB. Na istoj
slici crvenom bojom oznaci kruzni isjecak koji pripada istom luku.

2. Od cega se sastoji kruzni isjecak? Kako bi izrac¢unao/la povrsinu kruznog isjecka
ukoliko znas povrsine likova od kojih se kruzni isjecak sastoji? Zapisi formulu.
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3. Koriste¢i formulu koju si zapisao/la u prethodnom zadatku zapisi kako bi
izracunao/la povrsinu kruznog odsjecka.

Rjesenje nastavnog listic¢a:
2. Kruzni isjecak sastoji se od kruznog odsjecka i trokuta AABS. Povrsina
kruznog isjecka jednaka je zbroju povrsina kruznog odsjecka i trokuta AABS.

Pi = P 4 Ppags

(Kako nisu zadane oznake za povrsine likova, ucenicko rjesenje ne mora biti
jednako ovdje zapisanom rjesenju.)

3. P = Py — Paaps

Zakljucak: Povrsina kruznog odsjecka koji pripada kruznom luku AB jednaka je
razlici povrsine kruznog isjecka Py; koji pripada istom kruznom luku te povrSine
trokuta Paaps pri cemu je S srediste kruga.

P = Py — Paaps (3.27)

Napomena: Formula (3.27) je opéenita formula koje sluzi kao "recept” za racunanje
povrsine kruznog odsjecka. Povrsina kruznog isjecka i povrsina trokuta racunaju se
ovisno o tome sto je u zadatku zadano koriste¢i sve formule koje su ucenici naucili
tijekom Skolovanja. Slijedi jedan primjer racunanja povrsine kruznog isjecka:

e Zadano: duljina kruznog luka [, polumjer kruga r, mjera pripadajuceg sredisnjeg

kuta o
o P, =1

ki — 2

)z _ r?sina
® I'AABS = —5

2

[ ] P:PM—PAABS:%—%z%([—rsina)



Poglavlje 4

Dokazi formula za povrsinu

U ovom poglavlju nalaze se dokazi za nekoliko ranije spomenutih formula za racunanje
povrsine likova. Valja napomenuti kako se veé¢ina formula u skolskoj matematici ne
dokazuje, no u gimnazijskim udzbenicima za programe s 5 i viSe sati matematike ipak
ima raspisanih dokaza. Jedan od njih je dokaz za racunanje povrsine Cetverokuta
preko duljina dijagonala i mjere kuta izmedu njih koji je takoder naveden ovdje.

4.1 Povrsina pravokutnika P = ab

Ovo je primjer dokaza koji nije primjeren za Skolsku matematiku jer se koristi limes
kojeg ucenici upoznaju tek u ¢etvrtom razredu srednje skole. Za dokaz je potrebna
sljede¢a definicija povrsine:

Definicija 4.1.1. Neka je P svih mnogokuta u ravnini (ukljucujuci 9). Povrsina (ili
plostina) p na skupu P je funkcija p: P — R s ovim svojstvima

(P1) p(Il) > 0,VII € P,

(P2) p(lly +11z) = p(Ily) + p(Ily), VI, 1T, € P,

(P3) Ako je I1; = 11y, onda je p(11y) = p(1ly),

(P4) Postoji bar jedam kvadrat K sa stranicom 1 takav da je p(K) = 1.

Teorem 4.1.2. Pouvrsina p pravokutnika ABCD sa susjednim stranicama duljine a i
b jednaka je
p=a-b. (4.1)

52
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Dokaz. (prema [20, str. 244]) Neka je K kvadrat sa stranicom duljine 1. Po-
dijelimo stranice kvadrata na dijelove duljine % Na svakoj stranici kvadrata ima
n takvih dijelova. Kada nacrtamo paralele sa stranicama kvadrata kroz dobivene
tocke, dobivamo da se kvadrat K sastoji od n? sukladnih kvadrati¢a stranice duljine
% kao na slici 4.1. Zbog (P3) svi kvadratiéi imaju jednaku povrsinu. Oznacimo jedan

kvadrati¢ s K, te vrijedi sljedec¢a jednakost:

P(K) = n’p(Ky). (4.2)

Slika 4.1: Kvadrat K

Prema (P4) povrsina kvadrata K jednaka je p(K) = 1 pa iz jednakosti 4.2 slijedi:

p(K) = —. (4.3)

Neka su a i b pozitivni racionalni brojevi i duljine susjednih stranica pravokutnika
ABCD. Tada postoje brojevi m,m’ € N takvi da a i b mozemo zapisati kao:

b=—.
n

m m’
a=—,
n

Svaku stranicu pravokutnika podijelimo na dijelove duljine 711 te mozemo primijetiti
da se na stranici a nalazi m, a na stranici b m’ takvih dijelova. Kada povucemo
paralele sa stranicama pravokutnika kroz dobivene tocke mozemo zakljuciti da se
pravokutnik sastoji od m -m’ sukladnih kvadrati¢a stranice duljine % od kojih jednog
oznac¢imo s K, kako je prikazano na slici 4.2.
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Slika 4.2: Pravokutnik ABC'D

Povrsinu pravokutnika tada zapisujemo kao
p(ABCD) =m-m' - p(K,)

i koristeci (4.3) dobivamo da je povrsina pravokutnika jednaka

p(ABCD)=m-m'- = =

1 /
mom
n

n

Time je dokaz u slucaju kada su a i b pozitivni racionalni brojevi gotov.
Neka su sada a i b pozitivni realni brojevi. Tada za svaki n € N postoje a,,b, € N
takvi da je

a ap, + 1
n§a<n

Y

= |

n

=

— <b< + i
n n
Sada promatramo tri pravokutnika sa slike 4.3. Pravokutnik AB’C’D’ ima stranice

duljine % i 2 4 pravokutnik AB”C”D" ima stranice duljine =+l j botl
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DII CII
L L ]
D C
D c
L 2 [ ]
L [ 3 L ] L ]
A B B B

Slika 4.3: Pravokutnici

Zakljucujemo kako je AB'C'D' C ABCD C AB"C"D", a zbog monotonosti
povrsine tada vrijedi da je p(AB'C'D’) < p(ABCD) < p(AB"C"D"). Koriste¢i prvi
slu¢aj mozemo odrediti povrsine pravokutnika AB'C' D’ te AB"C" D" i one su jednake

an bn
n2’

p(AB'C'D') =

1 1
p(AB”C”D”) — (an _'_ T)Lgbn + )

Kada to uvrstimo u nejednakost povrsina dobivamo sljedece:

anby, < ab < (an +1)(b, + 1)
n? n?

9

odnosno
p(AB'C'D") < ab < p(AB"C"D").
Iz ovih nejednakosti slijedi da je
Ip(ABCD) — ab| < p(AB"C"D") — p(AB'C'D'"),

odnosno

(@, +1)(bp,+1) anb, ap+b,+1 a-n+b-n+1
0 < |[p(ABCD) — ab| < > - 2= < g :

n n

n? - n
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Sada iskoristimo limes kada n ide u beskonacnost te primje¢ujemo kako %’2”“ tada
tezi u 0 pa primjenom Teorema o sendvic¢u imamo sljedece:

nlgglo |Ip(ABCD) — ab| = 0,
kako izraz ne ovisi o n slijedi
|[p(ABCD) — ab| =0,
odnosno
p(ABCD) = ab

¢ime je dokaz gotov.

4.2 Heronova formula

Teorem 4.2.1. (Heronova formula). Povrsina trokuta kojemu su zadane duljine
stranica a,b 1 ¢ jednaka je

P =+/s(s—a)(s —b)(s —¢), (4.4)

atbic poluopsey.

2

pri cemu je § =

Dokaz. (prema [15, str. 38]) Neka je trokut AABC siljastokutan i N noziste
visine iz vrha C. Neka je |CN| = v, a |AN| = 2 kao na slici 4.4.

Slika 4.4: Trokut ABC
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Iz pravokutnog trokuta AANC pomocu Pitagorinog poucka mozemo izraziti
v.? = b* — 2%, (4.5)

a iz pravokutnog trokuta AC'N B pomocu Pitagorinog poucka mozemo izraziti

vt =a? — (¢ —x)°. (4.6)
Iz (4.5) i (4.6) slijedi
V-2 = d®—(c—ax)
= a® -+ 2cx — 22,
2cx = —a’+ b+
T = (4.7)

Uvrstavanjem (4.7) u (4.5) dobivamo

v = b2—(—_a2+b2+62)2
a2+%§+02 a’ + b + 2
= - Ty TS
 2bc+a? b - 2bc—a’+ b+
B 2c . 2c
B a2—(b—c) (b+c¢)° —a?
B 2c ‘ 2c
_ (a=b+c)lat+b—c) (b+c—a)(b+cH+a)
B 2c . 2c
_ (a+bte)(—a+b+c)a—b+c)(at+b—rc)
B 4c?
_ 25(25 —2a)(2s — 2b)(25 — 2c)
B 4c?
~ 4s(s—a)(s —b)(s—c)
c? ’
Ve = 2\/3(3—a)(s—b)(s—c),
CU. ‘

N g s
P = +/s(s—a)(s—b)(s—c).
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4.3 Povrsina ¢etverokuta P = %e fsinp

Teorem 4.3.1. Poursina cetverokuta kojemu su zadane duljine dijagonala e v f te
mjera kuta ¢ izmedu njih dana je formulom

1
P = §ef sin . (4.8)

Dokaz. (prema [11, str. 41] Cetverokutu ABC'D nacrtamo dijagonale i oznacimo
ih s e = |[AC| i f = |BD|. Dijagonalama je ¢etverokut podijeljen na cetiri trokuta.
Sjeciste dijagonala dijeli svaku dijagonalu na dva dijela koja oznac¢imo kao na slici
4.5.

a

Slika 4.5: Cetverokut ABCD

Povrsina cetverokuta ABC'D jednaka je zbroju povrsina dobivenih trokuta. Povrsine
trokuta lako mozemo izra¢unati po formuli 3.11. Pri racunanju ¢emo koristiti i
svodenje na prvi kvadrant, odnosno jednakost sin(180° — z) = sin x.

P(AABS) = 1m]o sin ¢,

2
1 1
P(ABCS) = 5pnsin(180°—g0) zﬁpnsingo,
1
P(ACDS) = Enqsincp,

1 1
P(ADAS) = Fam sin(180° — ) = Fam sin .
Kada zbrojimo povrsine trokuta dobivamo da je povrsina cetverokuta jednaka

1
P(ABCD) = §(mp + pn + ng + gm) sin p. (4.9)
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Izraz u zagradi mozemo srediti i dobivamo:
mp + pn +nq + gm = p(m +n) + q(n+m) = (m+n)(p+q). (4.10)

Znamo da je m+n =eip+ q = f pa kada to uvrstimo u (4.10), a dobiveno zatim
u (4.9) dobivamo formulu:

1
P = iefsingp

¢ime je dokaz gotov.



Poglavlje 5

Analiza i usporedba zadataka

U ovom poglavlju prikazat ¢emo kakvi se tipovi zadataka, u kojima se racuna povrsina,
nalaze u udzbenicima te ih usporediti s tipovima zadataka koji se pojavljuju na ispi-
tima drzavne mature iz matematike te u sklopu PISA i TIMSS istrazivanja.

5.1 Zadaci u udzbenicima

Usporedit ¢emo zadatke iz nastavne jedinice Povrsina pravokutnika i kvadrata u
udzbenicima koji su odobreni od strane Ministarstva znanosti i obrazovanja i koriste
se u skolskoj godini 2022./2023.

Tablica 5.1: Usporedba zadataka iz udzbenika

Zadatak Udzbenik A Udzbenik B Udzbenik C
Zadaci otvorenog tipa Ima. Ima. Nema.
Zadaci zatvorenog tipa Ima. Ima. Ima.
Zadaci u kojima treba | Ima. Ima. Nema.
nacrtati  kvadrat ili
pravokutnik zadane
povrsine.
Zadaci u kojima je tije- | Ima, samo u pro- | Ima, u osnov- | Ima, samo u pro-
kom rjeSavanja potrebno | blemskim zada- | nim i problem- | blemskim zada-
pretvoriti mjerne jedi- | cima. skim zadacima. | cima.
nice.

60
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Zadatak Udzbenik A Udzbenik B Udzbenik C

Osnovni zadaci u kojima | Ima, po jedan | Ima. Nisu na- | Ima, po dva

se provjerava poznavanje | podzadatak za | pisane samo | podzadatka za

izracunati povrsinu
lika prebrojavanjem
jedini¢nih kvadrata.

formule =za raCunanje | pravokutnik i | zadane velicine, | pravokutnik i
povrsine (zadane du- | kvadrat. ve¢ je potrebno | cetiri za kvadrat
ljine stranica i treba iz zadatka is- | za svaki tip
izracunati povrsinu ili pisati  Sto  je | zadatka.
obratno). poznato 1 tek

onda izracunati.
Zadaci u kojima se kao | Ima,  nekoliko | Ima, sve moguce | Ima, kolic¢inski
poznata velicina pojav- | tipova zadataka. | kombinacije, jednako kao
ljuje i opseg lika te je | Uglavnom  po | samo po jedan | i za osnovne
potrebno poznavanje i te | dva podzadatka. | podzadatak. zadatke.
formule.
Zadaci u kojima treba | Ima. Ima. Nema.

Zadaci u kojima treba
izracunati povrsinu nacr-

Ima, samo jedan
zadatak.

Ima nekoliko za-
dataka razlicite

Ima nekoliko za-
dataka razlicite

tezine.

tanog lika. tezine. Kom- | tezine. Jednos-
pleksniji  zada- | tavniji =~ zadaci
tak ima nekoliko | u kojima je lik
podzadataka. ve¢  podijeljen
na pravokutnike
i kvadrate te
zadaci u kojima
je potreban dulji
racun.
Problemski zadaci Ima, nekoliko | Ima, zadaci su | Ima, neko-
zadatak razlicite | razlicite tezine. | liko zadataka

razlic¢ite tezine.

Svi udzbenici imaju osnovne zadatke koje bi svi ucenici trebali znati rijesiti. Za-

daci u kojima je potrebno nacrtati pravokutnik zadane povrsine su zadaci otvorenog
tipa jer za bilo koju zadanu povrsinu postoji vise mogucih kombinacija za duljine
stranica. Za sve zadatke koji se nalaze u udzbenicima potrebno je samo poznavanje
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formula za racunanje opsega i povrsine kvadrata i pravokutnika te nedostaje zadataka
za razmisljanje.
Slijedi nekoliko zadataka razlicitih tipova koji se nalaze u udzbenicima.

Zadatak 1 (iz [17, str. 54]):

OBITELJ GABRIC OBITELJ BARISIC

KUHIN.JA KUPAONICA am KUHIN.JA

SOBA

HODNIK I KuPnoONICA HODNIK

a

b

Tko 1ma vecu kuhinju? Za koliko?

Tko ima veéi hodnik? Za koliko?

d

)
)
c) Je li neka od prostorija u obliku kvadrata?
) Koje prostorije imaju oblik pravokutnika?
e) Tko ima veéi stan? Za koliko?
Zadatak 2 (iz [17, str. 51]):

Pod prostorije kvadratnog oblika ima opseg 16 m. Koliko cetvornih metara linoleuma
treba za tu prostoriju?

Zadatak 3 (iz [12, str. 101]):

Zid u dnevnom boravku je pravokutnog oblika dimenzija 40 dm x 20 dm. Koliko je
kamenih ploca dimenzija 5 dm x 4 dm potrebno da bi se poplocio zid? Ako je cijena
100 dm? ploca 129 kn, kolika ée biti ukupna cijena kupljenih kamenih ploca?

Zadatak 4 (iz [22, str. 115]):

Nacrtaj dva razlicita pravokutnika ¢ije su povrsine 16 cm?.
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5.2 Zadaci s ispita drzavne mature

Ispiti drzavne mature provode se od skolske godine 2009./2010. i provodi ih Naci-
onalni centar za vanjsko vrednovanje obrazovanja (NCVVO). Uspjesnim polaganjem
drzavne mature gimnazijalci zavrsavaju srednjoskolsko obrazovanje, dok ucenici os-
talih ¢etverogodisnjih skola moraju polagati drzavnu maturu ukoliko Zele nastaviti
svoje obrazovanje.

Ispit drzavne mature iz matematike koncipiran je na nacin da postoje dvije razine
(osnovna i visa razina) i ucenici prilikom prijave ispita odlu¢uju koju razinu zele
pisati. Prilikom pisanja ispita iz matematike ucenici dobivaju i KnjiZicu formula u
kojoj se nalaze formule za rac¢unanje povrsine likova (vidi sliku 5.1).

o e a;” . P=\s-(s—a):(s-b):(s—c), 5= ”*;’“‘
P:ahaln']", P:EE{; P=rs
2 4r,
2 -7. .;
. Jednakostraniéan trokut: P= ¢ :I'_ p= —af'_, r,= %1-, r,= %1-‘

. Povriina paralelograma: P=a-v

atc

. Povriina trapeza: P= v

«  Povriina kruga: P=r'n

. Opseq kruga: O=2rn

. Povrsina kruZznoga isjecka: P= P
360°
i Duljina kruZnoga luka: [ = B
180°

Slika 5.1: Knjizica formula: povrsina

Zadaci na ispitu drzavne mature u kojima ucenici moraju racunati povrsinu nekog
lika nisu zadaci kao u udzbenicima veé zahtjevaju malo vise razmisljanja o nacinu
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rjesavanja. To svakako ima smisla jer su ucenicima sve formule zapravo dane i ne moze
se provjeravati znanje formule veé¢ primjena ispravne formule u pojedinom zadatku.

Sada ¢emo navesti nekoliko zadataka u kojima je potrebno racunati povrsina lika.
Zadaci su s ljetnih rokova ispita drzavne mature koji su provedeni od skolske go-
dine 2019./2020. naovamo nakon $to je uveden novi kurikulum. Svi provedeni ispiti
drzavne mature mogu se pronaéi na stranici Nacionalnog centra za vanjsko vredno-
vange obrazovangja (vidi [7]).

Zadatak 1: (2019./2020., osnovna razina, zadatak 26.1.)

Na zemlyjistu pravokutnog oblika uzgajaju se rajéice tako da na svakome kvadratnom
metru raste 6 sadnica. Ukupno je posadeno 1620 sadnica. Ako je duljina zemljista
za 10.5 metara veca od Sirine, kolika je Sirina zemljista?

Zadatak 2: (2019./2020., osnovna razina, zadatak 28.3.)

Park prikazan na skici ima oblik pravokutnog trokuta povrsine 4200 m*. Matija Sece
uz rub parka od tocke A preko tocke B do tocke C i prijede 190 m. Koliko bi metara
presao da je od tocke A do tocke C isao najkracim putom?

>

(oL

Zadatak 3: (2019./2020., visa razina, zadatak 25.1.)

U kvadratnoj je mrezi prikazano zemljiste u obliku cetverokuta.
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Koliko je vremena potrebno oracu da izore prikazano zemljiste ako u pola sata
prosjecno izore 5000 m? zemljista?

Zadatak 4: (2019./2020., visa razina, zadatak 30.)

Zadan je pravokutni trokut s katetama duljine 20 cm v 21 cm. Koliki je postotak
povrsine trokuta prekriven krugom kojemu je srediste u vrhu pravoga kuta toga trokuta
i kojemu je polumger 16 cm?

Zadatak 6: (2020./2021., osnovna razina, zadatak 15.)

Cjetnjak se sastoji od cetiriggju digelova u obliku jednakostranicnih trokuta kao sto je
prikazano na slici. Ukupna povrsina cvjetnjoka iznosi & m?. Koliko je ukupno metara
ograde potrebno za ogradivanje swih dijelova cvjetnjaka ako se svaki dio cvjetnjaka
ograduje zasebno?

/N A/\
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Zadatak 7: (2021./2022., visa razina, zadatak 20.)

Koliko je oplosje Rubikove kocke ako je volumen jedne kockice od kojih se ona sastoji
6.859 cm??

149.29 em?
185.19 cm?
194.94 cm?

S a w »

584.82 cm?
Komentari na zadatke:

U svim zadacima koje smo naveli, racunanje povrsine samo je jedan korak u rjeSavanju
zadatka i potrebno je dosta toga povezati kako bi se u konacnici doslo do tocnog
rjeSenja. Na prvi pogled nije jasno da se u svim ovim zadacima treba racunati
povrsina lika, no zadatak ¢e biti ispravno rijesen samo ako se iskoristi i to¢na formula
za racunanje povrsine odredenog lika.

5.3 Zadaci s PISA istrazivanja

PISA, odnosno Programme for International Student Assessment najvece je svjetsko
istrazivanje u obrazovanju koje je krajem 1990-ih godina Organizacija za ekonomsku
suradngju i razvoj (OECD) pokrenula s ciljem prikupljanja medunarodno usporedivih
podataka o znanju i kompetencijama petnaestogodisngih ucenika [9]. Republika Hrvat-
ska u istrazivanju sudjeluje od 2006. godine. Istrazivanje se provodi svake tri godine, s
iznimkom pandemijske 2021. godine kada je istrazivanje odgodeno i odrzano je 2022.
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godine. PISA istrazivanjem se provjerava c¢italacka, matematicka i prirodoslovna
pismenost ucenika, a nasi ucenici su na ispitima ostvarili ispodprosjecne rezultate.

Nacionalni centar za vanjsko vrednovanje objavio je dokument pod nazivom Pri-
mjeri PISA zadataka iz matematicke pismenosti: testovi "papir-olovka” (PISA 2000,
PISA 2003, PISA 2012) [6] u kojem se nalaze primjeri zadataka iz podru¢ja mate-
maticke pismenosti te u nastavku slijede zadaci u kojima je bilo potrebno racunati
povrsinu likova.

Zadatak (iz [6, str. 16]): Povrsina kontinenta

Ovo je karta Antartike:

Pitanje 1:

Procijeni povrsinu Antartike uz pomoé mjerila na karti. PrikaZi postupak izracunavanja
i objasni kako si dosao/la do procjene (mozes crtati po karti ako ée ti to pomoéi pro-
cjenjivanju).

Zadatak (iz [6, str. 78]): Kupnja stana

Ovo je tlocrt stana koji Goranovi roditelji Zele kupiti od jedne agencije za prodaju
nekretnina:
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>) [~

Mijerilo:

Kupaonica [— 1 cm predstavija 1 m

[

Pitanje 1:

Da bi procijenio/la ukupnu povrsinu stana (ukljucujuci terasu i zidove), mozes izmge-
ritt velicinu svake prostorije, izracunati povrsinu svake od tih prostorija te zbrojiti sve
povrsine. Medutim, postoji mnogo ucinkovitija metoda za procjenu ukupne povrsine
kod koje moras izmjeriti samo 4 duzine. Oznaci na gornjem tlocrtu cetiri duZine koje
su potrebne za procjenu ukupne povrsine ovoga stana.

Zadatak (iz [6, str. 129]): Garaza

"Osnovni” asortiman jednog proizvodaca garaZa obuhvaca modele garaZa sa samo
jednim prozorom i jednim vratima. Juraj je odabrao donji model iz "osnovnog” asor-
timana. Oudje je prikazan poloZaj prozora i vrata:

Pitanje 2:

Donja dva nacrta prikazuju dimenzije garaze (u metrima) koju je Juraj odabrao:
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2.40 240

|H1—b= > Lol <+ g

050 100 200 100 050 6.00

Pogled sprijeda Pogled sa strane

Krov se sastoji od dvije potpuno jednake pravokutne ploce. Izracunaj ukupnu
povrsinu krova. Prikazi postupak izracunavanja.

Komentari na zadatke:

U svim zadacima potrebno je znati formule za rac¢unanje povrsine likova kako bi se
doslo do konac¢nog rjesenja. U zadatku Powrsina kontinenta ucenici sami odabiru
lik pomocu kojeg ¢e procijeniti povrsinu kontinenta na nacin da nacrtaju lik, odrede
duljine koje su im potrebne za racunanje povrsine pomoc¢u odabrane formule te na
kraju zapisu rezultat. Stan iz zadatka Kupnja stana podsjeca na nepravilni mnogokut
kojemu ucenici trebaju odrediti neke od vanjskih mjera kako bi izracunali povrsinu
stana. Za racunanje povrsine opet trebaju iskoristiti formulu za racunanje povrsine
pravokutnika. U zadatku GaraZa ucenici uz primjenu Pitagorinog poucka dobivaju
jednu od dvije stranice pravokutnika kojemu trebaju izracunati povrsinu opet po
formuli za racunanje povrsine pravokutnika.

Na kraju mozemo zakljuciti kako zadaci nisu osmisljeni na na¢in da ucenici samo
uvrste poznate vrijednosti u formulu za povrsinu, ve¢ moraju doéi do veli¢ina koje
su im potrebne za prikladnu formulu za racunanje povrsine lika koje se opet moraju
sami sjetiti. Zadaci provjeravaju sposobnost logicnog zakljucivanja i primjene znanja
naucenog tijekom osnovnoskolskog obrazovanja.

5.4 Zadaci s TIMSS istrazivanja

Istrazivanje TIMSS — medunarodno istraZivanje trendova u znanju matematike i pri-
rodoslovlja (Trends in International Mathematics and Science Study) provodi se u
sklopu organizacije IEA (International Association for the Evaluation of Educati-
onal Achievement — Medunarodno udruzenje za vrednovanje obrazovnih postignuca)
[8]. Istrazivanjem se mjere postignuéa na podruc¢jima matematike i prirodoslovlja
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ucenika cetvrtog i osmog razreda osnovne Skole te ucenika cetvrtih razreda srednje
skole. Ucenici iz Republike Hrvatske sudjeluju u zadnja tri ciklusa istrazivanja i svaki
put postizu sve bolje rezultate, na zadnjem istrazivanju postigli su iznadprosjecne re-
zultate u oba podrucja.

Zadaci iz matematike podijeljeni su u tri sadrzajne i tri kognitivne domene. Zadaci
u kojima je potrebno racunati povrsinu likova nalaze se u sadrzajnoj domeni Geome-
trigski likovi, geometrijska tijela i mjerenge. Slijede primjeri zadataka iz dosadasnjih
istrazivanja.

Zadatak 1 (iz [10, str. 64]):

Oko bazena oblika pravokutnika postavljen je poplocani prilaz kako je prikazano na
skici.

bazen

Kolika je povrsina poploc¢anog prilaza oko bazena?
A 100 m?

B 161 m?

C 710 m?

D 1610 m?

Zadatak 2 (iz [10, str. 73]):

Lik se sastoji od 5 kvadrata jednake povrSine. PovrSina cijelog lika jednaka je 245

cm?.
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A. Odredi povrsinu jednog kvadrata.
B. Odredi duljinu jedne stranice kvadrata.

C. Odredi opseg cijelog lika.

Zadatak 3 (iz [10, str. 93]):

50

Na slici je prikazan pravokutnik ABCD, a krugovi oko sredista P i () imaju radijuse
duljine 5 cm. Kolika je povrsSina pravokutnika?

A 50 cm?
B 60 cm?
C 100 cm?
A 200 cm?
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Komentari na zadatke:

Zadaci koji se pojavljuju na ispitima u sklopu TIMSS istrazivanja tezinom i nac¢inom
matematike. Kao sto je vidljivo i u ovih nekoliko zadataka, postoje zadaci visestrukog
izbora koji se takoder nalaze i na ispitima drzavne mature. Kako bi ucenici tocno
rijesili zadatke moraju poznavati formule za racunanje povrsine likova, ali isto tako u
svakom zadatku ipak trebaju jos neki podatak ili ideju kako uklopiti sve u ispravnu
formulu.

5.5 Usporedba zadataka

Nakon sto smo proanalizirali tipove zadataka iz udzbenika, s ispita drzavne mature
te s PISA i TIMSS istrazivanja mozemo zakljuciti sljedece:

e Tipovi zadataka u udzbenicima razli¢itih izdavaca su dosta sli¢ni, razlika je
samo u koli¢ini podzadataka, osnovni zadaci su zastupljeni u svim udzenicima.

e Zadaci koji se pojavljuju na ispitima drzavne mature ne provjeravaju jesu li
ucenici zapamtili neku formulu, veé¢ provjeravaju jesu li ucenici u mogucénosti
odabrati ispravnu formulu te jesu li ju shvatili i znaju li ju primijeniti u zadatku.

e Zadaci s ispita drzavne mature imaju slicnosti sa zadacima s TIMSS istrazivanja,
kako u nacinu konstrukcije zadatka tako i u samoj tezini i kompleksnosti. Zbog
toga ne treba ¢uditi iznadprosjecan rezultat kojeg ucenici iz Republike Hrvatske
postizu na ispitima u sklopu TIMSS istrazivanja.

e Zadacis PISA istrazivanja se razlikuju od zadataka koji se nalaze u udzbenicima.
Zadaci s PISA istrazivanja ¢esto nemaju jedinstven nacin rjesavanja te ucenici
moraju razmisljati kako iskoristiti ono $to im je ponudeno da bi dosli do rjesenja.
Zmanje konkretne formule nije dovoljno, ako ne znaju kako doé¢i do podataka
koji su im za koristenje formule potrebni.
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Sazetak

Povrsina je velicina dijela ravne plohe koju zauzima neki lik. Ucenici se s pojmom
povrsine susrecu u c¢etvrtom razredu osnovne skole. Tijekom skolovanja upoznaju
formule za ra¢unanje povrsine mnogih likova. U prvom poglavlju objasnjen je koncept
mjerenja u nastavi matematike, dok je u sljede¢em dan vertikalan pregled otkrivanja
formula za rac¢unanje povrsina likova. U tre¢em poglavlju nalaze se primjeri aktivnosti
otkrivanja formula za racunanje povrsina likova koje se mogu iskoristiti na nastavi
matematike. U ¢etvrtom poglavlju dokazane su neke od formula koje su spomenute
u prethodnom poglavlju. Na samom kraju rada analizirani su zadaci koji se nalaze u
udzbenicima te usporedeni sa zadacima koji se pojavljuju na ispitima drzavne mature
te u sklopu PISA i TIMSS istrazivanja.



Summary

The area is the space taken up by a flat surface of an object. The students encounter
the term area in the fourth grade of elementary school. During their schooling, they
are getting to know mathematical formulas for different plane figure area calculations.
The first chapter explains the concept of measuring in mathematics, while the fol-
lowing chapter gives vertical overview of plane figure area calculation formulas. The
third chapter gives examples of activities for discovering formulas for plane figure
area calculation that can be used in mathematics teaching. In the fourth chapter
there is proof for some of the formulas mentioned in the previous chapter. The very
end of the thesis gives analysis of the tasks found in the coursebooks and compares
them to the tasks from Matura exams and PISA and TIMSS researches.
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