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Uvod

U ovom diplomskom radu raspravljat ¢emo o elementarnim, tj. euklidskim konstrukcijama
jednobridnim ravnalom i Sestarom u planimetriji te ¢emo opisati i vizualno prikazati neke
od konstrukcija. Neke geometrijske situacije opisat ¢emo koristeéi se analitickom geome-
trijom jer su na taj nain Cesto zadovoljeni polinomijalni uvjeti pa se egzistencija same
konstrukcije ravnalom i Sestarom moze povezati s tipom proSirenja polja racionalnih bro-
jeva, koje sadrzi korijene odgovarajucih polinoma. Tim pristupom pokazat ¢emo da se ne
mogu svi geometrijski objekti dobiti konstrukcijom ravnalom i Sestarom. Tu su najpozna-
tiji takozvani klasi¢ni problemi, odnosno kvadratura kruga, duplikacija kocke 1 trisekcija
kuta, ali i neki polinomi. Na kraju ¢emo se posvetiti rjeSivosti konstrukcija pravilnih mno-
gokuta.

Ovaj diplomski rad podijeljen je u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju opisane su te-
meljne operacije i temeljne konstrukcije ravnalom i Sestarom, iz kojih proizlaze sve ostale
konstrukcije, popra¢ene odgovarajuéim ilustracijama napravljenim u Geogebri. U dru-
gom poglavlju bavimo se izvodljivo$€u konstrukcija ravnalom i Sestarom. Opisujemo sve
primjere algebarske metode konstrukcije ponovno uz ilustracije napravljene u Geogebri.
Takoder, definiramo konstruktibilnost realnog broja te se bavimo proSirenjem polja raci-
onalnih brojeva kroz niz propozicija i teorema popraéenih dokazima. U treCem poglav-
lju opsirno se bavimo trima klasi¢nim geometrijskim problemima, spominjemo starogrcke
matematicare koji su ih pokusavali rijesiti 1 na koji nacin. Takoder, prilozili smo i do-
kaze o neizvedivost njihovih konstrukcija koristeéi isklju€ivo ravnalo i Sestar. I na kraju, u
cetvrtom poglavlju uz niz definicija i teorema obradujemo rjeSivost konstrukcija pravilnih
mnogokuta.



Poglavlje 1

Osnovne konstrukcijske metode
ravnalom i Sestarom

U ovom poglavlju uvodimo osnovne pojmove i konstrukcije pri ¢emu pratimo [5].

Pod osnovnim konstrukcijama ravnalom i Sestarom u Euklidskoj ravnini smatrat ¢emo
sve konstrukcije koje su izvedive jednobridnim ravnalom (bez njegove paralelne strane
1 bez oznaka bilo kakve mjerne jedinice) te Sestarom u kona¢no mnogo koraka. Ravna-
lom moZemo povuéi spojnicu dviju tocaka, odnosno pravac koji prolazi kroz dvije tocke, a
Sestarom mozemo oko svake tocke opisati kruZnicu proizvoljnog polumjera. Tocke mogu
biti ili unaprijed zadane ili dobivene presjekom dvaju pravaca, pravca i kruznice ili dviju
kruznica. Dakle, toC¢ku smatramo konstruiranom ako je dobivena kao presjek dvaju pra-
vaca, pravca i kruznice ili dviju kruZnica; pravac smatramo konstruiranim ako mu moZemo
konstruirati bilo koje dvije tocke, a kruZnicu smatramo konstruiranom ako moZemo kons-
truirati njezino srediste i bilo koju njenu tocku.

Osnovne konstrukcijske metode ravnalom i Sestarom jo$ nazivamo euklidskim konstrukci-
jama jer prva tri Euklidova postulata ocigledno dopustaju njihovo koriStenje. Nabrojimo
prva tri Euklidova postulata:

1. od svake tocke do svake tocke moZe se povuéi duZina
2. ogranic¢ena duzina produZuje se neograniceno
3. svakim srediStem i udaljeno$c¢u opisuje se krug.

Prije nego krenemo dalje, definirajmo jo$ jedini¢nu duZinu:

Definicija 1.0.1. Pretpostavimo da su dane dvije razlicite tocke O i E u danoj ravnini.
DuZinu OE smatramo jedinicnom duZinom.
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1.1 Temeljne operacije ravnalom i Sestarom

Svaka konstrukcija ravnalom i Sestarom pociva na temeljnim operacijama i moguca je samo
njihovom uporabom. Temeljnim operacijama ravnalom i Sestarom smatramo:

1. konstrukciju pravca kroz dvije dane tocke,
2. konstrukciju sjeciSta dvaju neparalelnih pravaca,
3. konstrukciju kruznice poznatog srediSta koja prolazi zadanom tockom,

4. konstrukciju sjeciSta dane kruznice (zadane srediStem i1 jednom tockom) i pravca
(zadanog dvijema tockama),

5. konstrukciju sjeciSta dviju kruZnica (zadanih srediStem 1 po jednom svojom to¢kom).

Ovako opisane konstrukcije tocaka srz su rjeSavanja konstruktivnih problema. Svaki
sloZeniji konstruktivni zadatak rjesavat ¢e se uporabom temeljnih konstrukcija.

Definicija 1.1.1. Svaki slijed od konacno mnogo izvedenih osnovnih operacija zvat ¢emo
konstrukcijom pomocu ravnala i Sestara, odnosno euklidskom konstrukcijom.

1.2 Temeljne konstrukcije ravnalom i Sestarom

1. PRIJENOS DUZINE Zadana je duZina AB i polupravac MN. Potrebno je duzinu AB
prenijeti na polupravac MN.

\0_/

Slika 1.1: Prijenos duZine
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OPIS KONSTRUKCIJE:
Konstruiramo kruZnicu sa srediStem u to¢ki M polumjera r = |AB|. Ta kruZnica
polupravac MN sijecCe u tocki T. Duzina MT je jednaka duZini AB.

2. PRIJENOS KUTA
Zadan je kut ZAOB 1 polupravac T'C. Potrebno je konstruirat kut ZCT D takav da je
njegova mjera jednaka mjeri zadanog kuta.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Oko tocke O konstruiramo kruZzni luk proizvoljnog polumjera te ponovimo isto oko
tocke 7. Kruzni luk oko tocke O sijeCe krakove kuta ZAOB u toCkama M i1 N, a
kruzni luk oko tocke T sijece polupravac CT u tocki P. Sada oko tocke P konstru-
iramo kruzni luk polumjera r = |[MN|. Ti kruZni lukovi sijeku se u tocki R.

Luk mjednakje luku PR pajei LAOB = /MON = /PTR = /CTD.

Slika 1.2: Prijenos kuta

3. SIMETRALA DUZINE I POLOVISTE DUZINE
Zadana je duZina AB svojim krajevima A i B. Potrebno je konstruirati simetralu dane
duZine i njezino poloviste P.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Oko tocke A konstruiramo kruZnicu polumjera r = |[AB| te oko toCke B konstru-
iramo kruZnicu polumjera r = |AB|. U presjeku tih dviju kruZnica nalaze se dvije
tocke S 1S,. Konstruiramo li pravac kroz S 1 S, dobili smo simetralu duZine AB.
Tocka koja se dobije presjekom duZine AB i njezine simetrale je traZeno poloviste P.
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Slika 1.3: Simetrala duZine i1 poloviSte duzine

4. OKOMICA IZ DANE TOCKE NA DANI PRAVAC
Zadan je pravac p itocka T. Potrebno je konstruirati pravac n okomit na pravac p, a
koji prolazi to¢kom T'.
Razlikujemo dva slucaja:

a) Tocka T je na pravcu p.

b) Tocka T nije na pravcu p.
OPIS KONSTRUKCIJE:

a) Konstruiramo kruzni luk sa srediStem u tocki 7' proizvoljnog polumjera. Taj
kruZni luk sijece pravac p u to¢kama A i B. Tada je to¢ka T poloviSte duZine
AB. Sada traZenu okomicu dobivamo konstrukcijom simetrale duZine opisa-
nom u tocki 1 i ta okomica prolazi tockom 7.

b) Konstruiramo kruzni luk sa srediStem u to¢ki 7 dovoljno velikog radijusa tako da
ta kruZnica sijece pravac p. Dakle, ta kruZnica sijeCe pravac p u tockama A i B.
Sada traZenu okomicu dobivamo konstrukcijom simetrale duZine AB opisanom
u tocki 1 1 ta okomica prolazi tockom T jer je tocka T jednako udaljena od
toCaka A i B.

NAPOMENA: Ovaj postupak ne uci se u $koli, nego se okomice dobivaju koriStenjem
dva trokuta.
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>

Slika 1.4: Okomica iz dane toc¢ke na dani pravac kada je ta tocka dio danog pravca

Slika 1.5: Okomica iz dane tocke na dani pravac kada ta tocka nije dio danog pravca

5. PRAVAC KROZ DANU TOCKU PARALELAN S DANIM PRAVCEM
Zadan je pravac p 1 to¢ka T koja ne pripada pravcu p. Potrebno je konstruirati pravac
r koji prolazi to¢kom T i paralelan je zadanom pravcu.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Konstrukciju moZemo provesti na vise nacina, a ovdje ¢emo pokazati jedan od njih.
Konstruirajmo pravac v koji prolazi tockom 7" 1 okomit je na zadani pravac p. Sada
konstruiramo pravac okomit na pravac v koji prolazi tockom 7. Dobili smo trazeni
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pravac r.

Slika 1.6: Pravac kroz danu to¢ku paralelan s danim pravcem

NAPOMENA: Ovaj postupak ne uci se u skoli, nego se paralele povlace koriStenjem
dva trokuta.

6. DIJELJENJE DU@\I E NA JEDNAKE DIJELOVE I U DANOM OMJERU
Zadana je duzina AB. Potrebno ju je podijeliti:

a) na jednake dijelove

b) u danom omjeru.

OPIS KONSTRUKCIJE:

a) Iz tocke A povucemo bilo koji polupravac koji nema drugih zajednickih tocaka s
AB. (Isto smo mogli napraviti i iz to¢ke B). Sada Sestarom na polupravac nane-
semo istu duZzinu, krenuvsi iz tocke A, onoliko puta na koliko dijelova Zelimo
podijeliti duZinu. Na taj na¢in dobijemo tocke Ay, A,, As, ... , A,, gdje je n broj
Zeljenih duZina, takve da je |AA{| = |A1Az| = |AA3] = ... = |A,-1A,|. Spojimo
A, sa B, a zatim kroz tocke A, A,, Asz, ... , A,_1 napravimo paralele s A,B
(opisano u prethodnoj tocki). Presjekom paralela i AB dobivamo to¢ke T, T»,
Ts, ..., T,_; 1 one duzinu dijele na n jednakih dijelova.

b) AB podijelit éemo u omjeru m : n tako da ju na gore opisan nacin podijelimo na
m + n dijelova i tako dobijemo tocke A;, A, Az, ... , Ap_t1, Ams Apits A2y -
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Slika 1.7: Dijeljenje duzine na sedam jednakih dijelova

s Apin—1> Apan. Kroz tocku A, povucemo paralelu sa A,,,,B te ona AB sijee u
tocki T takvoj da je |AT|: |TB| =m: n.

Slika 1.8: Dijeljenje duZine u omjeru 5:2

7. SIMETRALA KUTA
Zadan je kut /AT B. Potrebno je konstruirati njegovu simetralu.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Sestarom konstruiramo kruzni luk proizvoljnog polumjera s centrom u tocki 7. Taj
kruzni luk sijece krakove kuta u to¢kama M 1 N. Simetralu kuta ZAT B dobit ¢emo
konstruiramo li simetralu MN (opisano u 1. tocki).

NAPOMENA: Dovoljno je konstruirati to¢ku unutar kuta /AT B jer simetrala prolazi
tockom T.

8. KRUZNI LUK IZ CIJIH SE TOCAKA VIDI NEKA DUZINA POD DANIM KU-
TOM L
Zadana je duzina AB i kut /ZXOY. Potrebno je konstruirati kruzni luk iz ¢ijih se
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Slika 1.9: Simetrala kuta

to¢aka vidi duZina AB pod kutom /XOY.

OPIS KONSTRUKCIJE:
Po teoremu o obodnom i srediSnjem kutu zakljucujemo da se srediste trazenog kruznog
luka mora nalaziti na simetrali tetive AB.

Slika 1.10: Kruzni luk iz ¢ijih se to¢aka vidi neka duZina pod danim kutom
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Dakle, konstruiramo simetralu duZine AB. Prenesemo kut £XOY u poloZaj tako da
mu jedan krak bude na duZini AB, a vrh u jednoj od to¢aka A i B. Konstruiramo
okomicu u vrhu kuta na njegov drugi krak. Ta okomica i simetrala tetive AB sijeku
se u srediStu trazenog kruznog luka.

9. ELEMENTARNE KONSTRUKCIJE TROKUTA

e SSS
Zadane su duzine duljina a, b i c tako da vrijedi: a +b > ¢, a+c¢c > b 1
b + ¢ > a. Potrebno je konstruirati trokut ABC sa stranicama duljina a, b i c.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Neka je |AB| = ¢, |AC| = b 1 |BC| = a. Fiksirajmo u ravnini bilo koju
tocku, nazovimo je A. Sada kroz tocku A povucemo bilo koji polupravac te
konstruiramo kruznicu sa srediStem u to¢ki A polumjera ¢. Ta kruZnica sijece
polupravac u toc¢ki B. Sada oko tocke A opiSemo kruznicu polumjera b te oko
tocke B opiSemo kruznicu polumjera a. Jedno od sjeciSta tih dviju kruZnica je
tocka C. Dobili smo traZeni trokut ABC.

Slika 1.11: §'S'S konstrukcija trokuta

o SKS
Zadane su dvije duzine duljina b i cijedan kut ZBAC. Potrebno je konstruirati
trokut kojem su zadane duZine stranice, a dani kut je izmedu njih.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Bez smanjenja opéenitosti, neka su zadane stranice AB i AC duljina |AB| = ¢
i JAC| =b tekut /BAC = a.

Fiksirajmo u ravnini bilo koju tocku A, kroz nju povuc¢emo bilo koji polupravac
te konstruiramo kruZnicu sa srediStem u tocki A polumjera c. Ta kruZnica sijece
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polupravac u tocki B. Zadani kut ZBAC prenesemo u polozaj ZBAX. Oko tocke

A konstruiramo kruZnicu polumjera b. Ta kruZnica sijece polupravac AX i tocki
C. Dobili smo trokut ABC.

Slika 1.12: S KS konstrukcija trokuta

e KSK
Zadana je duzina duljine c i dva kuta /BAC i /ABC. Potrebno je konstruirati
trokut kojemu je zadana duZina stranica, a zadani kutovi su uz tu stranicu.

N
N
N
N -
\ -7
N -
\ >
\ e
N -
\ R
N -
\ -7
N e
\ -
-
-
-
\ e
-
(] -
/8/>§\

Slika 1.13: KS K konstrukcija trokuta

OPIS KONSTRUKCIJE: L
Bez smanjenja opéenitosti, neka je zadana stranica AB duljine |[AB| = ¢ te
kutovi /BAC =a i LABC = 8.
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Fiksirajmo u ravnini bilo koju to€¢ku A, kroz nju povuc¢emo bilo koji polupravac
te konstruiramo kruZnicu sa srediStem u to¢ki A polumjera c¢. Ta kruZnica
sijeCe polupravac u tocki B. Zadani kut Z/BAC prenesemo u poloZzaj /BAX, a
zadani kut ZABC prenesemo u polozaj ZABY. Polupravci AX i BY sijeku se u
tocki C. Dobili smo trokut ABC.

e SSK”
Zadane su dvije duZine duljina b i c i jedan kut ZBAC. Potrebno je konstru-
irati trokut kojem su zadane duzine stranice, a dani kut je nasuprot dulje od njih.

OPIS KONSTRUKCIJE:

Bez smanjenja opéenitosti, neka su zadane stranice AB i AC duljina |AB| = ¢
i |[AC| =b takvedaje b < c te kut LABC = .

Fiksirajmo u ravnini bilo koju toc¢ku A, kroz nju povucemo bilo koji polupravac
te konstruiramo kruZnicu sa srediStem u tocki A polumjera c¢. Ta kruZnica
sijeCe polupravac u tocki B. Zadani kut ZABC prenesemo u polozaj ZABX. Oko
tocke A konstruiramo kruZnicu polumjera b. Ta kruZnica sijece polupravac BX
u tocki C. Dobili smo trokut ABC.

B

Slika 1.14: S S K~ konstrukcija trokuta



Poglavlje 2

Izvodljivost konstrukcija ravnalom i
Sestarom

2.1 Algebarska metoda konstrukcije

U ovom odlomku bavit ¢emo se algebarskom metodom konstrukcije kao Sto je dano u [5]
i [6] jer parametri kojima su opisane geometrijske situacije u planimetriji, ¢esto zadovo-
ljavaju neke polinomijalne uvjete. Zato se egzistencija konstrukcije ravnalom i Sestarom
moze povezati s tipom proSirenja polja racionalnih brojeva, koje sadrZi korijene odgova-
rajucih polinoma. Konkretnije, pokazat ¢emo kako konstruirati duljine duZina:

l. x=a+b, x=a-b, a>b,
2. x=n-a, x=

3.x=%, x=4% x=a-b,

b
4. x=Va-b, x= +a,
5. x=Va*+b*, x= VNa*?-b?, a>b,

gdje su 1, a, b i ¢ duljine zadanih duZina i n prirodan broj > 1.
Kazemo joS da smo konstruirali navedene izraze.
Pokazimo sada konstrukcije izraza 1. - 5.:

1. zbrajanje 1 oduzimanje duZina

a) x=a+b
Dvije duZine kojima su duljine a i1 b zbrajamo tako da na istom pravcu nane-
semo prvo duZinu duljine a, a zatim odmah do nje duZinu duljine » tako da

13
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imaju zajednicku krajnju tocku. Njihov zbroj je duZina kojoj je jedna krajnja
tocka krajnja tocka duzine duljine a, a druga krajnja tocka joj je krajnja tocka
duzine duljine b.

at+b

Slika 2.1: Zbroj duZina

b) x=a-b
Dvije duzine kojima su duljine a i b, gdje je a > b, oduzimamo tako da na istom
pravcu nanesemo prvo duZinu duljine a, a zatim unutrar te duZine nanesemo
duzinu duljine b tako da imaju zajedniCku krajnju to¢ku. Njihova razlika je
duZina koja preostane od duZine duljine a.

a-b

Slika 2.2: Razlika duZina

2. mnoZenje i dijeljenje prirodnim brojem

a) x=n-a
Kako je mnoZenje uzastopno zbrajanje istog broja n puta, tako duzinu x dobi-
jemo ako n puta pribrojimo duZinu duljine a kako je opisano u 1. a).

b) x=¢
Neka je duZina OA takva da je njezina duljina jednaka |OA| = a. Povutemo

polupravac OB iz toc¢ke O razli¢it od OA i na njega uzastopno nanesemo n
jedini¢nih duZina pocevsi od tocke O. Tako dobijemo tocke By, By, ..., B,. Kroz
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5a

Slika 2.3: MnoZenje duZine prirodnim brojem

toku B; povucemo paralelu sa duZinom AB,. Ta paralela sije¢e duZinu OA u
tocki A;. DuZina OA, je traZzena duZina duljine x.

lo) X a A

Slika 2.4: Dijeljenje duZine prirodnim brojem

3. konstrukcija Cetvrte proporcionale

a) x =4
Ovu konstrukciju provest ¢emo pomocu Talesovog teorema o proporcional-
nosti. Kako je zadano x = %, slijedidajex:b=a:c.
Na krak OM kuta ZMON nanesemo duZine OA i OC duljina |0A| = a i |0OC| =
c. Na krak ON nanesemo duZinu OB duljine |OB| = b. Tada toCkom A
povuéemo paralelu s duZzinom BC. Ta paralela sije¢e krak OB u tocki X, tj.

x = |0X|. Time smo konstruirali mjerni broj x = “jb

b) x=1¢
Specijalni slucaj primjera x = % gdjeje b = 1.
Konstrukcija se provodi analogno.
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Slika 2.5: Konstrukcija Cetvrte proporcionale

Slika 2.6: Konstrukcija Cetvrte proporcionale kada je jedna od zadanih duZina jedini¢na

¢c) x=a-b
Specijalni slucaj primjera x = % gdjejec=1.
Konstrukcija se provodi analogno.
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Slika 2.7: Konstrukcija Cetvrte proporcionale kada je jedna od zadanih duZina jedini¢na

4. geometrijska sredina

a) x=Va-b

Ovu konstrukciju provest éemo pomocéu Euklidovog poucka i Talesovog te-

C

e oo,

Slika 2.8: Konstrukcija geometrijske sredine

orema o obodnom kutu nad promjerom kruZznice.

Konstruiramo duZinu AB duljine |AB| = |AT|+|T B| = a+ b. Sada konstruiramo
poloviite P duZine AB i kruZnicu oko tocke P polumjera r = |AP|. Dakle,
duZina AB promjer je te kruZnice. Odabirom bilo koje to¢ke C na kruZnici
obodni kut nad promjerom AB u tocki C bit ée pravi, a samim time i trokut
ABC bit ¢e pravokutan.
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Povucimo okomicu iz to¢ke T na duZinu AB. Presjek okomice i kruZnice
oznac¢imo tockom C. Sada iz Euklidovog poucka slijedi da je |CT| = Va-b =
X.

b) x= a
Specijalni slucaj primjera x = Va - b gdje je b = 1.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
T
1
1

Slika 2.9: Konstrukcija geometrijske sredine kada je jedna od zadanih duZina jedini¢na

5. a) x= Va?+b?

Prema Pitagorinom poucku slijedi da je duzina duljine x hipotenuza pravokut-

Slika 2.10: Konstrukcija korijena zbroja kvadrata

nog trokuta kojem su katete duljina a i b. Dakle, potrebno je konstruirati trokut
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kojem su poznate stranice duljina a 1 b te kut medu njima (S KS konstrukcija
trokuta).

b) x = Va? - b?
Prema Pitagorinom poucku slijedi da je duZina duljine x jedna od kateta pravo-
kutnog trokuta kojem je druga kateta duljine b, a hipotenuza duljine a. Dakle,
potrebno je konstruirati trokut kojem su zadane duljine dviju stranica a i b te
mjera kuta nasuprot dulje od njih (S S K~ konstrukcija trokuta).

Slika 2.11: Konstrukcija korijena razlike kvadrata

Nakon §to smo pokazali kako konstruirati izraze 1. — 5. moZemo konstruirati bilo koji
izraz koji se moZze dobiti iz zadanih duZina kombinacijom racionalnih operacija i vadenjem
kvadratnih korijena.

2.2 ProSirenje polja racionalnih brojeva

U prethodnom odlomku pokazali smo kako od zadanih duzina konstruirati duzZine kojima
je duljina jednaka zbroju, razlici, umnosku ili kvocjentu zadanih duZina, kako im izvaditi
kvadratni korijen te jo§ nekoliko kombinacija ovih racunskih operacija.

ZakljuCujemo da je moguce konstruirati duzine Cije su duljine jednake korijenima zadane
kvadratne jednadZzbe. Drugim rije¢ima, zadanim duZinama izvodimo racionalne operacije,
ali 1 proSirujemo polje racionalnih brojeva, koje sadrzi korijene odgovarajucih polinoma. U
ovom poglavlju osim o proSirenju polja racionalnih brojeva, govorit ¢emo i o konstruktibil-
nosti realnog broja, pri ¢emu pratimo [6], a kako bismo to ostvarili moramo uvesti pojmove
algebarskog i transcendentalnog broja.
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Definicija 2.2.1. Neka je P potpolje od C. Neka je a € C. Ako je « korijen neke algebarske
jednadzbe s koeficijentima iz P, onda kaZemo da je « algebarski broj nad poljem P. Ako
takva algebarska jednadzba ne postoji, onda kaZemo da je « transcendentan broj nad
poljem P.

Primjetimo da je svaki a € P algebarski nad poljem P jer je a rjeSenje jednadzbe
x—a=0.

Propozicija 2.2.2. Ako je a algebarski broj nad poljem P, onda je Pla] polje i vrijedi
Pla] = P(a).

Dokaz. Kako je a algebarski, slijedi da postoji polinom p(x) € P[x], p(x) = po + p1x +
P2X> + ...+ pux", p, # 0, tako da je p(a) = 0. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpos-
taviti da je p ireducibilan nad P. Ocito uvijek vrijedi P[a] C P(a).

Dokazimo obrnutu inkluziju. Neka je S € P[a]. Tada postoji polinom f(x) € P[x], f(x) =
co+ C1x+ cx* + ...+ cxf, k €N, ¢; € P, takav da je 8 = f(a). Tvrdimo da se 8 moZe
napisati u obliku 8 = ay + a1 + axa® + ... + a,_,&""!, gdje je n stupanj polinoma p.
Zaista, podijelimo 1i f(x) sa p(x), neka je r(x) ostatak pri tom dijeljenju, tj. f(x) =
p(X)q(x) + r(x), gdje je r(x) = ap + a1 x + arx* + ... + a,.1 X" '. Za x = a slijedi f(@) = r(a),
{.

B=fl@)=r@)=a +aa+..+a,a"",

¢ime je tvrdnja dokazana.
Neka je sada Jg% € P(a). Prema upravo dokazanoj tvrdnji vrijedi

fl@ ay+aa+.. +a,_ !

gl@ bo+bia+..+b, oV

gla) #0.

Pokazimo da je ;% € Pla]. U tu svrhu promotrimo polinom g(x) = bg+b x+...+b,_ X"\
g nije nul-polinom jer je g(a) # 0. Polinom g nije djeljiv s p jer je st g < st p. No p
je po pretpostavci ireducibilan pa su stoga g i1 p relativno prosti polinomi. Stoga prema
teoremu o najvecoj zajednickoj mjeri postoje polinomi ¢(x), ¥(x) € P[x], takvi da je
g(x)p(x)+ p(x)(x) = 1. Stavimo li ovdje x = @ onda zbog p(a) = 0 slijedi g(@) - (@) = 1.

Dakle, postoji polinom ¢(x) € P[x], takav da je

1
(@) = —.
v g(a)
Stoga je f; E:g = f(a) - p(a), pa je j; E:g € P[a] Cime je propozicija dokazana. m|

Korolar 2.2.3. Dimenzija od Pla] kao vektorskog prostora nad P jednaka je stupnju ire-
ducibilnog polinoma iz P|x] koji ponistava a.
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Posljedica konstrukcija iz podpoglavlja 2.1 je sljedeci teorem:

Teorem 2.2.4. Ako je x neki nenegativni realni broj koji moZemo dobiti pomocu konacno
mnogo racionalnih operacija i konacno mnogo vadenja kvadratnih korijena, iz mjernih
brojeva konacno mnogo danih duZina, tada moZemo iz danih duZina pomocu ravnala i
Sestara konstruirati duZinu Ciji mjerni broj je jednak x.

Ovaj teorem nam govori da je prikaz broja x pomocu kona¢no mnogo racionalnih ope-
racija i kona¢no mnogo vadenja kvadratnog korijena iz mjernih brojeva kona¢no mnogo
danih duzina dovoljan uvjet za moguénost konstruiranja duzine sa mjernim brojem x iz
kona¢no mnogo danih duzina pomocu ravnala i Sestara.

Obratom teorema 2.2.4 dokazat ¢emo nuZan uvjet za mogucnost konstruiranja duZine
sa mjernim brojem x iz kona¢no mnogo danih duzina pomocu ravnala i Sestara.

Teorem 2.2.5. Ako se iz danih duZina s mjernim brojevima my, my, ... , m, moZe pomocu
ravnala i Sestara konstruirati duZina mjernog broja x, tada se ta duZina x moZe izracunati
iz mjernih brojeva my, my, ... , m, pomocu konacno mnogo racionalnih operacija i konacno
mnogo vadenja kvadratnih korijena.

Dokaz. Svaku konstrukciju moZemo provesti u konacno mnogo koraka nizom temeljnih
operacija. Pokazimo da je moguce temeljne operacije provesti analitic(kom metodom:

1. Pravac kroz dvije dane tocke T4(ay, by), T>(az, b,).
Jednadzba pravca koji prolazi kroz dvije tocke glasi:

_ =N
X2 — X1

Y= (x = x1)
UvrStavanjem tocaka 7' 1 T, te sredivanjem izraza dobivamo:

(b] - bz)x + (az - al)y + a1b2 - a2b1 =0.

Odnosno:
ax+by+c=0,
gdje je:
a = by —Db,
b = a-ay,

c = Cllbz—azbl.
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2. Sjeciste S (x;, yy) dvaju neparalelnih pravaca a;x+b;y+c1 =0 1 ax+byy+c, =0
RjeSavanjem sustava jednadzbi dobijemo koordinate sjeciSta:

bycy = bicy a ity —apc

N s

- aby — ab, - aby, — ab,
Uz uvjet da pravci nisu paralelni: a,b; —a1b, # 0

3. Kruznica poznatog srediSta S (p, ) koja prolazi tockom T (xy, y;).
Kruznica je skup tocaka (x,y) jednako udaljenih od jedne Cvrste tocke (p, g) koju
nazivamo srediStem. Dakle, jednadzba kruZnice glasi:

x=-pP+G-q’=r,

gdje je r udaljenost tih to¢aka od Cvrste tocke. Tj.

r=/(a=p?+ -2
Dakle, uvrStavanjem i sredivanjem izraza dobivamo:
2.2 _
X +y +ax+by+c=0,
gdje je

a = -2p,

S
Il

_2q,
Pr+q —(a-pF-01-9°*~

o
Il

4. Sjecita dane kruznice x> +y* +a;x+b;y+c; =0 ipravca a,x + b,y +c, = 0.
RjeSavanjem sustava jednadzbi dobijemo

-B+ VB2 - 4AC aj Cq

Xs = 5 Ys = =7 Xs — 7

2A

gdje je

=

a% + b%,

™
Il

b%az + 2a;c; — a1b1by,
C = C% —bic1by + b%CQ,
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uz uvjet da je b; # 0.
Za by = 01a; # 0 rjeSenje sustava je:

i —-B+ VB> -4AC

Xy = ——, = s
IR 24
gdje je
A = af,
B = Cl%bg,
C = c% —aciay + a%cz.

U oba slutajaje A > 0 i B> —4AC > 0 ako traZena sjecista postoje.

5. Sjeciste dviju kruznica x> +y* +ajx+byy+c; =0 1 x> +y* + arx + byy + ¢, = 0.
RjeSavanje ovog sustava svodi se na rjeSavanje sustava jednadzbi bilo koje od ovih
dviju kruznica i pravca (a; — ax)x + (by — b))y + ¢y — ¢ = 0.

Taj pravac je potencijala tih dviju danih kruznica. Dakle, problem sjeciSta dviju
kruZnica svodi se na problem sjeciSta kruZnice 1 pravca prikazan u tocki 4.

Dakle, sve temeljne operacije ravnalom i Sestarom moguce je analitickom metodom
dobiti u kona¢no mnogo koraka primjenom osnovnih racionalnih operacija i vadenjem
kvadratnog korijena ¢ime je teorem dokazan.

O

Prethodna dva teorema dokazuju da je mogucnost prikaza broja x iz brojeva my, my, ..., m,
s kona¢no mnogo racionalnih operacija i konaéno mnogo vadenja kvadratnih korijena

nuZan i dovoljan uvjet za mogucnost konstruiranja duZine ¢iji je mjerni broj x iz danih
duZina s mjernim brojevima my, ms, ..., m,, pomocu ravnala i Sestara.

Definicija 2.2.6. KaZemo da je realni broj x moguce elementarno konstruirati (ili da
je konstruktibilan) ako je x € Q ili x € Q(qi,qo,....qx), gdje je qi = VA;, A; €
Qq1,92, s qi-1), 1 = 1,2,..,k, a q; ¢ Qq1,q2, ....,qi-1) (pri cemu uzimamo Q(qy) = Q).
Kompleksan broj z je moguce elementarno konstruirati ako je moguce elementarno kons-
truirati njegov realni dio Rez i imaginarni dio Imz.

Definicija 2.2.7. Ako se korijeni algebarske jednadZbe s racionalnim koeficijentima mogu
elementarno konstruirati, onda kaZemo da je ta jednadzba rjeSiva u kvadratnim radika-
lima.
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Ako tocke ravnine identificiramo sa C, gdje tocka O odgovara broju 0, a tocka E broju
1, iz dokaza prethodna dva teorema slijedi:

Teorem 2.2.8. Tocka z € C se moZe konstruirati ako i samo ako je broj z konstruktibilan.

Uocimo, kut @ se moze konstruirati ako i samo ako se mogu konstruirati | cos | 1| sin a/|,
odnosno €' = cos @ + i sin & je konstruktibilan.

Ako su a € Q(q1,92,....q,), @ # 0, B € Q(q,, 45, ..., q,,) konstruktibilni, tada su af8, a —
B, a+f, é € Q1,92 --»qn- 4,5 - q,,) pa zakljuCujemo da konstruktibilni brojevi Cine
polje.

Teorem 2.2.9. Ako neka kubna jednadzba
3 2 _
X +ax +ax+ay=0
s cjelobrojnim koeficijentima ima racionalno rjesSenje x,, tada je taj x; cijeli broj i djelitelj
Jje broja ay.

Dokaz. Neka je x; jedno racionalno rjesenje jednadzbe. To rjeSenje mozemo pisati u
obliku x; = é (I,m € Z,m > 0, najveli zajednicki djelitelj od [ 1 m je 1). Kako je x;
rjeSenje, slijedi

P+ aylPm + alm* + agm® = 0
odakle dalje slijedi

P=-m- (azl2 +aylm + aomz)

i odatle m = 1. Iz prethodne jednakosti slijedi takoder
aom® = =1- (I + aylm + aym?)

i odatle izlazi da je [ djelitelj od ay. Napokon na temelju prikaza x; = i slijedi neposredno
tvrdnja teorema. O

Teorem 2.2.10. Jednadzba treceg reda s racionalnim koeficijentima rjesiva je u kvadratnim
radikalima ako i samo ako ima racionalni korijen.

Dokaz. Najprije ako jednadzba treCeg reda s racionalnim koeficijentima ima racionalni
korijen § (g # 0), onda se ona moZe faktorizirati kao (gx — p)(rx* + sx + 1) = 0, gdje su svi
koeficijenti racionalni pa odatle odmah slijedi tvrdnja.

Obratno, podimo od jednadZbe

fx)=x>+ax’> +bx+c=0. 2.1)
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Treba pokazati ako je 2.1 rjeSiva u kvadratnim radikalima, onda ona ima racionalan korijen.
Pretpostavimo suprotno.

Jednadzba 2.1 ima bar jedan realan korijen. Neka je to x; (po pretpostavci nije racionalan).
Kako je jednadzba 2.1 rjeSiva u kvadratnim radikalima, to postoje iracionalni brojevi o; =

\/A_l, v Ok = \/A_, k>1, Aj € Q(Ql, "'9Qj—1)7 _] =1,...,k, takvi daje
X1 € Q(Qh ~-~7Qk)'

Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da o ¢ Q(o1, ..., 0x—1), jer bi u suprotnom
u nasoj konstrukciji g, bio suviSan i mogli bismo stati kod g_;.

Analogno mozemo pretpostaviti da x; ¢ Q(oy, ...,0r-1). Pokazat ¢emo najprije da su svi
korijeni od 2.1 realni i konstruktibilni.

Pretpostavka x; € Q(oy, ..., 0x) povlaci da je x; oblika

X1 =p+qo, p.q€Qi,....0-1), q¢0.

Pokazat ¢emo da je x, = p—qox takoder korijen od 2.1 koji je ocito realan 1 konstruktibilan.
U tu svrhu uvrstimo x; = p + gox u 2.1. Dobijemo

f(x) =P+ Qo =0,

gdje je P = p* + 3pq*A; + ap* + aq*Ay + bp + ¢, Q = 3p*’q + ¢*A + 2apq + bg. Dakle,
P, O € Q(o1, ..., 0k-1). Ako bi vrijedilo Q # 0, onda bi bilo g; = —g, tj. ox € Q(o1, ..., 0k-1)»
suprotno pretpostavci. Dakle, Q = 0, Sto povlaci P = 0.

Ako sada u 2.1 uvrstimo x, = p — goi lakim raCunom dobivamo da je

f(x2) = P = Qo
pa P = Q = 0 povladi f(x,) = 0. Dakle, x, je korijen jednadzbe 2.1 1 x, # x; (jer je
q # 0. Neka je x; treci korijen od 2.1. Prema Vieteovoj formuli x; + x, + x3 = —a slijedi

x3 = —a — 2p. Odavde zbog a € Q,p € Q(oy,...,0r-1) slijedi da je x3 € Q(oy, ..., Ox-1)-
Dakle, x3 je realan i konstruktibilan.

Kontradikcija koja dokazuje tvrdnju teorema sastojat ¢e se u tome da iz naSih pretpostavki
slijedi x, € Q(oy, ..., 0x-1) 1 tada x; € Q(oy, ..., 0x—2). To se sada dobije tako da se ponovi
prethodni postupak na korijen x3. O

Sljedeci teorem govori nam o jednadZbama Cetvrtog stupnja, tj. o njihovoj rjesivosti u
kvadratnim radikalima. Za dokaz tog teorema bit ¢e nam potrebna njezina rezolventa.
Za jednadzbu
f)=x*+aX +bx* +cx+d=0, a,b,c,deQ, (2.2)

njena rezolventa je jednadZzba treeg stupnja

2

(@y—c) =4 (“Z b+ 2y> o2 - d). (2.3)
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Rezolventa nam je potrebna da bi izraz u uglatoj zagradi u zapisu

2

gx+y)2—[(az—b+2y)x2+(ay—c)x+yz—d]

2

bio kvadrat nekog linearnog polinoma Ax+ B. Stoga su veze medu korijenima x; jednadZbe
2.2 1 korijenima y; rezolvente 2.3 kvadratne, tj. vrijedi

F@) =2+

X7+ gx,- +vy; = +(Ax; + B).
Odavde neposredno slijedi teorem.

Teorem 2.2.11. JednadZba cetvrtog stupnja 2.2 je rjeSiva u kvadratnim radikalima ako i
samo ako je u kvadratnim radikalima rjesSiva njezina rezolventa 2.3.

Iz Teorema 2.2.10 i 2.2.11 dobivamo kriterij za konstruktibilnost korijena jednadzbe
cetvrtog stupnja.

Korolar 2.2.12. Korijeni jednadZbe 2.2 se mogu elementarno konstruirati ako i samo ako
njezina rezolventa 2.3 ima racionalni korijen.

Pokazimo primjenu ovih teorema na konkretnom primjeru.
PRIMJER. Unutar danog kuta zadana je tocka. Pokazite da se elementarno ne moZe tom
tockom konstruirati duzina zadane duljine, kojoj su krajevi na krakovima kuta.
RjeSenje. Uzmimo posebni slucaj da je kut pravi i promotrimo u koordinatnom sustavu
tocku (1,2) kroz koju treba prolaziti pravac koji sijeCe osi u tockama cija je udaljenost
jednaka 6. Taj pravac ima jednadZbu y — 2 = k(x — 1). Taj pravac moZemo elementarno
konstruirati ako i samo ako mozemo konstruirati koeficijent smjera k. No, iz uvjeta da je
navedena udaljenost 6 i k # 0 slijedi (“2)* + (k — 2)* = 36, .

k' =4k’ = 31k* — 4k +4 = 0.
Rezolventa te jednadzbe je jednadzba
fO) =2y +31y* — 144 = 0.
Kandidati za racionalni korijen te jednadZbe su brojevi §, gdje su
p==1,+2,+£3,+4,+6,+8,+9, +12, +16, =18, +£24, +36, +48, +72, +144,

1q = £1, +2. Lako se vidi da niti jedan od ovih nije korijen.

U stvari, zbog f(2) <0, f(3) > 0, f(-3) >0, f(-2) <0, f(-12) > 0, f(-16) < 0, dovoljno
je ispitati samo one kandidate koji su u uniji [-16, -12] U [-3, -2] U [2, 3].

Prema 2.2.12, k nije moguce elementarno konstruirati te stoga nije moguce konstruirati ni
traZeni pravac.



Poglavlje 3

KlasiCni geometrijski problemi

U prethodnim poglavljima pokazali smo mnogo konstrukcija koje su izvedive ravnalom 1
Sestarom. No, postavlja se pitanje je li svaki geometrijski problem mogudée rijesiti kons-
trukcijom ravnalom i Sestarom? S tim pitanjem suocili su se ve¢ u vremenu Anticke Grcke.
Njihovi problemi poznati su pod zajedni¢kim nazivom “’klasi¢ni problemi”, a radi se o kva-
draturi kruga, duplikaciji kocke 1 trisekciji kuta.

Kvadratura kruga podrazumijeva konstrukciju kvadrata ¢ija povrSina je jednaka povrSini
danog kruga. Duplikacija kocke pak podrazumijeva konstrukciju brida kocke koja ima
dvostruko veéi volumen od dane kocke, a trisekcija kuta, kao Sto samo ime govori, podra-
zumijeva podijelu kuta na tri jednaka dijela.

Mnogi starogrcki matematicari bavili su se njihovim rijeSavanjem, ali do rezultata rav-
nalom i Sestarom nisu doSli. Neki od njih uspjeli su do¢i do rjeSenja, ali problemu su
pristupali na drugaciji nacin.

U ovome poglavlju Citat cemo o nekim pokuSajima konstrukcije tih i takvih problema,
navedenim u [2] i [10], ali i o njihovoj ne rjeSivosti ravnalom i Sestarom.

3.1 Kvadratura kruga

Kaze se da je na problem kvadrature kruga tijekom vremena potroSeno vise intelektualnog
napora nego za slanje ¢ovjeka na Mjesec. To nam govori da je ovaj problem bio vaZan
mnogim matematicarima kroz povijest.

Smatra se da je na jednom od najstarijih saCuvanih matemati¢kih tekstova, Rhindovom
papirusu iz oko 1650. g. pr. Kr., prvi put spomenut problem kvadrature kruga. Pisar
Ahmes opisuje kako konstruirati kvadrat ¢ija povrSina je gotovo jednaka povrSini nekog
kruga.

Mnogi matematicari jo§ od vremena anticke Grcke bavili su se ovim problemom. Mnogi
od njih dosli su do razlicitih rjeSenja, ali ni jedno od njih nije dobiveno konstrukcijom

27
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ravnalom i Sestarom, ve¢ su dobivena mehanickim metodama. Neke od dobivenih rjeSenja
¢emo detaljnije opisati.

Matematicari koji su pokusavali rijeSiti problem kvadrature kruga
Antifont

Antifont (oko 480.—411. pr. Kr.) za rjeSenje predlaZe upisivanje pravilinih mnogokuta u
krug. Njegova zamisao bila je upisivati pravilne mnogokute, krenuvsi od kvadrata, u krug.
Nakon kvadrata iSao bi osmerokut pa Sesnaesterokut. Smatrao je da proces moze ponav-
ljati udvostrucujuci broj stranica mnogokuta sve dok razlika izmedu povrSine mnogokuta i
povrsine kruga nebi nestala.

Brison

Antifontovu ideju nadogradio je Brison (oko 450.—390. pr. Kr.). On je osim S§to je upisivao
mnogokute unutar kruga, opisivao mnogokute oko kruga, a onda promatrao mnogokut
izmedu njih. Kao i1 Antifont, krenuo bi od kvadrata pa povecavao broj stranica. Kako se
broj stranica povecavao, tako je razlika izmedu upisanog 1 opisanog mnogokuta postajala
sve manja, a samim time je i mnogokut izmedu njih bivao sve sli¢nije povrSine njihovima.
PoveCanjem broja stranica mnogokuta povrSine tog mnogokuta i kruga, prema Brisonu,
postaju jednake. Nije pronaden podatak kako je odredivao mnogokut izmedu upisanog i
opisanog mnogokuta. Nama je poznato da takvih ima beskona¢no mnogo.

Hipokrat

Hipokrat (oko 470.—410. pr. Kr.) je shvatio da bi kvadriranjem krivocrtnog lika lakse
razumio problem kvadrature kruga pa se poceo baviti takozvanim mjesecima. Mjesec je
geometrijski lik omeden kruznim lukovima dviju kruznica koje imaju razliita sredista i
razlicite polumjere.

Hipokrat je prvi koji je ravnalom i1 Sestarom kvadrirao neke mjesece i to¢no odredio
njihove povrsine 1 zato takve mjesece danas zovemo Hipokratovim mjesecima. Danas je
poznato da takvih mjeseca ima 5 dok je Hipokrat znao njih 3. Bio je svijestan da time
nije rijeSio problem kvadrature kruga. Medutim, otkrio je, a vjerojatno i dokazao, da se
povrsine krugova odnose kao povrsine kvadrata nad njihovim polumjerima.
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Slika 3.1: Slika Hipokratovih mjeseca preuzeta iz knjige Povijest matematike I (izmije-
njeno i dopunjeno izdanje) Franke Miriam Briickler

Dinostrat

Dinostrat (oko 390.-320. pr. Kr.) je za rjeSenje problema kvadrature kruga koristio Hipi-
jinu kvadratisu.
Hipija (oko 460.-400. pr. Kr.) je vazan zbog otkrica kvadratise, krivulje kojom se moze

D C

Slika 3.2: Slika Hipijine kvadratise preuzeta iz diplomskog rada Tri klasi¢na problema
Marine Musa

rijesiti problem kvadrature kruga (ali i trisekcije kuta). Kvadratisa je krivulja koju dobi-
jemo kao geometrijsko mjesto to¢aka F koje su sjecista stranice DC kvadrata ABCD (koja
jednoliko pada na stranicu AB) i stranice AD (koja jednoliko rotira oko tocke A prema
stranici AB). Te stranice ”gibaju” se jednoliko tako da u isto vrijeme stranica DC padne
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na stranicu AB i stranica AD rotacijom padne na stranicu AB. Dakle, kvadratisa je krivulja
koju nije moguce dobiti konstrukcijom isklju¢ivo ravnalom i Sestarom. Takve krivulje na-
zivamo mehanickima.

Dinostrat je pokazao da kada kvadratisa sije¢e stranicu AB u to¢ki G vrijedi:

DB : |AB| = |AB| : |AG|.

Ova jednakost koristi se za dokaz da je povrSina kruga jednaka povrSini pravokutnog tro-
kuta ¢ija je jedna kateta duljine jednake duljini polumjera tog kruga, a druga kateta duljine
opsega tog kruga. Taj dokaz dao je Arhimed.

Arhimed

Najveci napredak u rjeSenju problema kvadrature kruga dao je Arhimed iz Sirakuze (oko
287.-212. pr. Kr.). On je dokazao da je povrSina kruga jednaka povrsini pravokutnog
trokuta kojem je jedna kateta jednaka polumjeru, a druga opsegu tog kruga. Da bi dokazao
tu tvrdnju koristio je sljedece pretpostavke i teoreme:

1. Krug i kruZni odsje¢ak imaju povrSinu.

2. Povrs$ina skupa u parovima disjunktnih trokuta i kruznih odsjecaka jednaka je zbroju
njihovih povrSina. Specijalno, ako krug rastavimo na disjunktne trokute i kruzne
odsjecke, povrSinu kruga moZemo dobiti kao zbroj njihovih povrSina. Takoder,
povrsina kruga veca je od zbroja povrSina bilo kojeg pravog podskupa tih trokuta
i odsjecaka.

3. Zasvaki krug postoji duljina veca od opsega bilo kojeg tom krugu upisanog poligona
1 manja od opsega bilo kojeg tom krugu opisanog poligona: to je opseg kruga (ime x
za opseg kruga promjera r = 1 potjece od Williama Jonesa, 1706.).

4. Arhimedov aksiom: za svake dvije povrSine P i S postoji prirodan broj m takav da
jemP>S§.

5. Pravilni 2"-terokut upisan u krug pokriva vise od 1 — 271 njegove povrsine, a
pravilni 2"-terokut opisan krugu ima povrsinu manju od 1 + 2=~ povrsine kruga.

6. Povrsina kruga razmjerna je kvadratu njegova promjera.

Arhimed kaze:
Neka je P povrSina danog kruga, a § povrSina pravokutnog trokuta kojem je jedna kateta
jednaka polumjeru r, a druga opsegu O tog kruga. Tada:
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Slika 3.3: PovrSina upisanog i opisanog 2"-terokuta na primjeru Sesterokuta

e Akoje P> §, onda prema tockama 4 i 5 postoji n € N takav da je povrSina upisanog
2"-terokuta veca od S. Neka je AB stranica tog upisanog 2"-terokuta i N njeno
poloviste. Tada je |ON| < r jer je ON L AB. Prema tocki 3 slijedi da je povrSina
upisanog 2"-terokuta jednaka

o |AB| - |ON| 2"AB| r-o

= |ON <—2=3,
2 ON] 2 2

gdje je o opseg danog kruga.

e Akoje P> S, onda prema tockama 4 15 postoji n € N takav da je povrSina opisanog
2"-terokuta manja od S. Neka je AB stranica tog opisanog 2"-terokuta i N njeno
poloviste. Tada je |ON| = r. Prema tocki 3 slijedi da je povrSina opisanog 2"-terokuta

jednaka
|AB|r S r-o S
2 2 7

2n

Dakle, kako ne vrijedi ni P < S, ni P > S, prema Aristotelovom principu iskljucenja
treCeg slijedidaje P = S.

Dokaz o neizvedivosti konstrukcije kvadrature kruga ravnalom i
Sestarom

Postoje egzaktna rjeSenja koja nisu dobivena konstrukcijom ravnalom i Sestarom. Ravna-
lom i Sestarom je moguce napraviti pribliznu konstrukciju, sa odredenom pogreskom.
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Problem kvadrature kruga objasnit emo algebarski. Neka je zadan krug polumjera r.
Povrsina toga kruga jednaka je P = r*z. Bududéi da je

2
2 / r
= ) ._> ,
rm ( rmw

zakljuCujemo da traZeni kvadrat ima stranicu duljine a = /2rm - 5.

Dakle, stranicu a traZenog kvadrata moZemo konstruirati kao geometrijsku sredinu izmedu
2rmi 5. Zar = 1, problem kvadrature kruga svodi se na konstrukciju duZine ¢ija je duljina
2.

Kako je broj & transcendentan broj, slijedi da njegova konstrukcija ravnalom i Sestarom
nije izvediva.

3.2 Duplikacija kocke

Problem duplikacije ili udvostrucenja kocke bio je jako popularan u vrijeme starih Grka.
Prica koju je zapisao Teon iz Smirne, a izvorno je pismo Eratostena kralju Egipta, kaze da
su se Atenjani za vrijeme epidemije kuge oko 430. pr. Kr. obratili prorociStu na otoku
Delosu. Trazili su savijet Sto uciniti kako bi stala epidemija. Prorociste im je savjetovalo
da udvostruce oltar bogu Apolonu. Atenjani su izgradili oltar kockastog oblika, ali nisu
udvostrudili volumen u odnosu na postojeci oltar, nego su udvostrucili duljinu stranice ol-
tara ¢ime su dobili oltar volumena osam puta veceg od postojeceg. Legenda kaze da je
gradom nastavila harati kuga jer Atenjani nisu poslusali savjet prorocCista. Toj legendi u
Cast, ovaj problem poznat je i pod imenom Delski problem.

Postoji joS jedna prica o nastanku ovog problema. Zapisao ju je Eutocius u komentaru
Arhimedova djela O kugli i valjku 1 ona kaZe da je kralj Minos bio nezadovoljan veli¢inom
grobnice pjesnika Glaukusa pa ju je odlucio udvostruciti. Na kraju je i on dobio osam puta
vecu grobnicu jer je zapravo udvostrucio duljinu stranice grobnice.

Dakle, nismo sigurni kako je ovaj problem nastao, ali mozZe se pretpostaviti da je ipak nas-
tao kao generalizacija dupliciranja kvadrata. Odnosno, kako se radi o stereometrijskom
problemu, da bi ga rijesili prvo su ga sveli na problem u ravnini. Sa sigurno$¢u mozZemo
reci da su stari Grei znali duplicirati kvadrat.
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Matematicari koji su pokusavali rijeSiti problem duplikacije kocke
Arhita

Arhita (oko 428. — 350. pr. Kr.) je srednje geometrijske proporcionale izmedu a 1 2a odre-
dio koriStenjem presjeka cilindra, konusa 1 torusa. (Torus je rotaciono tijelo koje nastaje
rotacijom kruZznice oko osi koja leZi u ravnini kruZnice.)

Radi lakSeg razumijevanja, problem ¢emo opisati koristeci analitiCku geometriju.

Dakle, imamo presjek ploha s jednadzbama

X +y 4+ = 4x
X +y* = 2ax,

¥y +7 = 2a/x%+y2

gdje prva jednadzba predstavlja cilindar polumjera a kojemu je os pravac kroz tocku (a, 0, 0)
paralelan z-osi. Druga jednadzba predstavlja konus s vrthom u ishodiStu kojem je os x-os
koordinatnog sustava i koji ima vrsni kut od 120°. Tre¢a jednadzba predstavlja torus kojem
je a polumjer poprecnog presjeka, a rupa je polumjera 0.

RjeSavanjem i sredivanjem sustava dobivamo

a: \/)cz+y2 = \/xz+y2 : \/xz+yz+z2 = VX2 +y?+ 72 : 2a.
Dobivena jednakost vrijedi za koordinate tocke dobivene presjekom tih triju ploha.
Primjetimo da rjeSenje sustava daje trazene geometrijske proporcionale.
Hipokrat

Hipokrat je dokazao da ako za brojeve a, x, y vrijedi odnos
a:x=x:y=y:2a, (3.1)

tada kocka s bridom duljine x ima volumen dvostruko ve¢i od kocke s bridom duljine a.
Tada su duljine x 1 y srednje geometrijske proporcionale izmedu duljina a 1 2a.

Zaista, iz izraza 3.1 vidimo da vrijedi x* = 24°.

Nakon Hipokrata, svi pokusaji konstrukcije duplikacije kocke svodili su se na odredivanje
srednjih geometrijskih proporcionala izmedu a i 2a.

Eratosten

Eratosten (oko 275. - 195. pr. Kr.) je dao jedno od najpoznatijih mehanickih rjeSenja
problema duplikacije kocke. Njegov mezolabij je mehanizam koji odreduje srednje ge-
ometrijske proporcionale. Sastoji se od dvije letve postavljene paralelno tako da su im
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spojnice koje povezuju njihove rubove okomite na letve. Na njih su postavljena tri suk-
ladna pravokutna trokuta na nacin da je po jedna njihova kateta naslonjena na jednu od
dviju letvi, a nasuprotni vrh je na drugoj letvi. Prvi trokut je fiksiran uz rub letve, a preos-
tala dva pomic¢emo. Modelirajmo situaciju kako bi lakSe objasnili postupak:

A BB C ¢ D X
K
L
M\
P R s T N Y

Slika 3.4: Eratostenov mezolabij

Dvije letve prikazimo dvama paralelnim polupravcima AX 1 BY. Neka su trokuti
ABR, BCS,CDT tri sukladna pravokutna trokuta kojima su katete AB, BC,CD na polu-
pravcu AX, a vrhovi R, S,T na polupravcu BY. Prvi trokut je fiksiran, a preostala dva
pomicemo tako da se preklapaju. Time dobivamo nove tocke, tj. trokute B'CS i C'DT.
Neka je tada BRN B'S = Ki CS N C'T = L. DuZina AB okomita je na polupravce. Po-
trebno je fiksirati poloviste M duZine DT. Trokute B'CS i C’DT je potrebno pomicati sve
dok tocke A, K, L 1 M ne postanu kolinearne. Neka je BY N AM = N.

Lako se dokaze da su trokuti APN, KRN, LS N i MTN sli¢ni:

e /APN = /KRN = /LSN = /MTN = 90°

e /ANP = /KNR =/LNS = /MNT
Dakle, prema KK teoremu o sli¢nosti trokuta slijedi da su trokuti APN, KRN,LSN i MTN
sli¢ni.
Iz toga moZemo zakljuciti da vrijedi:

IAP| : |[KR| = |KR| : |LS| = |LS| : IMT)|.

Stoga su |KR| i |LS| trazene srednje geometrijske proporcionale izmedu |AP| i |[MT|. Kako
je IMT| = %IAPl slijedi da je za duplikaciju kocke brida a = |MT| potreban brid duljine
ILS|.
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Dokaz o neizvedivosti konstrukcije duplikacije kocke ravnalom i
Sestarom

Zadana je kocka s bridom duljine a. Potrebno je konstruirati brid kocke ¢iji je volumen
jednak dvostrukom volumenu zadane kocke.

Duljinu brida traZzene kocke oznacimo s x, a duljinu brida zadane kocke s a. Kako volumen
kocke ratunamo po formuli V = 4, slijedi da je x* = 2a°.

Dakle, trebamo konstruirati duzZinu duljine x = a V2 iz zadane duljine a. Ovaj zadatak je
rjeSiv ako je moguce konstruirati ravnalom i Sestarom duZinu duljine V2.
Transformacijama formule x* = 24> i uvrStavanjem y = ;C—z dobivamo y* — 2 = 0. Kada bi

taj zadatak bio rjeSiv, prema teoremu 2.2.6. broj x = a2 bio bi konstruktibilan iz broja 1
te bi jednadZzba
y-2=0 (3.2)

imala jedno rjeSenje, konstruktibilno iz racionalnih brojeva. Jednadzba 3.1. nema raci-
jonalnih rjeSenja jer prema teoremu 2.2.7. rjeSenja moraju biti djelitelji broja 2, a jedini
kandidati su brojevi +1, +2, koji nisu rjeSenja te jednadzbe. Zakljucujemo da nije moguce

konstruirati ravnalom i Sestarom brid kocke €iji je volumen duplo veci od zadane.

3.3 'Trisekcija kuta

Problem trisekcije kuta je, za razliku od preostala dva klasi¢na problema, rjeSiv u nekim
slu¢ajevima konstrukcijom ravnalom i Sestarom. Smatra se da je nastao iz Zelje za kons-
trukcijom pravilnog deveterokuta. Stari Grei trebali su kruznicu podijeliti na devet jedna-
kih dijelova. To su pokusali tako da su najprije konstruirali jednakostrani¢ni trokut i time
kruznicu podijelili na tri jednaka dijela. Problem je nastao kada je srediSnji kut od 120°
trebalo podijeliti na tri jednaka dijela. Konstrukcijom ravnalom i Sestarom to nisu uspjeli.
Medutim, neke kutove ipak je moguce podijeliti na tri jednaka dijela. Na primjer, moguce
je konstruirati treinu pravog kuta jer znamo konstruirati kut od 60° pa je preostali dio
do pravog kuta zapravo njegova tre¢ina. Ovdje ¢emo promatrati trisekciju samo Siljastih
kutova jer se tupi kut svodi na zbroj pravog i Siljastog kuta.

Matematicari koji su pokusavali rijeSiti problem trisekcije kuta

Mnogi matematicari pokuSavali su raznim metodama doci do konstrukcije trisekcije kuta.
Medutim, ravnalom i Sestarom to nisu uspjeli u svakom slucaju pa su se okrenuli drugacijim
metodama. Prikazat ¢emo neke od njih.
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Hipokrat

Hipokratovo mehanicko rjeSenje trisekcije kuta glasilo je:

Zadan je kut ZABC mjere a. Konstruiramo okomicu iz vrha C na krak AB. NoZiSte te
okomice oznacimo tockom D. Konstruiramo tocku E tako da mnogokut BDCE bude pra-
vokutnik. Sada stranicu EC produZimo u polupravac EC. Na ravnalu ozna¢imo duZinu BC
1 ravnalo namjestimo tako da prolazi tockom B i polupravcem EC te da odsjeak izmedu
polupravca EC i okomice CD bude jednak duljini duZine BC. Neka je tada F totka na
polupravu EC i G tocka na okomici CD. Dakle, |GF| = 2|BC|. Sada je kut ZABF jednak
treini kuta a.

Zaista, oznacimo li kut ZABF = p, slijedi da je 1 kut ZBFC = B zbog transverzale
paralelnih pravaca. Pogledajmo trokut HFC. On je jednakokralan s krakovima HF i HC
paje ZHFC = tHCF = 3, odnosno kut ZCHF = 180° —28. Dakle, kut ZCHB = 2f3. Kako
jeitrokut BHC takoder jednakokracan s krakovima HC 1 BC slijedi da je i kut ZHBC = 28.
Dakle, kut @« = /ZABC = /ABF + /FBC =  + 2 = 38 ¢ime smo dokazali trisekciju kuta
Q.

2a

e e e e e e —— g
)

Slika 3.5: Hipokratova trisekcija kuta

Hipija
Najpoznatiju ideju rjeSenja ovog problema dao je Hipija, a u rjeSavanju mu je pomogla veé

spomenuta krivulja kvadratisa. Njegova ideja bila je trisekciji duZine pridruziti trisekciju
kuta.
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PokaZimo kako je Hipija podijelio kut na tri jednaka dijela:

Neka tocke P i Q pripadaju kruZznom luku BD. Izvr$imo trisekciju kuta ZPAQ. Pomocu
kvadratise to¢kama P i Q pronademo pridruZene to¢ke P’ i Q' na duZini AD. Sada duZinu
P’Q’ podijelimo na tri jednaka dijela, tj. nademo tocku R’ takvu da duZzinu P’Q’ dijeli u
omjeru 1 : 2. Nadalje, pomocu kvadratise pronademo to¢ku R na kruZznom luku BD. Kako
se stranice AD i DC gibaju jednoliko, slijedi da duzini DC da dode od to¢ke P’ do tocke
R’ treba treCina vremena potrebnog da dode od tocke P’ do to¢ke Q’. Takoder, isto vrijedi
i za rotaciju duZine AD pa slijedi da je kut ZPAR tre¢ina kuta ZPAQ.

. B

Slika 3.6: Hipijina trisekcija kuta preuzeta iz knjige Pogled u povijest matematike Stefana
Znama

Arhimed

Arhimedovo mehanicko rjeSenje vrlo je sli¢no Hipokratovom.

Zadan je kut mjere @ s vchom O. Otvorimo Sestar po volji i nacrtamo kruznicu sa srediStem
u tocki O. Sjeciste kruznice i krakova kuta ozna¢imo s A i B. Krak OA produljimo u pravac
p. Oznacimo na ravnalu polumjer kruZnice r 1 namjestimo ravnalo tako da prolazi tockom
B, sijeCe pravac p i odsjeCak izmedu pravca i kruZnice bude jednak oznatenom polumjeru
r. Neka je tada C tocka na pravcu, a D tocka na kruznici. Dakle, |CD| = r. Sada je kut
£COD jednak trecini kuta a.

Zaista, trokut OCD je jednakokracan pa je ZCOD = /CDO = . 1z toga slijedi da je
kut ZOCD = 180° -2 pa je kut ZOCB = 180° — z0CD = 2. Kako je trokut OBC takoder
jednakokracan, slijedi da je i kut ZOBC = 2 pa je kut /BOC = 180° — 48. Kako je kut
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Slika 3.7: Arhimedova trisekcija kuta

LAOD ispruzeni, slijedi
180° = LZAOD = LAOB + /BOC + /COD = a + 180° - 48+ 8

1z Cega slijedi da je @ = 35 ¢ime smo dokazali trisekciju kuta a.

Papus

Papus (oko 290. - 350.) je problem trisekcije kuta rijeSio pomocu krivulje konhoide.
Neka je dan kut ZAOB s vrhom u to¢ki O. Konstruiramo okomicu p na krak OA kuta AOB.
Ta okomica sijeCe krak OB u tocki L. Oznac¢imo duljinu duzine |OL| = a. Kroz tocku
L konstruiramo okomicu na pravac p i njezino sjeciste s konhoidom oznac¢imo tockom C.
Tada je kut ZAOC tre€ina kuta ZAOB.
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Slika 3.8: Papusova trisekcija kuta preuzeta iz diplomskog rada Marine Musa

Dokaz o neizvedivosti konstrukcije trisekcije kuta ravnalom i Sestarom

Problem trisekcije kuta objasnit ¢emo algebarski. Neka je zadan kut ¢ mjere ¢. Potrebno

je konstruirati kut mjere %.

Otito kut ¢ moZemo konstruirati ako i samo ako je broj z = ¢'¥ = cos ¢ + i sin ¢ konstruk-

tibilan, tj. ako i samo ako je x = Rez = cos ¢ konstruktibilan.

Dakle, trisekciju kuta ¢ svodimo na konstrukciju broja z = ¢'5, tj. na konstrukciju broja

x = Rez = cos £.
UvrStavanjem x = % u De Moivreovu formulu (cos x + i sin x)* = cos kx + i sin kx, do-

bivamo:

(cos g + isin %)3 = CoSg +isine.

Kubirajmo lijevu stranu 1 sredimo izraz:

3¢ . 29 P 2 .29 3. @ . .
cos’ = + 3icos” = sin — + 3i“ cos = sin“ — + {° sin — = COS @ + i Sin
E R R T Tl B prising

3¢ Y .2¥ . 29 .Y L3 ..
cos” = —3cos =sin” = + i(3cos” =sin = — sin” =) = cOS ¢ + I Sin
3 3 s 3 il 3713 3) grismg

Sada prema jednakosti realnog dijela imamo

cos® g —3cos g sin’ g = COos .
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Odnosno
3€ ¥ 2 ¢
coS = cos” = —3cos=(1 —cos” =
¥ 3 3¢ 3
3P @ 3¢
= co0s” = —3cos= +3cos’ =
3 3

= 4cos’ = —3cos =
cos 3 Cos3

Uvrstimo li da je

cosp=d
4

cos = =
3 X

mozemo zakljuciti da se problem trisekcije kuta ¢ svodi na pitanje da li jednadzba
4x° =3x-d =0

ima barem jedno iz racionalnih brojeva konstruktibilno rjesenje.
Uvrstimo 1i joS y = 2x 1 sredimo li izraz, dobivamo:

vy =3y —2d =0.

Dakle, kad bi ova konstrukcija bila rjeSiva tada bi dobivena jednadzba treeg stupnja
prema teoremu 2.2.10 morala imati barem jedno iz racionalnih brojeva konstruktibilno
rjeSenje 1 to bi rjeSenje prema teoremu 2.2.9 moralo biti djelitelj od 2d.

Kako moZzemo pronaci neograniceni broj vrijednosti od d za koje jednadzba 3.3 nema
rjeSenja, slijedi da postoji nebrojeno kuteva kod kojih konstrukcija trisekcije nije izvediva
ravnalom i Sestarom.

Konkretno, Zelimo li konstruirati trisekciju kuta od 60°, slijedi da je d = % jer je cos 60° =
%. Dakle, dobivamo jednadzbu oblika

y' =3y—-1=0.

Jedini kandidati za racionalna rjeSenja ove jednadZbe su brojevi —1 1 1. Kako ni —1 ni 1
nisu rjeSenja dobivene jednadzbe, slijedi da se kut od 60° ne moZe podijeliti na tri jednaka
dijela.
S druge strane, kutu od 90° za kojeg smo vec opisali postupak trisekcije, pridruzujemo
jednadzbu

Y =3y=0
jerjecos90° =0pajei d=0.
Dakle, ova jednadzba je trivijalna i ima racionalni korijen (y = 0 pa je i x = 0). Za-
kljuc¢ujemo da zaista mozemo konstruirati trisekciju kuta od 90°.



Poglavlje 4

Rjesivost konstrukcija pravilnih
mnogokuta

U ovom poglavlju dajemo definicije i teoreme kojima dokazujemo konstruktibilnost pra-
vilnih mnogokuta pri ¢emu pratimo [6].

Definicija 4.0.1. Pravilni mnogokut ili n-terokut je konveksan lik ravnine omeden s n
medusobno jednakih duZina, takvih da su mu i svi kutovi koji zatvaraju uzastopne stranice
Jjednaki.

Definicija 4.0.2. Ciklotomski polinom (ili polinom dijeljenja kruZnice)

o,0= [] x-s0,

1<k<n
M(kn)=1

Jje polinom Ciji su svi korijeni primitivni n-ti korijeni iz jedinice.

Dakle, ©,(x) € C[x] 1 st®,(x) = ¢(n).
MoZemo zakljuciti da poznavanje bilo kojeg korijena g, od @, potenciranjem daje kutove
re 27”, tj. kutove pravilnog n-terokuta upisanog u jedini¢nu kruznicu |z| = 1 u kompleksnoj
ravnini. Dakle, konstrukcija pravilnog n-terokuta ekvivalentna je konstrukciji jednog pri-
mitivnog n-tog korijena iz jedinice.

Teorem 4.0.3. Ako je n = p - q, gdje su n, p,q prirodni brojevi i p i q relativno prosti,
to je konstrukcija dijeljenja kruZnice na n jednakih dijelova rjesiva tocno onda kada je i
konstrukcija dijeljenja kruZnice na p i q jednakih dijelova takoder rjesiva.

Dokaz. Ako kruznica moze biti podijeljena na n jednakih dijelova, tada te dijelove moZzemo
uvijek grupirati u p grupa od po ¢ dijelova ili u g grupa od po p dijelova.

41
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Ako obrnuto kruZnica moZe biti podijeljena na p odnosno na g dijelova, tada promotrimo
jednadzbu

gx—py =1
Takvu jednadZbu je uvijek moguce rijesiti s rjeSenjima x i y cijelim brojevima. Neka su
dakle x i y cijeli brojevi i rjeSenja gornje jednadzbe. Slijedi

x oy 1
p g n
tako da je
2r 2 2m
4 q n

Dakle, da se dobije %—ti dio kruznice treba od x puta %—tog dijela oduzeti y puta é—ti dio
kruZnice.

Na primjer, neka je n = 21,p = 3,9 = 7. RjeSenja sada mogu biti x = 4,y = 9. Da
se razdijeli kruznica na 21 dijelova potrebno je od Cetverostruke tre¢ine kruznice odbiti
deveterostruku sedminu. O

Lema 4.04. x" -1 =[], ®u(x).

Dokaz. Promotrimo grupu G = {&y, €1, ..., £,—1}. Neka je red elementa g, jednak d (tj. red
podgrupe generirane sa &;). Tada zbog Lagrangeovog teorema da red podgrupe dijeli red
grupe, slijedi d|n. Stoga, ako je &, € G primitivni d-ti korijen iz jedinice, onda d|n.

Obratno, ako dln, n = kd, a & d-ti primitivni korijen iz jedinice, onda je &’ = 1, pa je
g = &" = 1 istoga & € G. Prema tome se grupa G sastoji iz svih primitivnih d-tih korijena

iz jedinice za sve d za koje je d|n. O
Lema 4.0.5. ®,(x) € Z[x], tj. D, je polinom s cjelobrojnim koeficijentima.

Dokaz. Indukcijom po n. ®1(x) = x—1 € Z[x], ®,(x) = x+ 1 € Z[x]. Pretpostavimo da
je ®@,.(x) € Z[x], za r < n. Prvo, polinom ®,(x) je oito normiran. Po pretpostavci indukcije
je

f) = | | @a)

din
d#n

normirani polinom iz Z[x]. Prema Lemi 4.0.4 je
xX'=1
fx)’

a prema teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom slijedi da je i ®,(x) polinom s cijelim
koeficijentima, jer sui x” — 11 f(x) takvi, a f(x) je i normiran. |

@, (x) =
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Lema 4.0.6. Polinomi @ ,(x) i ®,«(x) su ireducibilni nad Q.

Dokaz. Prema Eisensteineovom kriteriju ireducibilnosti nad Q, ako je

f(x) =a,x" + a1 X!

+..t+tax+ay € Z[x]
za kojeg postoji prost broj p takav da je p 1 a,, pla,—1, plan-s, ..., plao, ali p*> { ao, onda je
f(x) ireducibilan nad Q. Stavimo li sada x =y + 1 u ®,(x), dobivamo

=1 (y+1)y-1
(I)p(x) = x_lzy y =

i (Pl (P2 e (Pt e[ P +p.
y (1)y <2 y Ak b JVEP

Kako p | (f), 1 < k < p— 1, slijedi da je ®,(x) ireducibilan nad Q. Koriste¢i gornju

formulu za @ ,.(x) i Eisensteinov kriterij slijedi opet uz x = y + 1 sli¢no ireducibilnost za
D (). |

Definicija 4.0.7. Prost broj p oblika p = 2% 41, k > 0, zove se Fermatov prost broj.

Teorem 4.0.8. (i) Neka je p > 3 prost broj. Ako je moguce elementarno konstruirati
pravilni p-terokut, onda je p Fermatov prost broj.
(ii) Ako je moguce konstruirati pravilni p®-terokut onda je p*~'(p — 1) potencija od 2, tj. ili
je p=2ilije pak a = 11 p je Fermatov prost broj.

Dokaz. (i) Broj & = cos 27” + isin 2;” je p-ti primitivni Korijen iz jedinice.

Kako je prema Lemi 4.0.6 @,(x) ireducibilan i st®,(x)¢(p) = p—1, onda mora biti p—1 =
2%, tj. p = 2+ 1 za neki k € N. Da bi prirodan broj 2¢ + 1 bio prost broj mora k biti
potencija od 2, tj. k = 2/ (I > 0). U protivhom bi naime bio k = ab, a # 1 neparan, pa bi
2% + 1 = (2%)* + 1 imao netrivijalan faktor 2° + 1. Dakle, p mora biti Fermatov prost broj.
(ii) Kako je st®,(x) = p*'(p — 1) to iz istih razloga mora biti p*~'(p — 1) = 2¥, odakle
slijedi tvrdnja. |

Odavde slijedi teorem:

Teorem 4.0.9. Ako se pravilni n-terokut moZe konstruirati, onda je n ili potencija od 2 ili
Jje rastav na proste faktore od n oblika 2" p\p;...px, gdje je r > 0, a p; su razliciti Fermatovi
prosti brojevi.

Teorem 4.0.10. (Gauss, 1796.) Pravilni n-terokut se moZe konstruirati ravnalom i Sestarom
ako i samo ako je n potencija od 2 ili jen = 2" pip,...px, gdjejer > 0, k € N, p; su razliciti
Fermatovi prosti brojevi.
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Dokaz. Potrebno je dokazati da se moZe konstruirati pravilni n-terokut, gdje jen = p
Fermatov prost broj, tj. p = 22" 4 1. Drugim rije¢ima, treba pokazati da je primitivni p-ti
korijen iz jedinice w konstruktibilan.

Svi p-ti primitivni korijeni iz jedinice su tada w, w?, ?’,...,w”"!. Tada je w korijen jed-
nadzbe x’'+xP2+...+x+1 = 0 (aisvi ostali p-ti pr1m1t1vn1 korljenl Jedlmce) Iz Vieteove
formule slijedi da je Y.~ : wk —1. Iz definicije w se odmah vidi ' = w/ & i = j
(mod p). Vidi se da nekongruentmh primitivnih p-tih korijena iz jedinice ima ¢(p) = p—1.
Neka je g neki eksponent nekog primitivnog p-tog korijena iz jedinice modulo p. Tada su
brojevi g, g2, g°, ..., g”~! nekongruentni i svaki je 0 (mod p) pa se svi primitivni p-ti ko-
rijeni iz jedinice mogu reprezentirati kao w?, w?,...,w¥ . Neka je zbog jednostavnosti
[k] = w*. Neka je S = {[g],[g°],....[g""']}. S je skup svih p-tih primitivnih korijena jedi-
nice. Svaki ¢lan od S (u navedenom poretku) je g-ta potencija prethodnog, a prvi je g-ta
potencija posljednjeg. Dakle, sve primitivne p-te korijene iz jedinice moZemo dobiti tako
da startamo od bilo kojeg i tada ih redom podiZemo na g-tu potenciju; npr. startamo li od
[¢/], onda redom dobivamo [g'], [¢/*'], [¢/**], ..., [g" '], [g], ..., [g7 ']

Oznacimo S = {[g], [g’], [&°], ... [§” %1}, S 2 = {[g°], [g"]. [£°], ... [¢”"'1}. Uotimo da svaki
od njih dobijemo uzastopnom g*-tom potencijom nekog od elemenata, ili pak moZemo
smatrati da S| 1 S, dobijemo tako da uzmemo “svaki drugi” element od S. Za i = 1,2,
raspolovimo S; u dva skupa §;;,S;> na analogan nacin. Tako je S;; generiran uzastop-
nim potenciranjem s g* prvog elementa od S; (ili uzimajuéi “svaki drugi” element od S;
startajuéi s prvim elementom), a S;» uzastopnim potenciranjem sa g* po¢ev s drugim ele-
mentom od S;.

Sada nastavimo raspolavljanje skupova dok ne dodemo do jednoclanih skupova. OpiSimo
taj proces induktivno: m-skupom ¢emo zvati skup dobiven iz m raspolavljanja, pa ¢e takav
skup imati m indeksa: S je O-skup, S| 1 S, su I-skupovi, S11,512,52.1, 522 su 2-skupovi
itd. Svaki m-skup je generiran potenciranjem g>"-tom potencijom nekog elementa i svaki
takav skup sadrzi Z— S ! elemenata. Svaki m- skup S, ,...i, daje dva (m + 1)-skupa S, ;, i 1
18 ... .i,2. Prvije generiran sukcesivnim potenciranjem g(zmﬂ)—tim potenciranjem prvog
elementa, a drugi tim istim potenciranjem drugog elementa od S, ;. ;. Konacni efekt
je opet uzimanje svakog drugog elementa. Takva dva dobivena (m + 1)-skupa zvat ¢emo
komplementarni.

Uoc¢imo da je ovdje vazno da je p — 1 potencija od 2. Kad p — 1 nebi bilo potencija od 2,
onda opetovana podjela na dva jednaka skupa nebi bila moguca, a niti bi tada skup mogao
biti dobiven sukcesivnim potenciranjem sa gZ*. No, u naSem slu¢aju, nakon m = 2" po-
djela, svaki skup sadrZi jedan jedini element i to neki primitivni p-ti korijen iz jedinice.
Nazovimo sumu elemenata skupa periodom, tj. m-periodom ako se radio i periodu ne-
kog m-skupa. Dva perioda su komplementarna ako su periodi komplementarnih skupova.
Stoga svaki m-period je suma nekih & prlmmvmh p-tih korijena iz jedinice i posebno za
m = 2V, svaki takav m-period je tocno jedan takav primitivni p-ti korijen jedinice. Teorem
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¢e biti dokazan ako pokaZzemo da je za svako 0 < m < 2V, svaki m-period konstruktibilan.
To ¢emo pokazati indukcijom po m. Srz postupka je da e (m + 1)-period biti korijen kva-
dratne jednadZbe Ciji koeficijenti su linearne kombinacije m-perioda (¢iji korijeni ¢e biti
komplementarni periodi).

Podsjetimo se da vrijedi X2 -Ax+B=0 akoje A=x1+x, 1 B=xx, gdjesu xi,x
korijeni te jednadzbe. Ako su A 1 B konstruktibilni, onda su i x; 1 x, konstruktibilni.
Dokazimo dakle da su svi m-periodi konstruktibilni, 0 < m < 2. Zam = 0, jedini 0-period
je suma svih primitivnih p-tih korijena, a ta suma jednaka je —1, Sto je konstruktibilan broj.
Pretpostavimo da su svi do (m — 1)-perioda konstruktibilni. Neka je a m-period, a § njemu
komplementarni m-period. DokaZimo da su @ + 8 1 a8 konstruktibilni. Kako je a + S tocno
jedan od (m — 1)-perioda, slijedi da je zbog induktivne pretpostavke taj konstruktibilan.
Konstruktibilnost af Ce slijediti iz sljedeée tvrdnje.

TVRDNJA. a8 se moZe izraziti kao linearna kombinacija s nenegativnim cijelim koefi-
cijentima svih m-perioda, 1 < m < 2¥ — 1. U toj linearnoj kombinaciji komplementarni
periodi imaju iste koeficijente. Zam = 2V, o = 1.

Dokaz Tvrdnje. « i su sume elemenata u dva komplementarna m-skupa S’ 1 S”.
Ta dva m-skupa su dobivena iz jednog (m — 1)-skupa, a generirana su uzastopnim poten-
ciranjem sa g?" ) nekog elementa w*. Stavimolih = g®" Vi f =1+ é’m;_l,, onda je taj
(m — 1)-skup [k], [kh], [kh?], ..., [kh/~2]. Daljnjim potenciranjem od & ne dobivamo nista

novo, jer je

Bl = <g(2m-1>)zﬁv%ll = g7

(tu smo koristili Fermatov teorem). Stoga je

I (mod p)

a = [k] + [kh*] + ...+ [kh' ™3], B =[kh] + [kh®] + ... + [kh/ 2]

Zam=2", h=gT = -1 (mod p), paje af = w*w™ = 1. Zam < 2", grupiramo
¢lanove ovako (podsjetimo [kh'][kh/] = [kh + kh/], jer [¢] znali w'):

af = [k+kh)+[kh* +kh*)+ ...+ [k + kh/ 2] +
+ [k +kh] + [kR? + kB3] + ... + [kh'™ + kh] +
+ [k +kh"™*] + [kl® + kh' ] + ... + [kh/ 7 + kh/~°] +
+ [k +kh/ ™2 + [kh* + kh] + ... + [kh/ = + kh/™].

Svaki redak je suma generirana potenciranjem sa h> nekog od elemenata. Nadalje, nijedan
od eksponenata nije kongurentan 0 modulo p. Zaista, dovoljno je pogledati prvi stupac.
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Pretpostavimo da je k + kh**! = 0 (mod p) gdjeje 1 <2j+1 < f—2. Tadaje h**!' = -1
(mod p) = K**2 =1 (mod p) = g2 "*D = 1 (mod p), pa kako je g primitivni
korijen modulo p, to mora p — 1 | (2"')(4 + 2). No,

p—1
2m—2

2<4j+2<2f-4= —2= Q2" NY4j+2)<2(p-1-2"<2(p-1).
Stoga bi bilo p — 1 = 2" (4 + 2) = 2"(2j + 1). No, kako p — 1 nema neparnih faktora,
jedini sludaj koji moZe nastupiti je j = 0, ali bi tada imali p — 1 = 2" < 22! = &1,
Sto je nemoguce. Dakle, svaki redak je neki m-period, no ne nuzno af. Ukupno ima
2™ m-skupova, svaki s odgovaraju¢im periodom. Nadalje, prvi i posljednji redak su kom-
plementarni m-periodi, jer uzmemo li 4-tu potenciju nekog elementa prvog retka dobijemo
element posljednjeg retka. Tako npr. uzmemo li 4-tu potenciju prvog elementa prvog retka,
dobijemo

[k + kh]" = [kh + kh*] = [kh® + kh],

Sto je drugi element zadnjeg retka. Na isti nacin se vidi da je svaki i-ti redak odozgo kom-
plementaran i-tom retku odozdo. Broj redaka je paran i iznosti %, pa se svi reci mogu
tako spariti pa se svaki m-period javlja kao i njegov komplement. Time je tvrdnja doka-
zana.

Prema tvrdnji ¢f je suma C¢lanova oblika a(y + ¥), gdje je a € Ny, a v 1 ¥ komplemen-
tarni m-periodi. Kako su y i ¥ komplementarni, to je y + ¥ neki (m — 1)-period, pa stoga
konstruktibilan prema induktivnoj pretpostavci. Kao suma konstruktibilnih brojeva slijedi
da je @B i sam konstruktibilan. Ranije smo ve¢ pokazali da je a + $ konstruktibilan pa su

konacéno i1 a 1 8 konstruktibilni. O
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Sazetak

U ovom diplomskom radu raspravljali smo o konstruktibilnosti u planimetriji. U prvom po-
glavlju prikazali smo euklidske konstrukcije jednobridnim ravnalom i Sestarom. U drugom
poglavlju, bavili smo se algebarskim metodama konstrukcija i proSirenjem polja racional-
nih brojeva jer se konstrukcije ravnalom i Sestarom mogu povezati s tipom prosirenja polja
racionalnih brojeva, koje sadrzi korijene odgovarajucih polinoma. Kroz nekoliko teorema
smo pokazali da se ne mogu svi geometrijski objekti dobiti konstrukcijama ravnalom i
Sestarom. Tree poglavlje bilo je o trima klasi¢nim problemima, kroz tri podpoglavlja smo
opisali kako su oni nastali, naveli smo neke od pokusSaja njihovog rjeSavanja i dokazali ne-
mogucnost konstrukcije uporabom samo ravnala 1 Sestara. Na kraju, u ¢etvrtom poglavlju,
kroz nekoliko teorema dokazali smo konstruktibilnost pravilnih mnogokuta.



Summary

In this master’s thesis we shall analyse the issue of constructibility pertaining to planime-
try. In the first chapter we will display euclidean constructions using a straight edge ruler
and a (regular) divider. In the second chapter we examined the algebraic methods of cons-
truction and widening of the field of rational numbers since constructions derived from the
utilisation of a ruler and a divider can be associated with the type of expansion of the field
of rational numbers that includes the roots of proper polynomials. The employed theorems
demonstrate that not all geometric objects can be obtained by constructions using a straight
edge ruler and a divider. The third chapter deals with the classical problems whose emer-
gence is discussed in three subheadings, and some attempts at their solution are presented
as well, and we demonstrated the impossibility of their construction by using solely a ruler
and a divider. Finally, in the fourth chapter we employ certain theorems in order to prove
the constructibility of regular polygons.



Zivotopis

Rodena 1.8.1994. u Zagrebu kao Glorija Cavar. Osnovnu $kolu kao i osnovnu glazbenu
Skolu te gimnaziju zavrSila sam u Vrbovcu gdje Zivim Citav svoj zivot. Kroz ¢itavo os-
novnoskolsko 1 srednjeskolsko obrazovanje pratio me ples u Vrboveckim mazoretkinjama
s kojima sam obisSla mnogo europskih gradova. Godine 2013. upisujem Prometni fakultet
SveuciliSta u Zagrebu, smjer Inteligentni transportni sustavi i logistika, od kojeg odusta-
jem ve¢ sredinom prvog semestra shvacajuci da to nije moj put. Do ponovnog upisa radim
studentske poslove i pripremam se za studij matematike, smjer nastavnicki, na Prirodos-
lovno - matemati¢kom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu kojeg upisujem u srpnju sljedece
godine. Preddiplomski studij zavrSavam 2018. godine te iste godine upisujem diplomski
sveucili$ni studij Matematika, smjer nastavnicki. Paralelno sa diplomskim studijem radim
u Osnovnoj §koli Spansko Oranice u Zagrebu, a zatim u Osnovnoj §koli Marije Juri¢ Za-
gorke Vrbovec (osnovnoj Skoli koju sam i sama pohadala) gdje odlucujem i ostati. 2021.
godine u srpnju se udajem 1 postajem gospoda Filipovi¢, a 16. travnja 2022. godine moj
Zivot mijenja se iz temelja jer postajem majka jedne predivne djevojcice imena Lora.
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