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Uvod

Predmet regresije, ili linearnog modela, sredisnja je tema statistike. Odnosi se na
ono Sto se moZze reéi o nekoj varijabli koja nas zanima, koju mozda nismo u
moguénosti izmjeriti, pocevsi od informacija o jednoj ili vise drugih varijabli, za
koje mozda nismo zainteresirani, ali koje mozemo izmjeriti. Varijablu koja nam je
od interesa modeliramo kao njihovu linearnu kombinaciju zajedno s pripadaju¢om
pogreskom. Ispostavilo se da je ovaj jednostavan pristup vrlo fleksibilan te vrlo
koristan.

Dvije osnovne vrste regresije su jednostavna linearna regresija i visestruka linearna
regresija. Uz njih, postoji jos i nelinearna regresija koja je najmanje prisutna u
znanstvenoj primjeni.

Nama ¢e od interesa biti linearna regresija.

Nakon analize metoda, posljednji dio rada dat ¢e nam uvid u linearne te
multiplikativne modele te odabir funkcionalnih oblika za modeliranje Marketing
Miza s ciljem konstruiranja optimalne kombinacije strategija koje bi maksimizirale

profit.



1. Linearna regresija

Pri prvom susretu sa statistikom, susre¢emo se sa slu¢ajnim varijablama te ih
promatramo svaku zasebno.

Medutim, vrlo brzo se susre¢emo s vise od jedne sluc¢ajne varijable odjednom, stoga
veé¢ sada moramo razmisljati o tome kako su one medusobno povezane.

Za pocetak, uzmimo najjednostavniji sluc¢aj, dvije varijable te promotrimo najprije
dva ekstremna slucaja.

U prvom ekstremu, dvije varijable mogu biti medusobno nezavisne tj. nepovezane.
Ono sto tada imamo zapravo su dva jednodimenzionalna problema, a ne jedan
dvodimenzionalni, te je takve varijable najbolje promatrati zasebno.

S druge strane, dvije varijable mogu biti u biti iste, odnosno jedna nam daje
potpunu informaciju o drugoj. Takve varijable su potpuno medusobno zavisne. Ni
u tom slucaju se ne radi o dvodimenzionalnom, ve¢ jednom jednodimenzionalnom

problemu te je takav problem najbolje tako i razmatrati.

Sada kada smo promotrili ekstreme, preostaje nam tipi¢an i zapravo najvazniji
slu¢aj — dvodimenzionalni podaci (xq, Y1), -, (Xn, Yn) gdje je svaka od varijabli z i
y djelomic¢no, ali ne u potpunosti zavisna o drugoj.

Najcesce, na$ interes je jedna varijabla, recimo y, te nas zanima $to nam x moze
reé¢i o y. U tom slucaju y nazivamo wvarijablom odgovora, a x varijablom objasnjenja
ili prediktorskom varijablom (varijablom predvidanja). Treéi naziv za z je regresor

Sto objaSnjava zaSto cijelu temu nazivamo regresija.

Dakle, prema [1] zaklju¢ujemo da je regresija statisticka metoda koja pronalazi
odnos izmedu zavisne varijable i jedne ili viSe nezavisnih varijabli. Ako zavisna
varijabla ovisi samo o jednoj nezavisnoj varijabli onda se radi o jednostavnoj
regresiji. S druge strane, ako ovisi o viSe nezavisnih varijabli, kazemo da je rije¢ o
viSestrukoj regresiji. Kada je odnos zavisne i nezavisne varijable linearan, radi se o

linearnoj regresiji.



1.1. Metoda najmanjih kvadrata
Primjer 1.1 Promotrimo kako implementirati metodu najmanjih kvadrata.
Prvo radimo najjednostavniji sluc¢aj, prilagodbu pravca
y=a+ bx
pomoc¢u najmanjih kvadrata kroz skup podataka (xq,y1), ..., (Xn, Yn)-

Sukladno tome, biramo a i b takve da minimiziramo odstupanje. Odstupanje

mjerimo tako da promatramo sumu kvadrata pogresaka €;, pa imamo

n n
SS = z €2 = z (y; —a—bx)%
i=1 i=1

Uzimajuéi da je dSS/da = 01 dSS/db = 0 dobivamo:

aSs . Zz" _ zz" "
EV i=16i = i=1()’i a Xi),

5SS n n
- =2 z Xi€ = —Zz x;(y; — a — bxy).
ab i=1 i=1

Kako bismo pronasli minimum, obje izjedna¢imo s nulom:

n n
z' 1(yl-—a—bxl-)zo i z 1xi(yi—a—bxl-)zo.
1= 1=

Na taj nacin dobivamo dvije simultane linearne jednadzbe s dvije nepoznanice a i

b, koje nazivamo normalne jednadzbe. Uvodenjem oznake

1 n
X = — ; 1.1
F=) X (L.1)

te dijeljenjem obje strane s n, nakon sredivanja normalne jednadZzbe postaju



a+bx=y i ax+bx?=7xy.
Kada pomnozimo prvu sa X te ju oduzmemo od druge vrijedi

,_T-%y
x2 — (%)%

iz cega slijedi a = y — bX. Vrijednost X iz (1.2) nazivamo srednja vrijednost uzorka,

ili prosjek, od xy,...,%,. Analogno za y. Varijanca uzorka, u oznaci $,2 ili Sy,,

definirana je kao prosjek (x; — x)?. Koristeéi linearnost uzorka te x.x = (¥)? vrijedi

iduée

S 2 =8, = (x—%)2=x%2—-2x.x+x2=(x2) - 2x.x + ()%

Sliéno, kovarijanca uzorka x i y definirana je kao prosjek (x — X)(y — ¥), u oznaci

Sxy-

Sy =(x =)y - =xy—xy—xy+xy=
= (xy)—xy—xy+ixy=(xy) —xy.

Stoga je nagib b dan koeficijentom korelacije, odnosno omjerom kovarijance uzorka

te varijance uzorka z

b= Sxy/ Sxx-
Koristeéi alternativnu notaciju pomocéu sume kvadrata
n n
Sw=) G=Dh Sg=) (a-DOi—7)
i=1 =1
b=S54/Sx 1 a=y—bx

Pravac najmanjih kvadrata sa ovako dobivenim koeficijentima zove se regresijski

pravac uzorka

y — :)_/ = b(x — .f), b= Sxy/sxx = xy/SXX' (12)



Primjer 1.2 TraZimo pravac koji ée se nagbolje uklopiti u model gdje je y visina,
1zraZena u incima, na temelju dobi x, izraZene u godinama, za sljedece podatke:

z = (14, 13, 13, 14, 14, 12, 12, 15, 13, 12, 11, 14, 12, 15, 16, 12, 15, 11, 15),

y = (69, 56.5, 65.3, 62.8, 63.5, 57.3, 59.8, 62.5, 62.5, 59, 51.3, 64.3, 56.3, 66.5, 72,
64.8, 67, 57.5, 66.5).

70
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\
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l

11 12 13 14 15 16

Slika 1.1 Dijagram rasprostranjenosti podataka iz Primjera 1.2

sa pripadajué¢im pravcem

Takoder, mozemo izracunati Sy, 1 Sy, kao

Sex = inyi —nxy, Syy = z x;2 — nx2.

Buduéi da ¥ x;y; = 15883, % = 13.316, y = 62.337, ¥ x;2 = 3409, n = 19, slijedi

. Syy _ 15883 —19(13.316)(62.337) _ 5787
S 3409 — 19(13.3162) o

a = 62.337 — 2.787(13.316) = 25.224.

Ovaj model sugerira da djeca rastu nesto manje od 3 inc¢a godisnje. Graficki prikaz
promatranih podataka te pripadajuceg pravca prikazan na Slici 1.1 izgleda

poprili¢no razumno, podaci prate pravac uz odredeno odstupanje.



1.1.1. Koeficijent korelacije uzorka

Definicija 1.3 Neka je sy, kovarijanca uzorka x 1y, te Sy is, standardne devijacije

uzorka x i y redom. Koeficijent korelacije uzorka r definiramo kao

Za razliku od ostalih vrijednosti s kojima smo se do sada susreli, 7 nema dimenziju

te se nalazi izmedu -1 i 1, s time da je jednak -1 ili 1 ako i samo ako sve tocke

(%1, Y1) -er (X1, Yn) leze na pravceu.
KoristeCi  Syy, = 13y SxSy [ Sxx = s,?, regresijski pravac uzorka moZemo

alternativno zapisati kao

y—y=b(x—%), b = 14y, /Sx. (1.3)

Primijetimo da nagib pravca b ima isti predznak kao kovarijanca uzorka i
koeficijent korelacije uzorka. Nagib ¢e teziti ka nuli kada y i x nisu u korelaciji —
posebno kada su nezavisni, biti ¢e pozitivan (negativan) kada su z i y pozitivno

(negativno) korelirani.

1.1.2. Primjena zakona velikih brojeva

Definicija 1.4 KaZemo da niz slucajnih varijabli (X,;n € N) konvergira gotovo

sigurno (g.s.) prema sluc¢ajnoj varijabli X ako je

P{lim X, =X} =1.

n—-oo

5 g.s.
To oznacavamo sa X, — X, (n - ).

Definicija 1.5 KaZemo da niz slucajnih wvarijabli (X,;n € N) konvergira po

vjerojatnosti prema slucajnoj varijabli X ako za svaki € > 0 vrijedsi

lim P{|X, — X| > ¢} =0.
n—->oo

P
To oznacavamo sa X, - X, (n - ).



Napomena 1.6 KaZemo da je (g.s.) konvergencija jaca od konvergencije po
vjerojatnosti, odnosno da je konvergencija po wvjerojatnosti slabija od (g.s.)

konvergencije.

Postoji nekoliko verzija zakona velikih brojeva.

Slabi zakon velikih brojeva (WLLN) daje konvergenciju po vjerojatnosti, dok jaki
zakon velikih brojeva (SLLN) daje konvergenciju s vjerojatnoséu jedan (ili gotovo

sigurnu, oznaka g.s.).

Teorem 1.7 (Slabi zakon velikih brojeva) Neka je x = (x,;n € N) niz nezavisnih

slucagnih varijabli takvih da je E(x,) = p i var(x,) = 02 za svaki n € N. Tada

P
x-u  (n- o).
Dokaz: [2, Teorem 8.7]

Teorem 1.8 (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je x = (xn;n € N) niz nezavisnih

jednako distribuiranih slucajnih varijabli takvih da je E(x,) = u. Tada

g.s.
x—pu,  (n- o).
Dokaz: [2, Teorem 8.10]

Sve ovo vrijedi na slican nac¢in kada z zamijenimo sa v, x2,y?, xy, ukoliko oni imaju

ocekivanje. Tada je
S¢% = Spx = %% — (£)% > E(x?) — (Ex)? = var(x),
varijanca populacije, takoder u oznaci 0,2 = 0, a
Sey =Xy —X.y = E(xy) — ExEy = cov(x,y),

y

kovarijanca populacije, takoder u oznaci gy,



Dakle, kako se veli¢ina uzorka n povecava, regresijski pravac uzorka

y_}_]:b(x_f): bzsxy/sxx

tezi pravcu
y = Ey = ﬁ(x - IEX), ,3 = O_xy/o-xx- (14)

Ovaj pravac nazivamo regresijski pravac populacije.

Postoji verzija koja ukljucuje korelaciju, pa je koeficijent korelacije populacije

= — O-xy -
P = Pxy* O-xo-y.
y—Ey= ﬁ(x — Ex), B = pxyo-y/o-x- (1.5)

1.2. Povijest regresije

Modernu eru na podruéju regresije otvorio je Sir Francis Galton (1822. — 1911.).
Zanimao se za inteligenciju te kako se ona nasljeduje. Ali inteligencija, iako vitalno
vazna, nedostizan je pojam — ljudska inteligencija je beskona¢no promjenjiva, i iako
postoje numeric¢ka mjerenja (kvocijent inteligencije ili 1Q), oni mogu posluziti samo
kao zamjena za samu inteligenciju. Galton je imao strast za mjerenjem te je odlucio
proucavati nesto sto se lako moze izmjeriti; izabrao je ljudsku visinu. Promatrao
je visinu roditelja (varijabla z) te njihovih potomaka (varijabla y). Kada je prikazao
podatke u tabelarnoj formi, primijetio je da dobiva obris elipse, to jest, ¢ini se da
kvadrati u (z, y) ravnini koji sadrze jednake brojeve leze otprilike na elipsama.
Objasnjenje za to lezi u bivarijantnoj normalnoj distribuciji koju ¢emo analizirati
u nastavku. Ono $to je najrelevantnije jest Galtonova interpretacija regresijskog
pravca uzorka i populacije ((1.3) i (1.5)). Posto su oy i 0, mjere varijabilnosti u
roditelja i potomaka, a nemamo razloga misliti da se mijenja, Galton

pojednostavljuje (1.5) na:

y—Ey= pxy(x - Ex) (16)



Otuda Galtonovo tumacenje: za svaki in¢ visine iznad (ili ispod) prosjeka, roditelji
svojoj djeci prenose prosjecno p inca, gdje je p populacijski koeficijent korelacije
izmedu visine roditelja i visine potomaka. Sljede¢a generacija uvest é¢e dodatan
faktor p, tako da ¢e roditelji prenijeti ponovo, u prosjeku, p? in¢a svojim unucima.
Ovo postaje p3 za praunuke, i tako dalje. Stoga za svaki in¢ iznad (ili ispod)
prosjeka, roditelji prenose svojim potomcima nakon n generacija prosje¢no p™ inca
visine. Sada znamo da je 0 < p < 1 (strogo pozitivan jer se prenose geni za visinu,
a visina roditelja i potomaka su pozitivno korelirani; te razli¢it od 1 jer bi to znacilo

da je visina roditelja potpuno zavisna o visini potomaka, $to nije slucaj). Dakle,
pr =0 (n — )

to jest, u¢inak svakog inca visine iznad ili ispod prosjeka prigusuje se sa sljede¢im

generacijama i nestaje u limesu. Galton je to sazeo kao regresiju prema ocekivanju.

1.3. Bivarijantna normalna distribucija
Prisjetimo se jos jednog klju¢nog pojma iz statistike.

Definicija 1.9 Normalna distribucija, u oznaci N(u,c?):

1 (x — p)?
fx) = P {_T}

gdje je ocekivanje EX = u i varijanca varX = o2.

Drugi klju¢an pojam je linearna regresija metodom najmanjih kvadrata kao Sto

smo opisali u prethodnom odjeljku. Pisemo

1 1
#() = e {5 ]

za gustocu jedini¢ne normalne varijable.

Iducée sto nas zanima je dvodimenzionalan skup podataka.



Bas kao $to nam je u jednoj dimenziji trebalo dva parametra, tako ée nam u dvije

dimenzije trebati pet parametara. Promotrimo bivarijantnu gustoc¢u:

f(x,y) =cexp {— % Qx, y)},

gdje je ¢ konstanta, () pozitivno definitna kvadratna forma od z i y. Specijalno,

1

210,054/ 1 — p? '

0= 15|55 -2 (51 (51 + (5|

Ovdje su g; > 0, ; su realni, —1 < p < 1.

Cc =

Svojstva:

1) f(zr,y) je dvodimenzionalna  funkcija gustoée sa  marginalnim

jednodimenzionalnim funkcijama gustoce f;(x), f,(y) pa moZemo pisati

flx,y) = fx,y(x:Y)' f1(x) = fx(x), ) = fr).

2) X, Y su normalne slu¢ajne varijable: X~N(iy,0,2), Y~N(u,, 05%).

fi=rx f2 = fr-
3) EX=py, EY=y,, varX = 0y?, varY = 0,°

4) Uvjetna distribucija od y uz dano X = z je
02 2 2
N{uz + Pa_(x_lh)' o°(1—p?) ).
1

5) Uvjetno ocekivanje E(Y/X = z) je linearno po z i vrijedi:

O-
ECYIX =) =y +p—= (x — ).
1

10



Uvjetna varijanca od Y uz dano X = z je

var(Y|X = x) = 0,2(1 — p?).

Kovarijanca je definirana kao

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E[(X — u)(Y — up)],
= E(XY) — (EX)(EY),

a koeficijent korelacije p ili p(X,Y) definiran je kao

cov(X,¥) _ E[X —p)(Y — )]
vvarX+varY 0103

p=pXY):=

Ako je (X,Y)T bivarijantna normalna, koeficijent korelacije od X, Y je p.

Funkcija generiranja momenta dana je sa
My y(t1,tz) = M(ty, t;) =

1
= exp (it + oty + 5 [012t1% + 2pa10,tit; + 037857 ] (1.7)

10) X i Y su nezavisne ako i samo ako p = 0.

1.4. Maksimalna vjerodostojnost i najmanji kvadrati

Iz svojstva 4) bivarijantne normalne distribucije, slijedi da je uvjetna distribucija

od yuz dano X =z

N 92 (y _ 2(1 — 2
U + PG (x — ), o°(1—p?) ).
1

Stoga se y rastavlja na dvije komponente, linearni trend od z — sustavni dio, i
normalnu pogresku sa o¢ekivanjem 0 i varijancom koja je konstanta — slucajni dio.

Mijenjajudéi zapis, ovo mozemo zapisati kao

y=a+bx+e, e~N(0,02).

11



Ukoliko razmatramo n vrijednosti prediktorske varijable z, sli¢no zapisujemo
yi = a+ bx; + ¢, €;~N(0,02).

Da bismo zavrsili specifikaciju modela, moramo specificirati zavisnost ili

koreliranost pogresaka €4, ..., €,. To moZzemo uéiniti na razne nacine, ali ovdje éemo
1 n 9

promatrati restringirani najjednostavniji ali i najvazniji slucaj, a to je gdje su €;

nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable:
yi = a+ bx; + ¢, €;~N(0,02). (1.8)

Ovo je osnovni model za jednostavnu linearnu regresiju.

Pomocu [4], uvodimo iducéu definiciju.

Definicija 1.10 Neka je y; = a + bx; + €;, i €{1, ..., n} osnovni model za jednostavnu
linearnu regresiju. Neka je svaka y; normalno distribuirana te neka su €; nezavisne
jednako distribuirane slucajne varijable €;.~N(0,02). Vierodostojnost L definiramo

kao funkciju gustoée od yq, ..., ¥n

1 n 1
abioy =— [ espepa i a b

1
(2ng?)2" * =L
1 1 n
:—1€Xp {—FZ (yl —a—bxi)z}.
(2mo2)2" d =1

Fisher je predlozio da kao procjene parametara odaberemo vrijednosti koje
maksimiziraju vjerodostojnost. Ovo je metoda maksimalne vjerodostojnosti koja
rezultira procjeniteljem maksimalne vjerodostojnosti, oznaka MLE.

Obzirom da je logaritmiranje strogo rastuéa funkcija, maksimiziranje funkcije L

jednako je maksimiziranju funkcije €(a, b, ) = logL(a, b, o). Bududi da je

2(a,b, %) = logL(a,b,0?) = —~log2m — ~logo? —izn (i — a — bx;)?
Yy o g Y - 2 g 2 g 20_2 =1 yl L )

maksimiziranje obzirom na a i b, isto je kao i minimiziranje zbroja kvadrata SS :=

™ (yi —a — bx;)?, bas kao u metodi najmanjih kvadrata.
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Teorem 1.11 Za mormalan model (1.8), metoda najmanjih kvadrata i metoda

maksimalne vjerodostojnosti su ekvivalentni nacini procjene parametara a i b.
Dokaz: [3]

Ostaje nam procjena parametra o2, odnosno varijance. Koristenjem maksimalne

vjerodostojnosti

af b o2 = n+1 n
6a(a' 0%) =

o o3 i=1

(y; —a—bx;)* =0,

ili

1 n
0% = —z (yi —a—bx;)>.

n i=1

U maksimumu, ¢ i b imaju svoje maksimalne vrijednosti d@ib, a tada je

maksimizirajué¢a vrijednost 6 dana sa

GZZEE- (yi—a—bxi) =—E_ i — )%
=1

n =1

Primijetimo da suma kvadrata SS iznad uklju¢uje nepoznate parametre a i b.
Buduéi da su oni nepoznati, iz podataka se ne moze numericki izra¢unati ova suma
kvadrata. U treéem poglavlju susrest ¢emo se s visedimenzionalnim analogonima

svega ovoga, te ¢emo ih obraditi mati¢nom algebrom.

1.5. Rastav varijance

Prisjetimo se regresijskog pravca uzorka

y= }7 + b(x - f); b= Sxy/sxx = Sxy/Sxx-

Pitamo se koliko varijacija od y objasnjeno znanjem o x to jest regresijom.

Podaci su y;. Procijenjene vrijednosti su y;. Zapisimo

Yi—V=0i—3)+ @i —)

13



kvadrirajmo obje strane te zbrojimo. S lijeve strane imamo

s5=3 0i-9°

Sto je ukupna suma kvadrata ili skra¢eno suma kvadrata.

S desne strane, dobivamo tri ¢lana:
n
SSRi= ) G-,
=1
kojeg nazivamo suma kvadrata za regresiju,
n
SSE:= ) 0= 90
1=

kojeg nazivamo suma kvadrata za pogreske (poSto ova suma kvadrata mjeri gresku
izmedu vrijednosti na regresijskom pravcu i podataka),

te mjeSoviti ¢lan

S GO = Y =900~ =TT )
i n [

i=1 i=1

Teorem 1.12 Vrijed:
SS =SSR + SSE

Dokaz: Po (1.2)
yi - }7 = b(xi - f)' uzb = Sxy/Sxx = Sxy/szi
yi—¥=0i—y)—b(x; —x).

Dakle, u gornjoj jednakosti imamo n puta

1 n
— _lb(xl- — D[ — ) — b(x; — ©)] = bSy, — b25,* = b(Sy, — bS,?) =0,

i

posto je b = Sxy/sz. Iz navedenog slijedi tvrdnja.

14



U pojmovima koeficijenta korelacije uzorka r?, ovo daje idué¢u tvrdnju.

Teorem 1.13 Vriedi
r? = SSR/SS, 1—7r2=SSE/SS.

Dokaz: Dovoljno je dokazati iduée.

SSR _ Z(yl - }7)2 _ sz(xi - 2)2 _ bzsxz _ Sxyz Sx4 Sxy2

— — 2

SS T Xi—-»? i3 52 Sts2os2st

uz b = Sxy/sz.
O

Interpretiramo r? = SSR/SS kao udio varijabilnosti od y koji se objasnjava
poznavanjem z, to jest regresijom, dok je 1 — r? ,neobjasnjeni dio%, to jest pogreska.

Prisjetimo se da po Zakonu velikih brojeva limes od r? teZi ka p?.

15



2. Analiza varijance (ANOVA)

Dok linearna regresija iz prvog poglavlja seze u devetnaesto stoljeée, analiza
varijance datira iz dvadesetog stolje¢a, u Fisherovom primijenjenom radu
motiviranom poljoprivrednim problemima o kojem éemo reé¢i nesto vise kasnije.
Ovo poglavlje zapoc¢injemo nekim potrebnim pojmovima; posebnim distribucijama
statistike potrebnim za teoriju malih uzoraka: y? distribucija y?(n), Fisherova F-
distribucija F(m, n), te nezavisnosti ofekivanja i varijanci normalnog uzorka.
Analiza varijance ¢e nam pomoci da u treéem poglavlju generaliziramo linearnu

regresiju iz prvog poglavlja na visestruku regresiju.

2.1. y? distribucija

Za pocetak ¢emo definirati y? distribuciju y*(n) s n stupnjeva slobode, a kasnije

¢emo navesti neka njena svojstva.

Definicija 2.1 y? distribuciju s n stupnjeva slobode definiramo kao
Xt + -+ X2

gdje su X;~N(0,1) nezavisne jednako distribuirale slu¢ajne varijable.

Prisjetimo se da je (1.7) funkcija generiranja momenta, te iz definicije Gamma

funkcige

r) = fooe‘xxt‘1 dx (t>0).

Parcijalnom integracijom lako se provjeri da
r'n+1) =n! n=0,1,2,...),

Sto ¢e nam biti potrebno u nastavku.
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Teorem 2.2 Za x? distribuciju y?(n) s n stupnjeva slobode vrijedi:

i) ocekivange je jednako broju stupnjeva slobode n, a varijanca je jednaka

dvostrukom n

i1) funkcija generiranja momenta je
1 1
M) =1/(1-26)2" za t< >
i) funkcija gustoce dana je sa
1 1 1
flx) = #.xz exp <—§x) (x > 0).
22T (3m)

Dokaz: Vidi [5, Teorem 2.1].

Propozicija 2.3 (Svojstvo zbrajanja) Ako su Xy i X, nezavisne slucajne varijable iz,

redom, x*(ny) i x*(n,), tada je X; + X, iz x>(ny +n,).

Dokaz: Neka su

X, = U12 + ot Un12: X, = Un1+12 + et Un1+nz2

takve da su U; nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable iz jedini¢ne
normalne razdiobe. Slijedi, X; + X, = Uy? + -+ + Upy® + Upyp1” + - + Upiinz’, Pa
je X1 + X, iz y?(ng + ny).

O

Propozicija 2.4 (Svojstvo oduzimanja) Ako je X = X, + X5, te su X, i X, nezavisne,

X~)(2(n1 +ny) i X1~)(2(n1), tada je X2~)(2(n2).

Dokaz: X je nezavisna suma od X; i X,, stoga je funkcija generiranja momenta od

X jednaka produktu funkcija generiranja momenta od X; i X,. Te su funkcije za X
1 1
i X, redom (1—2¢)72""*"D (1-2¢t)72"". Dijeljenjem slijedi da je funkcija

1
generiranja momenta za X, upravo (1 — 2t)72"%. Dakle, X,~x2(n,).

17



2.2. Fisherova F-distribucija

Definicija 2.5 Ako su U i V dvije nezavisne slucajne varijable takve da U~y?(m),
V~x?(n), tada slu¢ajna varijabla
U/m
g UM
V/n

dolazi iz Fisherove ili F-distribucije s (m, n) stupnjeva slobode i pisSemo F~F (m,n).

Takoder je poznata kao Fisherova distribucija omjera varijance.

Prije nego zapiSemo njenu funkciju gustoce, definirajmo Beta funkciju

1

B(a,pB) = f x% (1 —x)A1dx.

0

Prema Fulerovom integralu za Beta funkciju,

L()I'(B)

B(a,B) = Fat )

Tada se moze pokazati da je gustoc¢a od F(m, n) dana sa

11 1
mzm nETL xi(m—Z)
(x) = (m,n>0, x > 0).
1

1\ 1
B (7"1,771) (mx + n)z™*™

Dvije su vazne znacajke ove gustoée. Prva je da se oko nule ponaSa kao potencija
x%(m_z), a kako ide prema beskonac¢nosti kao potencija x_%", funkcija je glatka te
unimodalna (ima jedan ekstrem). Druga je ta da se, kao i ostale distribucije u
statistici, vrijednosti po postocima prikazani u tablici. Koristenje tablice F-
distribucije uklju¢uje znacajku da imamo dva stupnja slobode (za razliku od y? ili
Studentove t-distribucije gdje imamo jedan stupanj slobode) te je vrlo bitno uzeti

ih ispravnim redoslijedom.
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2.3. Ortogonalnost
Prisjetimo se da je kvadratna, regularna (n x n) matrica A ortogonalna ako vrijedi:
A1 = AT,

Sada zelimo pokazati da ortogonalna transformacija ¢uva svojstvo nezavisnosti
varijable iz N(0,02).

Teorem 2.6 (Teorem o ortogonalnosti) Ako je X = (Xq,...,X,)T n-vektor cije su
komponente nezavisne, normalno distribuirane slucajne varijable s ocekivanjem 0

i varijancom o2, te uwvedemo supstituciju
Y = AX

gdje je matrica A ortogonalna, tada su komponente Y; od Y ponovo mezavisne,

normalno distribuirane slucajne varijable s oc¢ekivanjem 0 i varijancom o2.

Dokaz: Prema [5], koristimo formulu za Jakobijana. Nasa supstitucija dana je sa

Y; = Xi=1 a5 Xj, pa vidimo da je 0Y;/0X; = a;;, pa je Jakobijan dY/0X = |A|.

Posto je A ortogonalna,

ijs

AAT = AATT =1

Gledajuéi determinantu vidimo da je determinanta od A i od AT jednaka 1. Buduéi

da ortogonalnost ¢uva svojstvo duljine,

n n
PIREDI
1 1

Gustoca od (X, ..., X;,) je, radi nezavisnosti, produkt marginalnih gustoca te je ona

noq 1, 1 ",
f(xl,...,xn)zl_[ —exp{—zxi}z T exp{—z xi}.

i=1V21 (Zﬂ)fn 1
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Iz ovoga i formule za Jakobijana, dobivamo formulu za gustoéu od (Y3, ..., Y;)

1 1On no1q 1,
fO e yn) =— eXP{—— yi}=| | —eXp{——yi}-
(2m)2" 2Ly =121 2

Ali ovo je upravo gustoc¢a n nezavisnih jedini¢nih normalnih varijabli, stoga smo
dobili da su upravo (Y3, ..., Y;) nezavisne, normalno distribuirane sluc¢ajne varijable
Sto smo i zeljeli pokazati.

O

2.4. Ocekivanje i varijanca normalnog uzorka

Za X, ..., X, nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable s o¢ekivanjem u i

varijancom ¢? piSemo

>
i
SR

za ocekivanje uzorka i

1 h _2
2. L
S ._ngl(xl X)

za varijancu uzorka.

Teorem 2.7 Ako su X, ..., X, nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable iz
N(u, 0,2) tada:

i) ocekivanje uzorka X i varijanca uzorka S? su nezavisne,
.. T 2
i) X~N(0:?/n),

iii) nS%?/ao?~y*(n—1).

Dokaz: Vidi [5, Teorem 2.4].
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Lema 2.8 (Fisherova lema) Neka su Xi,...,X, nezavisne jednako distribuirane

sluc¢ajne varijable iz N(0,0,2). Neka je

n
H=) ek G=l..p  p<m),
J=

gdje su redak vektora (ciq, ..., Cin) ortogonalni za i=1, ... , p. Ako je

n 14
st=) XP-) ¥,

onda

i) S? je nezavisan obzirom na Yi, T A
ii) S2~x*(n—1p).

Dokaz: Prosirimo p x n matricu (¢;;) do n x n ortogonalne matrice € = (¢;;) Gram-

Schmidt ortogonalizacijom. Zatim stavimo
Y :=CX,

te smo tako definirali Yy, ...,Y, 1 ¥,4q, ..., Y. Bududi da je C ortogonalna, Y3, ..., Y,

su nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable iz N(0,0,2) i vrijedi
IXREEDHD G
Dakle,

n P n
o=(S-N -3
1 1 p+1

je nezavisna obzirom na Y;, ..., Y, i S2~x*(n — p).

2.5. Analiza varijance

Iz [5], znamo da analiza varijance seze sve do ranog Fisherovog rada o

matematickoj genetici iz 1918. Fisherova motivacija bila je usporediti prinose
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nekoliko sorti usjeva ili jednog usjeva tretiranog razli¢itim gnojivima. Krenuo je u

usporedbu srednjih vrijednosti analizirajué¢i varijabilnost.
Kako bismo usporedili dva normalna uzorka, koristimo Studentov t-test.
Oznac¢imo srednju vrijednost, to jest ocekivanje, 1i-te sorte sa W; 2za

(G=1,..,n i=1,...,1). Za svaki 7 kreiramo n; nezavisnih ocitanja X;;. One su

nezavisne te pretpostavimo da su normalno distribuirane s nepoznatom varijancom

o?:

XU""N(,ui,O'Z) (]'=1,...,nl~, i:1,...,r).

Za ukupnu veli¢inu uzorka pisemo:

T
TL::Z n;
1

Uz dvije oznake, i i j, koristimo i punu toc¢ku koja indicira da je na toj poziciji

sufiks koji je prosjek. Za srednju vrijednost i-te skupine pisemo
e ETE 1 n; .
Xi., ili Xi'::n_izj=1xij (l = 1,...,7‘),
za ukupnu srednju vrijednost piSemo
X ili Xp== N0 WL Xy = Y X,

a za varijancu ¢-tog uzorka piSemo

3" (-

Definiramo ukupnu sumu kvadrata

S8 := z:zlz;(xi,-—x.. Z Z Xy = Xi) + (K — XD
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Teorem 2.9 Pod gornjim wvjetima ¢ nultom hipotezom H, da nema razlike u

ocekivangima od tretmana, imamo rastav varijance
SS = SSE + SST,

gdje je SS/a*~x?(n — 1), SSE/0?~x*(n—71), i SSE/c? ~x*(r — 1).

Dokaz: Posto je Y, j(Xi j — X;.) = 0, ako prosirimo gornji kvadrat, mjeSoviti ¢lanovi

nestaju, te imamo

S§ = Zizj(xij - Xi.)2 + Zizj(xij - X)X — X)) + Zizj(xi. ~ X..)?
= zizj(Xij - Xi,)z + Zizj(xi. — X..)?
- Z.nisiz + z'ni(Xi- - X..)%

Prvi ¢lan s desne je mjera je za varijabilnost unutar skupina, a drugi mjera za
varijabilnost medu skupinama. Prvog zovemo suma kvadrata pogreske, SSE, ili
suma kvadrata reziduala, a drugog suma kvadrata tretmana (ii suma kvadrata

medu grupama). Dakle,

SS = SSE + SST,
gdje je

SSE := z n;SZ,  SST:= z n; (X — X..)2.
i i
Neka je Hy nulta hipoteza bez u¢inka tretiranja:

Hy: w=pn (@{=1,...,7).

Ako je H, istinita, imamo samo jedan veliki uzorak veli¢ine n, koji dolazi iz
distribucije N(u, 02) i to
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55/a? = %Ziz,ﬁxi- — X.)2~X2(n —1).

Posebno,
E[SS/(n — 1)] = o2

Bilo da je H, istinita ili ne,

1
n;S?/o? = ?Z (x5 - Xi-)2~x2(ni —1).
j

Dakle, iz svojstva zbrajanja y? distribucije

1 2
SSE‘/O-2 = zini SLZ/O-2 = ?ZLZJ(XU _XiO) ~x2(ni - 1))

bududi da je n = );n;, slijedi )i, (n; —1) =n—r.
Posebno,
E[SSE/(n — )] = o2.

Nadalje, SST := ¥;n; (X;. — X..)%, gdje je X.. = ~¥ym; X;.,  SSE :=Y;n; S?.

Sada je S nezavisan od X;., buduéi da su to upravo varijanca i o¢ekivanje i-tog
uzorka, a ¢iju smo nezavisnost dokazali u Tm 2.7. Takoder, S? je nezavisan od X;,
za j # i, posto su formirani iz nezavisnih uzoraka. U konaénici, S je nezavisan o
svim Xj., kako u njihovom prosjeku X.., tako i o SST (funkciji od Xj. i X..).
Dakle, SSFE je takoder nezavisan od SST.

Sada mozemo koristiti svojstvo oduzimanja iz Propozicije 2.4. Imamo nezavisnu

sumu
S§S/0% = SSE/o? + SST/o2.
Lijeva strana je y2(n — 1), dok je na desnoj strani prvi ¢lan y2(n — r). Dakle, drugi

¢lan na desnoj strani mora biti y?(r — 1). Iz navedenog slijedi tvrdnja.

O
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Kada imamo sumu kvadrata, y? distribuiranu, te ju podijelimo njenim stupnjem
slobode, omjer koji dobijemo nazivamo srednja vrijednost sume kvadrata te ga
oznacavamo sa MS

MS :=S55/df (§5) = SS/(n — 1).

Srednje vrijednosti sume kvadrata tretmana te pogreske su, redom,

MST := SST /df (SST) = SST/(r — 1),
MSE := SSE /df (SSE) = SSE/(n — ).

Bilo da je H, istina ili ne, vrijedi

E[MSE] = E[SSE]/(n — 1) = a2,
E[MS] = E[SS]/(n — 1) = ¢?,
E[MST]/(r — 1) = o2

Formiramo F-statistiku: F := MST /MSE.
Ako vrijedi nulta hipoteza, F ima distribuciju F(r — 1, n — r). Fisher je shvatio da
pomocu ove distribucije i statistike mozemo testirati istinitost nulte hipoteze.

Bilo da je H, istina ili ne,

i

= z TliXiz, - ZXZ niXi- + X.Z- z n;
i i i
= z n X2 —nX2,
i

jer Zi nl'Xi. = nX.. i Zi n; =n.
Tako je:

E[SST] = z'niIE[Xiz,] — nE[X2]

_ Zn [var(X;.) + (EX;.)?] — n[var(X..) + (EX..)2].

Ali var(X;,) = 0% /n;, pa je

1 r
var(X,,) = var (—z niXi.)
Nildi=1

1 T,
= 1nivar(Xl-.)
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jer je (33;n; = n). Pisemo

=I
=
g
=
=
Il
&
s
I
1
STe
N
=
:><

= —-10%+ z'niuiz —

4

=(r—1o*+ Z'ni(ﬂi — >
L
1z ovog slijedi nejednakost

E(SST) = (r — 1)02,

a jednakost vrijedi ako i samo ako y; =mu, (i=1,...,r), to jest ako je nulta

hipoteza istinita.

Teorem 2.10 Kada je nulta hipoteza Hy istinita (odnosno, i, ...,y su jednaki), F-
MST

statistika F = B = (85T/(r — 1))/(SSE/(n — 1)) ima F-distribucyju F(r —1,n —
).

Kada je nulta hipoteza Hy neistinita, F' se povecava. Dakle, velike vrijednosti od F
su dokaz neistinitosti nulte hipoteze, a mi testiramo Hy koristeéi jednostrani F-
test, odbacujuci na razini znacajnosti @ ako je F prevelik, to jest, s kriticnim

podrucjem
F>Fyu=F@O—-1n-r).
Jednadzbe modela za jednosmjernu ANOVU.

Xj=w+e; (=1..,m  j=1..,7), &~N(002).
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Izracuns.
U svakom izra¢unu koji uklju¢uje varijance potrebno je poniStavanje, $to nam je

vazno. To proizlazi iz formule za racunanje varijance
o2 :=E[(X — EX)?] = E[X?] — (EX)?

te iz

—2

s2i=(x-X) =Xx2-X.

Pisemo T, T; za ukupni zbroj te zbroj po grupama i definiramo ih kao

T = Z.Z'Xij; T; = Z_Xij'
[ j

auz X..=T/n, nX2 =T?/n:

SSzz Z X —T?%/n,
i

SST = z T?/n; — T?/n,
i

SSE =SS — SST = z Z X7 —z T? /n;.
i j i

Ove formule pomazu u smanjenju pogreske zaokruzivanja i najlakse ih je koristiti
ako ru¢no provodimo analizu varijance. Uobicajeno je prikazati output analize

varijance pomo¢u ANOVA tablice, kao §to je prikazano u Tablici 2.1.

Izvor df SS 52 F
Tretmani r—1 SST | MST = SST/(r—1) | MST/MSE
Rezidual /Greska n-—r SSE | MSE =SSE/(n—r)
Ukupno n—1 SS

Tablica 2.1 Jednosmjerna ANOVA tablica
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Primjer 2.11 Ovaj primjer nam pokazuje kako rucno izracunati tablicu analize

varijance. Podaci u Tablici 2.2. dolaze iz poljoprivrednog pokusa.

Gnojivo Prinos
A 14.5, 12.0, 9.0, 6.5
B 13.5, 10.0, 9.0, 8.5
C 11.5, 11.0, 14.0, 10.0
D 13.0, 13.0, 13.5, 7.5
E 15.0, 12.0, 8.0, 7.0
F 12.5, 13.5, 14.0, 8.0

Tablica 2.2 Podaci za Primjer 2.10

Zelimo ispitati razli¢ite prinose obzirom na razli¢ita gnojiva. Napomenimo da
imamo 6 tretmana, tako da imamo 6 — 1 = 5 stupnjeva slobode za tretmane.
Ukupan broj stupnjeva slobode je broj opazanja — 1, dakle 23. To ostavlja 18
stupnjeva slobode za sumu kvadrata unutar tretmana. Ukupnu sumu kvadrata
racunamo rutinski Z(yij —)72) = Zyizj —ny?, sto se najucinkovitije ra¢una kao
S yh - (%) (Zy;)". Ovo daje SS=3119.25— (i) (266.5)% = 159.990. Najlaksi
sljede¢i korak je izracunati SST, Sto onda znac¢i da mozemo dobiti SSE
oduzimanjem. Formula za SST je relativno jednostavna: Y.; T;/n; — T?/n, gdje T;

oznacava broj opazanja koja odgovaraju i-tom tretmanu, a T = },;;y;;. Iz ovog

slijedi ~ SST = G) (422 + 412 + 46,57 + 477 + 422 + 482) — —(266.5)* = 11.802.

Potpuna ANOVA tablica prikazana je u Tablici 2.3.

Izvor df SS S? F
Gnojiva 5) 11.802 2.360 0.287
Rezidual /Greska 18 148.188 8.233
Ukupno 23 159.990

Tablica 2.3 Jednosmjerna ANOVA tablica za Primjer 2.11

Na ovaj nacin smo dobili da je p-vrijednost (0.914) neznacajna u odnosu na

F316(0.95) = 3.239. Zaklju¢ujemo da nema razlike izmedu razli¢itih vrsta gnojiva.
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3. ViSestruka regresija

3.1. Normalne jednadzbe

U prvom poglavlju vidjeli smo osnovni model linearne regresije (1.8). Medutim,
moramo uzeti u obzir i slu¢aj s dva ili viSe regresora. Opcenito, nas cilj je rukovati
bilo kojim brojem regresora te ¢emo koristiti jezik vektora i matrica.

Za slu¢ajan vektor X, pisat ¢emo EX za njegovo ocekivanje, te var(X) za
kovarijantu matrica. Koristit ¢emo p regresora, u oznaci Xy, ..., X, te ¢e svaki od
njih imati pripadajuci parametar By, ..., . Pretpostavimo sada da je u modelu
(1.8) a kratica za a.1, gdje je 1 regresor koji odgovara konstantnom ¢lanu. Tako

za uzorak veli¢ine 1 imamo model
y = Pixg + -+ Bpx, + € €;~N(0,02).

U opéem slucaju uzorka veli¢ine n, potrebna su nam dva sufiksa, te tako dobivamo

jednadzbu modela
Vi =ﬁ1xi1 +---+ﬁpxip + €;, €i~N(O,O'2), (l = 1,...,7’1),

gdje su €; nezavisne jednako distribuirane sluc¢ajne varijable.

S desne strane prepoznajemo zapis oblika produkta matrica. Vrijednosti y;
formiramo u vektor stupac y, vrijednosti €; u vektor stupac €, ff; u vektor stupac
B, a x;j umatricu X (yiesunxl1, fjepx1, aXjenx p). Tada nas sustav

jednadzbi postaje jedna matri¢na jednadzba, jednadzba modela

y=Xp +e. (3.1
Kao i prije, y je vektor odgovora, € je vektor pogreske, a f vektor parametra.
Prisjetimo se da je n veli¢ina uzorka (Sto veci to bolji), dok je p broj parametara
(8to manji, a da je dovoljan). O¢ekujemo da je n puno veci od p, to jest n > p.

Konkretno, matrica X, koju nazivamo matrica dizajna, nije invertibilna buduéi da

nije ¢ak niti kvadratna.
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U daljnjoj notaciji koristit ¢emo oznaku A za matricu X, stoga je jednadzba modela
y=Ap + €. (3.2)
1z (3.2) slijedi
P
yi = z a;;B; + €, €,~N(0,02),

j=1

vjerodostojnost je

1 n 1 g
L(B,0%) = —11_L=1 P {_F<yi - 211 aijﬁj) }

(2mo?)2"
1 1 O p ?
=—F exp —in=1 Vi —zj=1 al]ﬁ] .

(2mo?)2"

Kada ju logaritmiramo, imamo:

2y — 2\ — n 2 1 " : i
€(,0%) =logL(5,0?) = c — 5 logo —;[Z (yi - ZJ.:laijﬂj) ]

gdje je c¢ konstanta. Kao i prije, koristimo Fisherovu metodu za maksimalnu

vjerodostojnost te maksimiziramo obzirom na B,: d€/df, = 0 iz ¢ega slijedi

n p
z. air(}’i_z' aijﬁj>:0 (r=1,...,p),
i=1 j=1
p n n
z. <z airaij)ﬁj = z AirYi-
j=1 i=1 i=1

Oznacimo sa C = (¢;;) matricu p x p C == ATA, koja je simetri¢na to jest CT = C.

Tada
n n
Cij = z (AT)ikAkj = z ApiQy;j-
k=1 k=1

p n n
z_ criBj = z Apry; = z (A7)
j=1 =1 =1

ili

Dakle,
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U matri¢noj notaciji

Cp)yr=UY), @=1,.,p),

ili kombinirano
CB = ATy, C = ATA. (3.3)

Ove jednadzbe nazivamo normalne jednadzbe te su one analogoni normalnih

jednadzbi za slucajeve jednog regresora iz prvog poglavlja.

3.2. RjeSavanje normalnih jednadzbi

Nas idu¢i zadatak je rijeSiti normalne jednadzbe. Prije nego to napravimo, prema
[6] ¢emo ustanoviti da postoji jedinstveno rjeSenje, to jest da je matrica C iz (3.3)
regularna. Podsjetimo se da je rang matrice broj neovisnih redaka ili stupaca.
Znamo da je matrica A reda n x p, te da je n > p. Ukoliko je rang matrice jednak
p (to jest najveéi obzirom na zadanu matricu), tada kazemo da matrica ima puni
rang [7]. Takoder, iz [9], znamo da je kvadratna matrica C' nenegativno definitna
ako vrijedi xTCx = 0 za sve vektore z, te pozitivno definitna ako xTCx >0  Vx #
0.

Pozitivno definitna matrica je regularna, invertibilna, dok nenegativno definitna

matrica ne treba biti.

Lema 3.1 Ako matrica A (nx p, n > p) ima puni rang p, tada je C := AT A pozitivno

definitna.

Dokaz: A ima puni rang, stoga ne postoji vektor z takav da Az = 0 osim nultog
vektora. Dakle,

(Ax)TAx = xTATAx = xTCx =0
samo ako je x = 0, u suprotnom strogo pozitivno. Iz ovog slijedi da je C pozitivno

definitna §to smo i htjeli pokazati.

O
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Teorem 3.2 Za matricu punog ranga A, normalne jednadzbe imaju jedinstveno
rjesenje
f=C1ATy = (ATA)"1ATy. (3.4)

Dokaz: U slucaju punog ranga, C' je pozitivno definitna po Lemi 3.2, pa je
invertibilna, tako da rjesavanjem normalnih jednadzbi dobivamo gornje rjesenje.

O

Kao i u prvom poglavlju, funkcionalni oblik za normalnu vjerodostojnost znaci da

maksimiziranje vjerodostojnosti minimizira sumu kvadrata

SS=(@—-AR)"(y—A4p) = z; <yi - Z; aiﬁj) :

Sli¢no kao i prije, imamo iduéi teorem.

Teorem 3.3 RjeSenja (3.4) normalnih jednadzbi (3.3) su ujedno i procjenitelji

maksimalne vjerodostojnosti te procjenitelyi najmangih kvadrata parametara B .

Preostaje nam joS procijeniti parametar o.
Kada funkciju SS deriviramo po o, dobit ¢emo funkciju log-vjerodostojnosti koja
za maksimalan f# daje

n 1" p 2 0
—St3 o )’i—zj=1aijﬁj =0

Sredivanjem izraza, slijedi da je

2 1 " P 2 ’
o —gziﬂ :Vi_zj=1aijﬁj .

Ova suma kvadrata je minimalna vrijednost ukupne sume kvadrata SS kako

parametar  varira, a minimum se postiZe procjenom najmanjeg kvadrata za [ =

A

A.

Ta minimizirana suma kvadrata naziva se suma kvadrata pogreske, SSFE,
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n P R 2 o A
S5E = Zi:l <yi -2, - “ifﬁf> = (y—48) (v —4B),

a nepristrani procjenitelj varijance pogreske je 62 = SSE/(n — p).

9 := AB nazivamo procijenjene vrijednosti, a e 1= y — 9, razliku izmedu stvarnih i
procijenjenih vrijednosti, vektor reziduala.

Ako je e = (e, ..., €,), gdje su e; reziduali, a suma kvadrata pogreske

n n
SSE = Z i —9)% = z el
i=1 i=1

je suma kvadrata reziduala.

Numeri¢ko rjesenje normalnih jednadzbi ((3.3), (3.4)) pojednostavljeno je ukoliko

je matrica A (koja je m x p, te punog ranga p) dana svojom QR dekompozicijom
A=QR

gdje je @ reda n x p i ortonormirana matrica, to jest vrijedi QTQ =I;
a R reda n x p i gornjetrokutasta regularna matrica.

Normalne jednadzbe ATAB = ATy postaju

RTQ"QRS =R"Q"y,
ili
RTRB =R"Q"y jerje QTQ =1
ili

RB =QTy jer suRiRT regularne.

Ovaj sustav linearnih jednadzbi sadrzi gornje trokutastu matricu R, pa se moze
rijeSiti povratnom supstitucijom, pocevsi od donje jednadzbe te uvrStavanjem u
gornje.

Zapisimo A kao niz njenih stupaca A = (ay,..,a,) gdje su vektori a; linearno

nezavisni jer A ima puni rang. Zapisimo q; = a,/|la;ll, azaj =2, ..., p,
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a; = w;/||wj]

j-1
) wj=a; — Z (akqr) G-
k=1

Tada su q; ortonormirani vektori koji se protezu kroz prostor stupaca od A. Svaki

q; je linearna kombinacija od ay, ..., a;, a takoder je i svaki a; linearna kombinacija

od qi, > q]
Dakle, postoje skalari 7y; takvi da

j
aj:z Tiejdk G=1,...,p).
k=1

Stavimo 7y; = 0 za k > j. Zatim, sastavljanjem p stupaca a; u matricu A, ova
jednadzba postaje
A=QR

Sto smo i zeljeli.

3.3. Svojstva procjenitelja najmanjih kvadrata

U jednadzbama modela (3.2) pretpostavili smo pogresku. Ali, mozemo gledati i
opcenitije, te pretpostaviti samo

Ey = AB, var(y) = o2l (3.5)
Obzirom da nije zadovoljena pretpostavka o distribuciji, nemamo funkciju

vjerodostojnosti stoga ne mozemo koristiti metodu maksimalne vjerodostojnosti.

Preostaje nam ograniciti se na metodu najmanjih kvadrata.

Linearnost.

Procjenitelj najmanjih kvadrata f = C~1ATy linearan je.
y

Nepristranost.
EB = C'ATEy = C"'ATAB =C~'CB =
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Dakle, £ je nepristrani procjenitelj od B.

Matrica kovarijance.

var(f) = var(C~*ATy) = C*AT (var(y))(C~1AT)T
= C1AT.62I.AC"Y  (C=CT)

=g%.C1AT. AC™?

= g2.C1 (C = ATA).

Zelimo zadrzati male varijance na$ih procjenitelja p parametara f8; (dijagonalni
elemente matrice kovarijance iznad), slino i za kovarijance (izvandijagonalni
elementi). Sto su odstupanja manja, to su naSe procjene preciznije i imamo vise

informacija.

Definicija 3.4 Matricu C := ATA, gdje je A matrica dizajna, nazivamo matrica

informacije.

Nepristrani linearni procjenitelji.
Neka je sada 8 == By (B je matrica p x n) bilo koji nepristrani linearni procjenitelj
od S. Tada

EB = BEy = BAB =8

pa je B nepristrani procjenitelj od B ako i samo ako BA = I.

Treba imati na umu da
var(f) = Bvar(y)BT = B.¢%1.B" = 0?BBT.

Teorem 3.5 (Gauss-Markovljev teorem) Medu svim nepristranim linearnim
procjeniteljima = By od B, procjenitelj dobiven metodom najmanjih kvadrata
B =C ATy ima najmanju varijancu u svakoj komponenti, to jest B je najbolji
linearni nepristrani procjenitely.

Dokaz: Matrica kovarijance proizvoljne nepristrane linearne procjene f = By i

procjenitelja najmanjih kvadrata f dana je sa

var(f) = 62BB" i var(f) = 62C %
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Njihova razlika (za koju Zelimo pokazati da je nenegativna) je
var(f) — var(B) = 02[BBT — C7'].
Sada koristeéi simetriju od C, €™, te BA = I (tako da ATBT =1) slijedi
(B—CATY(B—-C1AT) = (B —C1AT)(BT — AC™Y).
Nadalje,
(B—CAT)(BT —AC™Y) =BBT —BAC ' — C71ATBT + c71ATAC™?
=BBT —C1-C1+4+Cc? (C=ATA)
= BBT — 1
Kombinirajudi,
var(f) — var(f) = 62(B — C1AT)(B — C*AT)T.

Sada za matricu M = (m;;) neka vrijedi,
MMT); = zkmik(MT)ki =

_ 2
k

Sada je i-ti dijagonalni element jednak Var(ﬁi) =Var(ﬁi)+02, to jest suma

kvadrata i-tog retka matrice B — C71AT.

Dakle, var(B;) = var(B;),i var(f;) = var(f;) ako i samo ako B — C*AT ima i-ti
nul-redak.

Dakle, neki 8; ima vecu varijancu od f; osim ako su svi redovi B — C"*AT jednaki
nula — to jest osim ako je f§ = By = C~'ATy =  procjenitelj najmanjih kvadrata
Sto smo i zeljeli pokazati.

O
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Procjenjivost.

. . .. T .
Linearnu kombinaciju ¢’8 =YY . ¢;B;, sac = (cy,...,c -vektorom, nazivamo
) i=1“iFi 1 p 9
procjenjivom ako ima nepristranog linearnog procjenitelja bTy = Y™, b;y;,

sa b= (by,...,b,)T n-vektorom. Tada vrijedi
E(bTy) = bTE(y) = bTAB = cTpB.
Ova jednakost moze vrijediti i za neki nepoznati  ako i samo ako
cT =bTA

to jest ako je c linearna kombinacija n-redaka matrice dizajna A. U slucaju punog
ranga matrice koji ovdje promatramo, redovi matrice A obuhvaéaju prostor pune
dimenzije p, stoga su sve linearne kombinacije procjenjive. U slu¢aju da rang nije
pun, to jest k < p, procjenjive funkcije obuhvac¢aju prostor dimenzije k, a

neprocjenjive linearne kombinacije postoje.

3.4. Rastav varijance

Definiramo sumu kvadrata regresije, SSR, kao

N T ~
ssRi= (B - B)"C(B - B).
Budué¢i da se ovdje radi o kvadratnoj formi s matricom C' koja je pozitivno
definitivna, imamo da je SSR = 0 i SSR > 0 osim ako je f = S8, to jest, osim ako je
procjenitelj najmanjih kvadrata jednak stvarnoj vrijednosti, §to se u praksi nikada
nece dogoditi.

Teorem 3.6 (Rastav varijance)

SS = SSR + SSE (3.6)

Dokaz: Zapisimo

y—AB=(y—AB)+A(B - B).
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Vektor s obje strane pomnozimo s njegovim transponiranim vektorom.

S lijeve strane dobivamo
SS = —-AR)" (v —A4p),

ukupnu sumu kvadrata. S desne, dobivamo tri ¢lana.

Prvi je suma kvadrata pogreske

SSE = (y—AR) (y — AB),
drugi je suma kvadrata regresije
(4B -8)) 4(B-8) = (B-p) a7a(B - §) = (- B) C(f - B) = SSR.

aNT ~
Treci , to jest mjesoviti ¢lan je (y - Aﬁ) A(ﬁ - ﬁ) i njegov transponirani vektor,

koji je jednak kao i on jer su oboje skalari.
Medutim, zbog (3.3)
AT(y—AB) = ATy —ATAB = ATy —Cb =0,

Transponiranjem,

(y-4p) a=o.

Dakle, mjeSoviti ¢lan nestaje, $to nam rezultira upravo sa (3.6), $to smo i Zeljeli

pokazati.
O
Korolar 3.7 Imamo da je
SSE = mﬁin SS,
to jest, minimum se postize za procjenitelja najmangih kvadrata f = C™1ATy.
Dokaz SSR > 0,a SSR = 0 ako i samo ako = f.
O
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Sada ¢emo vidjeti kako izvodenje regresije s p regresora predstavlja ortogonalnu

projekciju na odgovarajuéi p-dimenzionalni potprostor n-dimenzionalnog prostora.

Definicija 3.8 Linearnu transformaciju P:V = V nazivamo projekcija na Vy duz V,
ako je V direktan zbroj V = V,@®V, i ako je x = (xq,%,)T sa Px = x;.

Tada je, prema [9] i [10] V; = ImP = Ker(I — P), V, = KerP = Im(I — P).
Podsjetimo se da je kvadratna matrica idempotentna ako vrijedi M2 = M. M je

idempotentna ako i samo ako je projekcija.

Nadalje, za matrice A i C = ATA, pisemo P := AC™1AT.
Primijetimo da je P simetri¢na, te da po (3.3) vrijedi Py = AC™*ATy = Ap.

Lema 3.9 P i I — P su idempotentne, stoga su projekcije.

Dokaz:
P?2 = ACTTAT.AC'AT = AC7*AT = P:
P2=P
(I-P)?=]-2P+P>?=]—-2P+P=1-P.
1
Teorem 3.10

SSE=yT"(I-P)y=(y—AB)"(I - P)(y — AB),
SSR = (y —AB)"P(y — Ap).

Dokaz: Posto je SSE := (y — AB)T(y — Aﬁ), a AB = Py, slijedi da je

SSE = (y — 4B)" (y — AB)
=(y—-Py)"'(y—-Py)=y"(U-P)U —-P)y=y"(I - P)y,

posto je I — P projekcija. Za SSR imamo da je

sSR=(B—B) c(B—B)=(B-B) ATA(p - B).

Znamo da

(B—B)=C ATy —p = C'ATy = CT1ATAR = CT AT (y — AB)
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pa je
SSR = (y—AB)T AC~1.ATA.C~1AT(y — AB)
=(y—APTACTUAT(y—AB)  (ATA=0)
=W —AR)" P(y — Ap),

Sto smo i zeljeli pokazati.
Sada formula za SSE sada slijedi iz ove formule za SSR i (3.6) oduzimanjem.

O

Koeficijent determinacije.
Koeficijent determinacije definiran je kao R?, gdje je R koeficijent korelacije

podataka i procijenjenih vrijednosti to jest

R= Y 0i-D-9/).0-92 ) (5:-5)"

Dakle, —1 <R <1,0<R?<1,a R? je mjera za dobro poklapanje procijenjenih

vrijednosti sa podacima.

Teorem 3.11 Vrijedi

2 _1__ SSE
2=y

Dokaz: Vidi [5, Teorem 3.20].

Bitno je uociti da je R? = 1 ako i samo ako je SSE = 0, to jest, ako su svi reziduali
jednaki 0, a procijenjene vrijednosti su to¢ne vrijednosti podataka. Sto je R? vedi,
odnosno SSE manji, to je procjena regresijskog modela podacima bolja.

Propozicija 3.12 (Formula za trag)

E(xTAx) = tr(A.var(x)) + Ex. A. Ex (3.7)
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Dokaz:

xTAx = z a;jX;X;j,
ij

pa zbog linearnosti ocekivanja,

E[xTAx] = z”aij[E[xixj].

J

Sada cov(xi,xj) = [E(xixj) - (IExl-)(IExj) pa je

E[xTAx] = E a;j[cov(x;x;) + Ex;. Ex;]
ij
= aijCOV(xixj) + al'j .IExi.IEx]'.
zij zij

Drugi ¢lan s desne strane je Ex”.A.Ex. Prvo uo¢imo da

tr(AB) = z'(AB)ii = z”aijbji = z”aijbij:
i lj 9]

ako je B simetri¢na. Ali matrice kovarijance su simetri¢ne, tako da je prvi ¢lan s

desne strane tr(A. Var(x)), Sto smo i zeljeli pokazati.

O
Korolar 3.13 Vried:
tr(P) = p, tr(l —P) =n—p, E(SSE) = (n —p)o?2.
Dakle, 6% := SSE /(n — p) je nepristrani procjenitelj od o?.
Dokaz: 1z Teorema 3.10, SSE je kvadratna forma od y — Af s matricom [ — P =
I — AC™1AT. Sada je
tr(I — P) = tr(I — AC™'AT) = tr(I) — tr(AC~1A47T).

Ali tr(I) = n (jer je I u ovom slucaju jedini¢na matrica reda n), i tr(AB) = tr(BA),

tr(P) = tr(AC™1AT) = tr(C~1ATA) = tr(I) = p,
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jer je ovdje I jedini¢na matrica reda p. Dakle,
tr(l — P) =tr(I — AC7'AT) =n—p.
Posto je Ey = AB, a var(y) = o2l, iz formule za trag (3.7) slijedi

E(SSE) = (n —p)o?2.
O

Ova zadnja formula analogna je odgovarajué¢oj ANOVA formuli E(SSE) =

(n—r)o?.

3.5. x? dekomporzicija

Prisjetimo se iz Teorema o ortogonalnosti da ako je x = x4, ..., x,~N(0,I) (ako su
x; nezavisne jednako distribuirane slu¢ajne varijable iz N(0, 1), te ako napravimo
supstituciju ortogonalnom transformacijom B u y := Bx, tada je i y~N(0,I).
Sada iz [9] znamo da je A svojstvena vrijednost matrice A sa svojstvenim vektorom
z (koji nije nulvektor) ako vrijedi

Ax = Ax.

Takoder, prema [8] znamo da ako je A realna simetri¢na matrica, onda je mozemo
dijagonalizirati ortogonalnom transformacijom B, te dobiti matricu D = BTAB.

Nadalje, ako je A svojstvena vrijednost od A, tada
|D — Al| = |BTAB — AI| = |BTAB — ABTB| = |BT||A — Al||B| = 0.

Tada je kvadratna forma u normalnim varijablama s matricom A takoder

kvadratna forma u normalnim varijablama s matricom D kao

xTAx = xTBDB"x = y'Dy,  y:=BTx.
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3.5.1 Idempotentnost, trag i rang

Podsjetimo se da je kvadratna matrica idempotentna ako vrijedi M2 = M.

Propozicija 3.14 Ako je B idempotentna, tada vrijedi

i) njene svojstvene vrijednosti su 0 ili 1,
i1) njen trag je jednak mjenom rangu.
Dokaz:
i) Ako je A svojstvena vrijednost od B, sa svojstvenim vektorom z, tada

Bx = Ax, x # 0. Nadalje,
B?x = B(Bx) = B(1x) = A(Bx) = 1(1x) = A?%x,

pa je A% svojstvena vrijednost od B? (vrijedi uvijek, bez obzira na

idempotentnost). Dakle,
Ax =Bx =B*x =...= 2%x
a obzirom da je x # 0, A = A2,A(A — 1) = 0, slijedi da je A = 0ili 1.

i1) Znamo da je trag od B suma svojstvenih vrijednosti, $to je zbog i)

jednako broju svojstvenih vrijednosti razli¢itih od nule, sto je upravo rang

od B.
O
Korolar 3.15 Vried:
r(P) =p, r(I —P) =n—p.
Dokaz: Tvrdnja slijedi direktno iz Korolara 3.13 i Propozicije 3.14.
O
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3.5.2 Kvadratne forme normalnih sluc¢ajnih varijabli

Od interesa su nam simetri¢ne projekcijske (dakle, idempotentne) matrice P.
Budué¢i da su njihove svojstvene vrijednosti 0 i 1, mozemo ih dijagonalizirati
ortogonalnim transformacijama u dijagonalnu matricu nula i jedinica. Stoga ako
matrica P ima rang r, kvadratna se forma xTPx moZe reducirati na zbroj od r
kvadrata standardnih normalnih sluc¢ajnih varijabli. MoZzemo uzeti da jedinice

prethode nulama na dijagonali pa imamo

xTPx = y2+ ... +y?, yi~N(0, c2).
gdje su y; nezavisne, jednako distribuirane.
Dakle, xTPx je 02 puta y?(r) distribuirana sluc¢ajna varijabla.

Teorem 3.16 Ako je P simetriéna projekcija ranga r, x;~N(0,02) nezavisni, tada
je kvadratna forma
xTPx~a?x?(r).

3.5.3 Suma projekcija

Rastav varijance, koja izrazava sumu kvadrata (y? distribuiranu) kao sumu
nezavisnih suma kvadrata (takoder y? distribuirane) koja odgovara dekompoziciji
identiteta I kao sumu ortogonalnih projekcija. Gauss-Markovljev teorem nam
odgovara za sluc¢aj [ = P + (I — P), medutim susreli smo se i sa dekompozicijama
koje imaju viSe od dva sumanda (na primjer SS = SSB + SST + SSI koji ima tri).
Promotrimo sada opceniti slucaj.

Pretpostavimo da su P, ..., P, simetri¢ne matrice projekcije takve da:
[ =P+...4P,.

Promotrimo trag obje strane jednakosti. Matrica I reda n ima trag n. Svaki P; ima

za trag svoj rang n;, pa po Propoziciji 3.14 n = ny+ ... +n,.
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Kada kvadriramo, dobivamo

=12 =Z'Pi2 +z' PP, =Z'Pi +Z- PP,
i i<j i 1<J

Sada gledamo trag,

n= Zni + z tr(Pin) =n+ z tr(Pl-Pj) :
i<j i<j
z tr(P;P;) = 0.
i<j
Dakle,
tr(P;P;) = tr(P?P?) (jer su P;P; projekcije)
= tr((PP).(PP)) (tr(AB) = tr(BA))

= w((p)". (PB),

Stoga imamo da je tr(Pl-Pj) = 0, jer za matricu M

tr(MTM) = Z_(MTM)ii
=), 2. (M (),
SR
>0

Dakle, imamo sumu nenegativnih ¢lanova koja mora biti nula, pa svaki ¢lan mora
biti nula. To jest, kvadrat svakog elementa od P;P; mora biti nula, pa je svaki

element P;P; nula, pa je matrica P;P; = 0, i # j.

Ovo je uvjet da linearni oblici P;x, ..., P,x budu nezavisni, pa su i (P;x)T(P;x) =
xT P/ P;x nezavisni, odnosno x”P;x jer je P; simetri¢an i idempotentan. Kvadratne
forme xTP;x, ..., xT P,x su takoder nezavisne.
Sada imamo

xTx = xTPix+ ... +xT Ppx.
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Sumirajmo zakljucak:

Teorem 3.17 (x? dekompozicija) Ako I = Pi+...+Py, gdje su P; simetricne matrice

projekcije s rangom n;, tada vrijedi:

i) suma ranga je n = nqy+ ... +n,
i1) svaka kvadratna forma Q; == xTPix je Q;i~0%x?%(n;),
i)  Q; su medusobno nezavisni,

i)  PP=0 (i#)) (svojstvo ortogonalnosti projekcija).

3.6. Ortogonalna projekcija i Pitagorin poucak

Procjenitelji najmanjih kvadrana procijenjene su  vrijednosti § = Af =
A(ATA) ATy = Py, gdje je P matrica projekcija (idempotentna, simetri¢na).
Zatim, e :=y —y =y — Py = (I — P)y je vektor reziduala. Dakle, dobivamo

y=AB+e=Af+e=9+e

to jest, podaci = to€ne vrijednosti + pogreska = procijenjene vrijednosti +
rezidual.
Sada,
e’y =y"(I-P)'Py
=yT'(I-P)Py (P simetritna)
=y"(P - P?)y
= 0'

jer je P idempotentan. Ovo nam govori da su e i y ortogonalni. Takoder su
Gaussovi (multinormalni) kao linearna kombinacija Gaussovih. Za Gaussove
vekore, ortogonalnost = nekoreliranost = nezavisnost.

Reziduali e i procijenjene vrijednosti y su ortogonalni i nezavisni. Stoga je vektor
podataka y hipotenuza pravokutnog trokuta u n-dimenzionalnom prostoru gdje su

druge dvije stranice trokuta upravo procijenjene vrijednosti y = (I — P)y i rezidual
e = Py.
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Dakle, duljine vektora su povezane Pitagorinim pouc¢kom u n-prostoru:

IyllZ = 119117 + llell.

Konkretno, ||9]|% < |lyll?:
PN 2
IBy||” < IIylI>  zasvey.

Dakle, ||P||<1, to jest P ima normu manju od 1, smanjuje duljinu.
Slicno za I — P, takoder je projekcija te smanjuje duljinu jer joj je norma manja
od 1.

Za realne vektorske prostore, projekcija P je simetri¢na ako i samo ako smanjuje
duljinu ako i samo ako je ortogonalna ili okomita projekcija, tada su slika i jezgra
od P ortogonalni ili okomiti potprostori. Posto je nasa P := AC~ AT, C := ATA

automatski simetri¢na i idempotentna projekcija, ovo je situacija relevantna za nas.
Teorem 3.18 Vrijedi

i)  §=Py-N(AB,0*P)
i) e=y—39=U-P)y~N(0,62( - P))
i) e iy su nezavisni.

Dokaz:

i) ¥ je linearna transformacija Gaussovog vektora y, pa je takoder Gaussov.

Znamo da je procjenitelj b nepristran za 8, pa y := Ab nepristran za Af.

var(9) = Pvar(y)PT
= g?PPT (var(y) = o?I)
= g2Pp? (P simetritna)
=g?p (P idempotentna).

i1) Sli¢no, e je Gaussov, Ee = Fy - Ey = A - A = 0.

var(e) = (I — P)var(y)(I — P)T
=o%(I - P)(I - P)T (var(y) = o?l)
= og2%(I — P)? (I — P simetri¢na)
=o%(I - P) (I — P idempotentna).
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iii)  Vrijedi

cov(y,e) = E[(§ — EP)" (e — Ee)]

E[(Y — AB)"e] (Ey = AB,Ee = 0)
E[(Py — AB)"(I — Py)]

E[(y"P - BTAT)(y — Py)]

E[

0

yTPy] — E[yTP2y] — BTATEy + BTATA(ATA)~1ATEy

Dakle, e ¢ § su nekorelirani, pa su nezavisni jer su Gaussovi.

Teorem 3.19 Vried:

i) P~N(B.o*CTh)
i) B i SSE (ili B i c?) su nezavisni.

Dokaz: Vidi [5, Teorem 3.31].

Korolar 3.20 SSR i SSE su nezavisni.

Dokaz: SSR := (,[? — ,B)TC(B — ,8) je funkcija od B, pa radi Teorema 2.19 ii) slijedi
tvrdnja.

O

Konacno, Teorem 3.19 u kombinaciji sa Teoremom 3.16 daje metodu za rac¢unanje

jednodimenzionalnih intervala pouzdanosti za pojedinacne elemente od . Imamo:

Korolar 3.21 Neka je B; i-ti element od B, i neka je Cy; " i-ti dijagonalni element
od C™t. Vrijedi

Bbe
G~ n-p-*
Ciil

Dokaz: Vidi [5, Korolar 3.33].
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3.7. Primjer

U ovom odjeljku promotrit ¢emo primjer. Prva stvar koju je potrebno uociti je
identificirati matricu dizajna A, a zatim pronaci razli¢ite matrice, posebno matricu
projekcije P, koje su povezane s njom. Ovaj primjer je dovoljno mali pa éemo ga

moci odraditi ruc¢no, a dovoljno je velik da je netrivijalan i da predoci postupak.

Primjer 3.22 Dva proizvoda, A i B, vaZu se na vagi prvo odvojeno, a zatim zajedno,

kako bi se dobila opaZanja yq,V,, V3.

1. Pronadimo procjenitelje najmangih kvadrata od pravih teZina B4, Bg-

Imamo

Y1 = Pat €,
y2 = ﬁB + 62'
Y1+ Y2 = BatPs + €3,

gdje su €; nezavisne jednako distribuirane sluc¢ajne varijable iz normalne

razdiobe s o¢ekivanjem 0 i varijancom o2. Dakle,

Ey = ((1) 2)(?‘;)

1 1

1 0
A=10 1)
1 1

c=aa=(3 8 Do 1)-C 3

1 1

Matrica dizajna je:

Stoga,

Vidimo da je determinanta matrice C'jednaka 3, te da je

1
Ct==
3
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y
=5 0 (2] =01

R 1 _
p=CTAly = 5(—21 21) @; 1?2)

1<ZY1_}’2 +)’3)

- 3 —1+2y, +y;3

Prva i druga komponenta ovog vektora su procjenitelji najmanjih kvadrata

za B4 i Bp.

Pronadimo kovarijancu matrice od procjenitelja najmangih kvadrata.
Ovo je

var(f) = o2¢™' = %2(_21 _21)

. Pronadimo SSE i procijenjeni o2.

peacwr=(o 132 DG 0 -5 2 1)

1 1
/1 1 -1
I—P=§ 1 1 -1/
-1 -1 1
Dakle,

1 1 1 -1\ /7
SSE=y"(I—-Ply=301 Y2 ¥)| 1 1 -1).%
-1 -1 1/ \y3

1 2
= 5()’1"‘3’2 —y3)°.

Postojen =3, p =2, n — p = 1, onda je 62 takoder

A2 1 2
o :g(}’1+}’2_)’3)-
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4. Primjena u marketingu

Optimalna raspodjela marketinskog budZeta tesko je pitanje s kojim se svaka
tvrtka suocava. Pojavom novih marketinskih tehnika, poput online oglagavanja i
oglasavanja putem drusStvenih mreza, slozenost podataka je porasla, Sto ovaj
problem ¢ini jos veéim izazovom. Statisticki alati za modeliranje Cesto se koriste
za rjeSavanje problema raspodjele budzeta. Modeliranje takozvanog Marketing
Miza ukljuc¢uje koristenje niza statistickih metoda koje su prikladne za modeliranje
varijable od interesa (u ovom poglavlju, to je prodaja), s ciljem konstruiranja

optimalne kombinacije strategija koje bi maksimizirale profit.

4.1. Linearni i multiplikativni modeli

Promotrimo prvo kako najbolje izabrati formu modela. Za pocetak, iz [13, str. 3]

imamo linearni model koji pretpostavlja konstantne povrate te je oblika

Ve = Bo + BiXx1e + Paxor + -+ PrXyr + € (6.1)

gdje prateéi notaciju iz [11] imamo da su t vrijednosti varijabli u periodu ¢t = 1,
..., T gdje je T broj zapaZzanja, B; parametri modela, x;; vrijednost varijable k& u
periodu t gdje je k = 1, ..., K, te €; vrijednost odstupanja to jest pogreska.

Najcesce se prvo isprobava linearni model jer je procjena koeficijenata jednostavna.
On pokazuje dobru aproksimaciju nelinearne funkcije, ali samo u ograni¢enom
rasponu. No nedostatak pretpostavke o linearnosti je taj Sto implicira konstantne
povrate Sto je nerealno u stvarnom svijetu marketinga. Najc¢esc¢e krivulja odaziva
prodaje nema konstantan oblik. Ponovo iz [13, str. 3] vidimo da se jedan takav

model naziva multiplikativni model snage:

Ve = Box’le,  x =0, 0<pB <L (6.2)
Taj model moze se linearizirati logaritmiranjem obje strane:

In(y:) = In (By) + f1ln (x1;) + Iney, X1t =0, 0<p <1 (6.3)
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Ta jednakost je linearna u parametrima B,", f; gdje je Bo" = Inp,.
Ovaj model jos nazivamo i log-log model. Sli¢no, iz [13, str. 4], multiplikativna

verzija za K marketinskih instrumenata je oblika

Ve = ﬁoxftletz ...xﬁfet. (6.4)
Kada je funkcija odaziva prodaje izloZzena povecanju povrata, mozemo Kkoristiti
eksponencijalni model:

Ve = BoePr¥rtey, (6.5)
Logaritmiranjem slijedi

In(ye) = In(Bo) + Brx1e + In(ey). (6.6)

Ovaj model nazivamo jo$ i log-linearan model.
Prema [12], kada imamo log-log ili log-linearan model, potrebna je prilagodba y;
kako bi ostali nepristrani. Ako uzmemo u obzir multiplikativni oblik (6.4) gdje je

Inet~N (0, 02), moZe se pokazati da:

2
Ely] = Boxtixl? ... xfxet/20

Procjenitelje racunamo na iduéi nacin

« _ p B B2 Bx 1/202
Ve = PoX1t Xgp e Xpp €

gdje su B; procjene najmanjih kvadrata.

4.2. Marketing Mix

Podaci dolaze od tvrtke Nepa koja je jedan od najveéih trgovaca elektronickom
opremom u Svedskoj. Skup podataka sadrzi podatke o tjednoj prodaji i
marketingkim aktivnostima specifi¢ne za model, kao i podatke o okruzenju, za dvije
godine.

Za procjenu parametara za jednadzbe, koristimo iduée podatke:
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y: = prodaja u tjednu t

TV, = troSkovi oglaSavanja za televiziju u tjednu t

DR; = troSkovi oglaSavanja za oglase koji stizu poStom u tjednu t
DR.POSTEN,; = ulaganja u oglase koji dolaze poStom

OUTDOOR; = ulaganja u oglase postavljene vani,npr.na stanici u tjednu t
RADIO; = radio troSkovi oglaSavanja u tjednu t

PRINT, = print troSkovi oglaSavanja u tjednu t

SOCIALMEDIA; = troskovi oglaSavanja na druStveni mreZama u tjednu t
Rain; = koliCina kiSe u tjednut

sal, = varijabla koja pokazuje je li u pitanju tjedan primanja place
HOLIDAY; = varijabla koja pokazuje dal je u tjednu t bio praznik

Sa tako definiranim varijablama, linearni model iz (6.1) postaje:

vy, = By + BTV, + B,DR, + BsDR. POSTEN, + 8,0UTDOOR, +
+B<RADIO, + B¢PRINT, + 8,SOCIALMEDIA, + fzRain, +
+Bysal; + B1oHOLIDAY, + €,(1.
Eksponencijalni model iz (6.5) sada je oblika

y, = BoeBo+BlTVt+B2DRt+B3DR.POSTENt+ﬁ40UTDOORt+ﬁ5RADIOt
GPRINTt'l' 7SOCIALMEDIAt+ 8Raint+ 9salt+ 10H0LIDAYt 2
e €;

koji logaritmiranjem obje strane postaje

In(y,) = In(B,) + BTV, + B,DR; + B;DR. POSTEN, + 8,0UTDOOR, +
+BsRADIO, + B¢PRINT, + ,SOCIALMEDIA, + BgRain, +
+Bgsal, + B,oHOLIDAY, + In(e,®).

Multiplikativni model (6.4) za ovaj slucaj je

y: = ¥oTV,/*DR!?DR. POSTEN}*OUTDOOR’*RADIO®
PRINT,*SOCIALMEDIA! ygRainty, saley, (HOLIDAY; ¢ (3)

te nakon transformacije

In(yy) = In(yy) + y1In(TV;) + y,In(DR;) + y3In(DR.POSTEN,) +
+y,In(OUTDOOR;) + y5In(RADIO;) + y¢In(PRINT,) + y,In(SOCIALMEDIA;) +
+Yg"Rain; + yo*sal; + y10"HOLIDAY, + In(e,®),
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¥s" = In(yg), Yo" = In(ys), Y10" = In(y10).

Sljedeé¢e tablice ilustriraju rezultate procjene metodom najmanjih kvadrata

linearan, log-linearan, te log-log model redom.

#
i
#

#a
Wi
##
##
##
##
LE
##
##
i
i
i
i
i
i
it
##
i
i
i
i
##
##
i
##
#H

Call:

za

Im(formula = "SALES_TOT -~ TV+DR+DR.POSTEN+0UTDOOR+RADIO+PRINT+SOCIALMEDIA+Rain..

mm.+sal+HOLIDAY",
data = regdata)

Residuals:

Min 1Q Median 30 Max
-23290744 -T7598418 -1641095 7793738 82440104
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 4.226e+07 3.988e+06 10.598 < 2e-16 #==
v 2.239e+01 2.667e+00 8.721 9.59e-14 ===
DR 1.453e+01 8.034e+00 1.809 0.07369 .
DR.POSTEN 1.742e+01 5.417e+00 3.216. 0.00178 ==
OUTDOOR 3.756e+01 1.035e+01 3.631 0.00046 »==
RADIO -6.633e+01 2.95657e+01 -2.243 0.02724 »
PRINT 6.304e+00 b5.876e+00 1.073 0.28610
SOCIALMEDIA 1.832e+02 2.400e+01 T.636 1.84e-11 ===
Rain..mm. 2.796e+05 1.461e+05 1.913 0.0b877
sal 6.885e+06 3.734e+06 1.844 0.06834
HOLIDAY 2.906e+06 6.383e+06 0.466 0.649599
Signif. codes:
0 '==s' 0.001 '=#=' 0.01 's+' Q.06 '.' 0.1 " ' 1

Residual standard error: 14380000 on 94 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.8203, Adjusted R-squared: 0.8012
F-statistic: 42.92 on 10 and 94 DF, p-value; < 2.2e-16

Tablica 4.1 Rezultat procjene linearnog modela [13, Tablica 2]

Obzirom da su koriSteni podaci vremenski niz, za linearnu formu ocekivana je

relativno visoka vrijednost za koeficijent determinacije R? koji je mjera za dobro

poklapange procijenjenih vrijednosti sa podacima. Vrijednosti F-statistike u svim

sluc¢ajevima pokazuje da su sva tri modela (osobita prva dva) velike znacajnosti.

Broj znacajnih parametara blago varira u svakom modelu. Znacajni parametri koji
su zajednicki svim modelima su TV, DR.POSTEN, OUTDOOR, RADIO,
SOCIALMEDIA. Za njih je p-vrijednost manja od 0.05. U log-linearnom modelu
takoder su znacajni parametri za DR, Rain i sal, dok su u log-log modelu
log(PRINT) te Rain.
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wH

## Call:

## Im(formula = "log(SALES_TOT) ~ TV+DR+DR.POSTEN+OUTDDOR+RADIO+PRINT+SOCIALMEDIA+
Rain..mm.+sal+HOLIDAY",

i3] data = regdata)

##

## Residuals:

#4# Min 1Q Median 30 Max

## -0.20887 -0.07728 -0.00648 0.06248 0.32894

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) 1.787e+01 3.063e-02 583.581 < 2e-16 ===

## TV 1.661e-07 1.972e-08 8.4256 4.07e-13 =*==

## DR 1.273e-07 6.171e-08 2.062 0.041929 «»

## DR.POSTEN 1.423e-07 4.161e-08 3.420 0.000929 ==»

## OUTDOODR 3.334e-07 T7.946e-08 4.196 6.15e-0b ===

## RADIOD -6.494e-07 2.271e-07 -2.860 0.005224 ==

## PRINT 7.119e-08 4.513e-08 1.677 0.118097

## SOCIALMEDIA 1.547e-06 1.843e-07 8.393 4.76e-13 ==

## Rain..mm. 2.251e-03 1.122e-03 2.006 0.047757 =

## sal 5.934e-02 2.868e-02 2.069 0.041258 =

## HOLIDAY -4.279e-02 4.903e-02 -0.873 0.3850564

#H ---

## Signif. codes:

#% 0 '#=sx' 0.001 's+' 0.01 's' 0.0 '.' 0.1 b

i

## Residual standard error: 0.1105 on 94 degrees of freedom

## Multiple R-squared: 0.8332, Adjusted R-squared: 0.8154

## F-statistic: 46.95 on 10 and 94 DF, p-value: < 2.2e-16

Tablica 4.2 Rezultat procjene log-linearnog modela [13, Tablica 3]

Napomenimo da su brojevi u Tablici 4.3 procjene za parametre u lineariziranoj
verziji log-log modela. Da bismo pronasli procjene za nezavisne varijable koje su
bile zabiljezene, bilo je potrebno upotrijebiti antilogaritamsku transformaciju.
Umjesto uzimanja eksponencijalne procjene iz Tablice 4.3 da bismo dobili
odgovarajuée procjene za parametre u log-log modelu, mora se primijeniti iduca

korekcija:

~ A% 1 2
7 = exp(¥")exp <_§G )7*)'

Procjene g, V9, 710 iz jednadzbe multiplikativnog modela postaju:

1 2
—=0.001918
e

Pg = 0004394 . 72 = 1.0044
_1 2
)79 — 80'049464 ‘e 20.0471644 — 10495
_1 2
)710 — 8_0'050739 ‘e 20.0864388 = 0.9470
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33
i
i

#
##
f##
4
##
##
&##
4
4
##
4
44
##
##
4
##
##
i
4
##
##
44
##
4
##
4

Call:
Im(formula = "log(SALES_TOT) ~ log(TV)+log(DR)+log(DR.POSTEN)+log(OUTDOOR)+1log(
RADIO)+log(PRINT }+1log(SOCIALMEDIA)+Rain..mm.+sal+HOLIDAY",
data = regdata)
Residuals:

Min iQ Median 30 Max
-0.36417 -0.10845 0.01072 0.06971 0,79316

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 14.953425 0.601883 29.7956 < 2e-16 *==
log (TV) 0.012618 0.003358 3.727 0.000331 =%%
log (DR) 0.005367 0.007390 0.728 0.469484
log (DR.POSTEN) 0.013822 0.006767 2.067 0.042410 =
log (OUTDOOR) 0.052534 0.014639 3.689 0.000630 =*=*=*
log (RADID) -0.012448 0.004007 -3.107 0.002500 ==
log (PRINT) 0.181862 0.036741 4.960 3.26e-06 ===
log (SOCIALMEDIA) 0.012168 0.003768 3.229 0.001709 ==
Rain..mm. 0.004394 0.001918 2.292 0.024164 =
sal 0.049464 0.047164 1.049 0.296974
HOLIDAY -0.060739 0.086438 -0.587 0.5bB61b
Signif. codes:
0 '#*x! 0.001 'sx' 0.01 's' 0.05 ' ' 0.1 * ' 1

Residual standard error: 0.1858 on 94 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5279, Adjusted R-squared: 0.4777
F-statistic: 10.51 on 10 and 94 DF, p-value: 1.001e-11

Tablica 4.3 Rezultat procjene log-log modela [13, Tablica 4]

Kako bi se testirala pretpostavka za ocekivanje reziduala razli¢itog od nule za sva

tri

modela, prema [13, str. 26-27] ispitani su dijagrami reziduala u odnosu na

prediktorsku varijablu. Iz [13, str. 27], donesen je zaklju¢ak da je najprikladniji

oblik log-linearni.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucili smo linearnu regresiju s naglaskom na
jednostavnu i viSestruku regresiju. Za pocetak, rekli smo nesto o povijesti regresije,
bivarijantnoj normalnoj distribuciji te njenim svojstvima.

Proucili smo metodu maksimalne vjerodostojnosti te metodu najmanjih kvadrata,
koja je i najstarija metoda, te je radi svoje jednostavnosti najc¢esée koriStena za
procjenu parametara. Od interesa nam je bila i analiza varijance te smo kroz
primjer vidjeli i njenu primjenu.

Kraj ovog diplomskog rada ilustrira primjenu suvremenih pristupa na skupu
podataka tvrtke Nepa. Cilj posljednjeg poglavlja bio je konstruirati strategiju kako
napraviti model prikladan za visoku razinu slozenosti podataka.

Marketing Mixz model bavi se svim elementima problema koji se prouc¢ava. Jedan
od tih elemenata je izbor odgovarajué¢e funkcionalne forme. U ovom slucaju,

dijagram reziduala sugerira da je log-linearan model najprikladniji.
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Summary

In this thesis, we are introduced to the linear regression with an emphasis on simple
and multiple regression. To begin with, we said something about the origins of
regression, the bivariate normal distribution and its facts.

We have seen maximum likelihood method and the method of least squares, which
is also the oldest method and, due to its simplicity, is most often used for parameter
estimation.

The analysis of variance was also of interest to us, and we saw its purpose of using
through an example.

The end of this thesis illustrates an application of modern approaches of statistical
learning on a set of data provided by Nepa. The goal was to construct a model
building strategy suitable for a high level of complexity of the data. A Marketing
Mix model must address all elements of the problem being studied. One of such
elements is the choice of the appropriate functional form. At the end, the plot of
the residuals against each predictor variable suggest that the log-linear

specification is appropriate in this case.
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Zivotopis

Rodena sam 25. veljace 1995. u Zagrebu. Nakon zavrsetka Osnovne skole ,Matija
Gubec“ u Zagrebu, upisujem XI. Opcéu gimnaziju. Tokom osnovnogkolskog
obrazovanja sudjelovala sam na natjecanjima iz kemije, biologije i matematike, a
tokom srednjoskolskog iz hrvatskog jezika. Kao dodatnu aktivnost, sudjelovala sam
u plesnoj te odbojkaskoj skupini te natjecanjima iz Prve pomodéi. Kroz ¢itavo
dotadasnje obrazovanje bila sam ¢lan dramske skupine te sudjelovala na
natjecanjima LiDraNo. ZavrSetkom srednje 8kole, 2013. godine upisujem
preddiplomski sveucilisni studij Matematika na Matematickom odsjeku
Prirodoslovno-matematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu. Titulu sveucili§ne
prvostupnice matematike stjeGem 2019. kada upisujem diplomski sveucilisni studij
Financijska i poslovna matematika na istom fakultetu kojeg zavrSsavam ovim
Radom.
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