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Uvod

Black-Scholes-Mertonov model je prvi matemati¢ki model koji se naSiroko koristio za pro-
cjenu vrijednosti europskih opcija. Jednostavna formula koja ukljucuje velik broj parame-
tara je razlog njegove popularnosti. Medutim, nedostaci modela su ono S$to je znanstvenike
potaknulo na razmiSljanje. Dupire te Derman i Kani su ispravili pogreSnu pretpostavku o
konstantnoj volatilnosti zakljuce¢i da je ona funkcija vremena i cijene dionice. Njihove
formule proizvele su pozitivne rezultate u procjeni cijena opcija te su time otvorili put
razvitku novih modela koji su sve bolje opisivali situaciju na trziStu. Modeli lokalne vo-
latilnosti pretpostavljaju da je volatilnost deterministi¢ka funkcija. Njihov cilj je Sto bolje
procijeniti volatilnost kako bi postigli teoretski smijesSak, efekt krivulje podrazumijevane
volatilnosti u ovisnosti o cijeni izvrSenja. U ovom radu proucit ¢emo izvode parcijalnih
diferencijalnih jednadZbi i pogledati dinamike modela te njihove prednosti 1 nedostatke.






Poglavlje 1

Black - Scholes - Mertonov model

1.1 Brownovo gibanje

Na pocetku ovog rada definirat ¢emo par pojmova kako bismo mogli uvesti Black-Scholes-
Mertonov model, a time 1 model lokalne volatilnosti.

Stohasticki proces (X,).er, je familija slucajnih varijabli definirana na vjerojatnosnom pros-
toru (Q, ¥, P) s vrijednostima u (R, B(R)). Filtracija (¥;),»0 na tom vjerojatnosnom pros-
toru je rastuca familija o-algebri na Q t.d. F, € F,.1 € F V¢, gdje F, predstavlja informa-
ciju dostupnu u vremenu ¢. Kazemo da je proces (X,)»o adaptiran s obzirom na (F;),»o ako
je, za svaki ¢, X, ¥,-izmjeriva.

Definicija 1.1.1. Vrijeme zaustaviljanja s obzirom na filtraciju F = (F,,t > 0) je slucajna
varijabla T s vrijednostima u R, U {oo} takva da za svaki t > 0

{fr<tleF,.

Nadalje, o-algebru povezanu s 7, odnosno onu koja predstavlja informacije dostupne prije
vremena zaustavljanja 7, definiramo kao

Fe={FeF :¥t20,FNn{r<t}eF).

Vazan primjer stohastickog procesa koji ¢ini koncept za Black-Scholes-Mertonov model 1
pojavljuje se u veéini modela financijske imovine je upravo Brownovo gibanje. Takoder
¢emo definirati i pojam filtracije za Brownovo gibanje.



4 POGLAVLIJE 1. BLACK - SCHOLES - MERTONOV MODEL

Definicija 1.1.2. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B,;,t > 0) je
Brownovo gibanje ako vrijedi:

(i) Putovi t — B,(w) su neprekidne funkcije sa R, uR (za g.s. w € Q).
(i) By = 0.
(iiiy Zasvem e NiQ =1ty <t <..<t,suprirasti

Btl = Bll - Bt()’ BtZ - Btl’ R Btm - Btm 1

nezavisni.

(iv) Za sve 0 < s < t je prirast B, — B; normalno distribuiran s oCekivanjem nula i varijancom t — s.

Definicija 1.1.3. Neka je (Q, 7, P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (B,,t > 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F = (F;,t > 0) o -
algebri koja zadovoljava

(Y Zasve O < s <t,Fy C T,
(ii) Za svaki t > 0, B, je F,-izmjeriva sluc¢ajna varijabla.

(iii) Za sve 0 < s < t, prirast B, — B, nezavisan je od F.

Definicija 1.1.4. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor te neka je F = (F;,¢t > 0) filtra-
cija. Slucajni proces M = (M,,t < 0) je martingal ako vrijedi:

(i) M je E-adaptiran.
(it Za svet > 0,E |M,| < co.
(iii) Za sve 0 < s < t, E[M,|F] = M g.s.

Definicija 1.1.5. Neka je (Q, F, P) vjerojatnosni prostor te neka je F = (F,,t > 0) filtracija.
Adaptirani slucajni proces X = (X;,t > 0) je Markovljev proces, ako za sve 0 < s < tiza
sve Borel-izmjerive funkcije f : R — R postoji Borel-izmjeriva funkcija g : R — R takva
da je

E[f(X)IFs] = g(X,) g.s.
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RijecCima, uvjetno na informaciju poznatu u trenutku s svaka funkcija pozicije procesa X u
trenutku 7 > s je funkcija pozicije procesa X u trenutku s.

Brownovo gibanje je martingal s obzirom na filtraciju za to Brownovo gibanje te ima Mar-
kovljevo svojstvo.

Integral oblika

!
f H,dB,
0

gdje je H adaptirani slucajni proces, a B Brownovo gibanje, zove se stohasticki ili Itov
integral. U financijama se koristi za modeliranje vrijednosti portfelja, a [tdv raCun za izvod
Black-Scholes-Mertonove parcijalne diferencijalne jednadzbe za cijenu opcije. Fiksirajmo
pozitivno vrijeme 7 > 0.

Definicija 1.1.6. Adaptirani slucajni proces H = (Hy,t € [0, T]) zove se jednostavan pro-
ces ako je

n—1
H, = Z¢j]1[tjsfj+l>(t)’
=0
za neku particijull =0 =1y <t; < .. <t, =T intervala [0, T] i omedene slucajne varija-
ble ¢;,j=0,1,...,n—1, takve da je ¢; ﬁj—izmjeriva.

Dakle, Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B je slucajni
proces I = (I,,t € [0, T]) definiran s

n—

It = Z ¢j(Btj+1/\t - szm)

1
Jj=0

. v t
i oznaCavamo ga s I, = fo H.dB; .

Definicija 1.1.7. Neka je B = (B,,t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = (F,,t > 0)
pridruZena filtracija. Itov proces je slucajni proces X = (X,,t > 0) oblika

! !
X =Xo+ f HdB, + f Vs,
0 0

gdjf je Xo € R, a P{ = (H,t 2 0)iV = (V,t > 0) su adaptirani procesi takvi da
Efo H?(s)ds < o0 i fo |Vilds < 00 g.s. za sve t > 0.
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Teorem 1.1.8. (Itova formula za Itov proces) Neka je X = (X, : t > 0) Itov proces i neka je
f(t, x) funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama f,(t, x), f(t,x) i f..(t,x). Tada za
svaki T > 0,

T T T
F(T.Xr) =0, Xo) + f fi(e, X))t + f fx(z,xodx,% f Furlt. X)d(X),
0 0 0
T T T
= (0, Xo) + f fi(e,X,)dt + f fu(t, X)H,dB, + f i, X)Vidt
0 0 0

1 T
+_f fxx(t’Xt)szdt
2 Jo

1.2 Black - Scholes - Mertonov model

Model kojeg su 1973. godine predstavili Black i Scholes je neprekidni model s dvije vrste
financijske imovine: rizi¢na imovina, dionica Cija je cijena S, u trenutku ¢, i bezrizicna
imovina, novac ¢ija je cijena S¥ u trenutku ¢. Pretpostavimo da se novac ukamacuje po
kamatnoj stopi r. To znaci da promjenu u cijeni opisuje sljedeca diferencijalna jednadzba

ds? = rS'dt.

Radi jednostavnosti, postavimo S{ = 1. Tada S? = ¢, zat > 0.
Pretpostavimo da kretanje cijene dionice opisuje geometrijsko Brownovo gibanje:

dS, = S(udt + odB,),

gdje su u € Rio > 0 konstante. Parametar o zove se volatilnost i predstavlja mjeru vari-
jacije cijene dionice na financijskom trZiStu, a parametar u je srednja stopa povrata.

Black-Scholes-Mertonov model popularan je iz razloga $to uzima u obzir sve faktore koje
mogu utjecati na cijenu dionice, kao $to su dospijece, kamatna stopa, volatilnost i druge, te
tako prilicno precizno moZemo odrediti vrijednost opcije. JoS jedna prednost je jednostav-
nost formule koja dovodi do brzog izracuna. Kako se cijene na burzi brzo mijenjaju, tako
jednostavna formula omogucuje trgovcima jednako tako brzo donoSenje odluka.

Naime, model ima i svojih nedostataka. Jedan je pretpostavka da cijena dionice ima log-
normalnu distribuciju, no pogledamo li distribuciju povrata financijske imovine vidimo da
ne izgleda Gaussovski. Prisutni su visi vrhovi i deblji repovi $to znaci da se vrlo niski i vrlo
visoki povrati ¢eSce realiziraju, nego Sto je to slucaj kod normalne distribucije. Volatilnost
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se mijenja kroz vrijeme i ne doima se konstantnom. Promotrimo li volatilnost kao funkciju
cijene izvrSenja i dospije¢a, odnosno podrazumijevanu volatilnost, vidjet ¢emo da ploha
volatilnosti nije ravna.

Iz ovih razloga, prirodno nam se namece da se vratimo na pretpostavke Black-Scholes-
Mertonovog modela i napravimo neke promjene. U ovom radu analizirat cemo modele
koji mijenjaju pretpostavku o konstantnoj volatilnosti. Modeli lokalne volatilnosti pretpos-
tavljaju da je volatilnost deterministicka funkcija vremena i cijene dionice

dS; =S, (udt +o(t,S,)dB,).






Poglavlje 2

Lokalna volatilnost

Black-Scholes-Mertonov model prikazuje cijene dionica kao funkciju volatilnosti. Ako
su cijene dane trziStem, onda moZemo izracunati inverz funkcije i dobiti podrazumijevanu
volatilnost. Da je taj model savrSen, vrijednost volatilnosti bila bi jednaka za sve cijene op-
cija na trziStu, no znamo da to nije tako. Model lokalne volatilnosti je model odredivanja
cijena opcija koji volatilnost tretira kao deterministicku funkciju vremena i cijene dionice i
kao takav je generalizacija Black-Scholes-Mertonovog modela. Bruno Dupire te Emanule
Derman i Iraj Kani su 1994. godine razvili koncept modela te u nastavku predstavljam
njihove izvode.

Kretanje cijene dionice opisuje sljedeca diferencijalna jednadzba

Si=uS.dt +o(t,5,)S,dB,. (2.1)

Parametar y, je srednja stopa povrata i jednak je razlici bezrizicne kamatne stope r, i prinosa
od dividendi g;.

dS[ = (l’, - ql‘)S tdt + O-(t, St)S tdB[.

Radi jednostavnosti izostavit ¢emo indekse i pisati dS = uSdt+oSdB gdjeje o = o(t, S ;).

9
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Prije samih izvoda uvedimo par preliminarija :

e Diskontni faktor

T
D(t,T) = exp (—f r‘\,ds).

e Fokker - Planck jednadZba.
Neka je f(z,S,) funkcija gustoce cijene S, u vremenu ¢. Tada f zadovoljava
jednadzbu
of 0 1 &

_ _Z - 2.2
S = ——lus (0, 9] + 520" £t ) 2.2)

e Vrijednost europske call opcija u vremenu ¢ s cijenom izvrSenja K

neutralne na rizik u oznaci C = C(§;, K)
C = D(t, TE[(S7 - K)'|F] (2.3)
= D(t, E[(S 1 — K)1(s,>K)|F]

= D(t, T)f (s — K)f(T,s)ds,
K
gdje je 15,k indikatorska funkcija.

2.1 Dupireov izvod lokalne volatilnosti

Dupire je primijetio da se model lokalne volatilnosti moze konstruirati uz dane cijene
europskih call opcija te da ¢e model pruZziti iste cijene kao 1 trziSte. Ako je C(T, K) trziSna
cijena europske call opcije u trenutku O s cijenom izvrSenja K i1 dospijeCem 7', lokalna
volatilnost je dana sljede¢om jednadZbom, poznatom kao Dupireova formula,

aC
— = —0?K*— + (rr — qr) (C - Kﬁ) — rrC. (2.4)

Izvedimo jednadzbu (2.4) koriStenjem jednadzbi (2.2) i (2.3).
Derivirajuci izraz (2.3) dobivamo
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e Parcijalnu derivaciju po K

aC

<0
o~ pu.) fK (s = K)f(T, 5)ds

=-D(,T) foo f(T, s)ds.
K

e Drugu derivaciju po K

PC s
ﬁ = —D(t, T)[f(T’ S)];v=K

Pod pretpostavkom da je lim f(7,s) =0

e Prvu derivaciju po T

oc
oT ~—oT

D(t,T)- — K)—[f(T,5))d
(1 )fK(s )aT[f( s)lds

D(t T)- f (s = K)f(T, s)ds+

=—rrD(t,T) foo(s - K)f(T, s)ds+
K
D, T)- fl; (s — K)(’J’iT[f(T’ s)]ds

© 0
——rC+DT — K)—[f(T, 5)\ds.
rrC + D(t )fK<s )5 AT 9)1ds

Primijetimo da je parcijalna derivacija funkcije D po T jednaka

L = —rrD@,T).

Iskoristimo sada Fokker-Planck jednadZzbu (2.2) i uvrstimo juu (2.7) zat = T.

ocC
oT
Zapravo se izvod sveo na racunanje dva integrala

0 0
I = ur f (s — K)a—[sf(T, s)]ds
K S

00 2
iDL = f (s—K)a—[azszf(T, s)]ds
K aSZ

v rC = PG, T)f (s—K)- {——stf(T s)]+2§2 Zszf(T,s)]}ds.

11

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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te (2.8) postaje

e 1
o+ 11C = DA, T)[—Il + 512]. (2.9)

Prije gornjih integrala proucit ¢emo dva identiteta.
Podijelimo prvo jednadzbu (2.3) diskontnim faktorom P.

C
D(t,T)

= f w(s ~ K)f(T, s)ds (2.10)
K

:f sf(T,s)ds—waf(T,s)ds.
K

K
Iz (2.5) vidimo da je

« 1 aC
]1; f(T,s)ds:—D(t’T)a—K.

Uvrstimo to sada u (2.10) 1 dobijemo prvi identitet

0 C K oC
T = - —. 2.11
fK SO = 56T~ DTy oK 10
Za drugi identitet izrazit ¢emo f(T, K) iz (2.6)
1 o°C
T.K)= ————. 2.12
f(T,K) DG T) 9K (2.12)

Vratimo se sada na integrale /; 1 I;. Koristeéi parcijalnu integraciju

u=s—-K Vv = (;l[sf(T, s)]

N

u =1 v=sf(T,s)

racunamo prvi integral

00

Iy = [ur(s — K)sf(T, )2 —,urf sf(T, s)ds

K

—[0-0] -y f " SA(T, 5)ds,
K
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uz pretpostavku da je lim(s—K)sf (7T, s) = 0. Prvi identitet, odnosno izraz (2.11), nam daje

—urC urkK ocC

= + —. 2.13
"7 D@, T) " D4, T)oK @19
I u rjeSavanju drugog integrala koristit éemo parcijalnu integraciju za
u=s—K V= %[stzf(T, )]
W =1 v=L2[o?sf(T, 5)]
b =[5 = K T )| - f " Lo T s
os T =k x Os ’
=[0-0] - [0 s*A(T. $)].¢
= o’ K* f(T. K),
gdje je 0 = o(T, K)*. Pretpostavljamo da je lim 2 {o?s*f(T, 5)} = 0.
Izraz za integral I, dobivamo koristeéi identitet (2.12).
o?K? 9*C
- - - - 2.14
>7 D@, T)dK> @19

Konacno, u glavnoj jednadzbi (2.9) zamijenimo /; izrazom (2.13) i I, izrazom (2.14) te
dobijemo

ac aC 1 , ,8C
0—T+VTC:/,LTC—/JTK6—K+§O'K@.

Na kraju, uvrstimo uy = rr — g7 i dobijemo Dupireovu jednadzbu (2.4)

oc 1 0*C ( oC
== qr)

a—T— 20' 6[{2 C—Ka—K)—I’TC.

2.2 Derman - Kani izvod lokalne volatilnosti

Derman i Kani opisali su i implementirali funkciju lokalne volatilnosti. Koristili su je u
svakom ¢voru modela odredivanja cijena binomnih opcija. Stablo je uspjeSno proizvelo
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vrijednosti cijena u skladu s pravim trZiSnim cijenama te je dobilo naziv podrazumijevano
binomno stablo. Derman - Kani jednadZba, koja predstavlja loklanu volatilnost kao uvjetno

ocekivanje, je

ac ac 1y &C
6T K(rT qf)% — qTC + EK E[O’T|ST = K]ﬁ (215)

Zaizvod (2.15) potrebne su sljedece parcijalne derivacije.

%(S -K)" = Lis>k) S 1(S>K) 6(S — K)

2 -K)' =-1ssx) | Zlssk = -0 —K)

2 = -D(t, T)E| Lissx)| | 25 = D(t, TIE[S(S - K)]

U tablici, d(-) oznaCava Diracovu delta funkciju.
Definirajmo funkciju (7, s) kao

f(T,s) =D, T)s—-K)".

Podsjetimo se da je proces za S, opisan izrazom (2.1) te da je f funkcija s neprekidnim
parcijalnim derivacijama, stoga moZemo primijeniti Itdvu formulu iz Teorema 1.1.8

of

af aof 1 P f

d s o2 S e \dT +
U T M AL TH

IzraCunajmo derivacije koje se pojavljuju u (2.16)

0

= DTS - K,
of

s, =D, T)s,>k)

>f

557 = D T)oST~ K.
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Zamijenimo sada odgovarajuée izraze u (2.16)

1
df :D(t, T) . [—FT(ST — K)+ +/—1TST1(ST>K) + EO'%S%é‘(ST - K) dT +

D(t, T)|orS s> |dBr- 2.17)

Pogledajmo prva dva pribrojnika u zagradi u izrazu (2.17). Umjesto (S — K)™ moZemo
pisati indikatorsku funkciju i nakon toga zamijeniti ur za rr — gr. Tada je

-rr(St— K)" + urStls,sx) = —rr(St— K)ls,>x) + urSr1ls,>k)
=rrK1s,>x) — qrS 11,5k

Uzmimo ocekivanje jednadzbe (2.17). S obzirom da je oCekivanje Itovog integrala (drugog
pribrojnika u (2.17)) jednako O,

dC =E[df(T,S1)] (2.18)

1
= D(t, T)E[rTK]l(ST>K) —qrStls,>x) + EO'ZTS%(S(ST - K)]dT,

pri ¢emu smo koristili Fubinijev teorem. Dakle,

aC 1
o7 = P(t, T)E[rTKIL(ST>K) —qrStl(s,sx) + 5035%5(57 - K)]. (2.19)

Iz izraza (2.3) dobivamo

C=D@tTE[(ST — K)lis,>x)]
C =D(t,TE[Sr1s,>x)] — KD(t, T)E[1L(s,5x)]
D, T)E[S 11(s,>x)] = C + KD(t, T)E[1(s,>K)]-
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Koristeci gornji rezultat, jednadzba (2.19) postaje

oC
T =KD(t, T)rrE[L(s,>x)] — qrP(t, T)E[S 1 1(s,5K)]

1
+5Da, T)E[02825(S — K)]
=KD(t, T)rrE[Ls,>x)] — gr(C + KD(t, T)E[1(5,5x)])

+ %D(t, T)E[02S25(St — K)] (2.20)

oC 1
=— K@y - qr)ﬁ —grC + ED(r, T)E[02S28(St — K)],

gdje smo iskoristili % = —D(t, T)E[Ls,>x)]-

Zadnji pribrojnik izraza (2.20) moZemo zapisati kao

LD, TIE[T3S30(5 1~ K)) = 5D, TIE[G3S31S 7 = KIB[o(S 1~ K]

- ED(;, T)E[o71Sr = K]K*E[6(Sr — K)]

2
1, ,0°C
= EE[‘THST = K]K m,

gdje smo iskoristili % = D(t, T)E[6(Sr — K)]. Sada dobivamo Derman-Kani jednadzbu
(2.15)

oC oC 1 0*C
O_T = —K(I”T - qT)(’)_K - qTC + EKZE[O—%‘lsT = K]W

Dupireova jednadZzba i Derman-Kani jednadzba zapravo dolaze do istog rezultata. Kada iz
(2.4) izrazimo o = (T, K), a iz (2.15) E[02|S 7 = K| vidimo

TK2_3—5+qTC+(rr—qr)K§—§
o, Ky = 1 g22C
SRTe

ac ac

57 +arC+ (rr —qr)Kgg

T 9K

BloglST = K] = 1 g2 PC ’
2870k

pa je stoga

o(T,K)* =E[c%|S = K].
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2.3 Podrazumijevana volatilnost (Implied Volatility)

Predstavljam joS$ jedan izvod lokalne volatilnosti, od Black-Scholesove podrazumijevane
volatilnosti £ = X(7, K), izraZene ovdje kao lokalna varijanca v; = o2

dw
v = or = (2.21)
_ddw 1P 111 yj)(aw)
1 w Ay + 2 + 4\ 4 w + w )\ dy

gdje je w Black-Scolesova totalna podrazumijevana varijanca iy log-novcanost (log-moneyness).
Kako bismo izrazili lokalnu volatilnost, iz jednadzbe (2.4), pomoc¢u podrazumijevane vo-
latilnosti, potrebne su nam tri derivacije koje se pojavljuju u (2.4) takoder izraZzene pomocu
podrazumijevane volatilnosti .

Log-novcanost definiramo kao
K

=Iln—,
y nFT

gdje je Fr = § Oexp( fOT ,u,dt) forward cijena 1 K = Fre’ cijena izvrSenja, 1 definiramo
Black-Scholesovu totalnu podrazumijevanu varijancu kao

w=X(K,T)T.

Black-Scholes cijena europske call opcije tada je

Cps(So. K, X(K, T),T) = Cs(So, Fre*,,T) (2.22)
= Fr{®(d,) — €D(d,)},
gdje je
T
_ lnS—KO+f0 (rt_%)dt"'% _ a)_%+
1 @ Yy
dr =d; — @:—yw‘é—

D=

(2.23)

w

0| =

1
w?,

M| —

a @ standardna normalna funkcija distribucije.
Kako bismo reparametrizirali jednadzbu (2.4), primijetimo da je cijena europske call op-
cije jednaka

C(SO’ K9 T) = C(SO’ FTey’ T)
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Nakon $to smo uveli parametre, raCunamo parcijalne derivacije. Po pravilu derivacije
sloZene funkcije derivacija funkcije C po y je
oC 0CoK oC
dy 0K ady 0K
Pri raCunanju druge derivacije po y koristimo pravilo derivacije umnoska 1 pravilo deriva-
cije sloZzene funkcije. Tada je

(2.24)

rC_ 2% 2 (%)
dy>  dy\dy oy\oK
0(0C), , ook
oy\oK 0K 0y
- 0K . ocC
ToK ey oy
PC , 4C
= mK + 5

(2.25)

Treca derivacija koja nam je potrebna je parcijalna derivacija funkcije C po T

ocC 6C 0C 0K

T ~ oT  oKoT
_ac acK
~or Tak"HT
aC  oC

8_T a—yﬂr

(2.26)

Rezultate dane izrazima (2.24), (2.25) i (2.26) unosimo u jednadzbu (2.4) te dobijemo

aC 1, 8 oC

ar = 27 K@“‘T(C Ka—K)
oc _oc 1 ,(¥C _oc\ (. 9C
of oy =27 \ay " ay) TH\N TGy )

Nakon sredivanja jednadZbe i zamijene o(K, T')? za lokalnu varijancu v; imamo

oC v (02C oC

i C. 227
of ~ 2\ 6y ay) Hr @27
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Prije nego nastavimo, pogledat ¢emo tri identiteta koji ¢e nam koristiti u daljnjem izvodu.
Derivacije standardne normalne funkcije distribucije i funkcije gustoce su

D'(x) = n(x)x',n'(x) = —xn(x)x’.
Promotrimo sljedecu relaciju

1 1 2
n(d,) = ——e2(d2+ Vo)
1 \/ﬂ

- 1(d2+2dy Vw+w)
Vo
n(dy)e Vo2
(del 54 )V
I’l(dz)ey.

U nastavku ¢e nam biti potrebne derivacije funkcije (2.17). Prvo raCunamo parcijalnu
derivacija po w.

‘9533 - Fy [n(dl)— _e'n (dz)%]
W
od,
=Fr [n(dz)ey—w - ey”(dz)—(dl @)]
ad od 1 1
= Frn(dy)e’ [a—ai -+ —?]
1 n(dy)

e .
2" Vo

Tada je druga derivacija po w i na$ prvi identitet jednak

&*Cps 1 . _dzn(dz)% Vw — n(dﬁ%@
ow? phre V&> (2.28)
2y ey (L) - L
Y eyn(d)(\@Jr 2 (55 - V-
o TE T ”
e Y y _ 1
! 3w "o tio —8) VO I 5
= —Fre'n(dy)~— i 8) \f
2 w
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y? 1 1
1 2w~ ) VO - 55
_ —FTeyn(dz)(z ) 2V

2 Vwvw
L o) ( 1 )
2 Vo

Racunamo sada drugi identitet

F (eyn(dz) + e 0”(‘12)) (2.29)
Ay

w

(92CBS _
dwdy

F eyi (I’l(dz) - dzl’l(dz)%)
Y

()

yldh)
eva( Vo 2 Ve

R
Pﬂ

N = N = N= N =

B 5CBS(1 )’)

o \2

2 w

Kako bismo dosli do treeg identiteta, racunamo prvo derivaciju funkcije Cgs po y

oC od aod
ajs = Fy (n(cll)a—y1 - &D(dy) - €yn(d2)a—y2)
n(dye’ | e'n(d,) )
= Fr|- __x
Fr ( \/5 eo(d,) + \/c_u
= —Fr&®(d,).

Izraunajmo i tre¢i potrebni identitet

&C _ ad
6);5 = —Fr (e”(D(a’z) + eyn(dz)a—;) (2.30)
d
= —Fre’ (cp(dz) - ”E/ciu) )
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d
= —Fre'®(dy) + FTeyn( )
w
oC
_ 9Css | 26CBS-
ay ow

Vratimo se sada glavnom dijelu ovog izvoda. Primijetimo da je trZiSna cijena C(So, K, T)
jednaka Black-Scholesovoj cijeni s podrazumijevanom volatilnosti o(K, T') umjesto vola-
tilnosti

C(SO’ Ka T) = CBS(SO’ Ka Z(K’ T)’ T)

Takoder ¢emo reparametrizirati Black-Scholesovu cijenu u terminima totalne podrazumi-
jevane volatilnosti w = o°(K,T)*T i K = Fre’. S obzirom da w ovisi 0 K, a K ovisi 0 y,
vrijedi w = w(y) 1 pisat cemo

C(So,K,T) = Cps(So, Fre’, w(y), T). (2.31)

Potrebne su nam derivacije trZiSne cijene call opcije C(S, K, T') u terminu Black-Scholesove
cijene call opcije Cgs(S, Fre’, w(y), T). 1z izraza (2.31) raCcunamo prvu potrebnu deriva-
ciju

9C _ 9Cas | OCns 0w (2.32)
ay ay ow 0Oy

= a(a), y) + b(w’ y)c(w, )’)

Radi lakSeg racunanja druge derivacije uveli smo oznake za odgovarajuce parcijalne deri-
vacije.

0% %0, %% ponE 4|2 2% 2.33
0y Oy r dy " (w’y)(')y " dy " bw dy ) 2.33)

_ aZCBs 62CBS ow 6CBS 820.) + [62CBS GZCBS aw] ow

0*C _da  da dw oc [(% Ob 60)}

0y? " 0yow (9_y " ow 0y? dwody " 0w? 8_y B_y
_ GZCBS + 262C}336_(1) + 8CBS 62(1) + 82CBS 6_(1) 2
0y? Aow dy  dw dy>  dw? \dy)
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Treéa potrebna derivacija je

9C _ 9Css _ 9Cas dw

ac _ 2.34
oT = oT '« ow oT (2.34)
(9CBsa(,()
= 1, C gw.
HrC 5 oT

Druga jednakost vrijedi zato jer jedina ovisnost Cgs 0 T je kroz forward cijenu Fr, 1ako
Cgs ovisi implicitno o 7 kroz y i w. Napisat cemo ponovno reparametriziranu Dupireovu
jednadzbu (2.27)

a_C —_ E az_c — a_C + C

ar — 2 \dy> 9y Hrt

Zamijenimo ¢, %27‘2: i %—S za izraze (2.34), (2.33) i (2.32) i skratimo u;C s obje strane te
dobijemo

dCps 6_a)_v_L[82CBS ,PCos O 9Cps Pw  FCas (aw)2

= + + + —
ow OT 2| 0y? Oyow 0y  dw 0y? dw* \ dy
BCBS 0CBS ow
- — . 2.35
ay * ow 6y] ( )

Sada u (2.35) zamijenimo 2585, <5 § £8s izrazima (2.28), (2.29) i (2.30) te éemo izluiti
ICps

s desne strane
w

o) 2
ﬁCgsa_a)_EGCBsz_i_z 1 vy 6a)+ 1 1 +y_ ow
8 2w 2w?

dw T 2 Ow 2 w) dy 5
’w aw]
+ 22 Al
dy>  dy
Podijelimo jednadzbu s %2
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Na kraju, izrazavanjem v;, dobijemo jednadzbu (2.21) za lokalnu volatilnost izrazenu u ter-
minima podrazumijevane volatilnosti w = o-(K, T)*T i log-nov&anosti y = lnF—KT

vV =

2
_Yow  1Pw 1 (1 _ 1 ﬁ)(?_w)
1 wﬁy+26y2+4( 4 w+a) dy






Poglavlje 3

Modeli lokalne volatilnosti

Ve¢ smo zakljucili da je pretpostavka Black-Scholes-Mertonovog modela o konstantnoj
volatilnosti pogresSna. Naime, pogledamo li ovisnost podrazumijevane volatilnosti o cijeni
izvrSenja K za fiksno dospijece T, krivulja nece biti ravna, ve¢ poprima oblik smijeska
ili kosog smijeSka. Ovaj efekt naziva se smijeSak (smile) odnosno kosi smijeSak (skew)
volatilnosti. Kosi smijeSak pojavljuje se u strukturama gdje je vrijednost volatilnosti za
manju cijenu izvrSenja veca od vrijendosti volatilnosti za vecu cijenu izvrSenja. SmijeSak
se pojavljuje u strukturama u kojima volatilnost postiZze minimalnu vrijednost oko trenutne
vrijednosti cijene izvrSenja. SmijeSak volatilnosti poceo se pojavljivati nakon kraha burze
1987. godine. Do tada su se procjene Black-Scholes-Mertonovog modela Cinile ispravne.
Razni istrazivaci su pokusali unaprijediti Black-Scholes-Mertonov model kako bi postigli
teoretski smijeSak. NaZzalost, dosli su do rjeSenja kojima gube potpunost modela, jednu
od njegovih najvaznijih odlika. Pitanje je, uz dane bezarbitrazne cijene europskih call op-
cija svih mogucih cijena izvrSenja i dospije¢a, moZemo li naci bezrizican proces koji ¢e
biti kompatibilan s promatranim osmijesima za sva dospijeca i koji ¢e zadrzati potpunost
modela? Potvrdan odgovor nam je dao Dupire zakljucivsi da volatilnost mora ovisiti o
vremenu 1 cijeni dionice. Modeli koji pretpostavljaju da je volatilnost stohasticki proces
nazivaju se modeli stohasticke volatilnosti, dok su modeli u kojima je volatilnost deter-
ministic¢ka funckija modeli lokalne volatilnosti kojima se bavimo u ovom radu. Modeli
lokalne volatilnosti koriste se na trziStu zbog svoje fleksibilnosti i lake implementacije. S
druge strane, njihova prilagodba varira od modela do modela. Neki modeli vode samo do
kosog smijeska ili smijeSka volatilnosti, a drugi pak mogu zadovoljiti ve¢i opseg struk-
tura. Modeli koje ovdje predstavljamo lako se primijenjuju i koriste za procjenu cijena
izvedenica (derivatives) ovisnih o londonskoj medubankovnoj ponudenoj stopi (LIBOR).

25
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Definirajmo prvo osnovne pojmove koji su nam potrebni za uvodenje modela. LIBOR, u
oznaci L(t, T), je najvaznija interbankovna kamatna stopa koja je prosjek kamatnih stopa
velikih banaka diljem svijeta.

Definicija 3.0.1. Obveznica bez kupona (Zero-coupon bond) s dospijecem T je ugovor koji
vlasniku garantira isplatu jedne jedinice novca u vremenu T bez meduisplata. Vrijednost
ugovora u vremenu t oznacava se s P(t,T). Trivijalno, P(T,T) = 1 VT.

Udio godine 7(¢,T) je udio preostalih dana u godini izmedu datuma ¢ i 7 . Na primjer,
ako se izmedu ¢ 1 T nalazi 182 dana, onda je 7 = % = 0.49863. Terminski sporazum
o kamatnoj stopi (Forward-rate agreement, FRA) je ugovor koji ukljucuje tri vremena,
trenutno vrijeme ¢, istek vazenja (expiry) E > t i dospijeCe T > E. Nakon vremena
E posjedniku ugovora duznik isplac¢uje unaprijed dogovorenu kamatnu stopu k, a kada
dode dospijece T kupac prima isplatu od 7(E, T)kN jedinica novca gdje je N nominalna

vrijednost ugovora.

Definicija 3.0.2. Jednostavno sloZena terminska kamatna stopa (Simply-compounded forward
interest rate) u vremenu t za istek vaZenja E > t i dospijece T > E u oznaci F(t; E, T) defi-
nirana je s

Ft,ET) =

I (P@E)
7(E, T)(P(t, T) )

Forward measure QT za difuzijski proces x, definira se kao

dQT T

—— = Mexp(— f c(x)ds),

dQ 0

gdje je ¢ nenegativna funkcija i M normaliziraju¢a konstanta. Cap je izvedenica koja vlas-
niku garantira isplatu na kraju svakog perioda u kojem je kamatna stopa nadmasila dogovo-
renu gornju granicu. Caplet je izraz koji oznaCava kratkoro¢ni cap ugovor (obi¢no trajanje
capleta je 90 dana) 1 uglavnom je bazirana na LIBOR kamatnoj stopi.

3.1 Pomaknuti lognormalni model (The Shifted -
Lognormal Model)

Proces terminske stope ( Forward-rate process) u kojem krivulja volatilnosti nije ravna

mozemo lako konstruirati pomicanjem standardne lognormalne distribucije. Neka je & =
{Ty, ..., T} skup iz kojeg uzimamo parove roka izvrSenja 1 dospijeca (expiry-maturity pair)
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(Tj-1,Tj),j > 0. Neka je {70, ..., 7} pripadaju¢i skup udjela godine pri emu je 7; =
7(Tj-1,T)), j > 0. Pretpostavimo

Fi() = X,(1) + v, (3.1)
dX (1) = BOX,(1)dB,,

gdje je Fi(t) = F(t;T;-;,T;), X; geometrijsko Brownovo gibanje, a realna konstanta,
deterministicka funkcija vremena i B standardno Brownovo gibanje. Direktno slijedi

dF (1) = B(t) (F () - @) dB, (3.2)

pazat <T < T, terminska stopa F'; moZe biti eksplictno zapisana kao

FiT)=a+(Fi()-a)e? [ B [ paras,

Tada F;(T), uvjetno na F(t),t < T < Tj_;, ima pomaknutu lognormalnu distribuciju s
guto¢om

X—a 2
(%) 1 1 (InFp + U@ T)

za x > a, gdje
T
uaeT) := f B*(u)du.

Ovaj model za F; zadrZao je analiticku fleksibilnost geometrijskog Brownovog gibanja X ;.
Caplet cijena povezana s (3.2) dana je s

Cpl(l, Tj—l’ Tj,Tj, N,K) = TJ'NP(I, T])BI(K —-a, Fj(f) —a, U(t, Tj_l)),
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gdje je

BI(K, F,v) = F®(d,(K, F,v)) — KO(d»(K, F,v)),

InL + 2
di(K,F,v) = X2
\%

b

[N]

v
2

In

==

(K, F,v) =

Sada razumijemo zaSto jednostavna linearna transformacija (3.1) moZe biti korisna u praksi.
Forward-rate proces koji smo dobili kao rezultat, osim Sto ima eksplicitnu dinamiku 1 poz-
natu funkciju gustoce, vodi do caplet formule i dopusta kosi osmijeh krivulje podrazumi-
jevane volatilnosti §to moZemo vidjeti na slici 3.1. Uvodenje parametra @ ima dva efekta
na strukturu podrazumijevane volatilnosti, ¢ija krivulja je za @ = 0 ravna i ima vrijednost
U(0,T;-1). Prvi efekt je strogo padajuca (@ < 0), odnosno strogo rastuca (a > 0), krivulja.
Drugo, za @ < 01li za smanjenje vrijednosti parametra « krivulja se podiZe, odnosno spusta
za a > 0 1li za povec€anje vrijednosti parametra.

0.285

0.281

0.275F

0.27r

0.2651

0.261

0.255F

0.25r

0.245F

0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Slika 3.1: Krivulja podrazumijevane volatilnosti 6(K, @) u ovisnosti o K za model dan s
(3.2),uvremenut =0, gdjejeT;.; = 1,T; = 1.5,a = -0.015,8(r) = 0.2Vt1 F;(0) = 0.055.
Slika je preuzeta iz [3].
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3.2 Model konstantne elasti¢nosti varijance (The
Constant Elasticity of Variance Model, CEV)

Jo§ jedan model koji proizvodi kosi smijeSak volatilnosti je CEV model Johna Coxa i
Stephena Rossa iz 1976. godine. Leif Andersen i Jasper Andreasen su zatim 2000. godine
unaprijedili model koriste¢i LIBOR kamatnu stopu. Oni pocinju s generalnom LIBOR di-
namikom

dF (1) = ¢(F (D)o ()dZ(1),

gdje je ¢ generalna funkcija, Z m-dimenzionaln vektor stupac Brownovih gibanja, Z;(¢) j-a
komponenta vektora i time standardno Brownovo gibanja, a o () m-dimenzionalni vektor
redak koeficijenata volatilnosti. Andersen i Andreasen definiraju funkciju ¢ kao

P(F (1) = [F;T,

zaneki O < y < 1. Primijetimo da bi grani¢ni slu¢ajevi y = 01y = 1 vodili do normalne i
lognormalne distribucije. Tada imamo

1
dF(t) = oj[Fj(t)]"dB,, F; = 0 apsorbirajuci grani¢ni uvjet kadaje 0 <y < 5 (3.3)

gdje smo s B oznacili jednodimenzionalno Brownovo gibanje B = Z;. Kako bismo savla-
dali ovisnost o-; 0 vremenu stavimo

T
h(r,T) = f oi(s)’ds
ionda je
B(h(0,1)) := f o (5)dB(s)
0

Brownovo gibanje s vremenskim parametrom 4. Prilagodimo jednadzbu (3.3) tako da
fi(h(®)) := F (). Time dobivamo

- 1
dfi(h) = fj(h)’dB(h), f; = 0 apsorbirajuci grani¢ni uvjet kada 0 < y < 5

Ovaj proces se moze pretvoriti u Besselov proces promjenom varijabli, a zatim moZemo
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doci do funkcije gustoce za f. Sjetimo se promjene vremena koju smo napravili 1 dolazimo
do funkcije gustoce za F;(T) uvjetnona F(1),t <T < T

Pri () = 201 = YIS (o™ FF 0L L2 Vuw), (3.4)
edje je
1
k= ,
201, T)(1 - 7)?

u = k[F;(]17,
2(1 —7)’

w=kx

te I, oznaCava modificiranu Besselovu funkciju prve vrste reda g. Nadalje, ako je g(z;y) =
ec vy—l
g
razdiobe, onda je vjerojatnost da je F;(T) = O uvjetno na F;(¢) jednaka G (u; 2(+_7)) . Velika
prednost modela (3.3) je analiticka fleksibilnost koja nam daje gornje funkcije gustoce.
Kako znamo funkciju gustoce, moZemo izracunati i fomulu za caplet cijenu:

funkcija gustoée gamma razdiobe i G(x; y) = fx e g(z; y)dz funkcija distribucije gamma

+00
Cpl(t,T;-1, T}, 7;, N, K) =7;NP(t, Tj)[F () Z gu;n+ )G (kK> ;)
n=0

- Ki 8(u; )G (kK> ™:n + 1)

n=0

; (3.5

gdje su k i u definirani kao u (3.4) i

c,:=n+1+ 20—y
Kao sto smo i najavili, caplet cijena (3.5) dovodi do kosog smijeska volatilnosti Sto vidimo
na slici 3.2. Jedini problem predstavlja nam svojstvo F; = 0. Iako nece nuZno utjecati na
odredivanje caplet cijene, moglo bi do¢i do problema kod odredivanja cijena egzoti¢nijih
struktura. Kako bi se iskupili za ovu slabost modela, Andersen i Andreasen su 2000.
godine predlozili i ograni¢eni CEV (Limited CEV, LCEV) proces, gdje umjesto ¢(F) = F7,
funkcija ¢ izleda ovako
#(F) = Fmin(e’™", F’™),

za mali pozitivni realni broj €. Pri usporedbi dva modela, LCEV i CEV, primijetili su da
je, bar $to se caplet cijena tiCe, razlika mala i nestaje kada € tezi u nulu.
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0.23

0.22f

0.21f

0.2f

0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Slika 3.2: Krivulja podrazumijevane volatilnosti u ovisnosti o K za model dan s (3.5), u
vremenu t = 0, gdjeje Tj_; = 1,T; = 1.5,0(t) = 0.045V¢,y = 0.51 F;(0) = 0.055. Slika
je preuzeta iz [3].

3.3 Mjesoviti lognormalni model (The
Lognormal-Mixture Model, LM)

Damiano Brigo i Fabio Mercurio su 2000. godine predstavili alternativni forward-LIBOR
model temeljen na procesu difuzije koji je konzistentan s danom mjeSavinom lognormal-
nih funkcija gustoce. Predstavimo prvo razred analiticki fleksibilnih modela iz kojeg dolazi

ovaj model. Pretpostavimo da forward-rate proces F; zadovoljava sljedecu stohasticku di-
ferencijalnu jednadzbu

dF (1) = o(1, Fj(0))F (t)dB,, (3.6)

gdje je lokalna volatilnost o~ deterministi¢ka funkcija za koju postoji pozitivna konstanta [
takva da vrijedi

o (t,y)y* <1+ ).

Uzmimo sada n procesa difuzije danih s
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dG(t) = vi(t,Gi(1))dB;,i =1, ...,n,G;(0) = F;(0),

sa standardnom pocetnom vrijednosti F;(0), gdje su v;(z, y) realne funkcije za koje postoje
pozitivne konstante /; takva da vrijedi

VI, y) < L(1=yD),i=1,..,n

(o't G (t)<)

Za svaki t ozna¢imo s pi(-) funkciju gustoée od G,(7), to jest pi(y) = , gdje je

Q’ = QU forward mjera. Sada Zelimo izvesti lokalnu volatilnost o takvu da QJ -gustoca za
F (1) za svaki t zadovoljava

n d ' n '
) = —Q’ Fi0 <3} = 3 A QG0 < = 3 4pi(). (37
i=1 i=1

gdje su 4; strogo pozitivne konstante takve da je Y., 4; = 1. Lokalna volatilnost o~ izvodi
se Fokker-Planck jednadZbom, a izvod pogledajte u [3]. Rezultat izvoda je

oo BP0
I\ T IL )

Tada (3.6) postaje

_ iy At F () pj(F (1)
dFj(l‘)—\/ SO0 F(H)dB.

Brigo 1 Mercurio su uzeli poseban slucaj ove generalne dinamike 1 pretpostavili da za svaki
i vrijedi

vi(t,y) = ai(D)y,

gdje su o; deterministi¢ke i neprekidne funkcije vremena ograni¢ene odozgo i odozdo po-
zitivnim konstantama. Marginalna gustoca za G,(¢) za svaki ¢ je lognormalna i dana s

l. 1 1 y 1., ]2
= exp{- In ~V 3.8
Ao = Tﬂexp{ 2Vi2(t)[ R } (3.8)
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Vi(t) = fof(u)du.
\Jo

Propozicija 3.3.1. Pretpostavimo da je svaki o; neprekidna i ogranicena funkcija strogo
pozitivnim konstantama te da postoji € > 0 takav da oi(t) = 0y > 0 za svaki t € [0,¢],i =
1, ...,n. Tada ako definiramo v(t,y) kao

gdje je

n 2 1 1 1y/2 2
Zi:l /L'O'i (t)mexp {—m [ll’l% + ivz (f)]

2
n 1 1 y 1 y2
Zi:l /limexp {__ZViZ(t) [ll’le(O) + %Vl (I)] }

v(t,y) =

9

za (t,y) > (0,0) i v(t,y) = 09 za (t,y) = (0, F;(0)), onda stohasticka diferencijalna jed-
nadzba
dF;(t) = v(t, Fj(t)F j(t)dB, (3.9)

ima jedinstveno rjeSenje Cija je granicna gustoc¢a (3.8) dana konveksnom kombinacijom

(3.7).
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Slika 3.3: Krivulja podrazumijevane volatilnosti u ovisnosti o K za model dan s (3.10),
gdjeje Tjoy = 1,n = 3,(Vi(1), Vo(1), V5(1)) = (0.6,0.1,0.2), (41, A2, 43) = (0.2,0.3,0.5) i
F;(0) = 0.055. Slika je preuzeta iz [3]
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Ova propozicija daje nam izraz za koeficijent difuzije u stohastickoj diferencijalnoj jed-
nadzbi (3.6), a njen dokaz mozZete pogledati u [2]. Caplet cijena modela (3.9) dana je s

Cpl0,7)-1,T},7j,N,K) = 7;NP(0,T)) Z ABI(K, F;(0), V(T 1)), (3.10)
i=1

a vodi do smijeSka volatilnosti. Na slici 3.3 vidimo oblik smijeSka. Primijetimo da kri-
vulja ima minumum to¢no u K = F;(0). Ovo svojstvo ¢ini model prigodnim za dobivanje
smijesSka u procesima cija je krivulja volatilnosti ravna ili nakoSena.

3.4 Pomaknuti mjesoviti lognormalni model (The Shifted
Lognormal-Mixture Model, SLM)

Glavni cilj nam je postiéi Sto Siri spektar struktura krivulje podrazumijevane volatilnosti.
Brigo 1 Mercurio takoder su predlozili jednostavan nacin za generalizaciju dinamike (3.9)
te pretpostavili da je forward-rate proces dan s

Fi() = a+ Fj), 3.11)

gdje je a realna konstanta, a F(t) proces koji prati LM dinamiku (3.9). Analiti¢ki izraz za
grani¢nu funkciju gustoce je

3 - ’ 1 1 y—a 1o, ?
P = YA S mexp{ 0 [ij( a3 (r)] },y > a.

i=1

[tdvom formulom dobivamo stohasticku diferencijalnu jednadZzbu procesa (3.11)

dF (t) = W(t, F)(T) — a)(F (1) — a)dB.

Ovaj model ofuvao je analiticku fleksibilnost originalnog procesa F; te je caplet cijena
dana s

Cpl(t, Tj—l’ Tj, Tjs N,K) = TjNP(f, TJ) Z ABI(K — «a, FJ(O) —-a, V,'(Tj_l)).

i=1

Parametar « utjece na oblik krivulje volatilnosti na dva nacina. Prvo, promjena o dovodi
do paralelnog pomaka krivulje. Drugo, ako je @ > 0 (odnosno, @ < 0), minimum krivulje
se postiZze za manji (odnosno, veci) K od minimuma krivulje modela danog s (3.10). Ovaj
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parametar moZe se koristiti kako bi se dodala asimetrija oko minimuma krivulje modela
(3.10).

3.5 Mjesoviti lognormalni model s razlic¢itim
ocekivanjima (A Lognormal-Mixture with Different
Means, LMDM)

Pogledajmo joS dva modela iz klase analiticki fleksibilnih modela koje su predloZzili Brigo,
Mercurio i Sartorelli 2003. godine. Forward-rate procesi u ovim modelima imaju veliku
prednost zato Sto su fleksibilniji, bar Sto se tiCe caplet krivulja volatilnosti.

Prvi model je LMDM gdje su gustoce pi i dalje lognormalne, ali pretpostavljamo da su
sada njihova oCekivanja drugacija. Zapravo, pretpostavljamo da je dinamika procesa G;
jednaka

dG(t) = pi(0Gi()dt + o(t)Gi()dB,,i = 1, ...,n,G;(0) = F;(0),

gdje o; zadovoljavaju uvjete iz odjeljka 3.3, a u; su deterministicke funkcije vremena. Tada
je gustoéa od G; u vremenu ¢ dana s

I 1 y
=———exp - 1
Wit meXp{ 2V200) [ "F,0)

2
piy) ~ M1 + %Vf(t)] } (3.12)

gdje je

M;(1) 3:fﬂi(u)du,
0

s funkcijama V; definiranim kao u (3.8). Funkcije i; ne mogu biti proizvoljno izabrane, veé
moraju zadovojavati

Z MO = 1 ¥t > 0,
i=1

zato §to p,(y) = >, A pﬁ(y) mora imati konstantno ocekivanje jednako F;(0). Kao i prije,
uzet ¢emo koeficijent difuzije (-, -) takav da stohasti¢ka diferencijalna jednadzba

dF (t) = y(1, F (1)) F (1)dB, (3.13)
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ima rjeSenje s marginalnom gustocom p,(y). Ponovno, koriStenjem Fokker-Planck jed-
nadzbe za procese F; 1 G; dobivamo

230 (o) [ xpi(xdx

Y Y, Apiy)
. o In L2 M0+ 1V2(0)
2F(0) Xy Aipi(0e™ PO | ———m——

(3.14)

w(t,y)* :=v(t,y)* +

=v(t,y)* + - l.
¥ Xis Aip(y)
s funkcijom v definiranom u Propoziciji 3.3.1, tj
i1 o)’ p
V(f, y)Z — 21—1 . 0-( )l pt(y)
Zi:l /lipt(y)

s novim gustoama p! danima formulom (3.12). Koeficijent i nije nuZno dobro definiran
jer uizrazu (3.14) desna strana moZze poprimiti negativnu vrijednost za izbor nekih osnov-
nih parametara. Zato su Brigo, Mercurio 1 Sartorelli izveli uvjete pod kojima je garantirana
strogo pozitivna vrijednost y(z,y)?. Uvjete navodimo u obliku leme, &iji dokaz moZete
pogledatu u [2].

Lema 3.5.1. Pretpostavimo da:

i) Postojin’ € {1, ...,n} takav da za svaki t € [0,T;_],u;(t) > O za svakii =1, ...,n,
i#n iuy <O0.
ii) Uvjet

Vi) 2V V2@ 2V2(1)
2 2o T T 2a™
je zadovoljen za svakit € (0,T;_] i za svaki i # n’.

()

(1) >

Tada je funkcija y* u (3.14) strogo pozitivna na 0, Tj-;] X (0, +0o0).

Brigo, Mercurio i Sartorelli takoder su dokazali sljedecu propoziciju o postojanju i jedins-
tvenosti rjeSenja stohastiCke diferencijalne jednadzbe (3.13), a dokaz mozZete pogledati u

[2].

Propozicija 3.5.2. Pretpostavimo da je svaka o; neprekidna i ogranicena odozdo pozitiv-
nom konstantom te da postoji € > 0 takav da o(t) = 0o > 0 za svakit € [0,e]lii=1,...,n.
Pretpostavimo jos da je svaka p; neprekidna, da vrijedi ¥, ;M = 1,¥t > 0 i da je
ui(t) = u>0zasvakit € [0,¢e], i = 1,...,n. Tada, pod uvjetima Leme 3.5.1, stohasticka
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diferencijalna jednadzba (3.13) ima jedinstveno rjeSenje cija je granicna gustoca dana
konveksnom kombinacijom lognormalnih gustoc¢a (3.12).
Caplet cijena dana je s
Cpl(0,T;-1, T}, 7;,K) = 7;P(0,T)) Z A" TrOB (Ke ™50, Fy(0), VAT ).
i=1

Ova cijena takoder vodi do smijeSka volatilnosti te ne-nul drift u dinamici procesa G;
dopusta stvaranje strmijih 1 kosijih krivulja s minimumima daleko od minimuma krivu-
lje modela danog s (3.10).

3.6 Procesi sinusa hiperbolnog (Hyperbolic-Sine
Processes)

U drugom slucaju iz razreda analiticki fleksibilnih modela pretpostavljamo da osnovni pro-
cesi G; prerastaju u procese hiperbolnog sinusa

Gi(?) = Bi(¢)sinh [f a;(w)dB, — l,-] ,i=1,..,n,G{0) = F;0),
0

gdje su a; pozitivne deterministic¢ke funkcije vremena, /; negativne konstante i 3; jednake

Fj(0)e 3470

PO = el

gdje definiramo A;(¢) := ./ fol a/l.z(u)du. Svaki G; je tada definiran kao rastuca funkcija vre-
menski promjenjivog Brownovog gibanja i pretvara se u

dG(1) = ai(t) /B3 (1) + G (t)dB,,i = 1, ..., n.

Kumulativna funkcija distribucije za proces G; za svaki ¢ je tada

0/{Gi(t) <y} =Q’ {f: a;(u)dB, < I; + sinh™ (,B,L(t))}

=0 (L + Lsinh_1 (L)) ,
Ait) A Bi(t)
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a funkcija gustoce

exp {_zﬁ [1; + sinh™ ([%)]2}

Ait) V2r (B2 (t) + y*

(3.15)

piy) =

Integracijom dobijemo i caplet cijenu

F(0)

Cpl(0,T:_,T;,7;,K) =1;P0,T;)| —————
PIO: L £33 B =1, J)[Zsmh(—li)

Qﬁ@@a}o+ma;m

— " OF(T;-y) - A(Tj—l))) - Kq)(f’i(Tj—l))],

o L1 K
W= mafmh(&aﬂ'

Ova cijena vodi do rastu¢eg strmog uzorka u krivulji podrazumijevane volatilnosti. Dakle,
moZemo se nadati da ¢e mjeSavina gustoca (3.15) dovesti do jos strmije 1 kosije krivu-
lje od one LM modela. Zapravo, upravo takav slucaj i imamo. Model mjeSovitih sinus
hiperbolnih gustoéa (Hyperbolic-sine density mixture, HSDM) dan je s

dF (1) =x(t, Fj(1))dB, (3.16)

2 ()2 42 2
no o GO NBi+y 1 7 +sinh~! (=2 ]
2im a0 exp{ 2420) [l’ + sinh (,Bi(f))

X(.y) = () > (0,0).

2
no A —— L 7. 4 <inh~! L)
i Ailt) ﬁi(l‘)2+)72exp{ 2430) [l’+smh (ﬁi(” }

Kao i u prijaSnjim mjeSovitim lognormalnim modelima, i za ovu jednadZbu nam trebaju
neke pretpostavke s obzirom da y opcenito nije neprekidna u (0, F;(0)). Brigo, Mercurio
1 Sartorelli dokazali su sljedecu propoziciju koja govori o postojanju i rjeSenju ovakve
stohasticke diferecijalne jednadZbe, a Ciji dokaz mozZete pogledati u [2].

Propozicija 3.6.1. Pretpostavimo da je svaka a; neprekidna i ogranicena odozdo pozitiv-
nom konstantom, da postoji € > 0 takav da a;(t) = ay > 0 za svaki t € [0,¢€],i = 1,...,nte
da su svi l; jednaki. Tada, postavljanjem x(0, F ;(0)) = ao imamo da za svaki t € [0,T;_]
vrijedi

C < x*(t,y) < D(1 +y).

Nadalje, jednadzba (3.16) ima jedinstveno rjesenje.
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Caplet cijena ovog modela dana je s

F(0)

2mm&”&%®®ﬂ}0+ma}m

Cpl(0, Tj1, Ty, 7, K) =;P(0,T)) ) | A,-[
i=1

— " OG(Tj) ~ A(Tj—l))) — KOGi(T;-1))|, (3.17)

edje je
L S Sy i
W= mafmh(@wﬂ'

Na slici 3.4 vidimo da (3.17) vodi do strme kosine u krivulji podrazumijevane volatilnosti,
kao Sto smo i ocekivali.
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Slika 3.4: Krivulja podrazumijevane volatilnosti u ovisnosti o K za model dan s (3.17),
gdie je Tjoy = 1,T; = 1.5,7; = 05,n = 2,(A1(1),A>x(1)) = (0.01,0.04),(l;, L) =
(=0.056, -0.408), (11, 42) = (0.1,0.9) 1 F;(0) = 0.055. Slika je preuzeta iz [3].
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Sazetak

U ovom radu promatrali smo modele lokalne volatilnosti. Nakon pocetnog uvodenja po-
trebnih preliminarija, proucili smo Dupireovu formulu, Derman-Kani formulu te lokalnu
volatilnost kao funkciju Black-Scholesove podrazumijevane volatilnosti 1 opisali izvodenje
tih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Treéi dio rada sastoji od samih modela, od-
nosno prikaza njihovih dinamika. Pomaknuti lognormalni model, kao 1 model konstantne
elasti¢nosti varijance, postize kosi smijeSak volatilnosti, dok konveksne kombinacije log-
normalnih gustoca pruZaju bolju aproksimaciju smijeSka volatilnosti. MjeSoviti lognor-
malni model s razli¢itim ocCekivanjima i model mjeSovitih sinus hiperbolnih gustoca, koje
su razvili Brigo i Mercurio, ipak su najbolji medu njima, odnosno zadovoljavaju veéi opseg
struktura krivulje podrazumijevane volatilnosti.






Summary

In this thesis, we have observed local volatility models. After introducing needed prelimi-
naries, we have studied Dupire’s formula, formula by Derman and Kani and local volatility
as a function of Black-Scholes implied volatility. Moreover, we have described derivation
of their partial differential equations. The third part consists of local volatility models and
the representation of their dynamics. The shifted lognormal model, as well as the cons-
tant elasticity of variance model, achieves only a skewed smile, while lognormal mixtures
provide a better approximation of the volatility smile. However, a lognormal-mixture with
different means and hyperbolic sine density mixture, developed by Brigo and Mercurio,
are the best among these models, that is they accomodate rather general structures of the
local volatility curve.
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