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Uvod

Galton-Watsonov proces, koji se moze smatrati prvim stohastickim modelom rasta neke
populacije, povijesno se pojavio kao posljedica proucavanja preZivljavanja aristokratskih
prezimena u viktorijanskoj Engleskoj. Tada je primijeceno kako odredena aristokratska
prezimena izumiru, $to je dovelo do zabrinutosti plemickih obitelji. Francis Galton 1873.
godine postavlja pitanje u Educational Timesu o vjerojatnosti izumiranja plemickih prezi-
mena u Ujedinjenom Kraljevstvu. Galtonovo pitanje glasilo je:

U velikoj naciji, od koje cemo se baviti samo odraslim muskarcima, N brojc¢ano,
a svaki od njih nosi zasebno prezime, naseljavaju okrug. Njihovo pravilo raz-
mnozavanja je takvo da, u svakoj generaciji, postotak od p odraslih muskaraca
nema musku djecu koja doZive odraslu dob, p, ima jedno takvo musko dijete,
P2 ima dvoje i tako dalje do postotka ps koji imaju petero. Odredi koji ¢e udio
njihovih prezimena izumrijeti nakon r generacija te koliko ce biti razlicitih
prezimena koje nosi m osoba.*

Matematickim rje€nikom receno, Francis Galton je pretpostavio da se sve jedinke raz-
mnoZavaju neovisno jedna o drugoj i da sve imaju istu distribuciju potomaka. Nakon §to
nije dobio konkretan odgovor na svoje pitanje, Francis Galton izravno je kontaktirao Henry
William Watsona. Otud dolazi i ime procesa. Zajedno su radili na problemu te objavljuju
Clanak godinu dana kasnije u kojem dokazuju da je vjerojatnost izumiranja fiksna tocka
funkcije izvodnice distribucije potomaka. U radu ¢emo pokazati da je to to¢no, medutim
oni su prebrzo zakljucili da je ta vjerojatnost uvijek jednaka 1. Ponekad se u literaturi
proces naziva i Bienaymé-Galton-Watsonov proces. Naime, francuski matematicar Irenée-
Jules Bienaymé promatrao je sli¢an problem ve¢ 1845. godine i dosao je do to¢nog odgo-
vora.

U drugom poglavlju uvodimo skup diskretnih stabala kako bismo pomocu njega kons-
truirali Galton-Watsonovo stablo. Galton-Watsonova stabla ustvari opisuju genealogiju
Galton-Watsonovog procesa. Vrlo lako moZemo konstruirati Galton-Watsonov proces iz
Galton-Watsonovog stabla, buduéi da se radi samo o broju jedinki u svakoj generaciji, od-
nosno razini stabla. Nakon toga navodimo rezultate o Galton-Watsonovim procesima koji
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su dokazani pomocu formalizma diskretnih stabala. Fokusirati ¢emo se na vjerojatnost
izumiranja i na opise procesa koji su uvjetovani izumiranjem ili preZivljavanjem.



Poglavlje 1

Osnovne definicije

1.1 Funkcije izvodnice

Definicija 1.1.1. Neka je X diskretna slucajna varijabla definirana na vjerojatnosnom
prostoru (Q, F,P), koja poprima vrijednosti u Ny te neka je p; := P(X = k) za k € Ny.
Funkciju izvodnicu od X definiramo kao

G(s):= ) pis,
k=0

za s € R za koje je Y12 pilslt < oo.

Lako uo¢imo da za —1 < s < 1 red konvergira. Naime,

ipksk < ipklslk < ipk =1
k=0 k=0 k=0

Nadalje, G (s) = E [sX ] Sljedecu Lemu navodimo bez dokaza, vidi N.Sandri¢ i Z.Vondracek
[6].

Lema 1.1.2. Ako red potencija Y5, ais* s nenegativnim koeficijentima apsolutno konver-
gira za |s| < 1, onda apsolutno konvergira i red Y-, kays*™! za |s| < 1. Ako je f(s) :=
Yuoarst za|s| < 1, ondaje f'(s) := Yo, kaps*™" za |s| < 1.

Koriste¢i prethodnu Lemu uofavamo da za funkciju izvodnicu G(s) = Y2, pis* za
Is| < 1je G'(s) = Y02, kpis*™! za|s| < 1. Indukcijom dobivamo da je

S
G"(s)= ) ———ps*™", IsI < 1.
; (k—n)!

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE

Posebno, G (0) = n!p,, odnosno

G™(0
Pn = (), zan € Ny.
n

Propozicija 1.1.3. Ako su X i Y dvije diskretne slucajne varijable koje poprimaju vrijed-
nosti u Ny takve da im se pripadne funkcije izvodnice, redom Gy i Gy, podudaraju za sve
|s| < 1, onda vrijedi P(X = k) = P(Y = k) za sve k € N,.

Dokaz. Neka je k € Ny proizvoljan. Imamo,

GY'(0) _ GY(0)
- !

(X = k) =~ -

=P =k).
Sljedecu Lemu navodimo bez dokaza, za dokaz vidi N.Sandri€ i Z.Vondracek [6].

Lema 1.1.4. Nekaje Y2, ais* red potencija s nenegativnim koeficijentima. Tada, za svaki
so > 0 vrijedi

[ee] o0
lim Z ags* = aksg.
s,/'50 pr s

Sada moZemo pomocu funkcija izvodnica izracunati momente slucajnih varijabli. Za
0 < s < 1imamo

G'(s) = Z kpis<!.
k=1

Koristeci prethodnu Lemu, za s = 1 dobivamo

G'(1):=limG'(s) = Z kpr = E[X].

k=0

Sada ¢e nam biti u cilju pokazati svojstvo koje ima funkcija izvodnica diskretne slucajne
varijable koja je ustvari zbroj dvije nezavisne diskretne slucajne varijable. Neka su X i Y
dvije nezavisne diskretne slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti u Ny. Neka su f i
fv te Gx 1 Gy redom pripadne funkcije gustoce 1 funkcije izvodnice. Definiramo Z := X+7Y.
Neka su f7 1 Gz redom pripadna funkcija gustoce i funkcija izvodnica. Iz nezavisnosti lako
dobijemo da je

k
P(Z =k) = ZP(X = )P(Y =k - j), zasvek €Ny,
Jj=0
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odnosno vrijedi

k
Folly = 3 f(Dfilk = ), zasvek € N,
=0
Sljede¢im Teoremom ¢emo odrediti G.

Teorem 1.1.5. (a) Neka su X i Y dvije nezavisne diskretne slucajne varijable koje po-
primaju vrijednosti u Ny te neka su Gy i Gy redom pripadne funkcije izvodnice.
Definiramo Z := X + Y i neka je Gz pripadna funkcija izvodnica. Tada vrijedi

Gz(s) = Gx(5)Gy(s), |s| < 1.

(b) Neka su X, ..., X, nezavisne diskretne slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti
u Ny te neka su Gy, ..., Gx, redom pripadne funkcije izvodnice. Definiramo S :=
X, + -+ X, i neka je Gs pripadna funkcija izvodnica. Tada vrijedi

Gs(s) = Gx, () -+~ Gx,(s), Is| < L.
Dokaz. (a) Kako je Gz(s) = E [sz], imamo

Gy(s) = E [sX+Y] -E [sXsY] -E [sX] E [sY] = Gx(5)Gy(s), |s| <1,

gdje smo u trecoj jednakosti koristili nezavisnost slucajnih varijabli X i Y.

(b) Dokaz slijedi uz primjenu matematicke indukcije 1 to analogno kao u (a). |

Neka je (X,),an niz nezavisnih i jednako distribuiranih diskretnih slucajnih varijabli
koje poprimaju vrijednosti u N, te neka je N diskretna sluCajna varijabla koja takoder
poprima vrijednosti u Ny 1 koja je nezavisna od niza (X,),cy. Definiramo sluc¢ajnu sumu S
kao

N(w)

Sww:;&wlmw21

0, inace.



6 POGLAVLIJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE

Definiramo jo§ S, = X; + --- + X,, zan € N. Neka su Gx,, zan € N, Gy 1 Gy funkcije
izvodnice od, redom, (X,,),cr, N 15. Odredimo G,. Za pocetak ratunamo

P(S :k):ZP(S = k,N = n)

n=0

i=1

n=0

n=0

iX,- = k,N:n]
=1

P(S,=kP(N =n), keNy.

M

=]

n=

Takoder, prethodno znamo da je Gg, (s) = Gx,(s)", za |s] < 1. Sada imamo,

Gq(s) = Z Z P(S, = k) P(N = n)s*
k=0 n=0

(59 [59)

= ZP(N = n)ZP(Sn = k) s*
n=0 k=0

© (1.1
= > B(N = n)Gs,(s)
n=0

= Y PN = m)Gy,(s)"
n=0
= GN (GX1 (S)), |S| <1.
Sada mozemo odrediti i o¢ekivanje sluCajne sume. Znamo da je E[S] = G (1). Kako je
G5(s) = Gy (Gx, () Gy, (5), Isl <1,

imamo

E[S]=Gs(D) = Gy (Gx, (1)) Gy, (1) = Gy (1) G, (1) = E[N]E[X1]. (1.2)

1.2 Markovljevi lanci

Potpoglavlje zapocinjemo s formalnom definicijom slu¢ajnog procesa, zatim nastavljamo
s formalnom definicijom Markovljevog lanca na prebrojivom prostoru stanja.
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Definicija 1.2.1. Neka je S skup. Slucajan proces s diskretnim vremenom i prostorom
stanja S je familija X = (X, : n € Ny) slucajnih varijabli definiranih na nekom vjerojat-
nosnom prostoru (Q, F ,P) s vrijednostima u S. Dakle, za svaki n € Ny, je X, : Q — S
slucajna varijabla.

Definicija 1.2.2. Neka je S prebrojiv skup. Slucajni proces X = (X,, : n € Ny) definiran
na vjerojatnosnom prostoru (Q, 7 ,P) s vrijednostima u skupu S je Markovljev lanac ako
vrijedi

IP)()(n+1 = .]|Xn = i’ Xn—l = in—la-"a XO = lO) = P(Xn+1 = ]an = l)a (13)

za svaki n € Ny i za sve iy, ...,i,-1, I, ] € S za koje su obje uvjetne vjerojatnosti dobro
definirane.

Pretpostavimo da se nalazimo u vremenskom trenutku n. Tada vremena O, 1, ..., n — 1
predstavljaju proslost, a vrijeme n + 1 neposrednu buduc¢nost. Gornja relacija nam za-
pravo govori da je ponasanje Markovljevog lanca u neposrednoj buduénosti, uvjetno na
sadaSnjost i proslost, jednako ponasanju Markovljevog lanca u neposrednoj buduénosti,
uvjetno na samo sadasnjost. Relaciju 1.3 jo§ nazivamo Markovljevim svojstvom. 1z Mar-
kovljevog svojstva jednostavno se pokaze da su ustvari buduc¢nost i proslost uvjetno neza-
visne uz danu sadasnjost. Potrebni ¢e nam biti samo homogeni Markovljevi lanci, odnosno
Markovljevi lanci u kojima vrijednost desne strane iz 1.3 ne ovisi o vremenskom trenutku
n € Nj.

Definicija 1.2.3. Matrica P = (p,j c i, jes ) naziva se stohastickom matricom ako je
pij =2 0zasvei, je€S tevrijedi
Z pij=1,

Jjes
zasvei€S.
Sada smo spremni definirati homogen Markovljev lanac.

Definicija 1.2.4. Neka je A = (A; : i €S) vjerojatnosna distribucija na S i neka je
P = (pij D0, J € S) stohasticka matrica. Slucajni proces X = (X, : n € Ny) definiran
na vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P) s vrijednostima u skupu S je homogen Markovljev
lanac s pocetnom distribucijom A i prijelaznom matricom P ako vrijedi:

(i) PXo=i)=A, zasvei €S

(”) IP()(n+l = .]|Xn = ia Xn—l = in—l’--" XO = lO) = pij9
za svakin € Ny i za sve iy, ..., i—1, I, JES.
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Uoc¢imo, nije odmah jasno da svaki homogen Markovljev lanac zadovoljava Markov-
ljevo svojstvo. Medutim, svaki homogen Markovljev lanac s pocetnom distribucijom A i
prijelaznom matricom P zadovoljava jednadZbu

P(Xo =io, X1 =i1,.0s Xy = 0n) = NiyDigiy *** Pi_ri»

za sve iy, iy, ..., i,. Sada se lako pokaze da je P (X, = j| X, = i) = p;j, tj. svaki homogen
Markovljev lanac zadovoljava Markovljevo svojstvo. Sljede¢i Teorem nam govori uz koje
uvjete mozemo znati da je neki proces Markovljev lanac. S njim ujedno i zavrSavamo
potpoglavlje o Markovljevim lancima.

Teorem 1.2.5. Neka je Y = (Y, : n € Ny) niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih
elemenata u nekom prostoru E, f : S X E — S funkcija te neka je Xy neka slucajna
varijabla u S, nezavisna od niza Y. Za n € N definiramo

Xn = f(Xn—l, Yn)
Tada je X = (X,, : n € Ny) Markovljev lanac.

Dokaz. Racunamo,

P X1 = J1 X =1, Xyo1 = dn-1, s Xo =)

=P(f Xu, Yur1) = J1 Xy =i, Xoo1 = ip-15 e Xo = lp)

=P Yorr) = J1 X =4 X1 = dnet5 -0, Xo = lo)

=P(f( Yu) =)),
gdje zadnji redak proizlazi iz Cinjenice da je sluajan element Y, ; nezavisan s Xy, X, ..., X;.
Naime, Xy, X1, ..., X, su funkcije slu€ajnih elemenata Y;, Y>, ..., ¥, i slu€ajne varijable X, a

oni su po pretpostavci nezavisni s Y,,,1. Analogno, P (X1 = j| X, = 1) =P (f (i, Yus1) = ))-
Slijedi da je X Markovljev lanac s prijelaznim vjerojatnostima p;; = P(f' (i, Y1) = j). O

1.3 Martingali

U ovom potpoglavlju uvodimo pojmove martingala, supermartingala i submartingala. Za-
tim ¢emo navest Teorem o konvergenciji submartingala te Korolar za konvergenciju super-
martingala.

Definicija 1.3.1. Neka je (Q,F) izmjeriv prostor.

(i) Familija F = (F, : n € Ny) o-podalgebri od ¥ takvih da je ¥, C F,.1 za svaki
n € Ny zove se filtracija.
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(ii) Slucajni proces X = (X, : n € Ny) zove se adaptiran s obzirom na filtraciju F =
(F, : neNy) ako je za svaki n € Ny slucajna varijabla X, F,-izmjeriva.

(iii) Nekaje X = (X, : n € Ny) slucajni proces. Zan € Ny definiramo F0= o (X, X1, ..., X))
Tada se filtracija F° = (ﬂo i ne No) zove prirodna filtracija od X.

Definicija 1.3.2. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor, F = (F, : n € Ny) filtracija te
X = (X, : n e€Ny) slucajni proces. Pretpostavimo da je X adaptiran s obzirom na F te da
je E[IX,]] < oo za sve n € N,

(i) X se zove martingal, odnosno (F, P)-martingal, ako vrijedi

E[ X1 | Fu] = X, g.5., za sve n € N,

(ii) X se zove supermartingal, odnosno (F, P)-supermartingal, ako vrijedi

E[ X1 | Fu] £ X, g.5., za sve n € N,

(iii) X se zove submartingal, odnosno (F, P)-submartingal, ako vrijedi

E[ X1 | Fu] = X, g.5., za sve n € Ny

Sljedeci Teorem (o konvergenciji submartingala) navodimo bez dokaza, vidi Z.Vondracek

[8].
Teorem 1.3.3. Neka je X = (X, : n € Ny) submartingal takav da vrijedi

supE[X,"] < .

nENQ
Tada postoji X, = lim, . X, g.5. te vrijedi E [|X|] < oo.

Korolar 1.3.4. Neka je X = (X, : n € Ny) supermartingal takav da je X, > 0 g.s. za sve
n € Ny. Tada postoji X, = lim,_,, X, g.5. te vrijedi E[X.] < E [Xo].

Dokaz. Definiramo Y, := —X,, n € Ny. Tadaje Y = (Y, : n € Nj) submartingal 1 vrijedi
Y, = 0. Zato je sup,y, E[Y,"] < co. Po prethodnom Teoremu postoji Yo, = lim, .« ¥,
g.s. 1Y, <0. Stavimo li X, = —Y., slijedi da X, — X, g.s..Iz Fatouove Leme dobivamo
daje E [X.] < liminf,q, E[X,] < E[Xo]. O






Poglavlje 2

Galton-Watsonov proces 1 izumiranje

U ovom poglavlju ¢emo uvesti pojam Galton-Watsonovog stabla, koje ¢emo koristiti kao
osnovni model razvoja populacije. Poglavlje zapo€injemo opisom Galton-Watsonovog
procesa i njegovom definicijom.

2.1 Galton-Watsonov proces

Populacija nekih jedinki zapo€inje s nultom generacijom, odnosno u trenutku n» = 0, koja
se sastoji od jedne jedinke i nazivamo ju predak. Predak u trenutku n = 1 daje slucajan
broj potomaka k € Ny po vjerojatnosnoj distribuciji (p; : k € Nj) 1 sam nestaje iz po-
pulacije. Njegovi potomci, tocnije jedinke prve generacije, u trenutku n = 2 podijele se
na slu¢ajan broj potomaka, nezavisno od drugih jedinki populacije s istom vjerojatnosnom
distribucijom (p; : k € Ny). Kao i njihov predak, u trenutku stvaranja potomaka te je-
dinke nestaju iz populacije. Dokle god postoje jedinke u populaciji, taj proces se analogno
nastavlja u trenucima n = 3,4,5, ... . Opisani proces nazivamo Galton-Watsonov proces.
Galton-Watsonov proces mozemo matematicki formalizirati na sljedeci nacin.

Definicija 2.1.1. Neka je (y,; : n,i € N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih sluc¢ajnih
varijabli s vrijednostima u Ny, definiranih na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) te neka je
P(y.i = k) = py, za sve k € Ny iza sven,i € N. Proces Z = (Z, : n € Ny) definiran s

Z() =1
Zy =1
Ly =Yt Y2t etz 2.1)

Zn = )/n,l + 712,2 +..+ Yn,Zn_l )

pri cemu Z, = 0 poviaci Z,., = 0, za sve k € N, nazivamo Galton-Watsonov proces.

11



12 POGLAVLIE 2. GALTON-WATSONOV PROCES I IZUMIRANIJE

Distribuciju (py : k € Ny) iz Definicije 2.1.1 joS nazivamo ,distribucijom potomaka”.
Uoc¢imo da Galton-Watsonov proces moZzemo zapisati na sljedeci nacin

1, n=0
anl
Zy={> Vni» Zu1#0 (2.2)
i=1
0, inace.

Ovakav zapis ¢e nam biti koristan za daljnju analizu procesa jer lako uo¢avamo da je Z,
ustvari suma sluajnog broja nezavisnih 1 jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli. Iz
pretpostavke o jednakoj distribuciji broja potomaka za sve jedinke i (2.1), uo€avamo da je
distribucija Galton-Watsonovog procesa potpuno odredena distribucijom slucajne varijable
Yni ~ Y11 = Z;. Od sada na dalje oznaCavamo njenu funkciju izvodnicu sa G i neka je G,
oznaka funkcije izvodnice slucajne varijable Z,.

Propozicija 2.1.2. Za sve n € N vrijedi

G,=Go---0G .
| S ———

n

Posebno, za sven e Nisve s € [ -1, 1] vrijedi
Gu(s) = Gu-1(G(9) = G(G,-1(9))

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom. Za n = 1 tvrdnja trivijalno vrijedi.
Neka je n > 2 1 pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1. Slijedi da je

G,=Gz ,0G,,, =G,_.10G=Go:---0GoG=Go:---0G=GoG, .
: o0 o2

n—1 n

U prvoj jednakosti smo koristili tvrdnju koju smo pokazali u 1.1, druga proizlazi iz ¢injenice
da je y,; ~ Z; te u treoj i zadnjoj jednakosti koristimo pretpostavku indukcije. O

Oznacimo sa m ocekivani broj potomaka jedne jedinke. Jasno nam je da zbog jednake
distribucije broja potomaka, odnosno slucajnih varijabli (y,; : n,i € N), vrijedi m =
E[Z,] = E[y,;],zasven,i € N.

Lema 2.1.3. Ako je m < oo, tada za sve n € N vrijedi

Dokaz. Koristeéi tvrdnju iz 1.2 slijedi
E[Zl’l] = E[Zn—l]m = E[Zn_z] m2 = e = E[ZO] mn — mn ,

zasven € N, O
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Posljedi¢no moZemo uoditi:
1. E[Z,] - 0,zam< 1
2. EB[Z]=1,zam=1
3. E[Z,] > oo,zam>1.
Sada ¢emo prikazati jedan primjer Galton-Watsonovog procesa.

Primjer 2.1.4 (Nespolno razmnoZavanje). Promatramo nespolnu reprodukciju zelenih algi,
pri kojoj svaka plodna zelena alga ima dva do Cetiri potomka s jednakom vjerojatnoscu te
Ce svaki potomak biti ili sterilan ili plodan s jednakom vjerojatnoscu. Na pocetku imamo
samo jednu plodnu zelenu algu. Pretpostavimo da nas zanima ocekivani broj ukupnih plod-
nih zelenih algi do dvadesete generacije.

Oznacimo sa Z, broj plodnih zelenih algi u n-toj generaciji a sa Z, oznacimo ukupan broj
zelenih algi u n -toj generaciji. Racunamo distribuciju za Z,:

=PZ =0,Z =4 +PZ =0, Z =

(1 Z 2
3 2 48

(98]
~
+

5]
~
N
Il
L
N
Il
[\
~
Il
W=
—
~—
+
O | —
—~
N|—
~—
w
+
I—

R RO RONGEEROROEE
EZ == (3) () () () () =
P R@ =Y =40+ () =
e Pz =4 =1-(4) = 4.
Dakle,

0123 4
%u'NZlN(l 3011 L)'
48 8 3 8 48

Kako jem = E[Z;] = %, koristec¢i Lemu 2.1.3 dobivamo

21
w_ Lom -(3) = 9973.77 |

BlZo+Zi+- - +Zyl=1+m+---+m
1-m 1-3

Zakljucujemo da je ocekivani broj ukupnih plodnih zelenih algi do dvadesete generacije
9973.
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Slijedi propozicija u kojoj ¢emo pokazati bitno svojstvo Galton-Watsonovog procesa,
a to je da on zadovoljava Markovljevo svojstvo.

Propozicija 2.1.5. Galton-Watsonov proces Z = (Z, : n € Ny), definiran na vjerojatnos-
nom prostoru (Q, F,P), je Markovljev lanac s vrijednostima u skupu Ny.

Dokaz. Neka je n € N proizvoljan i neka su iy, i1, ...,i7, € Ny proizvoljni. Ra¢unamo,
P(Zy=in| Zu1 = ip-15-- -5 Ziv = 0a, Zo =)

Zn g =lptseens L1 =1y, Zp =1

= P[li Yn,j = In

=1

= P[lzl Yuj = in] .
=1

U prvoj jednakosti uo€avamo da je uvjetna vjerojatnost dobro definirana samo za iy =
1 i koristimo 2.2, dok u zadnjoj jednakosti koristimo ¢injenicu da su slu€ajne varija-
ble yu1,..., VYni,_, nezavisne od sluCajnih varijabli Z, ..., Z,_;. Nezavisnost proizlazi iz
Cinjenice da su sluCajne varijable Zy, ..., Z,_; funkcije familije slucajnih varijabli {y, ;

1 <t<n-1, j>1}. Analogno se pokazuje jednakost

in—l
P(Z, =i, | Z-1 = ip1) = P[Z Yn,j = ln] .

MozZemo jos izraCunati prijelazne vjerojatnosti. Imamo,

Pij =PZ,=j,Zi1=10)= P(Zyn,l = ]] = Pjxis
=1

gdje je p;.; oznaka za j-tu vrijednost i-te konvolucije distribucije potomaka (pr : k € Ny).

Za kraj potpoglavlja uvodimo jedan od bitnijih dogadaja kod analize Galton-Watsonovog
procesa. To je pojam izumiranja populacije kojim ¢emo se baviti u nastavku. Kazemo
da je populacija izumrla u trenutku n ukoliko je Z, = 0. Uocimo, dogadaj izumiranja
Galton-Watsonovog procesa odgovara upravo dogadajima

(o8]

e:=| {Z,=0}= lim {Z, =0}, (2.3)
n—+oo
n=1

a njegovu vjerojatnost cemo oznacavati sa
n:=Pe) . 2.4)

U nastavku ¢e nas zanimati kako izraCunati 7 i pod kojim uvjetimajenr = l ilim < 1.
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2.2 Skup uredenih stabala

Nakon $to smo uveli pojam Galton-Watsonovog procesa, prelazimo na Galton-Watsonovo
stablo. Najprije moramo uvesti pojam skupa uredenih stabala i definirati stablo zajedno s
njegovim podskupovima koji ¢e nam biti od interesa. Za definiciju skupa uredenih stabala
pridrZavati ¢emo se Neveuvog formalizma.

Neka je
= Ju2,.y,
n>0

skup koji se sastoji od kona¢nog niza prirodnih brojeva s konvencijom da je {1, 2, ...}° = {o}.
Cvorove stabala identificirati ¢emo s elementima skupaU. Zan € Niuy,...,u, € N, neka je
u = (uy, uy, ...u,). Tada je ocito u € U te definiramo duljinu od u kao |u| = n, s konvencijom
da je lo| = 0. Ako su u i v dva niza iz U, oznaCavamo s uv operaciju spajanja dva niza,
s konvencijom da je uv = u ako je v = o te uv = v ako je u = o. Preciznije reCeno, o je
neutralni element operacije spajanja.

Definiramo parcijalni uredaj na skupu U kojeg oznaCavamo sa < i nazivamo ga genealoski
poredak. Dakle, za v, u € U piSemo da je v < u ako i samo ako postoji w € U takav da je
u = vw. Kazemo da je v predak od u i piSemo v < u ako je v < u i v # u. Uocimo da skup
svih predaka od u mozemo zapisati kao

A, ={veld : v<u}.

Nadalje, mozemo definirati jo§ skup A, :=A, U{ul.

Zadnji zajednicki predak podskupa s C U (eng. most recent common ancestor), kojeg
oznacavamo sa MRCA(s), je jedinstven element v od (., A, s maksimalnom duljinom v|.
Uvodimo jos leksikografski uredajna U. Zau,v e Ujeu <vakojev <uilijev=wjy i

u=wiu', gdje jew = MRCA({v,u}) 1 j <izaneke i, j € N. Slijedi definicija stabla.
Definicija 2.2.1. Stablo t je podskup od ‘U koji zadovoljava:

(i) ot

(ii) Akojeu € t, ondaje A, C t

(iii) Za svaki u € t, postoji k,(t) € Ny U {+o0}, takav da za svakii € N je
ui € t ako i samo ako 1 <i < k,(t).

Iz definicije lako uocavamo da broj k,(#) ustvari predstavlja broj djece, odnosno poto-
maka, ¢vora u iz stabla ¢. Dogovorno, k,(¢) = —1 ako u ¢ t. Cvor o nazivamo korijenom
stabla .
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Definicija 2.2.2. Neka je t stablo. List stabla t je ¢vor u € t takav da je k,(t) = 0.

Naravno, stablo moZe imati vise listova. Skup svih listova stabla ¢ je skup Ly(¢) = {u €
t : k,(t) = 0}. Takoder, beskonacan ¢vor je ¢vor u za kojeg vrijedi k,(¢) = +oo.

Skup svih stabala oznaCavamo sa T, a sa T oznacavamo skup stabala koji ne sadrZe niti
jedan beskonacan ¢vor. Preciznije,

T:={teT, : k,(t) <+co, Yucet}.

Zat €T, neka je |t| = card (¢). UoCimo da za stablo ¢ € T, vrijedi da je

Z k() = |t] 1. 2.5)

uet

Sada moZemo uvesti prebrojiv podskup od T,
To:={t €Ty : |t] < +o0}, (2.6)

a nazivamo ga skupom konac¢nih stabala. Jasno nam je da je T, podskup 1 od skupa T.
Definirajmo visinu i Sirinu stabla.

Definicija 2.2.3. Neka je t stablo. Visinu stabla t definiramo sa
H(t) :=sup|ul|,

uct

a Sirinu stabla t na razini h € N definiramo sa
z(t):=card(fu et : |ul=h}) .

Zat € T, visina H() i Sirina z,(¢) na nekoj razini 4 € N, ne moraju biti konacne.
Uocimo da za t € T, vrijedi da je z,(¢) konacno, za sve h € Ny. Zat € Ty je H(¢t) =
max,, |u| 1 takoder je konacno.

Neka je h € N, sa T™ oznacavamo podskup skupa stabala s visinom manjom od 4. Naime,
T® :={teT : H{t)<h}. (2.7)
MoZemo definirati i podstablo stabla ¢ iznad ¢vora u € ¢ sa
S.(t)={ve U : uwet}.

Kako bi uveli pojam stabla s jednom beskonacnom granom, prvonekajev = (v : k€ N) €
(N)™ 1 oznacimo v, = (vy, ..., v,), s konvencijom da je vy = o. Tada skup v = {v,, : n € Ny}
predstavlja neku beskonacnu granu nekog stabla. Sa T; oznacavamo skup stabala s jednom
beskonacnom granom i moZemo ga zapisati kao skup

T,:={teT : Ave @) takavda v c ¢}.
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Definicija 2.2.4. Neka je h € Ny proizvoljan. Definiramo funkciju restrikcije ry, : T —> T®
sa

() :={uct : |u/<h), zasvet€T.

Zapravo na r,(t) mozemo gledati kao na podstablo stabla ¢, koje smo dobili tako da
smo odsjekli stablo # na visini A.

Na skupu T moZemo definirati udaljenost za sve ¢,¢" € T sa

6(t, tl) = 2—suphENO (Vh(t):rh(t,)).

Udaljenost ¢ je ustvari metrika na skupu T, bolje reCeno (T, ¢) je metricki prostor. Pokazimo
svojstvo nejednakosti trokuta. Neka su ¢, ¢’ 1 ¢” € T proizvoljni. Pretpostavimo da je

SUPer, (ra(#) = rp(t”)) < suppen,(ra(#) = r;(¢')). 1z toga odmah slijedi da je 6(¢,¢') <

o(t,t"”). Suprotno, ako je suppen,(ra(t) = ry(t”)) > suppen,(rn(t) = ry(t")), onda mora biti

Suppen,(ra(t") = rp(t"")) = suppen, (rn(t) = ry(t’)) te sada dobivamo da je 6(¢,t") = 6(¢', t”).

ZakljuCujemo da je 6(¢, t") < max (6(¢,t") , o(t',t")) < o(¢t,t")+6(¢',t""). UoCimo joS da za

proizvoljan i € N vrijedi 6(r,(2), rp(t")) < 6(¢, t"), to jest funkcije restrikcija (r, : h € Ny)

su Lipschitz-neprekidne na metrickom prostoru (T, ¢) pa samim time su i neprekidne.

Nakon §to smo uveli metriku, sada moZemo definirati i konvergenciju obzirom na tu me-
triku. Niz (¢, : n € Ny) stabala iz T konvergira prema stablu ¢ € T obzirom na metriku
0 ako i samo ako, za sve h € Ny, je r,(¢,) = r,(t) za dovoljno velike n. Zavrsiti ¢emo
potpoglavlje s jednim primjerom konac¢nog stabla.

Primjer 2.2.5. Slijedi nam graficki prikaz simulacije naseg Galton-Watsonovog procesa
iz Primjera 2.1.4 do ukljucivo 4. generacije. Taj prikaz moZemo definirati kao konacno
stablo t, € Ty .
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(1,1,1,1) (1,1,1,2) 2,1,21) (2122 (2,1,13)
\/ W
(1,1,1) (2,1,1) (2,1,2)
N \/
(1,1) (2,1) (2,2)
\ v
1 2
\/
0

Slika 2.1: Konacno stablo ¢;

Odredimo visinu stabla, Sirinu stabla na razini 3, skup listova, broj djece ¢vora (2,1),
|t1| i zadnjeg zajednickog pretka skupa {(2,1,1,3), (2,1, 1)}.

e Visina stabla t, je H(t,) = 4.

Sirina na razini 3 je z3(t,) = 3.

skup listova je Lo(t)) = {(1,1,1,1), (1,1,1,2), (2,1,2,1), (2,1,2,2), (2,1,2,3)}.

kon(t) =21t = 14

MRCA({(2,1,1,3), 2,1, 1)} =(2,1).
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2.3 Galton-Watsonova stabla

Neka je (pr : k € Ny) vjerojatnosna distribucija na nekom skupu nenegativnih brojeva i X
slucajna varijabla definirana na tom diskretnom vjerojatnosnom prostoru s vrijednostima
u Ny. Neka je G,(s) = E[ sX1, s € [0, 1], funkcija izvodnica sluajne varijable X. Sa
m(p) oznaCavamo ocekivanje vjerojatnosne distribucije (p; : k € Ny). Uocimo, m(p) =
G,(1) = E[X] te od sada na dalje piSemo samo m za unaprijed danu diskretnu distribuciju.

Definicija 2.3.1 (Svojstvo grananja). Slucajno stablo 1, s vrijednostima u T, ima svojstvo
grananja ako za svaki n € N, uvjetno na {k,(t) = n}, podstabla (S,(1), Sz2(7), ..., Su(7)) su
nezavisna i jednako distribuirana kao originalno slucajno stablo 1.

Definicija 2.3.2 (Galton-Watsonovo stablo). Slucajno stablo t, s vrijednostima u T, je
Galton-Watsonovo stablo s distribucijom potomaka (p;, : k € Ny), ako zadovoljava svoj-
stvo grananja i distribucija od ky(7) je (pr : k € Ny).

Bitna karakterizacija Galton-Watsonovog stabla je da 7 je Galton-Watsonovo stablo s
distribucijom (p; : k € Ny) ako i samo ako za svaki h € Ni ¢t € T™® vrijedi

P =0=[] puor (2.8)

uet, ul<h

Stovise, distribucija slu¢ajnog stabla 7 s vrijednostima u skupu T, je dana sa

P(r=t) = ]—[ Pro, zasve t € Ty, (2.9)

u€t

Prisjetimo se Galton-Watsonovog procesa Z = (Z, : n € Ny) iz Definicije 2.1.1. Sljedeca
Lema, koju navodimo bez dokaza, dati ¢e nam poveznicu izmedu Galton-Watsonovog pro-
cesa 1 Galton-Watsonovog stabla.

Lema 2.3.3. Neka je T Galton-Watsonovo stablo s distribucijom potomaka (p, : k € Ny).
Proces Sirine stabla (z;,(t) : h € Ny) je jednako distribuiran kao Galton-Watsonov proces
Z=(Z, : neNy).

Definicija 2.3.4. Distribucija potomaka Galton-Watsonovog stabla je redom:
(i) Kriticna, ako je m(p) =1
(ii) Sub-kriticna, ako je m(p) < 1

(iii) Super-kriticna, ako je m(p) > 1.
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Ukoliko kaZzemo da je Galton-Watsonovo stablo kriticno, sub-kriti¢no ili super-kriticno
ustvari ¢emo misliti na njegovu distribuciju potomaka. Prisjetimo se definicije izumiranja
Galton-Watsonovog procesa i vjerojatnosti izumiranja iz 2.3 i 2.4. Sada ¢emo uvesti ana-
logne pojmove za Galton-Watsonovo stablo 7 s distribucijom potomaka (p; : k € Ny).

Uoc¢imo, dogadaj izumiranja Galton-Watsonovog stabla je jednak dogadaju
&(r) ={r € To}, (2.10)

te ¢emo ga zbog prethodne Leme oznacavati jednako kao za Galton-Watsonov proces s &.
Takoder, zadrzavamo oznaku 7 za vjerojatnost izumiranja. Kao $to smo naveli na kraju
potpoglavlja 2.1, kre€emo s analizom vjerojatnosti izumiranja. Prikazimo sad koje distri-
bucije potomaka nam nece biti od interesa 1 zasto.

Za distribuciju potomaka (p; : k € Ny) vrijedi:
e Akoje po=0,ondajer =0jert ¢ Ty
e Akoje pp = 1,ondazbog7t={o}jenr =1

e Akoje po = 0ip; = l,ondajem = 117 = [J,e {1}", to jest T je stablo s
jednom beskonacnom granom, gdje je v, = (vy, ..., v,) = (1, ..., 1). U ovom slucaju je
trivijalnor = 0

e Akoje O < pyg < 11ipg+ p; =1, ondaje H(t) + 1 geometrijska slucajna varijabla
s parametrom po 1 7 = Up<p<p(r 11}". 1z konaCnosti geometrijske distribucije slijedi
=1

Od sada pretpostavljamo da nasa distribucija potomaka (p; : k € Ny) zadovoljava sljedece
zahtjeve
O<po<l i po+p1<l1. (2.11)

Slijedi nekoliko tehniCkih informacija vezanih uz funkciju izvodnicu G,(s) vjerojatnosne
distribucije s gornjim svojstvom.

Napomena 2.3.5. Kako vrijedi 2.11, zakljucujemo da je sigurno p, > 0 za nekin > 2. U
tom slucaju je G',(s) > 0i G (s) > 0zasve s € 0, 1) pa slijedi da je G, strogo rastuca i
strogo konveksna na [0, 1].

Vidimo da je G,(0) = po > 0i G,(1) = 1 i dolazimo do zakljucka da jednadZba

Gp(s) = s,

ima najvise dva moguca rjeSenja na intervalu [0, 1]. Neka je g najmanje rjesenje jed-
nadzbe G,(s) = s na [0, 1]. Uocimo da je g = 1 ako je G\ (1) < 1 i da tada imamo
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samo jedno rjesenje na intervalu [0, 1]. U tom slucaju se radi o kriticnoj ili sub-kriti¢noj
distribuciji potomaka.

0.8

0.4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.2: Prikaz funkcije izvodnice super-kriticne distribucije potomaka

0.8

0.4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.3: Prikaz funkcije izvodnice kriti¢ne distribucije potomaka
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0.8

0.4

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.4: Prikaz funkcije izvodnice sub-kriti¢ne distribucije potomaka

Korolar 2.3.6. Za kriticno ili sub-kriticno Galton-Watsonovo stablo t s distribucijom po-
tomaka (p; : k € Ny) koja zadovoljava 2.11, vrijedi izumiranje, odnosno P(¢) = 1.

Dokaz. Vrijedi
n=P(e(1)

= D B((Si1T) s 8 (Su®) 1k, (7) = 1) py

n€NO

= > P@) p,
neNg

=G, (P(s(m))
=G, (m)

gdje smo u trecoj jednakosti koristili nezavisnost i jednaku distribuiranost od (S (7), ..., S,(7))
sa T uvjetno na {k,(7) = n} koja proizlazi iz svojstva grananja stabla 7.

Kako je m € [0, 1], slijedi da je m rjeSenje jednadzbe G,(s) = s. Tvrdnja Korolara je
ustvari neposredna posljedica prethodne Napomene. O

Preostaje nam jos slu€aj super-kriticnog Galton-Watsonovog stabla. Pretpostavimo da
imamo super-kriti¢nu distribuciju potomaka. U tom slucaju znamo da je 0 < g < 1, gdje je
g najmanje rjeSenje jednadzbe iz Napomene 2.3.5. 1z prethodnog dokaza zakljuc¢ujemo da
je m > 0. Uvedimo novu vjerojatnosnu distribuciju (p; : k € Ny) jednadZbom

pr=q""pr, zak €N (2.12)
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Pokazimo prvo da je (pr : k € Ny) stvarno vjerojatnosna distribucija na skupu Nj.

1. g>0izasvekeNyje pp, >0 = pr >0, zasve k € Nj.

2 Y=y Ydn= 0o

kEN() keNg

Uocimo da je G;(s) = @ 1 da vrijedi G},(l) = G;,(q) < 1. Dakle, ukoliko razmiSljamo o
(pr : k € Np) kao distribuciji potomaka i definiramo Galton-Watsonovo stablo 7 s tom dis-
tribucijom potomaka, dobivamo stablo sa sub-kriti¢cnom distribucijom. Bitno je joS uociti
da (px : k € Ny) zadovoljava 2.11. Sada znamo da je 7 = P (e (7)) = 1.

Slijedi Lema koja ¢e nam ponesto reci o distribuciji super-kriticnog Galton-Watsonovog
stabla.

Lema 2.3.7. Neka je v Galton-Watsonovo stablo sa super-kriticnom distribucijom poto-
maka (py : k € Ny) koja zadovoljava 2.11. Tada je 1 = q. Nadalje, uvjetno na dogadaj
izumiranja, stablo T je jednako distribuirano kao Galton-Watsonovo stablo T s distribuci-
Jjom potomaka iz 2.12.

Dokaz. Zbog toga sto je 1 = P(&(7)) = 1, jasno nam je da je T € T,.
Neka je t € T proizvoljno stablo. Koriste¢i 2.9 1 2.12 imamo

gP (=0 =q| | huw

uct

k(-1
=q 1—1 Pr.)qd ®

u€et

1+3 e (ku(0)-1
— q +Zu t( (t) )r[ pku(t)

uet

=P =1,

te u zadnjoj jednakosti koristimo ¢injenicu da je )., (k, (£) — 1) = |t|— 1 —|¢|. Sumiranjem
gornje jednakosti po svim stablima ¢ € T, zakljucujemo da za bilo koju nenegativnu
funkciju G definiranu na skupu T vrijedi

qEIG()] = E[G(1) 1 rety)] -
Za G = 1, dobivamo da je E [1er,)] = m = g. Sada imamo za proizvoljan ¢ € T,

P(r=t,7€Ty) _

P(r=t|e(r) = P(r € Ty) =P(T =1).
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Slijedi Korolar koji je trivijalna posljedica prethodne Leme 1 Leme 2.3.3.

Korolar 2.3.8. Neka je Z = (Z, : n € Ny) Galton-Watsonov proces sa super-kriticnom
distribucijom potomaka koja zadovoljava jednadZbu 2.11. UV]etl’ZO na dogadaj izumira-
nja g, 7 je jednako distribuiran kao Galton-Watsonov proces 7 = (Z s ne NO) sa sub-
kriticnom distribucijom potomaka (p, : k € Ny) definiranom s 2.12.

2.4 Super-kriticna Galton-Watsonova stabla na
dogadaju prezivljavanja

Prethodno potpoglavlje smo zavrs$ili s Lemom koja nam daje distribuciju Galton-Watsonovog
stabla u slu€aju izumiranja. Sada ¢emo se baviti dekompozicijom Galton-Watsonovog sta-
bla na dogadaju prezivljavanja, odnosno na dogadaju £°. Neka je T Galton-Watsonovo sta-
blo sa super-kriticnom distribucijom potomaka (p; : k € Ny) koja zadovoljava jednadzbu
2.11. Dogadaj prezivljavanja Galton-Watsonovog stabla 7 mozemo zapisati kao &° =
{H(t) = +oo}. Iz prethodnog potpoglavlja znamo da se & dogada s pozitivhom vjero-
jatnoScu 1 — g, gdje je ¢ najmanje rjeSenje jednadzbe G,(s) = s na intervalu [0, 1].

Za pocetak uvodimo svojstvo preZivljavanja ¢vora nekog stabla iz T. Za u € t kazemo
da je preZivio u stablu ¢ € T ako vrijedi da je card ({v € ¢ : u < v}) = +00. Ukoliko ¢vor
u € t ne zadovoljava navedeno svojstvo, kazemo da je izumro. Sada mozemo definirati
proces preZivljavanja z°(¢) = (zfl(t) he NO)

zy(t) :=card({u € t : |ul = hiuje preZivio}).

Ocito je da za svaki h € Ny vrijedi z;(¢) C z,(¢). Navedimo jo$ da je korijen o stabla ¢
preZivio s vijerojatnoS¢u 1 — g. Sa § ¢emo oznacavati broj djece korijena koja su preZivjela
te analogno sa E broj djece korijena koja nisu, to jest koja su izumrla. Djecu ¢vora u stabla
t smatramo ¢vorovima oblika {ui € ¢ : i € N}.

Zar,l € [0, 1] definiramo funkciju

S(r.l) =B|r1F | &].
Sljedeca Lema nam daje poveznicu izmedu funkcije S (7, /) 1 super-kriticnog Galton-Watsonovog
stabla.

Lema 2.4.1. Neka je T Galton-Watsonovo stablo sa super-kriticnom distribucijom poto-
maka koja zadovoljava 2.11 te neka je q najmanje rjesenje jednadibe G,(s) = s na inter-
valu [0, 1]. Za r, L € [0, 1] vrijedi
Gy ([ =-gr+4q)-G,(qD)

l-g ’

S =
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Dokaz. Racunamo,

E[rET
o] - H
1 5 (n
_ . 1 - k_k n—kln—k
q_lép ;(k)( 9)rq
1
=001 Z pa (A = q@)r +qD)" = (g])"]
neN
_ Gy -qr+qh)-G,(qh

l-¢g

U drugoj jednakosti smo koristili svojstvo grananja Galton-Watsonovog stabla te svojstvo
da je Galton-Watsonovo stablo konac¢no s vjerojatnosti g, Sto ustvari odgovara vjerojatnosti
pripadnosti ¢vora skupu E. O

Nakon Sto smo poceli dijeliti Evorove u skupove S 1 E, moZemo uvesti pojam viSevrsnog
Galton-Watsonovog stabla. ViSevrsno Galton-Watsonovo stablo 7° zadovoljava sljedece:

(1) Cvorovi su ili tipa s ili tipa e, odnosno moZemo na to gledati kao da je
svaki ¢vor ili prezivio ili je izumro

(2) Korijen o° stabla 7* je tipa s

(3) Cvor koji je tipa e “reproducira” samo &vorove tipa e i to uz sub-kriti¢nu
distribuciji potomaka (p; : k € Ny) danuu 2.12

(4) Cvor tipa s ima toéno S > 1 &vorova djece tipa s i E &vorova djece tipa
e. Funkcija izvodnica tako opisanog ¢vora je dana s E [rS ZE] =Sl
iz prethodne Leme. Raspored izmedu S djece tipa s te E djece tipa e je

uniformno distribuiran izmedu (S ;E) mogucih kombinacija.

Objasnimo detaljnije (4). Pretpostavimo da je ¢vor u tipa s. Vjerojatnost da on ima n djece,
od kojih je {ui : i € I} tipa s, gdje je I neprazan podskup od {1, ..., n}, je jednaka

pn(l - Q)lll_lqn_lll-
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PokaZimo da je to uistinu vjerojatnosna distribucija. Dakle,

I-1_n-I
pa(l = @) 1gr V!
neN Ic{l,...,n}, [#0

-, Z pn(Z)(l -9 '¢"™

neN k=1
Bt i ;[an_zpnqn]
neN - q - q neN neN
_G,()-Gyg)
R
=1.

Uocimo, uvjet (2) nam osigurava bar jednu beskonacnu granu zajedno s uvjetom (4). Sa
7° oznaCavamo slucajno stablo iz T koje definiramo kao 7* ukoliko zaboravljamo tipove.

Pokazali smo ve¢ distribuciju super-kriticnog Galton- Watsonovog stabla uvjetno na dogadaj
izumiranja. Nakon §to smo uveli pojam viSevrsnog Galton-Watsonovog stabla 7¢, konacno
mozemo nesto re¢i o distribuciji super-kriticnog Galton-Watsonovog stabla uvjetno na
dogadaj prezivljavanja.

Lema 2.4.2. Neka je T Galton-Watsonovo stablo sa super-kriticnom distribucijom poto-
maka (py : k € Ny) koja zadovoljava 2.11. Uvjetno na dogadaj preZivljavanja &°, stablo
T je jednako distribuirano kao stablo t°.

Dokaz. Za pocetak ozna¢imo skup ¢vorova stabla 7° na visini A i tipa s sa
S,={uet : |ul=hicvoruje tipa s}.

Kako ¢vorovi tipa s mogu biti samo potomci ¢vorova tipa s te svaki ¢vor tipa s ima barem
jednog potomka tipa s, zaklju¢ujemo da stablo 7° odrezano na razini 4, odnosno (%), je
potpuno odredeno skupovima r,(7%) i S,

Neka je t € T, proizvoljan takav da je H(¢) = hte A Ccf{uet : |u=hl,A+0i1
n = z;(¢). Ozna¢imo sa A = |J,e4 Ay skup predaka od A. Uocimo, A° je dan skupom
rn—1(t) \ A. Za &vor u € A, s k;(t, A) oznacavamo broj djece ¢vora u koja pripadaju skupu
AU A.
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Rac¢unamo,
P(r()=t, S,=A4)

o KS(t.A)—1 _k,(6)—K(2,A
= n pku(t)npku(t)(l -q) u(tA) q O-k(eA)

ueAe UEA
1-¢ Suea (ki (t,A)-1)
ue. c (ky,()-1
= H Pru(t) (—) gZuenone (u®=1)
UEAUAC q

1 q |Al-1
=P(n(1) = 1) (T) g

= LB = D1 - g M,
qg-1

gdje smo u trecoj jednakosti dva puta koristili ¢injenicu da je ), k,(¢) = |t| — 1 i injenicu
daje n = z,(¢). Sumirajuci prethodnu jednakost po svim moguéim skupovima A dobivamo,

1
PUn() =)= D, ——3 () = (1 - g
A

_L _ o (n Nk on—k
= R = t);(k)(l 9'q

l1-¢q
l-g

n

=P(ru(r) = 1)

S druge strane dobivamo,

Pra(m) =) —P(ru(7) = £, &)

P(ra(r) = t]&°) =

1-P(e)
_Pn(r) =) = P(ry(7) = )" _ . 1-q
= l_q —P(l’h(T)—t)l_ 5

gdje smo u drugoj jednakosti koristili svojstvo grananja na visini 2. Uoc¢imo da smo po-
kazali da je P (ry(7) = t|&) = P(r,(7¥) = t) za proizvoljan ¢ € Ty 1 proizvoljnu visinu
h € N. O

Iz definicije stabla 7%, lako uo¢avamo da je proces prezivljavanja z°(1) = (z;(r) : he No),
uvjetno na dogadaj £, Galton-Watsonov proces Cija je distribucija potomaka (p; : k € Ny)
definirana funkcijom izvodnicom
Gy((1-q@r+q)—q

l-g¢g '
Takoder, zbog G;(r) = G,((1 — @)r + ¢), slijedi da je ocekivanje distribucije potomaka
(Px + k € Ny) jednako oCekivanju distribucije potomaka (py : k € No), jer je G7(1) = G,(1).

Gp(r)=8(r,1) =
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Nadalje, kako je py = 0, jer imamo G,(q)—q = g—q = 0, zakljuCujemo kako je distribucija
potomaka (p; : k € Ny) super-kriti¢na te samim time ne dolazi do izumiranja.

Ranije smo pokazali da Galton-Watsonovo stablo 7 uvjetno na dogadaj izumiranja € je
Galton-Watsonovo stablo s distribucijom potomaka (p, : k € Ny). Podsjetimo se, funk-
cijaizvodnica distribucije (P : k € Ny)je Gp(s) = %qs). Promatrajmo funkciju izvodnicu
G, za Galton-Watsonovo stablo sa super-kriticnom distribucijom potomaka (p; : k € Ny).
Nju moZemo dobiti pomocu vjerojatnosti izumiranja 7 = g te funkcija izvodnica G i G5.
Dakle,

G,(5) = 4G, (2) 110, 41(5) + (q +(1- )G, (%)) Lig 11(5).

Slijedi graficki prikaz funkcije izvodnice G, pomocu sub-kritiCne funkcije izvodnice G;
(oznaCena plavom bojom) i super-kriti¢ne funkcije izvodnice G; (oznaCena crvenom bo-
jom) pomnoZene redoms gi 1l —gq.

0.8
|

0.4

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 2.5: Prikaz super-kriti¢ne funkcije izvodnice pomocu sub-kriticne i super-kriti¢ne
funkcije izvodnice

2.5 Kestenovo stablo

Nakon $to smo definirali viSevrsno Galton-Watsonovo stablo u proSlom potpoglavlju sli-
jedi definicija Kestenovog stabla. Kestenovo stablo je joS jedan tip viSevrsnog Galton-
Watsonovog stabla u kojem su svi ¢vorovi nezavisno distribuirani, medutim sama distri-
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bucija ¢vora ovisi o tipu ¢vora. Zbog tog svojstva Kestenovo stablo je o€ito viSevrsno
Galton-Watsonovo stablo. Prije nego Sto formalno definiramo Kestenovo stablo potrebna
nam je definicija vjerojatnosne distribucije pristrane po velicini.

Definicija 2.5.1. Neka je (pr : k € Ny) vjerojatnosna distribucija na skupu Ny s konacnim
ocekivanjem m < +oo. Pripadajucu vjerojatnosnu distribuciju koja je pristrana po velicini
definiramo sa

v

k
Di = ﬂ, za sve k € Nj.
m

Definicija 2.5.2 (Kestenovo stablo). Neka je (p, : k € Ny) distribucija potomaka koja za-
dovoljava 2.11 i ima konacno ocekivanje m < +co. Kestenovo stablo koje povezujemo s
distribucijom potomaka (p, : k € Ny) je visevrsno Galton-Watsonovo stablo T distribu-
irano na sljedeci nacin.

(i) Cvorovi stabla su ili normalni ili posebni.
(ii) Korijen stabla je poseban c¢vor.

(iii) Normalan ¢vor reproducira samo normalne ¢vorove s obzirom na distribuciju poto-
maka (pr : k € Ny).

(iv) Poseban ¢vor reproducira ¢vorove s obzirom na distribuciju potomaka (p; : k € Ny),
odnosno s obzirom na pripadajucu vjerojatnosnu distribuciju koja je pristrana po
velicini vjerojatnosne distribucije (p; : k € Ny). Jedan od potomaka koji je unifor-
mno izabran je poseban dok su ostali ¢vorovi potomci normalni.

Uocimo, poseban ¢vor uvijek ima bar jednog potomka jer je pp = 0. Takoder, s 7
oznacavamo slucajno stablo s vrijednostima u T koje je definirano kao 7* kad zaboravljamo
tipove. Slucajno stablo 7* je iz T; ukoliko je distribucija potomaka (p; : k € Ny) sub-
kriti¢na ili kriti¢na. Slijedi Lema koja ¢e nam dati poveznicu izmedu Galton-Watsonovog
stabla 7 s distribucijom potomaka (p; : k € Ny)i7*.

Lema 2.5.3. Neka je T Galton-Watsonovo stablo s distribucijom potomaka (p; : k € Ny)
koja zadovoljava 2.11 i konacnim ocekivanjem m < +oo te neka je v Kestenovo stablo
koje povezujemo s tom distribucijom potomaka. Za sve n € Ny, t € Ty i v € t takve da je
H(t) = |v| = n, vrijedi

1
P(r,(t%) = t, v je poseban) = %P (r,(t) = 1)

i
Zn()

P(r(r) =0 =

P(r.,(7) =1t). (2.13)
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Dokaz. Najprije uo¢imo, ako je u poseban, vjerojatnost da ¢vor u ima k, djece i da je ui
poseban ¢vor za 1 < i < k, je jednaka

kuPe, 1 _ P,
m k, m’

Neka sun € Ny, t € T™ iv € ¢ takvi da je H(¢) = |v| = n. Ra¢unamo,

P(r,(t") = ¢, v je poseban) = 1_[ Pt 1—[ Ph(0)

m
uUet\A,, ul<n UeA,

= iIP) (r,(t)=1¢).
mn

Druga tvrdnja proizlazi iz ¢injenice da postoji samo jedan poseban Cvor stabla ¢ na razini
n medu z,(¢) ¢vorova stabla ¢ na razini n i prve jednadzbe koju smo dokazali. O

Uvedimo sada pojam renormaliziranog Galton-Watsonovog procesa.

Definicija 2.5.4. Neka je T Galton-Watsonovo stablo s distribucijom potomaka (p; : k € Ny)
kojoj je ocekivanje jednako m < +o0o. Renormaliziran Galton-Watsonov proces stabla 7 je
proces W = (W, : n € Ny) takav da je

Zu(7T)

m

W, =

za sve n € Ny.

Vidimo da je W, = 1. Takoder ¢emo za proizvoljno slucajno stablo ¢ s W, (¢) oznaCavati
Zm—(t) Uvedimo jos filtraciju F = (¥, : n € Ny) koja je generirana s Galton-Watsonovim
stablom 7, tako da je 7, = o(r,(1)). Neka je Z = (Z, : n € Ny) Galton-Watsonov proces
iz Leme 2.3.3. MoZemo zakljuciti dvije vazne stvari.

oWn:é

o o(ry(m)) =0y, : 1<t<n, j>1)}).

Zn-1
Kako je Z, = Z vni> slijedi da je Z, F,-izmjeriv. Sada moZemo dokazati sljedeci korolar.

i=1

Korolar 2.5.5. Neka je (p; : k € Ny) distribucija potomaka koja ima konacno ocekivanje
m < +oo. Renormalizirani Galton-Watsonov proces W = (W, : n € Ny) je nenegativan
martingal adaptiran obzirom na filtraciju F = (¥, : n € Ny).
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Dokaz. Adaptiranost smo ve¢ pokazali, ona slijedi iz adaptiranosti od Z,. Prvo, koristeci
Teorem o uvjetnoj monotonoj konvergenciji, racunamo

+00
Z Zn+1 Jl{Z,,:i}
i=0

ElZ | F.]=E

T] = > ElZulgy | Ful.
i=0

Nadalje, imamo

E[ZuiLiz=y | Ful = E[(Ynsr1 + - + Yar12,) Lize=iy | Tl
= Liz,=hE [Ynsr1 + - + Yur1.2, | Ful
= Liz,=aB [Yas11 + -+ + Voeri]
= Liz,=ymi,

gdje druga jednakost vrijedi zbog izmjerivosti Z, sa ¥, i tre€a jednakost zbog nezavisnosti
Y11 Yne1,z, 1 familije (y,; : 1 <t <n, j>1). Konatno,

Zn+l
mn+l

B Wy |71 = B|

7

1
= — B Z |7

1 <
= Z E [Zn+l ]l{Zn:i} | ?dn]
i=0

mn+1

O

Lema 2.5.6. Neka je (pi : k € Ny) distribucija potomaka Galton-Watsonovog stabla t
koja zadovoljava 2.11 i koja ima konacno ocekivanje m < +co. Renormalizirani Galton-
Watsonov proces W = (W,, : n € Ny) konvergira prema slucajnoj varijabli W, = lim,,_, ., W,
te vrijedi E[W] < 1. Stovise, vrijedi i P(W,, = 0) € {q, 1}.

Dokaz. Prvu tvrdnju Leme dokazujemo pomocu prethodne Leme 1 Korolara 1.3.4. Naime,
Renormalizirani Galton-Watsonov proces W = (W, : n € Ny) zadovoljava sve pretpos-
tavke Korolara 1.3.4 te posljedi¢no je E[W,] < E[W,] = 1.

Pokazimo sada da je P(W,, = 0) € {g, 1}. Dekompozicijom Galton-Watsonovog stabla
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7 s obzirom na broj djece korijena dobivamo da je

ko(T)

1
Wal®) = — > Wt (Si(0).
i=1

Svojstvo grananja nam kaze da uvjetno na k,(7), slucajna stabla S,(7), ..., St (1) su neza-
visna i jednako distribuirana kao 7. Posljedi¢no, kako proces (W,(S;(1)) : n € Ny) konver-
gira prema slu¢ajnoj varijabli W', vrijedi da su (W' : i € N) nezavisne nenegativne sluajne
varijable jednako distribuirane kao W, 1 nezavisne su od k,(7). PuStanjem n — +o0, vrijedi

Uoc¢imo,
P(Weo =0) = Y piP(W' =0,... W = 0) = G, (B(Wes = 0)),
keNy
¢ime smo pokazali da je P(W,, = 0) nenegativno rjeSenje jednadzbe G,(s) = s, za s €
[0, 1]. Sada nam je jasno da je P(W,, = 0) € {q, 1}. O

Napomena 2.5.7. Uocimo, € C {W,, = 0}. Pretpostavimo da je P(W,, = 0) = g. Kako je
P(e) = q, uvjetno na dogadaj preZivljavanja &° je lim,_,,., W, = lim,_ Z;E,f) =Ws >0
P-g.s..

Prisjetimo se slucajne varijable X definirane na skupu N, za koju vrijedi da je P(X =
k) = pi, zasve k € Ny. Sada ¢e nam biti cilj izracunati P(W,, = 0) te ujedno s tim
zavrSavamo ovo poglavlje. Prije toga ¢emo navesti posljedicu Borel-Cantellijeve Leme
koju ¢emo koristiti u dokazu zavrSnog Teorema.

Lema 2.5.8. Neka su L, Ly, L,, ... nenegativne jednako distribuirane slucajne varijable.
Tada vrijedi

limsup — =
n—+c0 N

L, 0 ,akoE[L] < +
+0o0 , ako E[L] = +oo.

Teorem 2.5.9. Neka je (pr : k € Ny) super-kriticna distribucija potomaka koja zadovo-
ljava 2.11 i ima konacno ocekivanje m < +oo. Tada vrijedi

(a) Ako je E[XIn"(X)] < +o0, onda je P(W,, =0) = q.

(b) Ako je E[XIn"(X)] = +oo, onda je P(W,, = 0) = 1.
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Dokaz. Neka su P 1 P* redom distribucije, na skupu T, Galton-Watsonovog stabla 7 sa
distribucijom potomaka (p; : k € Ny) 1 Kestenovog stabla 7" kojeg povezujemo s tom dis-
tribucijom potomaka. Koristeéi 2.13 iz Leme 2.5.3 dolazimo do zakljucka da za sve n € N
vrijedi

dP

dP. =W, dPs =
| Vg dPy-

=W,.

Uz pomo¢ Teorema 4.3.5. iz R.Durrett [3], dobivamo da za svaki izmjerivi A C T
P*(A) = fWoo dP +P* (AN {Wy = +o0}).
A

Uzimajuéi A = Q, prethodna jednakost nam daje sljedece.
e E[W,]l=16P (W, =+c0)=0.
e PWeu=0)=1P" (W, =+0c0) = 1.

Dakle to nam omogucéava da promatramo P*-ponasanje od W, Sto ¢e se pokazati puno jed-
nostavnijim.

Neka je (pr : k € Ny) distribucija pristrana po veli¢ini distribucije (p; : k € Nj) te neka
je Y slucajna varijabla takva da je sluCajna varijabla Y + 1 distribuirana s (p; : k € Ny) na
skupu Nj. Neka su (p; : k € Ny) nezavisne slucajne varijable distribuirane kao slucajna
varijabla X. Takoder, neka su (Y, : n € N) nezavisne slucajne varijable distribuirane kao
slucajna varijabla X te nezavisne od (px : k € Ny). Definiramo Z; = 01 za sve n € N neka
je

Z,
Zy=Y,+ ) s

i=1
uz konvenciju da je ), = 0. Po konstrukciji nam je jasno da je (Z: + 1 : n € Ny) jednako
distribuiran kao (z,(t*) : n € Ny). Jednostavnim racunom vidimo da je P*-distribucija od
(W, : n eNy) jednaka distribuciji od (W; + m™ : n e Ny), za W; = % Naime, za pro-
izvoljan ¢t € T i n € Ny imamo

(@) _ t) _ P(ZZ + 1

m" m"

P*(W,,:r):P( =t):P(W;;+m—":t).

(I.) Pretpostavimo da je E[X In"(X)] < +oco. Koriste¢i monotonost ocekivanja i definicije
distribucije pristrane po veli¢ini odmah nam slijedi da je E [In"(Y)] < +co. Sada iz Leme
2.5.8 imamo da za proizvoljan € > 0 je ¥, < €"€ za dovoljno velike n P-g.s.. Ozna¢imo
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saY =0 (Y, : neN))tesa(F, : neNy) filtraciju generiranu sa (W! : n € Ny). Sada
dobivamo

EIW; 1Y, Fil = R 1, 7]
Z
= inE Y, | Y, 7]+ LHE Zan,i Y, 7::—1]
m m i=1
Yo Z,
=yt
> W,

Dolazimo do zakljucka da je (W, : n € Nj) nenegativni submartingal u odnosu na P(-|Y).
Dodatno,

Y, .

n

>
T Lk
k=1 m

+00

Yy

< ; g

Kao $to smo ranije pokazali, za proizvoljan € > 01 za dovoljno velike n je ¥, < "¢ P— g.s.
te zakljuCujemo da je P— g.s. sup,y, E[W, | Y] < +oo. Koristeci tu Cinjenicu i ¢injenicu
daje (W; : n e Ny) nenegativni sub-martingal u odnosu na P(:|Y/), pomocu Teorema 1.3.3
znamo da postoji W2 = lim,_ . W P(- | Y)— g.s. te vrijedi E[W. | Y] < +00. Kako je
E[WL] < 400, a (W +m™ : ne€Ny) jednako distribuiran kao (W, : n € Ny) pod P*,
vrijedi da je E* [Wy] < 400 = P*(W,, = 40) =0 & E[W,] = 1. Iz Leme 2.5.6 imamo da
jeP(W, =0) € {gq, 1} pauz E[W,] = 1, lako dolazimo do zakljucka da je P(W,, = 0) = gq.

(I1.) Pretpostavimo da je E[XIn"(X)] = +co. Analogno kao prije zaklju¢ujemo da je
E[In"(Y)] = +oo te koriste¢i Lemu 2.5.8 znamo da za svaki € > 0 je ¥, > " za be-
skona¢no mnogo n—ova. Sada, kako je Z: > Y, i (W; +m™ : n € Ny) jednako distribu-
iran kao (W, : n € Ny) pod P*, lako dolazimo do zakljucka da je W, > e"(=Inm+2) 74
beskonac¢no mnogo n-ova P*— g.s..Jasno nam je da kada uzimamo dovoljno male €, imamo
lim, 540 Wy = Weo = 00 P'—gs. 2 PF(We = +0) =1 & P(W, =0) = 1. m]
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Sazetak

Galton-Watsonov proces ili jednostavan proces grananja je prvi stohasti¢ki model razvoja
populacije. Proces krece od jedne jedinke te se svaka jedinka razmnozava jednako i neza-
visno od ostalih s odredenom distribucijom potomaka. U ovom diplomskom radu bavimo
se Galton-Watsonovim stablima. Najprije uvodimo skup diskretnih stabala, definiciju sta-
bla 1 odredene podskupove stabla koji ¢e nam biti od interesa kao Sto su: Sirina stabla
na odredenoj razini, listovi, podstablo stabla iznad odredenog ¢vora i podstablo stabla s
odredenom visinom. Nakon toga smo spremni definirati Galton-Watsonovo stablo, koje
ustvari predstavlja Galton-Watsonov proces kada promatramo Sirinu stabla na odredenoj
razini, odnosno broj jedinki iste generacije. S obzirom na distribuciju potomaka, preciznije
njenom ocekivanju m, razlikujemo kriticna (m = 1), sub-kriti¢na (m < 1) i super-kriticna
(m > 1) Galton-Watsonova stabla. Potvrdujemo da je vjerojatnost izumiranja najmanja fik-
sna toCka funkcije izvodnice distribucije potomaka stabla na intervalu [0, 1], medutim ona
je jednaka 1 samo za kriti¢na i sub-kriticna stabla. Takoder, super-kriti¢no stablo uvjetno na
dogadaj izumiranja je distribuirano jednako kao sub-kriti¢no stablo s odredenom distribuci-
jom potomaka. Na kraju pokazujemo da se na dogadaju preZivljavanja veliina populacije
Galton-Watsonovog procesa sa super-kriticnom distribucijom ponasa kao kona¢na sluc¢ajna
konstanta pomnoZena s m", u slu¢aju kada je E[X In"(X)] < +o0, gdje je X sluCajna varija-
bla s distribucijom koja je jednaka super-kriti¢noj distribuciji potomaka procesa.






Summary

The Galton-Watson process or the simple branching process is the first stochastic model
for population evolution. The process starts from one individual and each individual re-
produces equally and independently from the others with a given offspring distribution. In
this thesis we deal with Galton-Watson trees. Firstly, we introduce a set of discrete trees,
a definition of a tree and certain subsets of a tree that will be of interest to us such as:
tree width at a certain level, the set of leaves of a tree, a subtree above a certain node of
a tree and a subtree below a certain height of a tree. Subsequently we are ready to define
the Galton-Watson tree, which actually represents the Galton-Watson process when we ob-
serve the width of the tree at a certain level. In other words, we observe the number of
individuals of the same generation. Considering the offspring distribution, more precisely
its mean m, we distinguish critical (m = 1), sub-critical (m < 1) and super-critical (m > 1)
Galton-Watson trees. We confirm that the probability of extinction is the smallest fixed
point of the generating function of the tree’s offspring distribution on the interval [0, 1].
However, it is equal to 1 only for critical and sub-critical trees. Also, the super-critical tree
conditionally on the extinction event is equally distributed as a sub-critical tree with a spe-
cial offspring distribution. Finally, we show that at the survival event the population size
of the Galton-Watson process with super-critical distribution behaves as a finite random
constant multiplied by m", when E[X In"(X)] < +oo, where X is a random variable with a
distribution equal to the super-critical offspring distribution of the process.
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