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Uvod

Neka je f : R" — R algebarska forma, odnosno homogeni polinom s n varijabli. Kazemo
da forma f dopusta kompoziciju ili da se radi o kompozicijskoj formi ako vrijedi

fG, xo, oo, X)L Y20 oo Y0) = f(205 225 05 Zn),s (D
gdje je svaka varijabla z;, i = 1, 2, ..., n, bilinearna forma s varijablama x;, y;, i =
1, 2, ..., n, odnosno,

3= ¢i(-x1, cees Xy Yis e ey yn) = Zz/lijkxjyk’ i = 1, 2, B (5 (2)
J=1 k=1

za neke konstante A, 1 za sve x;,y; € R.
Osnovni primjer forme koja dopusSta kompoziciju je determinanta kvadratne matrice.
U slucaju kvadratne matrice reda dva, funkcija

X1

X2
S(x1, x2, x3,x4) = det[ x4] = X1X4 — X2X3

X3

je forma stupnja 4 u Cetiri varijable koja dopusta kompoziciju. Zaista, prema Binet-
Caucyjevu teoremu je

+ +
det X1 X2 det yi » — det X1 X201yt » — det X1y1 t X2)y3  X1Y2 T X2y4 ’
X3 X4 Y3 ya X3 X4(|Y3 Y4 X3Y1 + X4Y3  X3Y2 + X4Ya

paje
S(x1, x2, X3, X4) f (V15 Y2, 3, ¥4) = f(21, 22,23, 24),
pri emu su

21 = X1Y1 + X2y3, 22 = X1Y2 + Xo¥4, 23X3Y1 + X4Y3, 24 = X3Y2 + X4Y4.

Opéenito, determinanta kvadratne matrice reda n je forma stupnja n u n? varijabli koja
dopusta kompoziciju. Prirodno je pitati se moZemo li pronaéi primjere ovakvih formi s
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manjim brojem varijabli. Indijski matematicar i diplomat A. Choudhry je u ¢lanku ,,Ma-
trix morphology and composition of higher degree forms with applications to diophantine
equations” ([1]) opisao kako konstruirati forme stupnja n u n varijabli, zan € {3,4,6,8}. U
konstrukciji klju¢nu ulogu za to imaju komutativne podalgebre matrica. Osim konkretnih
primjera takvih podalgebri reda 2 i reda 3, opisujemo kako se daljnji primjeri podalgebri
viSeg reda mogu dobiti pomoc¢u Kroneckerovog produkta.

Nadalje, u radu se bavimo i diofantskim jednadZbama oblika

f(-xla X2y vy -xn) = 1a (3)

za neke specijalne cjelobrojne forme koje dopustaju kompoziciju. Naime, ako postoji
rjeSenje jednadzbe (3), tada je iz (2) moguce generirati njih beskona¢no puno. Ovo je
zapravo generalizacija dobro poznate Pellove jednadZbe

X - aly2 =1,
gdje je d prirodni broj koji nije potpuni kvadrat. Naime, funkcija
fxy) = = dy’
je kvadratna forma koja dopusta kompoziciju jer vrijedi sljedeci identitet
(= dyD(3 = dy3) = (ax; = dyya)? = d(xys = xy1).

Stoga, iz dva rjeSenja (xi, y;), (x2, y2) Pellove jednadZbe (od Cega je bar jedno netrivijalno,
tj. razlicito od (1, 0)) dobivamo novo rjesSenje (x;x; — dy1 Y2, X1 Y2 — X2)1)-

Za provedbu nekih racuna koriSten je online softver programskog paketa Wolfram Mat-
hematica dostupan na https://www.wolframcloud.com/obj/wpl/GetStarted.nb?
funnel=WPLGetStarted#sidebar=explorations.
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Algebra matrica

1.1 Definicija matrice. Operacije s matricama
Definicija 1.1.1. Neka su m,n € N. Preslikavanje
AL, ....m}x{1,...,n}>F

zovemo matrica tipa (m, n) (ili m X n) s koeficijentima (ili elementima) iz polja F. Skup svih
takvih matrica oznacavamo s M,,,, (F).

U ovom radu matrice ¢emo krace zapisati kao A = [a;;], gdje je a;; element matrice na
presjeku i-tog retka i j-tog stupca.

Definicija 1.1.2. Matrica tipa (n,n) naziva se kvadratna matrica ili matrica reda n. Skup
svih kvadratnih matrica s elementima iz polja F oznacavamo s M,, (F).

Definicija 1.1.3. Zbroj matrica A = [a;;] i B = [b;;] tipa (m,n) je matrica C = [c;;] tipa
(m, n) za cije elemente vrijedi
Cij = ajj + bij

zasvei=1,...,mij=1,...,n PisemoC=A+B.

Zbrajanje matrica je oCito binarna operacija koja je asocijativna i komutativna buduci
da se operacija definira po elementima matrice, a oni su iz polja F. Neutralni element za
zbrajanje je matrica ¢iji su svi elementi jednaki nuli tzv. nulmatrica. Takoder svaka matrica
A = [a;;] ima suprotnu matricu —A = [~a;;]. Stoga smo pokazali sljedeCu propoziciju.

Propozicija 1.1.4. Skup matrica M., (F) uz operaciju zbrajanja matrica je Abelova grupa.
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Definicija 1.1.5. UmnoZak matrice A = [a;;] tipa (m, n) skalarom A € F je matrica B = [b;;]
tipa (m, n) za cije elemente vrijedi
bij = Adaij,

zasvei=1,...,mij=1, ..., n. PiSemo B = AA.

Za operacije umnoska matrice skalarom 1 zbrajanja matrica vrijede svojstva kvazi-
asocijativnosti, distributivnosti mnoZenja prema zbrajanju i mnoZenje s 1 jer su operacije
definirane po elementima.

Teorem 1.1.6. Skup matrica M,,, (F) uz operacije zbrajanja matrica i mnoZenje matrica
skalarom je vektorski prostor nad poljem F Cija je dimenzija jednaka m - n.

Definicija 1.1.7. Matrice A i B su ulanCane ako je broj stupaca matrice A jednak broju
redaka matrice B.

Definicija 1.1.8. Neka su A = [a;;] i B = [b;;] ulancane matrice tipa (m,n) i (n, p), res-
pektivno. UmnoZak matrica A i B je matrica C = [c;j] tipa (m, p) &iji su elementi dani
sljedecom formulom

n

cij = anbyj+ apbsj + -+ + aibyj = Z aixbyj,
k=1

zai=1,....mij=1,..., p. PisemoC = A-B = AB. Na ovaj nacin smo definirali
operaciju mnozenja matrica

-t My, (F) X M), (F) = M, (F).

Propozicija 1.1.9. Vrijedi
A(BC) = (AB)C,

za sve matrice za koje je gornji izraz definiran, to jest mnoZenje matrica je asocijativna
operacija.

Propozicija 1.1.10. MnoZenje matrica je
e kvaziasocijativno, odnosno
(1A)B = A(AB) = A(AB),

za sve A € F, te A i B za koje je gornji izraz definiran
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o distributivno prema zbrajanju matrice, odnosno
(A+B)C =AC + BC,

A(B+C)=AB+ AC,
za sve A, Bi C za koje je gornji izraz definiran.
Definicija 1.1.11. Kvadratna matrica A € M,(F) je invertibilna ili regularna ako postoji

matrica B € M,(F) takva da je
AB=BA =1

Matricu B zovemo inverznom matricom od A i pisemo, B = A~'. U protivnom je A singu-
larna matrica.
Definicija 1.1.12. Elementarne transformacije nad matricom A € M,,,(F) su:

1. zamjena dva stupca (retka)

2. mnoZenje stupca (retka) skalarom A # 0

3. pribrajanje nekom stupcu (retku) nekog drugog stupca (retka) pomnoZenog skalarom
A

Definicija 1.1.13. Neka su A, B € M,,,(F). Matrica A je ekvivalentna matrici B ako se B
moZe dobiti iz A primjenom konacno mnogo elementarnih transformacija. PiSemo A ~ B.

Definicija 1.1.14. Elementarna matrica reda n je matrica koja je dobivena jednom elemen-
tarnom transformacijom nad stupcima ili redcima jedinicne matrice reda n.

Definicija 1.1.15. Neka je A = [a;;] € M,,,(F), te (S1, ..., S,), S; € M, (F), stupéana
reprezentacija matrice A. Rang matrice A je dimenzija linearne ljuske razapete skupom
stupaca od A. Pisemo r(A) = dim[Sq, ..., S,].

Propozicija 1.1.16. Svaka regularna matrica moZe se napisati kao umnoZak elementarnih
matrica.

Definicija 1.1.17. Neka je A = [ai j] € M,(F). Determinanta matrice A je skalar iz polja F
koji se definira kao

I
detA = Z(—l) (p)alp(l)aZp(Z) C o Qupn)»
PES,

gdje je S, grupa permutacija skupa {1, ..., n}, a I(p) broj inverzija permutacija p. Inver-
zija permutacije p je svaki par (i, j) takav da je 1 <i < j<ni p() > p()).

Propozicija 1.1.18. Neka su A, B € M, (F). Ako je B dobivena iz A:
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1. medusobnom zamjenom dva retka (stupca), onda det B = —det A
2. mnoZenjem skalarom A # 0 nekog retka (stupca), onda det B = A(detA)

3. pribrajanjem nekog retka (stupca) pomnoZenog s A nekom drugom retku (stupcu),
onda det B = A(det A).

Propozicija 1.1.19. Matrica A je regularna ako i samo ako je detA # 0.

Propozicija 1.1.20. Neka su A i B ulancane matrice. Tada rang njihovog umnoska nije
veci od ranga pojedinih matrica, to jest r(AB) < r(A), r(B).

Definicija 1.1.21. Determinanta matrice koja nastaje uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca
matrice A naziva se minora reda n — 1 i oznacava s A;;.

Definicija 1.1.22. Kofaktor i/ algebarski komplement elemenata a;; je broj A;; = (=1)""7A;;.

Definicija 1.1.23. Adjunkta matrice A je matrica A= [A j,-] € M,(F), to jest transponirana
matrica algebarskih komplemenata matrice A.

Propozicija 1.1.24. Ako je detA # 0, onda
Ry
detA

1.2 Vektorski prostor matrica. Algebra matrica

U prethodnom odjeljku obrazlozili smo da je skup M, (R), tj. skup svih realnih kvadratnih
matrica reda n, vektorski prostor nad poljem realnih brojeva uz operacije zbrajanje matrica
i mnoZenja matrica skalarom. Dimenzija ovog vektorskog prostora je n2. Stovise, buduci
da je mnoZenje matrica bilinearna operacija, odnosno vrijedi

(@A + B)C = aAC + BC, A(aB + C) = aAB + AC,

zasve A, B,C € M,(R), @ € R, vektorski prostor M, (R) ¢ini algebru nad poljem R. Stovise,
taj vektorski prostor je asocijativna algebra s jedinicom jer je mnoZenje matrica asocija-
tivno i postoji neutralni element mnozenja — jedini¢na matrica reda n, I, € M,(R). Svaka
podalgebra algebre M, (R) je zatvorena obzirom na operacije zbrajanja matrica, mnozenja
matrice skalarom i mnoZenja matrica.

Skup svih matrica reda n s cjelobrojnim koeficijentima, M,(Z), zatvoren je s obzirom
na operacije zbrajanja matrica, mnoZenja matrice cijelim brojem i mnoZenja matrica paion
¢ini asocijativnu algebru s jedinicom (nad Z) budu¢i da se sva potrebna svojstva nasljeduju.
Napomenimo da M,(Z) s obzirom na zbrajanje matrica i mnoZenje matrice brojevima iz
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prstena Z ima strukturu tzv. modula kojeg zapravo mozemo shvatiti kao ,,vektorski prostor
nad prstenom”.

Tipi¢ni primjer vektorskog potprostora je ljuska nekog nepraznog skupa, odnosno skup
svih mogucih linearnih kombinacija vektora iz tog skupa. Ljusku skupa {M, ..., M} C
M, (R) oznaCavat ¢emo s

.£:[{M1,...,Mk}]:{X1M1+"'+kak : xl,...,xkER}.

Skup svih mogucih cjelobrojnih linearnih kombinacija skupa {M,, ..., M} Cc M,(Z), koji
¢ini podmodul od M,,(Z), oznaCavat ¢emo s

.E(Z) = [{M], cee Mk}]Z = {X]Ml +ee x5 My osoxq, ..., XkEZ}.
Sada ¢emo opisati kako mozemo konstruirati podalgebre od M,(R). Neka je
gX)=ap+arx+---+apx", a, 0

minimalni polinom matrice M € M,(R). Minimalni polinom matrice M je polinom naj-
manjeg stupnja za kojeg je g(M) = 0. Minimalni polinom matrice M odreduje se pomocu
karakteristicnog polinoma

ky(x) = det(M — xI,).

Naime, minimalni i karakteristicni polinom matrice imaju jednake skupove nutoCaka —
svojstvenih vrijednosti matrice, eventualno razliCitih kratnosti. Razlog tomu je sljedeci
vazen teorem.

Teorem 1.2.1 (Cayley-Hamiltonov teorem). Svaka kvadratna matrica M ponistava svoj
karakteristicni polinom, odnosno ky (M) je nulmatrica.

Uoc¢imo da je skup
L, M,M?, ..., M)

linearno nezavisan skup jer ako bi postojala netrivijalna kombinacija skalara by, by, ..., b,
za koju je
bol, + byM + -+ + by M"' =0,

to bi bilo u kontradikciji s minimalno$c¢u polinoma g. Nadalje, iz g(M) = O slijedi da je
apl, +a\M +--- + ah_th_l + ath =0,

odnosno
M" = a. ' (aol, + a\M + - - - + @ M""),
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Sto implicira da se sve potencije matrice M*, gdje je k > h mogu napisati kao linearne
kombinacije matrica I,, M, ..., M1, Stoga linearna ljuska [{IH,M, el Mh‘l}], odnosno
skup

{xlln+sz+---+thh_1 D X1, ..., X €ER},

predstavlja podalgebru algebre M,(R). Osim toga, ova podalgebra je komutativna i sadrzi
neutralni element za mnoZenje (/,,) pa govorimo o primjeru komutativne algebre s jedini-
com nad poljem R.

Primjer 1.2.2. Zadana je matrica

3 -1 0
M=|[0 2 0.
1 -1 2
Odredite dimenziju ljuske [{15, M, M?}].
Rjesenje.
1 00
L=(0 1 0],
0 01
3 -1 0 [9 -5 0
M*=[0 2 0| =|0 4 0.
1 -1 2 5 -5 4

Odredimo minimalni polinom matrice M. Karakteristi¢ni polinom matrice M je

3-x -1 0
0 2-x O
1 -1 2-x

-1

— X

kM(X) = det(M - XI3) =

:(2—x)-|36x ) |:(2—x)2(3—x)

Budu¢i da minimalni polinom mora imati isti skup nultocaka kao 1 karakteristi¢ni, {2, 3},
jedini kandidati za minimalni polinom su (2 — x)>(3 — x) i (2 — x)(3 — x). Kako je (215 —
M)(31; — M) = 0, zakljuCujemo da je polinom

2-03-x)=x>-5x+6

minimalni polinom matrice M. Pomocu minimalnog polinoma mogudée je matricu M?>
prikazati kao linearnu kombinaciju matrica I3 1 M,

M? =5M - 61;.

Matrice I3 i M su o¢ito linearno nezavisne te je stoga dim[{/3, M, M*}] = 2. |
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Lema 1.2.3. Ako je V = [{A|,A,, ..., Ap}] < M,(R), gdje je {Ay,A,, ..., Ay} skup ma-
trica iz M,(R) i umnoZak A;A; € V, za sve i,j € {1, ..., h}, tada je V podalgebra od
M,(R).

Dokaz. Jedino Sto treba provjeriti da je potprostor “V zatvoren na mnoZenje. Nekasu A1 B
neke matrice iz V. Svaka od tih matrica mozZe se zapisati kao linearna kombinacija skupa
matrica {A[,A,, ..., A,}:

h h
AB = (1A + -+ A BIAL +- + BAn) = " aiBiAA;.

i=1 j=1

Budu¢i da je A;A; € V zasvei,j € {1, ..., h}, umnozak matrica A i B moZe se zapisati
kao linearna kombinacija matrica Ay, ..., A, 1 stogaje AB € V. |

Korolar 1.2.4. Neka su Ay, A,, ..., A, matrice s cjelobrojnim elementima. Ako se A;A;
moZe prikazati kao cjelobrojna linearna kombinacija matrica A, ..., A, za sve i,j €
{1, ..., h}, onda je skup svih cjelobrojnih linearnih kombinacija matrica A,,A,, ..., Ay,
1.

(V(Z) = {X1A1 + x0As + - XA X1, X0, ..., Xp € Z}

je algebra nad prstenom Z.

Primjer 1.2.5. Zadana je matrica

1 11
M=|1 2 2f.
112

Ispitajte je li {agls + a\M + a;M? : ay, a,,a, € Z} algebra nad prstenom cijelih brojeva.

Rjesenje. Pokazimo da su zadovoljeni uvjeti Korolara 1.2.4. Vecinu umnoZaka A;A; gdje
suA;,Aj €V ={I;, M, M*} moguce je trivijalno prikazati kao cjelobrojnu linearnu kombi-
naciju matrica iz V

L =1,

I3'M:M'I3:M,
L-M =M 1= M,
M-M= M.
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Preostalo je provijeriti jesu li M = M - M?> = M*> - M i M* = M? - M? prikazive kao
cjelobrojne linearne kombinacije matrica iz V. Odredimo karakteristicni polinom matrice
M:

1-x 1 1
1 2—-x 2
1 1 2—x

1-—x 1

() = 1 2-x

:1.' 1 1‘_1'|1—x 1

2-x 2 1 2‘+(2_x)"

=x—(1-20)+Q-x)1-3x+x>)=-x+5x>—4x + 1.

Iz Cayley-Hamiltonova teorema 1.2.1 slijedi:
-M’ +5M* —-4M + Iy = 0,

odnosno
M} =5M* —4M + I;.

PomnoZimo li gornju jednadzbu s M, lako dobivamo i zapis posljednjeg umnoska M?-M? =
M* kao cjelobrojnu linearnu kombinaciju matrica iz V.

M* =5M° —4M? + M = 21M? — 19M + 515.

Sada prema Korolaru 1.2.4 slijedi da je {agls + aiM + a,M? : ay,a,,a, € Z} algebra nad
prstenom cijelih brojeva. UoCimo da je ova algebra i komutativna.
O

1.3 Binet-Cauchyjev teorem

Determinanta matrice je preslikavanje koje svakoj kvadratnoj matrici pridruZzi skalar. Di-
rektno iz definicije 1.1.17 vidimo da je to jedna homogena funkcija stupnja koji je jednak
redu matrice. Dakle, ako je A kvadratna matrica reda n, a A skalar, tada je det(1A) =
A" det A. Nadalje, determinanta matrice je multiplikativno preslikavanje o cemu govori tzv.
Binet-Cauchyjev teorem.

Teorem 1.3.1 (Binet-Cauchy). Neka su matrice A, B € M,(F) i neka je matrica C = A - B.
Tada je
detC = detA -detB

Dokaz. U slucaju dijagonalnih matrica A, B vrijedi

detA = ﬁ a;,detB = ﬁ b;;.
i=1

i=1
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n n n

det A det B = ]—[ @i ﬂ b; = H aib; = det(AB)

i=1 =1 i=1
Ostatak dokaza provodi se u nekoliko slucajeva. Najprije je potrebno ustanoviti vrijednosti
determinantni elementarnih matrica. Prema Propoziciji 1.1.18 slijedi:

e detE; = —1, gdje je E, elementarna matrica koja odgovara elementarnoj transfor-
maciji 1. vrste (zamjeni dva retka ili stupca jedini¢ne matrice)

e det E; = 4, gdje je E, elementarna matrica koja odgovara elementarnoj transforma-
ciji 2. vrste (mnoZenju nekog retka ili stupca skalarom A # 0 jedini¢ne matrice)

e det E; = 1, gdje je E5 elementarna matrica koja odgovara elementarnoj transforma-
ciji 3. vrste (pribrajanju nekog retka ili stupca skalarom pomnozenim A # 0 nekom
drugom retku ili stupcu jedini¢ne matrice).

1. slucaj: Pretpostavimo da je B elementarna matrica, tada je

o det(AE;) ={Prop.1.1.18 (1.)}= —det A = detAdet E,
o det(AE,) ={Prop.1.1.18 (2.)}= AdetA = detAdet E,
o det(AE;) ={Prop.1.1.18 (3.)}= det A = det A det E;.

2. slucaj: Pretpostavimo da je B regularna matrica, tada se po Propoziciji 1.1.16 matrica
B moze prikazati kao umnozak elementarnih matrica. Znaci,

B=FF,--F;.
Uzastopnom primjenom rezultata iz 1. slu¢aja dobivamo
det B =det Fydet F,---det F}.
Tada viSekratnom primjenom prvog slucaja vrijedi
det(AB) = det(AF F,--- Fy) = det(AF, --- Fy—y) - det Fy =
=---=detA-(detF;---detF;)=---=detAdetB.

3. slucaj: Pretpostavimo da B nije regularna matrica, tada je prema propoziciji 1.1.19
det B = 0. Tada ni umnoZak AB nije regularna matrica jer je r(AB) < min{r(A), r(B)} <
n (propozicija 1.1.20). Stoga je det(AB) = 0 i det(AB) = detA - 0 = det A det B.



Poglavlje 2

Forme koje dopustaju kompoziciju

2.1 Definicija

Homogeni polinom u viSe varijabli stupnja d jednak je zbroju monoma stupnja d. Kon-
kretno, p : R" — R je homogeni polinom u n-varijabli stupnja d ako i samo ako je

p(Axy, ..., Ax,) = /ldp(xl, ey X)), YA ER.

Na primjer,
p(x,y) = ¥’y + 2xy* = 55°

je homogeni polinom stupnja 3, dok polinom
q(x,y) = x+xy +y’

nije homogen. Za homogene polinome Cesto se koristi naziv algebarska forma ili krale
samo forma. Nadalje, uobicajeno je forme u dvije varijable nazivati binarnim formama, a
forme stupnja 2 — kvadratnim.

Definicija 2.1.1. KaZemo da forma f : R" — R dopusta kompoziciju ako je

f('xl’ X25 oy xn)f(,yla Y2, oot }’n) = f(Z]a 225« vs Zn)’ (2'1)
gdje je
Zi = ¢i(x1, cees Xy YV1s oo e yn) = ZZ/liijjyk, i=1,2,...,n, (22)

J=1 k=1

za neke konstante A;jx € R i za sve x;,y; € R, odnosno gdje je svaka varijabla z; bilinearna
forma u varijablama xy, ..., X, Y1, -+, Yn-

12
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Napomena 2.1.2. Bilinearna forma na vektorskom prostoru V (nad poljem F) je svako
preslikavanje ¢ : V XV — F koje je linearno u svakom argumentu, odnosno za koje
vrijedi:

PV +v2,w) = p(vi, W) + (v, W), G(Av, w) = AP(v, w)

(v, w1 +wz) = p(v,wi) + GV, w2), G(v, Aw) = A(v, w),

za sve v,vi, vy, w,wi,wp € V, A € E. Preslikavanje ¢; dano s (2.2) je bilinearna forma
na vektorskom prostoru R". Cesto cemo samo kratko pisati da je ¢; bilinearna forma u
varijablama xi,yi,, k=1, ..., n.

Primjer 2.1.3. Vrijedi identitet
(a® — db*)(e* — df?) = (ae — dbf)* — d(af — be)’.
Prema njemu za [ : R* > R, f(x1,x2) = x] — dx; vrijedi

f(xla xz)f(YI,)’Z) = f(zl’Z2)7

gdje su

21 = x1y1 — dX2y2, 2o = X1Y2 — X2)1-
Buduci da su z,, 2, bilinearne forme u x1, x», y1, y», slijedi da je f kvadratna forma u dvije
varijable koja dopusta kompoziciju.

Primjer 2.1.4. Uocimo da je s
f: R” — R, fCxi1, X12, -« Xpn) = det [x;]

dobro definirana multilinearna forma, tj. forma u n* varijabli stupnja n. Prema Binet-
Cauchyjevu teoremu 1.3.1 je

det [x;;] det [y;;] = det [z;;]

gdje je
[Zij] = [xij] : D’ij],

odnosno
n

Zij = Z XikYkj
k=1
je bilinearna forma u varijablama x1, X12, ..., Xuns Y11, Y125 - --» Y 2asve i, j€ {1, ..., n}.
Dakle, f je forma koja dopusta kompoziciju.

Prethodni primjer nudi dobru ideju kako konstruirati forme koje dopustaju kompozi-
ciju. Nadalje, uo¢imo da smo prethodnom primjeru dobili formu u n? varijabli stupnja
n, tj. formu u velikom broju varijabli s obzirom na stupanj. Zanimat ¢e nas moZemo li
konstruirati primjere formi u manjem broju varijabli, na primjer u » varijabli stupnja n.
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2.2 Forme na podalgebrama matrica

Neka je £ podalgebra M,(R) dimenzije 0 < h < n?, dim £ = h, &ija je baza {A}, ..., A}
Svaka matrica podalgebre £ moZe se zapisati kao jedinstvena linearna kombinacija eleme-
nata baze. Stoga postoji bijektivno preslikavanje A : R" — £ koje pridruZuje

Rha(xl,...,xh)r—>A(x1,...,xh):x1A1+~--+thh€.£.

1z tog razloga elemente podalgebre £ oznacavat ¢emo kao A(xy, ..., xp).
Kako je podalgebra L zatvorena na operaciju mnoZenja matrica, umnoZzak neke dvije
matrice A(xy, ..., X3),A(y1, ..., yp) € L moZe se zapisati kao A(zy, ..., z;) € L. Zaista,

h h
A, s ) AQT - ) = AL+ ADGIAL+ ) = Y Xy AA;
j=1

i=1

Kakoje A/A; € L, toje
AiAj = @A+ -+ angjAn,

zaneke ayj, ..., a;;j € R. Stoga je
hooh hooh
A(xy, ooy X)) AL, - v Y1) = (Z Z a’l,ijxiyj]Al +-0t (Z Za'h,ijxiyj]Ah,
i=1 j=1 i=1 j=1
=21 =Zh
avrijednosti varijabli z;,i = 1, ..., h subilinearne forme u varijablama x, ..., x5, y1, ..., Vs

Zbog prethodnog i Binet-Cauchyjevog teorema 1.3.1 slijedi:
detA(xy, ..., xp)detA(yy, ..., yp) = detA(zy, ..., zn),
a to znaci da forma
fiRY SR, flxi, ..., xp) =detA(xy, ..., xp)
dopusta kompoziciju. Stoga smo pokazali sljedeci teorem.

Teorem 2.2.1. Neka je{A,, ..., Ay} C M,(R) linearno nezavisan skupi L = [{Ay, ..., Ay}l
podalgebra od M,(R). Tada je preslikavanje

fiRN SR, flxy, ..., xp) =det(xAy + - + x,4A5)

forma koja dopusta kompoziciju.
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Napomena 2.2.2. Tvrdnja teorema 2.2.1 vrijedi i bez pretpostavke da je {Ay, ..., Ay} li-
nearno nezavisan skup. Ako je {Ay, ..., A,} linearno zavisan skup, tada prikaz varijabli z;
u (2.2) nece biti jedinstven.

U nastavku ¢e nas zanimati cjelobrojne forme, tj. forme sa cjelobrojnim koeficijentima
[+ Z" — Z koje dopustaju kompoziju, odnosno za koje vrijedi (2.1) i (2.2), pri ¢emu su
svi koeficijenti 4; € Z.

Teorem 2.2.3. Neka je {Ai, ..., Ay} C M,(Z) takav da je AjA; € [{Ay, ..., Au}] za sve
i,je{l, ..., h}. Tada je preslikavanje

fiZ" > Z, f(xi, ..., xp) =det(x;A; + - - - + x,A,)
cjelobrojna forma koja dopusta kompoziciju.
Dokaz. Tvrdnja vrijedi iz Cinjenice da je skup
LTZ)={xjA1+--+x,A,:x;€Z,i=1, ..., h},

zatvoren na zbrajanje, mnoZenje cjelobrojnim skalarom i mnoZenje matrica. O

2.3 Primjeri formi stupnja 2i3

Koriste¢i teoreme 2.2.1 i 2.2.3 konstruirat ¢emo neke cjelobrojne forme koje dopustaju
kompoziciju.

Propozicija 2.3.1. Neka sum,n € R te

Alz[(l) (1)], AZ:[O 1]. (2.3)

-n m

Tada je L = [{A1, Ay}] komutativna algebra s jedinicom nad R.
Ako sum,n € Z, L(Z) je komutativna algebra s jedinicom nad prstenom Z.

Dokaz. Pokazujemo da je L podalgebra od M,(R). Za to je prema lemi 1.2.3 dovoljno
ustanoviti da je A;A; € Lzai, je 1,2. OCito je A%,AlAz =AA =A,e L a

» | —n m [_ |10 o 1]__
Az_[—mn mz—n]_ n[o 1]+m[_n ml = nA; + mA, € L.

Lako se vidi da je mnoZenje u £ komutativno. Nadalje, £ posjeduje neutralni element
mnoZenja (jedini¢nu matricu) pa je £ komutativna algebra s jedinicom.

Skup L(Z) zatvoren je na operacije zbrajanja, mnoZenje cijelim brojevima i mnoZenje
matrica (jer je A3 cjelobrojna linearna kombinacija matrica A, i A,) pa je i £(Z) komuta-
tivna algebra s jedinicom nad Z. m|
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Propozicija 2.3.2. Neka su m,n € R. Preslikavanje f : R> — R
f(x1,x) = x% + mx;x, + nx% (2.4)

je bilinearna kvadratna forma koja dopusta kompoziciju, to jest koja za sve x;,y; € R,i =
1,2, zadovoljava identitet
FG,x)f (. y2) = f(z21,22), (2.5)
gdje su
21 = X1Y1 — nXpyz, 22 = X1Y2 + X2y + mMxpys. (2.6)

Za m,n € Z formulom (2.4) je dobro definirana i cjelobrojna forma koja dopusta kom-
poziciju  : 7> — Z.

Dokaz. Uz oznake iz propozicije 2.3.1, vrijedi

X1 X2

det(x1A1 + X2A2) = det |:—I’l)Q X1 +mxy

= X7 + mx| Xy + nx;.

Sada tvrdnja slijedi prema propoziciji 2.3.1 1 teoremima 2.2.1 1 2.2.3.
PokaZimo jo$ kako dobiti formule (2.6):

(X141 + X242)(0141 +)242) = 1A + 22A,,

XIV1AT + X1)2A147 + )1 A2A1 + X)2A5 = x1y1A| + X1)2A0 + X291 Ay + Xoya(—nA| + mAy)

= (X1y1 — nx2y2)A1 + (X1y2 + X2y1 + mx2y2)A,.
N—— ————

21 22

O

MoZemo uociti da je forma iz primjera 2.1.3 specijalan slucaj forme iz prethodne pro-
pozicijezam =0in = —d.

Primjer 2.3.3. Neka su

1 0
w9 e

01 I 1
1 O:|7A3_A1+A2_|:1 1],

te forma f(xy, x3, x3) = det(x1A| + x2A; + x34A3). Odredite 71, 25, 23 kao bilinearne forme u
varijablama x;,y; tako da vrijedi identititet f(xy, X2, x3)f(V1,¥2,V3) = f (21,22, 23).
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Rjesenje. Vrijedi da je
(X141 + A2 + 1343)(V1A1 + Y242 + y343) = 21A1 + 2242 + 2343,
odnosno
((x1 + x3)A1 + (02 + x13)A2)((V1 + y3)A1 + (2 + ¥3)A2) = (21 + 23)A1 + (22 + 23)As.
Kako je A1A; = AA; = Asi A% = A lijeva strana u prethodnom izrazu jednaka je
((x1 + x3)(1 +y3) + (2 + 13)(v2 + ¥3))A; + (X1 + x3)(2 + y3) + (2 + X3)(V1 + y3))Az.
Buducdi da je skup {A;, A,} linearno nezavisan slijedi

(x1 +x3)(1 +y3) + (X2 + x3) (2 +y3) = 21 + 23,
(x1 +x3)(y2 +y3) + (X2 + x3)(01 +y3) = 22 + 23.

Ocito prikaz varijabli kao bilinearnih formi u varijablama x;, y; nije jedinstven, a to je u
skladu s napomenom 2.2.2. (MoZemo varirati izbor forme z3). Na primjer, vrijedi

271 = xX1y1 + X2,
X2¥1 + X1Y2,

X3y1 + X3y2 + X1y3 + Xoy3 + 2x3y3.

¥é)

<3

Propozicija 2.3.4. Nekasu 1, R, i=1,...,5te

1 00
A1 :I3 =(0 1 0 P
0 0 1
0 1 0
Ay = |- — - +As5) A4 A3,
—A3(Ap — Ag) A A3
0 0 1
Az = —A3(A2 — Ag) A A3f.
M+ = Dods + LAy Ay s

Tada je L = [{Ay, A, A3}] komutativna podalgebra s jedinicom algebre M3(R).
Ako su A; € Z, 1 = 1, ..., 5, L(Z) je komutativna podalgebra s jedinicom algebre
M;5(Z).



POGLAVLIJE 2. FORME KOJE DOPUSTAJU KOMPOZICIJU 18

Dokaz. Pokazujemo da je L podalgebra od M;(R). Za to je prema lemi 1.2.3 dovoljno
ustanoviti daje A,'Aj e Lza i,j€ 1,2,3. Oéitoje AlAy = AA = A, e L1AA; = A3A, =
A3 (S L, a

A% = A3(—A1 + A + A3 — A5)5 + L1A; + A3A5 € L, (27)
A3A2 = A2A3 = (—/lz/l3 + /13/14)13 + /lez + /13A3 S .L, (28)
A = (13 — LA + Ay — 1aAs)s + L4Ar + AsA3 € L (2.9)

Nadalje, mnoZenje u £ je komutativno i £ posjeduje neutralni element mnoZenja.
UsluCaju 1, €Z,i=1, ..., 5,1z (2.7) vidimo da se svi umnosci A;A; mogu prikazati
kao cjelobrojne linearne kombinacije matrica A, A,, A3 pa je £(Z) komutativna podalgebra
s jedinicom algebre M3(Z). O

Propozicija 2.3.5. Neka su A; € R,i =1, ..., 5. Preslikavanje f : R* - R

f(x1, x2, x3) = xf + (A4 + /13)x%x2 + (A + /ls)x%x3
+ A3(2) = 225 — A3 + As)x1 x5 + (A1 ds + 2445 — 3434)x x2%3
+ (g — A5+ 245 — 203415 + B3(A; — 225 — A3 + Ay + As)xs
— BQRUA = [ A5 =245 — LA3 + 345 — B3y + B3ds — B3)x6x3
+ (B — L5+ L5 = 330 + A3 + A3,
+ 2544 = 230425) X205 + (L Ay — A3 + BAs — 2,344 + 1340)%, (2.10)

je ternarna kubicna forma koja dopusta kompoziciju, odnosno koja za sve x;,y; € R,i =
1,2, 3, zadovoljava identitet

fx1, %2, x3) (1,2, ¥3) = f(z1, 22, 23),
gdje su

z1 = x1y1 — (A — A& — A3 + As)x2y2 — A3(Ar — Ag)xay3

= A3( = A)x3ys + (s + 4 = dads + L)Xy,
22 = X1y2 + 0y + 41x0yr + Lxoys + Axsyr + Aaxsys,
73 = X153 + A3xoyo + A3xoys + x3y1 + A3x3y + Asx3ys.

Za A; € Z,i = 1,...,5 Formulom (2.10) je dobro definirana i cjelobrojna forma koja
dopusta kompoziciju f : Z° — Z.

Dokaz. Uz oznake iz propozicije 2.3.4 vrijedi
det(x1A; + x2Az + X3A3) = f(x1, X2, X3).

Sada tvrdnja slijedi prema propoziciji 2.3.1 i teoremima 2.2.1 1 2.2.3. O



POGLAVLIJE 2. FORME KOJE DOPUSTAJU KOMPOZICIJU 19

2.4 Kroneckerov produkt

Definicija 2.4.1. Neka su A = [a;;] i B = [b;;] matrice tipa (m,n) i (p,q), respektivno.
Kroneckerov produkt matrica A i B je blok matrica C = [c;j] tipa (mp, nq) koja je dana

sljedecim oblikom:
anB -+ a,B
C=| : : : (2.11)

anB --- a,,B

Pisemo C = A®B. Na ovaj nacin smo definirali operaciju Kroneckerovog produkta matrica

®: My, (F)x M, ,(F) — My, (F).

Primjer 2.4.2. Zadane su matrice A = ! 2] ,B = [O 5}. Tada je

0 4 6 7

1 2] [o5
A®B‘[o 4]®[6 7]‘

[
—

N O

~N W
[E——

[\
—

N O

~N L g D

N &N O
EE S \S I \V]
N N O

05
6 7
00 0 20
00

LS SN\ I \V]

1-
1-
0-
0- 4-

Propozicija 2.4.3. Neka su A € M,,, (F),B € M, (F),C € M, (F) te « € F. Vrijedi:
1. (?tA)®@ B=A® (aB) =a(A®B)
2. (A®B) =A'"® B
3. (A®B)=A"QB*
4. (A®B)C=AQ(B®C()
5 A+B)C=AC+B®C
6. A®(B+C)=A®B+A®C.

Dokaz. Sva svojstva dokazuju se direktnim raspisivanjem.
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1.
aapnB - aay,B an(aB) --- ap(aB)
@hHeB=| : . i |=| : . i |=Ae@B
a'amlB a'amnB aml(a'B) amn(aB)
CU(IUB a/alnB a“B alnB
(@A)®@B=| : c o=l ¢ 0 | =a(A®B)
aamlB T a'amnB amlB T amnB
2.
- 1t
ayby - allblq capby - alnblq
. : :
ayB --- ay,B allbpl al]bpq alnbp] Cllnbpq
A®B)' =| @ . | =| P Pl =
amlB amnB amlbll amlblq amnbll amnblq
gamlbpl amlbpq amnbpl amnbpq_
LTS allbpl o Qb - am]bpl—
allblq allbpq amlblq amlbpq allBt amlBt
= oo o=y . 1 |=A®B
alnbll alnbpl amnbll amnbpl alnBt amnBt
,alnblq alnbpq amnblq amnbpq_
3. analogno kao 2.
4.
(ayby - allblq capby - alnb1q<
anB --- a;,B Clllbpl allbpq alnbpl alnbpq
A®B)C=| : .  |®8C=| : :
amlB amnB amlbll amlblq amnbll amnblq
,amlbpl amlbpq amnbpl amnbqu
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[abyC -+ anb,C -+ apbnC o -+ abC
allbplC allbqu alnbl,lC alnbqu
amlbllc amlblqc amnbllc amnblqc
,amlbplc amlbpqc amnbplc amnbpqc_
(b C -+ by,C] (b C -+ by, C]
an| o e o Ai|or Tl
»bplC bqu_ »bplC bqu_ all(B®C) Clln(B®C)
>b11C bqu— >b11C bqu— (lml(B®C) amn(B®C)
aml Tt A t.
[b,)C -+ b,,Cl| b, C -+ b,,Cl]
=A®(B®C)
5.
(@i +b1)C -+ (a1, +by)C
(A+B)®C = : - : -
(am1+bp1)c (amn+bpq)c
(IUC amlC b11C bqu
=l . s s [=A0)+(BRO)
a;,C - au,,C b, C --- b,,C
6.
Abyi +c1) -0 Alby, +cry)
A®(B+C) = : - : -
A(bm1+cpl) A(bmn+cpq)
Ab]] te Abml AC]] te Aclq
=l |+ i |=Ae0+Be0)
Aby, --- Ab,, Acpi -0 Acyy

O
Propozicija 2.4.4. Neka su A € M,,,(F),B € M,,(F),C € M, (F) i D € M, (F). Tada
vrijedi:
(A®B)(C®D)=AC®BD.
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Dokaz. Nekaje A = [ay], C = [chj]. Tada je A ® B = [a;,B], C ® D = [cy,D] i vrijedi

n

[(A® BYC®D)l; = > anB cyD =
h=1

n

Z ainChpj

h=1

Dakle vrijedi (A ® B)(C ® D) = AC ® BD. O

Propozicija 2.4.5. A® B = 0 ako i samo ako je A =0ili B=0.

Dokaz. Slijedi direktno iz definicije 2.4.1. |
Propozicija 2.4.6. Neka je {B;, ..., B} linearno nezavisan skup matricai Ay @ By +--- +
A ®Br, =0, tadaje Ay =---=A, =0.

Dokaz. Pretpostavimo da je A, = [ag?] tipa (m,n)1 B, = [bg?] tipa (p, qg). Tada je prema
(2.11)

© ® aybyj - a(lfl)b(liq)
alle e aln Bg : .
Ar® By = . S N R T
© © @by dibpg
amlB[ e amnBé’ .

Promatramo li prvi blok matrice dobivene sumom Kroneckerovih produkata A; ® B +- - - +
A; ® B, = 0 dobivamo

k

Op _ @D @) ©p _
ZallB[_allB] +anBz+--~+aUBk—0.
=1

Buduci da je {Bj, ..., By} linearno nezavisan skup slijedi
@ _ 2 _ _ k) _

ay; =ajy = =a; =0.

Analogno vrijedi za svaki blok na mjestu (i, j), i € {1, ..., m}, je {1, ..., n},paje
ag? =0, zasvei=1,....m, j=1,...,n, {=1,...,k,
odnosno
Aj=---=A,=0.
O

Korolar 2.4.7. Neka su{A,A,, ..., Ay} i{By, By, ..., B} linearno nezavisni skupovi ma-

trica u M,,,(F) i M,,(F), respektivno. Tada je skup {A;® B; : i=1,...,h,j=1,..., k}
linearno nezavisni u M, p, ,q(F).
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Dokaz. Neka je

Kako je {Bi, By, ..., By} linearno nezavisan skup i
hook k [ h h h
Z aiin ® Bj = Z (Z CYZ'J'AZ') ® Bj = (Z aﬂAiJ X Bl +---+ [Z Q’,’kA,'J ® Bk,
i=1 j=1 j=1 \i=1 i=1 i=1

prema propoziciji 2.4.6 slijedi da je

ianAi = O,Zh:a,gA,- =0,..., iaikAi =0.
i=1 =1 i=1

Nadalje, iz prethodnih jednakosti i Cinjenice da je i skup {A,A,, ..., A} linearno nezavi-
sanslijedidaje a;j =0zasvei=1,...,h, j=1,..., k. O

2.5 Primjeri formi viseg stupnja

Koriste¢i Kroneckerov produkt konstruirat cemo komutativne algebre s jedinicom matrica
tipa (m, n) kombinirajuc¢i komutativne podalgebre od M, (R) 1 M,,(R) koje smo opisali u
odjeljku 2.3.

Teorem 2.5.1. Neka su {A; =1,,As, ..., Ay} i {B; =1,,B,, ..., By} linearno nezavisni
skupovi matrica iz M,,(R) i M,,(R) respektivno, takvi da su

Ln = [{Al = In9A2a cees Ah}] s
Lm = [{Bl = Ima Bla R Bk}]

komutativne podalgebre od M,(R) i M,,(R), respektivno. Tada je
L=|{B®Asi=1, .. kj=1 .. 4
komutativna podalgebra s jedinicom od M,,,(R).

Dokaz. Pokazujemo da je L podalgebra od M,,,(R). Za to je prema lemi 1.2.3 dovoljno
ustanoviti da je skup S = {B,- ®A;i=1,...,kj=1,..., h} linearno nezavisan i da je
(B, ®A;)B;,®A;) € Lzai, i €{1,2,...,h}, ji,joe{1,2,..., k}.

Prema Korolaru 2.4.7 slijedi da skup S linearno nezavisan skup. Kako & ima k - h
elemenata, vektorski potprostor £ je dimenzije kh.
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Buduc¢i da su £, i £, komutativne podalgebre od M,(R) i M,,(R), vrijedi:
Alejz = AjzAh €L,
B, B;, = B;,B; € L,
zaiy, i €{1,2, ..., h}, j1, j» €{1,2, ..., k}. Stoga te umnoske moZemo zapisati kao

h
AjAj, = Z siAjsSj € R,

J=1

k
Bi|Bi2 = Z riB;, r; € R.
i=1
Zbog leme 2.4.4 vrijedi:

k h
(B, ®A;)(B, ®A},) = (B By) ® (A;,A},) = [Z r,-B,-) ® (Z s,-A,-) .
i=1 =1
Zbog prvog, petog i Sestog svojstva iz propozicije 2.4.3 vrijedi sljedece:

h

k
(B ®A;)(B;, ®Aj) = > > risi(Bi®Aj € L
i=1 j=1
Kako vrijedi A;A;, = Aj,Aj, 1 B; B;, = B, B;,, uz lemu 2.4.4 lako slijedi
(B, ®A;)B;,®A;,)=(B,®A;,)(B;, ®Aj).
Neutralni element za mnoZenje se nalazi u skupu L. Naime By ® A, =1, ® I,, = I,,. O

Korolar 2.5.2. Neka je {A| = 1,,A,, ..., Ay} skup linearno nezavisnih matrica iz M,(Z)
takav da je [{A1, Ay, ..., Ap}] komutativna podalgebra s jedinicom od M,(R) i neka je

A(xy, ..., Xp) A(Xpe1s - o5 X2p)

C .xl' = 5
() —qA(Xpe1s ooy Xon) A(xy, oo, Xp) + PA(Xpsts <. oy Xop)

gdje je A(xy, ..., xp) = Z’}Z] xjAjtep,q €.
Preslikavanje f : R* — R

f(xl, N th) = det(C(xl, ey th))

je forma koja dopusta kompoziciju stupnja 2n u 2h-varijabli.
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Dokaz. Neka sumatrice By = I, B, = [_Oq 11) . Premalemi 2.3.1 [{B;, B,}] je komutativna
podalgebra od M,(R). Sada prema teoremu 2.5.1 slijedi 1 da je
L=|{Bi®A;i=1,2,j=1,....h

komutativna podalgebra od M,,(R). Matricu C(x, ..., xp,) € £ moZemo zapisati kao:

h h
C(X],XQ, e )Czh) = ZXjB] ®Aj + th+sz ®Aj

1 1
h h
=B ®ijAj+B2®th+jAj
=1 =1
=B ®A(xy, ..., xp) + By ® A(Xps1, - -5 Xop),

¢ime dobivamo zapis matrice C koji je jednak onom iz pretpostavke. Sada prema teoremu
2.2.1 slijedi tvrdnja. O

Propozicija 2.5.3. Neka su m,n, p,q € Z te

(0 1 0 0

-n-m 0 O

|0 0 —n m
0 0 1 0 (0 0 0 1
0O 0 01 0 0 -n m
“=l— 0 pof “=lo 4 o »
0 -g 0 p lgn —gm —pn  pm

Tada je L = [{Cy, C,, C3, C4}] komutativna podalgebra s jedinicom algebre M4 (R).
Nadalje preslikavanje f : R? — R

S (x1,x2, x3, x4) = det (x1Cy + x2Cs + x3C3 + x4Cy)

je kvartarna kvarticna forma koja dopusta kompoziciju, odnosno koja za sve x;,y; € R,i =
1,2, 3,4, zadovoljava identitet

f(x] s X2, X3, X4)f()’1 » V2, Y3, y4) = f(Zl » %2523 Z4),
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gdje su

21 = X1Y1 — NX2Y2 — gX3y3 + qnxays,
22 = X1Y2 T X1 + MX2Yy — gX3Y4 — GX4Y3 — MGX4Y4,
73 = X1Y3 — NXoY4 + X3Y1 + PX3Y3 — NX4Y2 — BPX4Ya,

24 = X1y4 + X2(y3 + myq) + x3(v2 + pya) + x4(y1 + mys + pys + mpya).
Dokaz. Neka su matrice A;, A, definirane kao u propoziciji 2.3.1, a matrice B;, B, na ana-

logan nacin
0 1
By =0L,B, = .
1 =15, b7 [—q p]

Prema propoziciji 2.3.1 linearne ljuske [{A;, A,}] 1 [{B;, B»}] su komutativne podalgebre od
M,(R). Nadalje primijetimo da je

C]:B1®A1, C2:B1®A2, C3:BQ®A1, C4:Bz®A2.

Sada prema teoremu 2.5.1 slijedi da je £ komutativna podalgebra s jedinicom od M4(R). A
prema teoremu 2.2.1 slijedi da je f kvartartna kvarticna forma koja dopusta kompoziciju.
Vrijednosti z; dobivamo direktnim racunanjem. O

Propozicija 2.5.4. Neka su matrice A, A,, A; definirane kao u teoremu 2.3.4, neka je ma-
trica A(xy, X2, X3) = X141 + X245 + x3A5 1

C(x Xe) = A(x1, X2, X3) A(X4, X5 X6)
s —gA(x4, x5, %5) A(x1, X2, x3) + pA(xa, X5, X6) |

Preslikavanje f : R® — R
f(-xla-XZa e X6) = det(c(xla-XZ’ ceey X6))
Jje Sestorna seksticna forma koja dopusta kompoziciju.

Dokaz. Prema teoremu 2.3.4 slijedi da je [{A;, A,, A3}] komutativna podalgebra s jedini-
com od M3(R). Sada prema korolaru 2.5.2 odmah slijedi tvrdnja. O
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Forme i neke diofantske jednadzbe

3.1 Grupa rjeSenja

Neka je {A| = I,,A,, ..., A,} skup linearno nezavisnih matrica reda n s cjelobrojnim ele-
mentima takvih da je

L(Z) ={A(x1,x2, ..., X)) = X1A1 + X2A2 + ...+ XA, X1, ..., X, € Z}
komutativna algebra s jedinicom nad Z, odnosno podalgebra od M,,(Z). Tada je funkcija
Fx,x0, o0 x) = det(A(xy, xa, ..oy X))

forma koja dopuSta kompoziciju stupnja n u varijablama x;,i = 1, ..., n. Takoder neka
prvi redci matrica Ay = I, A,, ..., A, Cine kanonsku bazu vektorskog prostora R", to jest

10 --- 0 01 --- 0 |
Av=1,=|. . , Ay = : s An=L -

Tada je ocito

R x"] 3.1

A(x1, X2, oo vy Xy) = [ .
Oznacimo sa S skup svih rjeSenja diofantske jednadzbe

S, xo, o0, x,) =1,

odnosno
S ={(x1, X2, ..., %) €Z" : f(x1, %2, ..., x,) = 1}.

27
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Na skupu S definiramo sljedecu operaciju:

(X1, X2, ey %) % (V15 Y25« os Vi) = (215225 -+ 15 Zn),s (3.2)
gdje su z1, 22, ..., Z, odredene relacijom
A1, X2, ooy X))~ AL Y2, -5 V) = AR, 22, -5 ), (3.3)
zasve (X1, X2, ..., X,) 1 (V1,¥2, ..., yu) iz skupa S.
Teorem 3.1.1. Skup S je Abelova grupa s obzirom na operaciju .

Dokaz. Najprije ustanovimo da je n-torka (xi, ..., x,)*(yy, ..., ) = (21, ..., 2,) element

skupa S zasve (x1, ..., X,), V1, ..., yu) € S. Buduéidaje skup L(Z) = {A(x1, X2, ..., X,) :
X1, X2, ..., X, € Z} zatvoren na operaciju mnozenja, slijedi da je A(zy,22, ..., 2,) € L(2).

Uz to, kako f dopusta kompoziciju, vrijedi

f(Zl’ZZ, ey Zn) :f(xl’-XZ’ ey -xn)'f(ylay27 ey Yn) = 1a

pa je stoga (21,22, - .., 2») € S. Dakle, operacija definirana s (3.2) je binarna operacija na
skupu S, tojest* : § XS — §.

Uocimo da je za odredivanje vrijednosti od z;, i = 1, ..., n, iz (3.3) dovoljno je
izraCunati samo prvi redak umnoSka matrica A(xy, X2, ..., X,) - A(V1, V2, -+« s Yu)-

Bududi da je operacija mnoZenja matrica asocijativna i komutativna u £(2) tako je i
operacija definirana nad skupom S takoder asocijativna i komutativna.

Element (1,0, ..., 0) € S je neutralni element operacije = buducidaje A(1,0, ..., 0) =
I, neutralni element mnoZenja matrica.

Ostalo je joS samo za pokazati da svaki element skupa S ima inverz u skupu S. Buduci
da je det(A(xy, x2, ..., X)) = f(x1, %2, ..., X,) = 1 za svaki element (x;, x5, ..., x,) € S,
matrica A(xy, x, ..., X,) je invertibilna, odnosno njezin inverz postoji. Kao posljedica
Cayley-Hamiltonova teorema inverz matrice A(xy, X, ..., x,) moguce je zapisati kao li-
nearnu kombinaciju matrica iz £ §to povladi (A(x;, xa, ..., x,))”' € £. Elementi matrice
A(x1, ..., x,)"! su cijeli brojevi jer je

1 -

Ay, ..., x) = A=A,
(x ) et AG )

gdje je A adjunkta matrice A(x,, ..., x,) Ciji su svi elementi po definiciji cjelobrojni.
Stoga zbog (3.1) zaklju¢ujemo da je A(xi, ..., x,)"' € L(Z), to jest A(xy, ..., x,)"} =
A(y1, ..., yu) zaneke yy, ..., y, € Z. Konacno, (yi, ..., y,) € S jer je

det A1, ..., ya) = det (ACxy, ..., %)) = 1.

Dakle, (S, *) je Abelova grupa. m|
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3.2 Primjeri

Primjer 3.2.1. Zadane su matrice

10 0 1
Alz[o 1:|:IZ’ AZZ[d O:|9

gdje je d prirodni broj koji nije potpuni kvadrat. Tada je prema propoziciji 2.3.1
S(x1, x2) = det(x1A1 + x243)

forma koja dopusta kompoziciju. Jednadzba f(xi,x;) = 1 upravo predstavlja Pellovu
JjednadZbu
X —dx; = 1.

Skup svih cjelobrojnih rjesenja te jednadzbe cini Abelovu grupu (teorem 3.1.1). Pellova
jednadZba je uvijek rjesiva u skupu prirodnih brojeva (prema teoremu 10.10 iz [2]). Pret-
postavimo da je (u,v) najmanje rjesenje dane Pellove jednadZbe u prirodnim brojevima,
tzv. fundamentalno rjesenje. Stoga ce i

(u, v) * (u,v) = (x1, X2) (3.4)
takoder biti rjeSenje Pellove jednadZbe. Raspisivanjem relacije (3.4) dobivamo
(I/llz + VAz)(l/tlz + VAz) = x112 + X2A2,

odnosno

0 1 d 0 0 d
= (W +dVL + 2uvA,.

Wh+ 2uvAy + A = ”2[1 | +2MV[O 1]+v2[d O]

Stoga je (x1, x;) = (u? +dv?, 2uv). Opéenito, rjesenja Pellove jednadzbe mogu se generirati

formulom
(n)

DL+ Ay, > 1,

(ul, + vAy))" = x

sto se upravo poklapa s poznatom formulom za sva rjeSenja Pellove jednadZbe u skupu
prirodnih brojeva

x(ln) + x(zn) Vd = (u +vVd)".

Napominjemo da ovim postupkom nismo opravdali da su gornjim formulama dana sva
rjeSenja Pellove jednadzbe u skupu prirodnih brojeva. Dokaz te tvrdnje moZe se pronaci u
[2], teorem 10.11.
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Primjer 3.2.2. Zadane su matrice

1 00 010 0 01
A1:I3:0 1 0,A2:0 1 1,A3:1 1
0 0 1 1 0 1 010

Prema propozicijama 2.3.4 i 2.3.5 za (41,43, A3, A4, A5) = (1,0,1,1,0) slijedi da cjelo-
brojna forma

S(x1, %2, x3) = det(x141 + X245 + x3A3)

= x? + 2x%x2 + xlx% + x; —3x1X0X3 — x%;@ - xlxg + xg

dopusta kompoziciju

S, x2, x3) f (1, y2, v3) = f(21, 22, 23),

gdje (z1, 22, 23) odredujemo iz
(X141 + A2 + X343)(V1A1 + Y242 + ¥343) = 21A1 + 2242 + 2345,
Dovoljno je izracunati samo prvi redak matrice s lijeve strane i dobivamo

21 = X1Y1 t X3y2 + X2y3,
22 = Xoy1 + (X1 + X2)y2 + X33,
23 = x3y1 + (X2 + x3)y2 + (X1 + x2)y3.

Uocimo da je (0,0, 1) jedno rjesenje jednadZbe f(xi,x,,x3) = 1, a jos beskonacno njih
moZemo dobiti iz prethodnih relacija. Za neko rjesenje (xy, x5, x3) i (y1,y2,y3) = (0,0, 1)
dobivamo da je i

(21,22, 23) = (X2, X3, X1 + X2)

rjesenje, tj. f(xa, x3, X1 + X) = 1. Uz oznake kao u odjeljku 3.1 je
(21,22,23) = (0,0, 1) * (xq, x2, X3).
Nadalje, formula

o, x84y = (0,0,1)" = (0,0,1) -+ % (0,0,1), n €N

n puta

daje niz rjesenja: (0,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1, 1,1), (1,1,2), (1,2,2), (2,2,3), (2,3,4),
(3,4,95), ...
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Napomena 3.2.3. Ispis racuna prethodnog primjera u programskom paketu Wolfram Mathe-
matica (Online),https://www.wol framcloud. com/obj/wpl/GetStarted.nb? funnel=
WPLGetStarted#sidebar=explorations

Al = IdentityMatrix[3]; A2 = ({0, 1, @}, (@, 1, 1}, {1, @, 1}}; A3 = ([0, @, 1}, (1, @, 1}, {0, 1, B}};
Det [x1#A1 + x2 #AZ + x3 #A3]

x1* 4+ 2 x1% %2 + x1 %27 + x2* - 3%x1 %2 x3 - x2° x3 - x1 x3" + x3°

MatrixForm[Simplify[(x1+A1 4+ x2+A2 4 x3+A3).(v1+A1+y2+A2+y3+A3)]]

x1yl+x3y24+x2y3 x1y2+x2 (yl+y2) +x3y3 ®3 (y1+y2) +x1y3+x2 (y2 +y3)
X3 (yl+y2) +x1y3 +x2 (y2+y3) x3y2+ (X1 +%x2) (¥l y2) + (x2+x3)¥3 (x2+x3) (yl+y2) +x3y3 + (x1 +%x2) (y2 +¥y3
x1y2 +x2 (yl+y2) + x3y3 X3 (y1+y2) + x1y3 +x2 (y2+y3) x1+x2) (yl+y2) +x2y3+x3 (y2+y3)

{21, 22, 23} = (x1#AL1 + x2#A2 + x3+A3). (Y1« A1 + y2 «A2 + y3#A3) [[1]]

X1yl +x2y2 +x3y3, x3yl+ (x1 +x2) y2 + (X2 +x3) y3, x2y1 + x3y2 + (X1 + x2) y3

{x1, x2, x3} = {8, 0, 1}; Det [x1+A1 + x2 +A2 + x3 «A3]
|

- {y1, y2, ¥3} = {0, @, 1};
Clear[x1, x2, x3];
{21, 22, 23} = (x1«A1 + x2+A2 4+ x3+A3). (yl+«Al+y2+A2+y3+A3)[[1]]

%3, x2 +x3, x1 +x2

A = IdentityMatrix[3];

For[n=1,n <10, n++, A= A.A3; Print[A[[1]]]]
e, 0,1

e,1,80

1, 8,1

1
1; 151
1, 1,2
1), 6,2
2, 23
2,3, 4

3,4,5
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Ajai Choudhry

Slika 4.1: Ajai Choudhry

Ajai Choudhry, roden je 1953. godine u Uttar Pradeshu, drZavi u sjevernoj Indiji. Za
njega se oduvijek znalo da je vrlo talentiran za matematiku, no nakon §to je s 23 godine
zavrsio fakultet s odlicnim uspjehom, potpuno se posvetio diplomatskoj sluzbi. Iduéih 11
godina radio je u indijskom Ministarstvu vanjskih poslova. Nakon §to je neko vrijeme radio
u Delhiju, Choudhryija su preselili u Kuala Lumpur, VarSavu, Singapur, Libanon 1 Brune;.

Cijelo vrijeme bavio se diplomatskim poslovima sve dok u jednoj od ambasada u
VarSavi nije naiSao na poljskog teoretiCara brojeva Andrzeja Schnizela. Njegova strast
za matematikom se vratila te je slobodno vrijeme, tijekom svojih diplomatskih sluzbi, po-
svetio diofantskim jednadZbama.

Objavio je sveukupno 67 radova u znanstvenim Casopisima. Dodijeljena mu je nagrada
za dokaz teorema o sedmoj potenciji cijelih brojeva. PronaSao je parametarsko rjeSenje za

32
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diofantsku jednadzbu

Potom pokazao i da je moguce pronadi pozitivna rjeSenja jednadzbe

m

i=1

i=1

zam>4in>S5.

Godine 2004. dokazao je da diofantska jednadzba a* + b* + c* = d* + & + f* ima
beskona¢no mnogo rjeSenja za k = 2, 3,4 istovremeno.

No osim diplomacije i matematike, Choudhry se bavio i Sahom. Postigao je titulu
internacionalnog majstora Saha, $to je druga najteza titula koju je moguce postiéi. Godine
1998. bio je jedan od 30 igraca u simultanki protiv tadasSnjeg svjetskog prvaka Anatolija
Karpova. Igra je zavrSila nerijeSeno jer je Choudhry morao oti¢i obaviti hitan diplomatski
slucaj.

Choudhry zna govoriti na pet razli€itih jezika: hindi, engleski, malajski, indonezijski 1
njemacki.
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Sazetak

KaZzemo da forma g : R" — R dopusta kompoziciju ako vrijedi g(x)g(y) = g(x *y)
za sve x,y € R” pri Cemu je s x * y oznaCen neki bilinearan produkt R” x R”. Pri-
mjer jednostavne cjelobrojne linearne forme koja dopusta kompoziciju je preslikavanje
f(x,y) = x> —dy*, x,y € Z. Forma f dopusta kompoziciju jer vrijedi dobro poznati
identitet
(6 = dyD(x; = dy3) = (qixz = dy1y2)* = d(xay2 = 1),

koji se koristi za generiranje rjeSenja Pellove jednadzbe x7—dy; = 1, gdje d € N nije potpun
kvadrat. U ovom radu opisujemo tehniku kojom se mogu konstruirati primjeri formi koje
dopustaju kompoziciju, a koja za to koristi algebru matrica.



Summary

We say that a form g : R" — R admits composition if g(x)g(y) = g(x = y) for all x,y € R”,
where x * y is a bilinear product R” X R". An example of a simple integer form admitting
composition is a function f(x,y) = x* — dy?, x,y € Z. The form f admits composition
because of the well known identity

(xf - dyf)(xﬁ - dy%) = (x1x — dyl)’2)2 —d(x1y2 - X2Y1)2,

which is used to generate solutions to Pell’s equation x7 — dy? = 1, where d € N is not

a perfect square. In this paper we describe a technique, which uses matrix algebras, by
which one can construct examples of forms admitting composition.
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u OS Horvati u Zagrebu. Srednju §kolu sam zavr§io u XV. gimnaziji u Zagrebu. Godine
2015. upisao sam Fakultet elektrotehnike i raCunarstva u Zagrebu, no nakon godinu i pol
studiranja shvatio sam da nisam zadovoljan sa svojim studijem. Stoga sam odlucio 2017.
godine upisati Integrirani preddiplomski i diplomski sveucili$ni studij matematika 1 fizika;
nastavnicki smjer na Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu u Zagrebu.



	Sadržaj
	Uvod
	Algebra matrica
	Definicija matrice. Operacije s matricama
	Vektorski prostor matrica. Algebra matrica
	Binet-Cauchyjev teorem

	Forme koje dopuštaju kompoziciju
	Definicija
	Forme na podalgebrama matrica
	Primjeri formi stupnja 2 i 3
	Kroneckerov produkt
	Primjeri formi višeg stupnja

	Forme i neke diofantske jednadžbe
	Grupa rješenja
	Primjeri

	Ajai Choudhry
	Bibliografija

