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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se zanimljivim svojstvima skupova pravaca koji raspolavljaju
trokut u smislu njegove povrsine ili opsega. Zbog tog svojstva takvi pravci nazivaju se bi-
sektrisama povrsine ili opsega trokuta, a postoje 1 skupovi pravaca koji zadovoljavaju oba
navedena kriterija te su kao takvi posebno interesantni.

U kombinatornoj geometriji proucavaju se i znatno opcenitiji problemi particije rav-
ninskih podrugdja ili prostornih tijela na dijelove koji ispunjavaju zadane uvjete na povrSinu
ili opseg, odnosno na volumen. Jedan tip problema je sljedeci: moze li se za svaki zadani
prirodni broj n, n > 2, bilo koji konveksni poligon podijeliti u n konveksnih podskupova,
tako da svaki od tih dijelova ima jednaku povrSinu i opseg? Dobro je poznato da je od-
govor potvrdan za n = 2, a ima dosta rezultata 1 za neke druge vrijednosti n. Argument
za postojanje bisektrisa povrSine i1 opsega konveksnih poligona zasniva se na neprekid-
nosti. Ako se iz bilo koje to¢ke P na rubu poligona povlace pravci koji spajaju tu toku
s drugim to¢kama na rubu, $to se moZe opisati rotacijom pravca tockom P, dobivaju se
konveksni podskupovi ¢ija povrSina neprekidno raste od nule do povrsine cijelog poligona.
Postoji jedinstvena tocka Q takva da je pravac PQ bisektrisa povrSine poligona. Pritom,
opsezi dobivenih konveksnih poligona mogu biti razliciti, a tada se promatra funkcija raz-
like opsega dvaju dijelova kad se tocke P i1 Q gibaju duZ ruba tako da pravci PQ ostaju
bisektrise povrSine. Vidi se da ta funkcija poprima vrijednosti suprotnih predznaka kad P
i Q gibanjem medusobno zamijene poloZaje pa stoga za neke pozicije P i Q mora popri-
miti vrijednost 0, Sto znaci da Ce za te pozicije 1 opsezi dijelova biti jednaki. Sli¢an nacin
razmiSljanja moZe se primijeniti i na opcenitije ravninske figure, no u ovom radu detaljno
se bavimo opisom bisektrisa povrSine i opsega za trokute. [8]

U prvom poglavlju iskazat ¢emo vaznije definicije 1 teoreme iz elementarne geometrije
koje ¢emo kasnije koristiti u uvodenju novih pojmova i dokazivanju tvrdnji. Iskazat ¢emo
neke osnovne ideje 1 teoreme vezane uz bisektrise. Za svaki tip pravaca izloZit ¢emo ne-
koliko primjera razliCitih trokuta i promatrati koliko postoji odredenih bisektrisa. Posebnu
paznju posvetit ¢emo pravcima koji imaju oba svojstva istovremeno a koje nazivamo AP-
bisektrisama.



2 SADRZAJ

U drugom poglavlju, bavit ¢emo se povezanoSc¢u upravo takvih bisektrisa s kvadratnom
jednadzbom. Naime, pokazalo se da odredena kvadratna jednadzba uvelike pojednostav-
ljuje opisivanje i prebrojavanje takvih pravaca. Uz prebrojavanje i opisivanje slucajeva tro-
kuta u kojima se pojavljuju razli¢ite bisektrise, pokazat ¢emo postupak konstrukcije takvih
pravaca. Pokazalo se da skup bisektrisa povrSine 1 bisektrise opsega €ini ovojnicu koja
svojim oblikom podsjec¢a na poznatu Steinerovu deltoidu. Pokazat ¢emo razliku izmedu
Steinerove deltoide i promatranih deltoida u trokutu.

Pokazalo se da skup bisektrisa ¢ini krivulju dobivenu kao ovojnica tangenti na odredene
hiperbole u slu¢aju bisektrisa povrsine, odnosno tangenti parabola u slucaju bisektrisa op-
sega. Iskazat ¢emo svojstva tih deltoida i usporediti razlike izmedu deltoide bisektrisa
povrsine i deltoide bisektrisa opsega. Uz sama svojstva bisektrisa, pokazat ¢emo 1 neke
zanimljive trokute kojima su duljine stranica cijeli brojevi a kojima se moZe konstruirati
pravac koji raspolavlja i povrsinu i opseg.

Rad se temelji na rezultatima iz ¢lanaka [1], [5], [6].



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

1.1 Pojmovi iz elementarne geometrije

U ovom poglavlju ¢u iskazati i dokazati neke teoreme iz elementarne geometrije koje ¢u
koristiti dalje u iskazivanju novih svojstava pravaca koje cemo proucavati.

Teorem 1.1.1 (O potenciji to¢ke). Neka je k kruZnica, a T tocka ravnine. Neka je p bilo
koji pravac koji prolazi tockom T i sijece kruZnicu k u tockama A i B. Tada je vrijednost
izraza |T A| - |T B| konstantna, tj. ne ovisi o izboru pravca p .

Dokaz.

10

20

30

T ek
Tada se jedna to¢ka A ili B podudaras T , pajeili [TA| = 01li |[TB| = 0. U oba slucaja
je umnozak |TA| - |[TB| = 0.

T je unutar kruznice k. (Slika 1.1)

Neka su kroz tocku T povucena dva pravca. Neka prvi pravac sijeCe k u A 1 B, a drugi
uCiD.

Kako je ZATD = /CT B (vr$ni kutovi) 1 ZCBT = /T DA (obodni kutovi nad lukom AC
), to su trokuti AAT D 1 ACT B sli¢ni prema K-K teoremu o sli¢nosti. Slijedi % = %
iz Cega dobivamo |TA| - |TB| = |TC|-|TD| .

T je izvan kruZnice k. (Slika 1.2)

Neka su kroz to¢ku T povucena dva pravca. Neka prvi pravac sijee kruznicu k u A i
B, adrugiu C i D. Trokuti AATD i ACT B imaju zajednicki kut pri vrhu 7. Uz to je i
LCBT = (TDA ( obodni kutovi nad AC ) pa su ti trokuti sli¢ni prema K-K teoremu o
sliénosti. Slijedi, {5 = {75, iz Cega dobivamo [TA| - |TB| = |TC| - |T D).

3
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Slika 1.1: Tocka je unutar kruZnice Slika 1.2: Tocka je izvan kruZnice

Za danu to¢ku T 1 kruZnicu k definira se potencija tocke s obzirom na kruZnicu k.
Za tocku izvan kruZnice potencija toCke T je konstantan produkt |TA| - |T B,
za tocku T unutar kruZnice, potencija tocke T je konstantan produkt —|TA| - |T B.
Ako je tocka T na kruznici, potencija iznosi 0.

Teorem 1.1.2. (Cevin teorem) Neka su A, B,, C, tocke na stranicama BC, CA, AB trokuta
AABC. Pravci AA,, BB, CC, prolaze kroz jednu tocku ako i samo ako vrijedi

IAC,| |BA,| ICB,|

. . = (1.1)
IC,B| |A,C| |ByAl

Pravce AA,, BB, CC), jo§ zovemo Cevinim pravcima.

Dokaz. Neka se pravci AA,, BB,, CC), sijeku u tocki §. Vrhom C povuCemo paralelu s
AB. Neka je D sjeciSte te paralele s BB, a E njeno sjeciSte s AA,. Prema K-K-K teoremu

Je \
D Fi E_

Slika 1.3: Cevin teorem
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Slika 1.4: Obrat Cevinog teorema

ACDB, ~ AABB,, paje @ _enl
b P |B,Al  |AB|’
AECA, ~ AAA,B, paje 1BA,| _ 1ABI
r P |A,C|  |CEl
ASAC, ~ ASEC,, paje AC,| _ 16,51
y r P e T oS
._|ICD| _|CS]|
ACDS ~ AC,BS ,, paje =
p p p J |CpB| |CPS|
Slijedi
ICB,| |BA,| |AC,| |CD| _|CD| |AB| |C,S| |CS] (1.2)
|B,Al |A,C| |CE| |C,Bl |AB| |CE| |CS| |C,S]| '
nakon kra¢enja imamo:
AC,| |BA,| |CB
AC,| |BA,| ICB,| _ (13)

IC,B| |A,C| |B,Al

Obratno, neka je vrijedi 1.3. Neka je S presjek pravaca AA, i BB, a sa C; presjek

pravaca CO 1 AB. Slijedi
AC\| |BA,| ICB,| _

CiB TA,Cl BAl (14
Dakle,
ACI| 1BA,| ICB,l _|ACI| IBA,| ICB,| s
CiB 1A,Cl 1B,Al GBI IA,Cl IBA
paje
AGl _1acil (1.6)

IBC,|  |BC,|
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Kako to¢ke C, i C; leZe na duzini AB slijedi da je C, = C, O

Teorem 1.1.3. (Nagelov teorem) Neka su A’, B',C’ diraliSta pripisanih kruZnica trokuta
AABC redom sa stranicama BC,CA,AB. Tada se pravci AA’, BB',CC’ sijeku u jednoj
tocki.

Dokaz. Vidi sliku 1.5 Neka je 2s = a + b + ¢ opseg trokuta AABC. Tada vrijedi |BC'| =
|CB'|=s—a,|AC’| = |CA'| = s - b, |AB’| = |BA’| = s — c. Slijjedi
|JAC’| |BA’'| |ICB| s—-b s—c s—a
IC'B| |A'C| |B'Al  s-a s—-b s—c

=1 (1.7)

Prema Cevinom teoremu slijedi da se pravci AA’, BB’, CC’ sijeku u jednoj tocki. Tu tocku
nazivamo Nagelova tocka. m|

Slika 1.5: Nagelova tocka trokuta AABC
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Uz pojam Nagelove tocke koristit cemo izotomicne tocke pri opisivanju deltoide.

Definicija 1.1.4. Neka je zadan trokut AABC, te neka su tocke Ay i A, tocke na pravcu
BC, simetricne u odnosu na poloviste P, duZine BC. Tada kaZemo da su pravci AA, i AA,
izotomicni.

Teorem 1.1.5. Pravci izotomic¢ni Cevinim pravcima trokuta AABC, koji su pridruZeni bilo
kojoj tocki Ty ravnine trokuta, prolaze jednom tockom T,.

Slika 1.6: Tocke T i T, su medusobno izotomicne tocke, a parovi AA; 1 AA,, BBy i BB,
CC, 1 CC; su izotomiCni pravci.

Bilo kojoj po volji odabranoj to¢ki 7'; ravnine mozZe se na ovaj nacin pridruZziti tocka
T,. Ocito je tocki T, na isti nacin pridruzena tocka T';. ToCke T i T, zovemo izotomi¢nim
tockama trokuta. [7] Definirajmo sada klju¢ni pojam ovog rada, koji se nalazi i u samom
naslovu te ¢e se odsad vrlo Cesto koristiti. To je bisektrisa trokuta. Promatrat ¢emo tri tipa
bisektrisa; bisektrise povrsine, bisektrise opsega i bisektrise povrSine i opsega trokuta.

Definicija 1.1.6. Neka je zadan trokut ABC sa stranicama |AB| = ¢,|BC| = a,|AC| = b i

neka je s = “”2’“ poluopseg zadanog trokuta. Neka su tocke M € ABi N € AC . Za pravac

MN kaZemo da je

(i) bisektrisa opsega u odnosu na vrh A ako vrijedi [MA|+|AN| = [MB|+|BC|+|CN| = s.

(ii) bisektrisa povrsSine u odnosu na vrh A ako vrijedi PIMAN) = P(MBCN), gdje je
MBCN Ccetverokut (ili trokut ako pravac MN prolazi kroz vrh A.)

(iii) bisektrisa opsega i povrsine (AP-bisektrisa, od eng. area-perimeter bisector) ako
ujedno bisektrisa opsega i bisektrisa povrsine u odnosu na vrh A.
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1.2 Bisektrise povrsine

Svaka ravninska figura ima beskonacan broj pravaca koji raspolavljaju njenu povrSinu.
Stovise, postoji to¢no jedna bisektrisa za svaki smjer u ravnini. U sluaju kvadrata i kruga,
bisektrise se jednostavno pronadu jer sve prolaze kroz srediste kvadrata, odnosno kruga.
Sli¢no se konstruiraju i bisektrise paralelograma, elipse te pravilnog mnogokuta opcenito.
Ali, u slucaju jednakokracnog trokuta nemamo beskona¢no mnogo bisektrisa. U slucaju
jednakostrani¢nog trokuta postoje samo tri bisektrise koje prolaze kroz njegovo srediste.
[3]

Promotrimo sliku 1.7. Pokazat ¢emo da je teZiSnica AP uistinu bisektrisa koja raspo-
lavlja AABC na dva trokuta jednakih povrSina.

Slika 1.7: TeZiSnica AP raspolavlja trokut ABC na dva trokuta jednakih povrSina

Dokaz. Konstruirajmo proizvoljan AABC i poloviste P stranice BC. Kroz to¢ku B povu¢emo
paralelan pravac sa AC, i kroz to¢ku C paralelan pravac s AB. Presjek tih paralela je
tocka D. Dobivamo paralelogram ABCD. Promotrimo trokute AABP i ADCP. Prema
S-K-S poucku o sukladnosti trokuta (|AP| = |PD|, |BP| = |PC|, /ZAPB = /DPC) slijedi
AABP ~ ADCP. Prema tome, visine tih dvaju trokuta iz vrhova B 1 C su sukladne iz cega
slijedi P(ABP) = P(APC). Analogno se pokaze za ostale teZiSnice iz vrhova B C. |

Veza omjera i bisektrise povrsine

U Clanku [6] "Halving a triangle” iz 1972. godine, J. A. Dunn i J. E. Pretty su opisali
problematiku “raspolavljanja trokuta”. Pokazali su da postoje pravci koji su paralelni s
jednom stranicom i odsijecaju originalan trokut na sli¢ne trokute u omjeru 1 : (V2 + 1) .
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Propozicija 1.2.1. Neka je zadan trokut AABC. Na duzini AB je tocka M, na duzini AC je
tocka N, tako da vrijedi |BC| : |[MN| =1 : V2+1 i BC||MN . Dobivamo dva sli¢na trokuta
AABC i AAMN . Tada vrijedi

P(AMN) = P(MBCN) (1.8)

Dokaz. Neka je zadan trokut AABC 1tocke M € AB, N € AC tako da vrijedi :;%: ‘/51“ .

Trokut NPC je slican trokutu AMN. Tada prema Talesovom teoremu o proporcionalnosti

JAN| _ |AA’] _ |MN| _ xF 2+1 N
vrijedi i Nel = NV = pal = gdje su A’, N’ noziSta visinaiz A 1 N. Tocka P dobivena

je kao presjek paralele s AB kroz tocku N (Slika 1.8). IzraCunajmo povrSinu trokuta AMN.
1
P(AAMN) = 3 IMN| - |AA’|

1
=5-|MN|-(«/§+1)~|NN'|

1+\/_
2

- |[MN|-INN'|
Uocimo paralelogram MBPN, njegova povrsina iznosi
P(MBPN) = |MN| - |NN’|

Trokut NPC ima povrSinu

1
P(ANPC) = > - |PC|- INN'|
_1 ! IMN| - INN|
2 1+V2
1
=—— . |MN]|-|NN/|
2V2+2

Ako zbrojimo povrsine paralelograma M BPN i trokuta N PC dobivamo povrSinu ¢etverokuta
MBCN

1
P(MBCN) = ———— - |MN| - INN’| + |[MN| - INN’|
2V2+2
2V2+3
= |MN|-|NN'| - V2
\/_+2
+
= |MN]|-|NN'| - 2\/_

Dokazali smo jednakost povrSina trokuta AMN 1 Cetverokuta MBCN. m|
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Analogno se pokaZze za pravce koji su paralelni s drugim stranicama trokuta ABC.

A
M N
/ Al p

B P l," N’ c

Slika 1.8: Pravac M N je paralela sa BC koja raspolavlja trokut na dvije jednake povrSine

Slika 1.9: Sest pravaca koji raspolavljaju povrsinu trokuta
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1.3 Bisektrise opsega

Osim pravaca koji raspolavljaju povrSinu trokuta moZemo promatrati i pravce koji raspo-
lavljaju opseg trokuta. Opisat ¢emo kratku konstrukciju takvog pravca. Neka je zadan
trokut AABC. Odredimo srediSte opisane kruznice 1 konstruiramo opisanu kruznicu. Na
duZini AB pronademo poloviSte D simetralom duZine. Simetrala presijeca luk nad tetivom
AB 1 dobivamo to¢ku M na kruznici. Povuc¢emo okomicu iz tocke M na AC i dobivamo
tocku N € AC (Slika 1.10). Kazemo da pravac ND dijeli opseg trokuta na dva jednaka
dijela. [2]. Svaki trokut ima tri bisektrise opsega koje su paralelne sa simetralom kuta.
Kako bi se zorno prikazali pojmovi bisektrise opsega, najprije treba iskazati i dokazati
nekoliko pomoc¢nih teorema i lema koji ¢e se koristiti pri opisivanju takvih pravaca.

' M

Slika 1.10: |INA| + |AD| = |DB| + |BC| + |CN]|

Teorem 1.3.1. Neka je AABC i neka je ND bisektrisa opsega u trokutu. Svaka bisektrisa
je paralelna sa simetralom kuta kroz vrh koji se nalazi nasuprot raspolovljene stranice
trokuta. (Slika 1.11)
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Slika 1.11: Pravci ND i CP su paralelni

Mogu se promatrati pravci koji dijele opseg trokuta na dva jednaka dijela. Ako pro-
matramo bisektrise opsega koje prolaze kroz vrhove trokuta, uo¢avamo da se sijeku u istoj
tocki. Kako bismo dokazali ovu tvrdnju koristit ¢emo poznat teorem iz elementarne ge-
ometrije (Teorem 1.1.2).

Pravci AAy, BBy, CCy (Slika 1.12) koji prolaze kroz vrhove trokuta AABC su bisektrise
opsega trokuta. Prethodno pokazanom tvrdnjom o Nagelovoj tocki (Teorem 1.1.3), dobi-
vamo da se ti pravci uistinu sijeku u istoj tocki. Odsjecci |BAy| = |ABy| = s — ¢, |ACy| =
|CAp| = s — b,|BCy| = |CBy| = s — a su koriSteni u dokazu za Nagelov teorem. Dakle,
postoje tri bisektrise opsega koje prolaze kroz vrhove.

Nadalje, bisektrise koje su paralelne sa simetralama kuta (Teorem 1.3.1) takoder postoje
u svakom trokutu. Zakljucujemo da uvijek postoji Sest bisektrisa opsega u proizvoljnom
trokutu AABC.
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Slika 1.12: Bisektrise opsega kroz vrhove trokuta su Cevijane
kroz Nagelovu tocku.

Ay

Slika 1.13: Bisektrise opsega koje su paralelne sa simetralama
kutova sijeku se u Spiekerovoj tocki

Definicija 1.3.2. Neka je zadan trokut AABC i polovista stranica Ay, By, C,. Upisanom
trokutu AA1B,C upisemo kruznicu. Srediste te kruZnice naziva se Spiekerova tocka (Slika
1.13).
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1.4 Jednostavni primjeri AP-bisektrisa

Primjer 1.4.1. Jednakostranican trokut ABC ima teziSnice AA;, BB, CC,. TezisSnice ras-
polavljaju povrsinu 1 opseg trokuta. TeZiSnice se sijeku u tocki G koja predstavlja teziSte
(Slika 1.14). U ovom radu takve ¢emo pravce skra¢eno zvati AP-bisektrise (area-perimeter
bisector).

Slika 1.14: Jednakostranican trokut 1 njegove AP-bisektrise

Primjer 1.4.2. Jednakokracan trokut (Slika 1.15) u kojemu je |[AB| = |AC|, ima tri AP-
bisektrise; teziSnica AD i duzine MN, PQ. TeZisnica je ujedno i os simetrije stoga ocito
raspolavlja povrsinu i1 opseg trokuta. Ako preslikamo ABAD u odnosu na simetralu kuta
LCBA dobivamo ABNM pa slijedi da su ti trokuti sukladni. Analogno, preslikavanjem
ACAD u odnosu na simetralu kuta ZACB istim postupkom zaklju¢ujemo ACAD = ACQP.
Zbog simetrije u trokutu slijedi da se duZine AD, MN i PQ sijeku u istoj tocki /. Kako su
osi simetrije simetrala kuta, njihovo je sjeciSte upravo srediSte upisane kruznice.

Q D N

Slika 1.15: Jednakokracni trokut s tri AP-bisektrise
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Primjer 1.4.3. Neka je jednakokracan trokut zadan tako da |[AB| = |AC| i |AB| > |BC|.
(Slikal.16) Ako promatramo simetralu kuta /A BC kao os simetrije, preslikavanjem duZine
AB s obzirom na simetralu dobivamo to¢ke M i P. Analogno dobivamo tocke P i Q preko
simetrale ZACB. Kako tocke Qi N ne leZe na trokutu, pravci MN i PQ nisu AP-bisektrise.
Preostaje samo teziSnica AD koja jest AP-bisektrisa.

Slika 1.16: Jednakokracni trokut s jednom AP-bisektrisom

Promatrajuéi ove primjere i njihova svojstva, prirodno se namecu sljedeéa pitanja:

1. Koliko AP-bisektrisa postoji u zadanom trokutu?

2. Ako postoji kona¢no mnogo bisektrisa, mozemo li odrediti njihovo mjesto presjeka?
3. Prolaze li sve bisektrise kroz istu tocku?

4. Ako prolaze, je li ta tocka srediSte upisane kruZnice?

U sljede¢em poglavlju, odgovorit ¢emo na ova pitanja 1 pokazati neka zanimljiva svojstva.






Poglavlje 2

Povezanost AP-bisektrise i kvadratne
jednadzbe

2.1 Generalizirane AP-bisektrise

U ovom poglavlju ¢e se odgovoriti na prethodno postavljena pitanja o bisektrisama. Berele
i Catoiu u svom radu [5] prebrojavaju AP-bisektrise ovisno o duljinama stranica trokuta, §to
dovodi do jo§ opcenitijeg zakljuCka o generaliziranim AP-bisektrisama. Njihova svojstva
opisat ¢emo u ovom poglavlju.

Generalizirana AP- bisektrisa trokuta AABC povrsine K i poluopsega s je pravac MN
za koji postoji vrh trokuta V takav da vrijedi

(AP1) Tocke M i N se nalaze na krakovima iz vrha V' s bilo koje strane vrha.
(AP2) VM| +|VN|=s
(AP3) P(MVN) = £

Lema 2.1.1. Svaka generalizirana AP-bisektrisa trokuta prolazi kroz srediste upisane kruZnice.
Posebno, sve AP-bisektrise prolaze kroz srediste upisane kruZnice.

Dokaz. Neka je MN generalizirana AP-bisektrisa trokuta AABC i neka je V odgovarajuéi
vrh te bisektrise. Neka je J tocka na pravcu M N dobivena presjekom pravca sa simetralom
kuta pri vrhu V, a neka je d udaljenost tocke J od stranica trokuta. (Slika 2.1). Kako vrijedi
(AP3) imamo

P(MVN) = g 2.1)

17
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Nadalje, vrijedi
P(MVN) = P(VMJ)+ P(VNJ)

(IVM|+|VN))-d
2

_sd

2
(2.2)

Kako vrijedi (AP2) piSemo |VM| + |VN| umjesto s. Izjedna¢imo jednadzbe (2.1) i (2.2).
Dobivamo d = % Vrijedi poznata formula za povrSinu trokuta P = r - s, gdje je r radijus
upisane kruznice. Iz te formule dobivamo da je tocka J uistinu srediSte upisane kruznice.

M v

Slika 2.1: AP-bisektrisa prolazi srediStem upisane kruZnice

O

Svojstvo (AP3) generalizirane AP-bisektrise trokuta moZemo zapisati koriste¢i poucak
0 sinusu

1
P(VMN) = §|VM| -|VN|sin ZMVN (2.3)
S druge strane,
K b
3= ‘Z_vc -sin ZMVN (2.4)
Iz toga slijedi (AP3) napisano u terminima stranica trokuta kojeg oznacimo sa (AP3’)
b
VM| [VN = £ (2.5)
2v

Uvjeti (AP2) i (AP3’) daju sumu i produkt odsje¢aka VM i VN . Uzimajuéi u obzir
Vieteove formule za rjeSenja kvadratne jednadzbe dobivamo sljedecu jednadzbu gdje je
x1 =|VM|,x, = [VN|

x* = (JVN| + [VM))x + (VM| - |VN]) = 0 (2.6)
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1z (AP2) 1 (AP3’) slijedi
b
P sx+ e =0 @.7)
2v
Cija je diskriminanta A,. Broj generaliziranih AP-bisektrisa odgovara predznaku diskrimi-
nante A, . Sljedeca propozicija pokazuje toan broj generaliziranih AP-bisektrisa u odnosu

na fiksni vrh V zadanog trokuta.

Propozicija 2.1.2. Neka je V fiksna tocka i vrh trokuta AABC gdje je v njemu nasuprotna
stranica.

(i) Ako je MN generalizirana AP-bisektrisa u odnosu na vrh 'V, tada su duljine duZina
VM i VN rjesenja kvadratne jednadzbe

b
xz—sx+a2—vC:0 (2.8)
¢ija je diskriminanta
b
A, =% — 2“—vc (2.9)

Vrijednosti diskriminante su A, = s* — 2bc, A, = s* — 2ac, A. = s> — 2ab . Broj
generaliziranih AP-bisektrisa u odnosu na vrh 'V ovisi o diskriminanti A,
a) Ako je A, < 0 nema generaliziranih AP-bisektrisa
b) Ako je A, = 0 postoji jedna generalizirana AP-bisektrisa
c) Ako je A, > 0 postoje dvije generalizirane AP-bisektrise
(ii) Ako postoje dvije razlicite generalizirane AP-bisektrise u odnosu na vrh 'V, tada

su one simetricne u odnosu na simetralu kuta V. Ako je samo jedan pravac AP-
bisektrisa, onda je on okomit na simetralu kuta V.

Dokaz. Tvrdnja (i) slijedi direktno iz postupka provedenog u koracima (2.3) - (2.7).
Tvrdnja (ii) slijedi iz tvrdnje (i). O

Kako bi se lakSe dokazao teorem u kojem se prebrojavanju AP-bisektrise prikazat ¢emo
te stranice preko trokutu upisane kruZnice. Neka je zadan AABC i njemu upisana kruZnica
(Slika 2.2). Neka su x, y, z duljine duZina od vrha do diraliSta kruznice tako da vrijedi

xX+y=c¢, y+z=a, x+z=0>. (2.10)

a+b+c
2

Kako je s = slijedi s = x + y + z. Dobivamo

x=s—-a, y=s—-b, z=s-c (2.11)
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Nejednakost a > b > c je ekvivalentna x < y < z. Tada su diskriminante A, u odnosu
na stranicu v:

Slika 2.2: Udaljenosti vrhova trokuta od diraliSta upisane kruZnice

Kako vrijedi a > b > ¢ dobije se da su diskriminante A, i A, uvijek pozitivne. Dok A,
moze biti negativna, pozitivna ili jednaka nuli.
Neka je a = b, ¢ < a tada je

c\2
A, = (a + E) . (2.13)
Dobivamo
2
A, = % +ac—a’ (2.14)

UvrStavanjem ¢ = k - a gdje je k € [0, 1]. Imamo

2

A, :az(%+k— 1) 2.15)

RjeSenja kvadratne jednadzbe (2.15) su ky = =2 -2 V2ik,=-2+2V2 (Slika 2.3).
Kako je k € [0, 1] promatramo samo nultoc¢ku za taj interval. Vrijednosti koje A, poprima
za 0 < k < k, su negativne, a za k, < k < 1 su pozitivne. Za k = k, = =2 + 2 V2 vrijednost
diskriminante A. iznosi nula. Za sve ostale k > 1 je vrijednost diskriminante pozitivna.
Prema tome A, poprima vrijednosti vece, jednake ili manje od nule ovisno o k.



2.1. GENERALIZIRANE AP-BISEKTRISE 21

-8

Slika 2.3: Graf kvadratne funkcije 2.15

Korolar 2.1.3. Za trokut AABC sa stranicama a > b > c, postoje dvije razlicite ge-
neralizirane AP-bisektrise u odnosu na vrhove A i B i jo§ jedna, dvije ili nijedna takva
AP-bisektrisa u odnosu na vrh C, ovisno o diskriminanti A.

Sljedeci teorem objedinjuje sve slucajeve s obzirom na diskriminantu jednadzbe. Kako
je u teoremu iskazana stranica ¢ kao najmanja stranica, diskriminante A, i A, su uvijek
pozitivne dok je A, ili pozitivna ili negativna ili jednaka nuli.

Teorem 2.1.4. Neka je zadan trokut AABC sa stranicama a > b > c. Diskriminantu
trokuta oznacimo s A.

(i) Ako a > b > c, postoje Cetiri, pet ili Sest generaliziranih AP-bisektrisa. Ako je

a) A < 0 postoje Cetiri generalizirane AP-bisektrise
b) A = 0 postoji pet generaliziranih AP-bisektrisa

¢) A < 0 postoji Sest generaliziranih AP-bisektrisa
(ii) Ako a = b > c, postoje tri, Cetiri ili pet generaliziranih AP-bisektrisa. Ako je

a) A < 0 postoje tri generalizirane AP-bisektrise
b) A = 0 postoji Cetiri generalizirane AP-bisektrise

c) A < 0 postoji pet generaliziranih AP-bisektrisa
U svim slucajevima postoje tri generalizirane AP-bisektrise u odnosu na A ili B;
teZisnica iz vrha C i njene refleksije s obzirom na simetralu kuta /CAB ili /CBA.
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(iii) Ako a > b = c, postoji pet generaliziranih AP-bisektrisa. Dva pravca su AP-
bisektrise u odnosu na vrhove B i C i njihove slike u odnosu na os simetrije.

(iv) Ako a = b = c, postoje samo tri generalizirane AP-bisektrise. Ti pravci su teZiSnice
iz vrhova trokuta.

Dokaz. Za (1) 1 (i1), trokut ima Cetiri, pet ili Sest generaliziranih AP-bisektrisa ovisno o
diskriminanti A,. Za (iii) i (iv), jednakost ¢ = b je ekvivalentna sa A, > 0, stoga su dis-
kriminante za sve stranice pozitivne 1 najve¢i mogué broj AP-bisektrisa je 2 +2 + 2 = 6.
RazliCite generalizirane AP-bisektrise brojimo tako da od najveceg mogucéeg broja oduz-
memo bisektrise koje brojimo dva ili viSe puta. Najve¢i mogué broj AP-bisektrisa se ne
mijenja za (i) slucaj. U slucajevima (ii) i (iii), tj. jednakokra¢nog trokuta, se najveéi mogué
broj umanji za jedan i vrijedi 2 + 2 + 2 — 1 = 5. U slucaju jednakostrani¢nog trokuta, svi
pravci se zapravo “preklope” sa teZiSnicama i tada se najve¢i mogu¢ broj umanji za tri, tj.
vrijedi2+2+2 -3 =3. O

Primjeri generaliziranih AP-bisektrisa

Slika 2.4: Trokut s pet generaliziranih AP-bisektrisa

Primjer 2.1.1. Neka je zadan jednakokracan trokut AABC sa stranicama a = 8,b = ¢ =
5. (Slika 2.4) Prema teoremu 2.1.4(ii1) postoji pet generaliziranih AP-bisektrisa. Jedna
bisektrisa je teziSnica AD i1 prema propoziciji 2.1.2(ii) joS dva pravca su simetricni pravci
u odnosu na simetrale odgovarajucih kutova. Konkretno, MN i PQ su dobivene osnom
simetrijom pravca AD s obzirom na simetrale kutova ZABC i /ACB. Postoje jo§ dvije
generalizirane AP-bisektrise a to su 7U 1 RS . Prema propoziciji 2.1.2(i), krajnje tocke tih
duZina se nalaze na pravcima AC 1 AB. Racunanjem |7 U]| ili |RS | dobivamo da su te duljine
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puno veée u odnosu na b ili c. Prema tome, te dvije generalizirane AP-bisektrise zapravo
nisu AP-bisektrise. ZakljuCujemo da ovaj trokut ima pet generaliziranih AP-bisektrisa, ali
samo tri su AP-bisektrise.

Slika 2.5: Trokut s tri generalizirane 1 jednom AP-bisektrisom

Primjer 2.1.2. Neka je zadan jednakokracan trokut sa stranicama a = 2, b = ¢ = 3 kao na
slici 2.5. Poluopseg trokuta je s = %”*C = 4. Diskriminanta trokuta u odnosu na najmanju
stranicu je A, = s* — 2bc = -2 . Kako je A, < 0 prema teoremu 2.1.4(iii) trokut AABC
ima to¢no tri generalizirane AP-bisektrise; teZiSnicu AD i dva pravca MN 1 PQ dobivena
osnom simetrijom pravca AD s obzirom na simetralu kutova ZACB 1 LABC. ZakljuCujemo

da ovaj trokut ima tri generalizirane AP-bisektrise i samo jednu AP-bisektrisu.

Primjer 2.1.3. Neka je zadan jednakokracan trokut (Slika 2.6) tako da vrijedi A = 0 iz
teorema 2.1.4. Jednakost a = b je ekvivalentna s x = y. Iz pretpostavke A = O slijedi
A. = x* + y* — 72 = 0. Korjenovanjem i koriStenjem formula (2.10) imamo
X+ -72=0
23 =7

xV2 =z

Dobivamo

a=b=x(1++2) (2.16)
c=2x (2.17)
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C

Slika 2.6: Jednakokracan trokut s to¢no dvije AP-bisektrise

Ako promatramo sli¢an trokut s duljinama stranica 1 + V2, 1 + V2, 2 i poluopsegom
s = 2+ V2, prema teoremu 2.1.4(ii), postoje to¢no &etiri generalizirane AP-bisektrise:
teziSnica CD, refleksije teziSnice M N, PQ u odnosu na odgovarajuce simetrale kuta i RS
gdjejeRe ACi§ € BCtakvidaCR=CS = 3 = %ﬁ Prema teoremu 2.1.4 (iii), samo
su dva pravca AP-bisektrise: CD i RS.

Primjer 2.1.3 je jedinstven jednakokracCan trokut s to¢no dvije AP-bisektrise. Naknadno
¢emo 1 konstruirati takav raznostranican trokut koji ima tocno dvije AP-bisektrise i opisati
korake konstrukcije.
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2.2 Broj AP-bisektrisa u trokutu

Kao Sto je pokazano u prethodnim primjerima generalizirana AP-bisektrisa ne mora uvijek
biti AP-bisektrisa. Prema propoziciji 2.1.2 odreduje se udaljenost krajnjih to¢aka AP-
bisektrise od fiksnog vrha V. Pozitivna rjeSenja jednadzbe (2.8) predstavljaju duljine od-
sjeCaka koje bisektrisa odsijeca na krakovima trokuta. Iduéi teorem dovodi u vezu duljinu
stranica 1 broj bisektrisa u trokutu.

Teorem 2.2.1. Neka je zadan trokut AABC sa stranicama a > b > c i poluopsegom s.

i. Sve AP-bisektrise koje raspolaviljaju povrsinu i opseg trokuta prolaze kroz srediste
trokutu upisane kruznice.

ii. Trokut ima jednu, dvije ili tri AP-bisektrise ovisno o diskriminanti A. Ako je

i. A <O trokut ima jednu bisektrisu MN,
ii. A =0 trokut ima dvije bisektrise M{N{, M,N,
iii. A > 0 trokut ima tri bisektrise M{N;, M,N,, M3N;

iii. Bisektrisa MN u svakom od navedenih sluc¢ajeva ima svojstvo: M, € AB, N; € BC
tako da vrijedi:

s— VA, s+ VA,
|BM,| = Tb, IBN,| = Tb.

Ako je A < 0 tada su M,N, i M;N5 takoder bisektrise, gdje je M, M3 € AC i N, N3 €
BC takvi da vrijedi:

s+ VA s— VA
|CM;3| = |CN,| = :

M-l = =
|CM;| = |CNs| 7 >

AkojeA =0, tada M, = M5 i N, = N;j.
Dokaz. Tvrdnja (i) dobiva se direktnom primjenom ve¢ dokazane leme 2.1.1.
Kako bi pokazali tvrdnju (i1) prisjetimo se da vrijedia > b > ¢ & x <y < z. Imamo tri
tvrdnje:
(C1) Sve generalizirane AP-bisektrise u odnosu na C su AP-bisektrise.

(C2) Ne postoje AP-bisektrise u odnosu na A ako i samo ako a > b.

(C3) Postoji samo jedna AP-bisektrisa u odnosu na B ako i samo ako b > c.
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Koristeci tvrdnje (C1)-(C3) tvrdnja teorema 2.1.4(ii) slijedi iz teorema 2.1.4 ako ignori-
ramo generalizirane AP-bisektrise ostaju nam samo AP-bisektrise. Prema tvrdnji (C1) sve
generalizirane AP-bisektrise u odnosu na A i B se mogu zanemariti. U slucaju 2.1.4(1)
izbacujemo tri AP-bisektrise, dvije su u odnosu na vrh A prema tvrdnji (C2) i jednu bisek-
trisu u odnosu na vrh B prema tvrdnji (C3). U slucaju 2.1.4(i1) je a = b pa se tvrdnja (C3)
moze primijeniti na vrhove A 1 B kako bi se pokazalo da se samo jedna AP-bisektrisa mora
zanemariti u odnosu na te vrhove. Kako je jedina moguca generalizirana AP-bisektrisa
koju smo mogli izbaciti u odnosu na oba vrha teZiSnica iz vrha C za koju znamo da je
AP-bisektrisa, imamo samo jedan pravac kojeg mozemo zanemariti u odnosu na svaki od
vrhova A 1 B. U slu€aju 2.1.4(ii1) je @ > b = c pa su zanemarene dvije generalizirane
AP-bisektrise u odnosu na vrh A prema tvrdnji (C2). U slucaju (iv) kada imamo jednakos-
tranican trokut jasno je da imamo samo 3 AP-bisektrise i to su teZiSnice iz vrhova.

e Dokaz tvrdnje (CI). Prema 2.1.2(i), ekvivalentno je pokazati %Aﬁ

Kako je a > b dovoljno je pokazati da nejednakost vrijedi za b.

\/A_Cs2b—s

Uvrstavanjem (2.10) i (2.12) u nejednakost dobivamo

+b+
\/x2+y2—zzs2(x+z)——a <

2
V2 +y? =22 <2(x+2)—-(x+y+2)

¥y -2 <(x-y+2?

stVA: o p)

<ai 5

K +y - <Xy + 7= 2xy+2x7 - 2y7
0§2z2—2(xy+yz—xz)
0<z"—xy—yz+1z
0<(@+x(z-y

Koristenjem izraza (2.11) dobivamo

bb-c)>0
b —bc>0

Kako je a, b, c > 0 vrijedi
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e Dokaz tvrdnje (C2). Prema 2.1.2(i), sli¢no kao i za (C1) ekvivalentno je pokazati
(s £ VA,) > b > c akako je b > c, dovoljno je pokazati da nejednakost vrijedi za
b. Uvrstavanjem izraza (2.10) i (2.12) u nejednakost dobivamo

\/m>2(x+z)—(x+y+z)
N S
yz+z2—xz>(x+z—y)2
V42— >+ + 22— 2xy +2xz7 -2z
0 > 2x% — 2(xy + yz — X2)
0>x2—xy—yz+xz
0>(x—-y)(x+2)
0<(@y-x)x+2)

KoriStenjem izraza (2.11) dobivamo

(a-b)b>0
ab—b*>0
Kako je a, b, c > 0 vrijedi
a>b

e Dokaz tvrdnje (C3). Pretpostavimo ¢ = b. Tada je AABC jednakokracni trokut i
prema teoremu 2.1.4 i prema pokazanome u primjeru 2.1.1 ima dvije generalizirane
AP-bisektrise. Obratno, ako je b > c ili ekvivalentno tome y < z, prema propoziciji
2.1.2(i) treba pokazati

%(s—\/A_;,)SCS%(S+ VA < a

Sto je ekvivalentno s
— VA, <2c—s<A,<2a-35 (2.14)

KoriStenjem izraza (2.10) 1 kvadriranjem prve nejednakosti dobivamo

=V +2 <(x+y+2 —dx+ ) +y+2) +4x+y)
02y2+yx—xz—yz
0=2@+x0-2
0L(s—c—s+b)(s—c+s—a)
0<b-c)
c<b
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Iz (2.2) takoder imamo ¢ < %(s + Ap). Dobivamo 2¢ — s > 0. Postoji moguénost da
2c¢ > s ali tada vrijedi nejednakost. Dobivamo

0<2c—s5< VA,
0<4c? —4es+ 87 < s = 2ac
2c<2s—a=b+c

Sto je istina, jer ¢ < b.
Za preostale dvije nejednakosti imamo 2¢c — s = x+y—z. Akoje x +y —z > 0, tada
jednadzba (2.2) o€ito vrijedi. Druga nejednakost je ekvivalentna s (2x+2y)(z—y) > 0

Ako je x+y—z < 0 tada druga nejednakost iz (2.2) zadovoljena. Prva nejednakost je
dokazana i ekvivalentna je s x> —y? +z> > (z— x — y)?, §to dovodi do kona¢ne istinite
nejednakosti (2x + 2y)(z—y) = 0

O

Lema 2.2.2. Neka je AABC trokut. AP-bisektrisa prolazi kroz vrh trokuta ako i samo ako
je AABC jednakokracan trokut.

Dokaz. Ako je ¢ = b, tada je simetrala kuta /BAC ocito AP-bisektrisa u odnosu na B i
C. Suprotno, neka je MN AP-bisektrisa u odnosu na vrh A i prolazi kroz vrh C. Tada je
MN = MC paje |AN| = |AC| = b. Prema teoremu 2.1.4 o AP-bisektrisama slijedi da je b
rjeSenje kvadratne jednadzbe (2.8), tj
a+b+c, abc
PP —————b+—=0
2 2a
2b* = (ab + b* + cb) + be = 0
b*—ab—cb+bc=0
bb—a)=0

Kako je a, b # 0, zakljuCujemo a = b, tj AABC je jednakokracan. O
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2.3 Konstrukcija AP-bisektrise

Sljedeci postupci su opisani u radu [10].
Neka je zadan trokut AABC. Opisan postupak je konstrukcija AP-bisektrise u odnosu
na vrh A. (Slika 2.7)

1.
2.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

Produljimo pravce AB,AC 1 BC

Odredimo poloviste P stranice BA

. k(A,|PA)) N AC = {B'}

ICB/| = b+

simetrala s; duZine B'C

. kruznica k(C, s) N BC = {A"}

simetrala s, duzine CA’

510 s = {1}

. kruznica k; = k(I, |IC))

A',C,B’ €k

poloviste J duZine A’C

koncentri¢na kruznica k, = k(Z, |1J])

tangenta ¢ na kruZnicu k,

tNk ={B",C"}

na duZini AB odaberemo tocku M tako da [AM| = |JAC”|
na duzini AC odaberemo tocku N tako da |AN| = |AB”|

pravac MN je AP-bisektrisa.

Dodatno, mogli smo na pravcu AB odabrati tocku M’ tako da |AM’| = |AB”| i na pravcu
AC tocku N’ tako da [AN’| = |AC”|. Pravac M’ N’ je generalizirana AP-bisektrisa, ali tocka
M’ koja odreduje pravac se ne nalazi na duZini AB veé na pravcu AB. Stoga M’N’ nije
AP-bisektrisa.
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Slika 2.7: Konstrukcija AP-bisektrise MN

Konstruirajmo trokut tako da je zadovoljeno svojstvo A, = 0. Neka je X tocka na
zadanoj duzini BC. Prema teoremu 2.1.4, ukoliko A = 0, trokut ima tocno dvije AP-
bisektrise. Neka je tocka X € BC

1.

2.

u tocki B konstruiramo okomicu na pravac BC

nanesemo tocku P na okomicu tako da vrijedi |[BP| = |XC|

. kruznica k(X, | XP])
. dobivamo dvije to¢ke, k N BC = {B’,C’}
. kruZnica k,(B, |BC’|)

. kruZnica k,(C,|CB’|)
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7. k] mkg = {A}

Bisektrisa opsega mora biti okomita na simetralu kuta vrha A. Stoga, AP-bisektrisa takoder
mora biti okomita na simetralu kuta i prolazi kroz srediSte / trokutu upisane kruZnice; AP-
bisektrisa MN.

Sy B

Slika 2.8: Konstrukcija trokuta s to¢no dvije AP-bisektrise

Ako je radijus kruznice iz 3. koraka manji od |XP|, tada imamo dvije AP-bisektrise.
Ako je radijus iste kruznice veci od |XP|, ne postoje AP-bisektrise. Jedna od zanimljivosti
trokuta koji imaju to¢no dvije AP-bisektrise je da postoji jedinstveni pravokutan trokut koji
zadovoljava A, = 0. Ako promatramo duljinu stranica i oznaimo parametar ¢ = tan %,
tadavrijedia:b:c=2t:1 -7 :1+£i

A=+ DR =22 +3t-1)

0=2+F~+2r—1

Realna rjesSenja ove jednadzbe su t; = —11#% = 0.396608. Za t, dobivamo kut /BAC =
43.267°. Posebno je zanimljivo promatrati trokute koji imaju cjelobrojne duljine stranica i
udaljenosti to¢aka M i N od vrhova.
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-

Slika 2.9: Pravokutni trokut koji zadovoljava A, = 0

Trokuti za koje vrijedi A, < 0

Neka je A, = s* — 2ac = v* za v € N. Iskoristimo notaciju preko (2.11) Slijedi

(s=b>+(s—¢c)P? =V +(s—a)

(2.9)

Uvedimo pomo¢ne varijable hy, h,, ki, ks 1 p, g, u, v pomocu kojih ¢emo pronaci cjelobrojne
duljine stranica a, b, c. IskaZzemo jednakost (2.9) u novim terminima p? + ¢*> = u? + 2.

Imamo
di =hi+ki, hi >k
=W+, h>k
Takoder, pretpostavimo ki, < hiky < 3kihy. UmnoZak d2d; je
&id; =p*+q* =u* +V*
Gdje su p, g, u, v definirani

p=hh +kiky, q=hky—kih
u=nhhy— klkz, V= h1k2 + k1h2

(2.10)

(2.11)
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Takoder, vrijedi p > u > g. UvrStavanjem (2.11) dobivamo

0+ g = p* = (hhy — kiko)” + (hiky = kiho)* = (hihy + kiko)?
= I2K3 + hok? — 6h ok ky
< 2hik; — 6y hakiks
= 2hyky(hiky — 3hsk,)
<0

Ako se vratimo na oznake stranica i poluopsega moZemo zapisati s —a = p, s — b = u,
s—c=gq.Imamo A, < 0i A, = (s—c)*+(s—a)*—(s—b)* = v*. Promotrimo &etiri najmanje
Pitagorine trojke (3,4,5), (5,12,13), (7,24,25) i (8, 15,17), dobivamo sljedecu tablicu
podataka koja sadrZi duljine stranica (a, b, ¢), ostale pomo¢ne varijable koje koristimo u
racunu i udaljenosti tocaka od vrha B koje ¢emo oznaciti BM;, 1 BN,,.

Tablica 2.1: Tablica nekih cjelobrojnih trojki (a, b, ¢) za koje vrijedi A < 0

(dy, hi, k) (dy, hy, ko) (p,q) (u,v) (a,b,0) (IBM,|, IBNy|)
5,4,3) (29,21,20) | (144,17) | (24,143) | (41,161, 168) (21, 164)
(13,12,5) (5,4,3) 63,16) | (33,56) | (49,79,96) (28, 84)
(13,12,5) (17,15,8) | (220,21) | (140,171) | (161,241,360) |  (105,276)
(13,12,5) (29,21,20) | (352,135) | (152,345) | (287,487,504) |  (147,492)
(17,15,8) (5,4,3) (84,13) | (36,77) | (49,97,120) (28, 105)
(17,15,8) (29,21,20) | (475,132) | (155,468) | (287,607,630) | (147,615)
(25,24,7) (5,4,3) (117,44) | (75,100) | (119,161,192) | (68, 168)
(25,24,7) (13,12,5) | (323,36) | (253,204) | (289,359,576) |  (204,408)
(25,24,7) (17,15,8) | (416,87) | (304,297) | (391,503,720) |  (255,552)
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Trokuti za koje vrijedi A, = 0

U ovom slu¢aju promatramo diskriminantu A, = s> — 2bc = 0 tj.
V+2=x (2.12)

Dovoljno je promatrati (a, b, c) iz Pitagorinih trojki za (x, y, z) kada je x najveca vrijednost.
Znamo x +y + z = s inadalje preko x + s = a,y+ s = b, z+ s = ¢ dobivamo duljine
stranica.

Tablica 2.2: Tablica nekih cjelobrojnih trojki (a, b, ¢) za koje vrijedi A = 0

(x,y,2) (a,b,c) s

(5,4,3) (7,8,9) 12
(13,12,5) | (17,18,25) | 30
(17,15,8) | (23,25,32) | 40
(25,24,7) | (31,32,49) | 56
(29,21,20) | (41,49,50) | 70

Napomena da u ovom slucaju vrijedi [AM,,| :|ANQ|_: s. Takoder, vrijedi A, = 2z° ali
AP-bisektrisa u odnosu na vrh B ne sijeCe duZine BC i BA.

Trokuti za koje vrijedi A, > 0

Diskriminante A, 1 A, moraju biti kvadrati cijelih brojeva u i v. Izravnim raunom provjeri
se da vrijedi A = (s —a)> + (s — b)> + (s — ¢)* = a* + b* + ¢* — s>. Dokazimo da je
A = u? + 2(s — a)*, a jednakost A = v? + 2(s — b)? tada slijedi po analogiji.

Dokaz. Treba pokazati da a® + b* + ¢* — s> = s> — 2bc + 2(s — a)*. 1z 2s — a)* = (b + ¢)*
slijedi
4s* —4sa + a* — 2bc = b* + ¢*
2s —a)® +2s* —a* —2bc = b* + ¢*
s> =2bc+2(s—a)Y =a*+b*+c* - §?
A+2(s—ayf =a*+b* +c* -5

Dobivamo

3 1
(s—a)2+(s—b)2+(s—c)2=Z(a2+b2+cz)—§(ab+bc+ca)
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to jest,

3 1
A +b+c - = Z(a2+b2 +c?) - E(ab+bc+ca) (2.13)

O

Diskriminanta A moze se zapisati kao zbroj triju kvadrata (od kojih se jedan ponavlja)
na dva razli¢ita nadina; A = u? +2x% i A = v* + 2y* ako i samo ako je A djeljiv s dva prosta
broja kongruentna 1 ili 3 ( mod 8). Neka je takav broj i vrijedi

A= +2x* =V +2y%, x>y

Dodatno, ako vrijedi i A — x> — y* = z* gdje su x,y, z definirani kao u (2.11) dobivamo
(a,b,c) = (y +z,z+ x,x +y) za koje A, = u®> i A, = v*. Sljedeéa tablica prikazuje sve
mogucnosti za takve trokuta ¢ije su diskriminante A < 10000. Ako su x,y, z svi neparni,
tada mnoZimo njihove sume sa % i dobivamo trojke (a, b, ¢) bez brojanja kratnosti. To jest,
ako dobijemo cjelobrojne trokute za te vrijednosti, dobit ¢emo cjelobrojne i za njihove

viSekratnike. [4]

Tablica 2.3: Tablica cjelobrojnih trojki (a, b, ¢) za koje vrijedi 0 < A < 10000

A (x,¥,2) (a,b,0) (54,5 (5,5
1254 | (25,23,10) | (33,35,48) | (28,30) (22,36)
1691 | (29,25,15) | (20,22,27) (2,18) (12, £)
1971 | (31,29,13) | (21,22,30) 2,20) (14, %)
2097 | (32,28,17) | (45,49,60) | (35,42) (27,50)
2466 | (35,29,20) | (49,55,64) | (40,44) (28, 56)
3894 | (43,37,26) | (63,69,80) | (46,60) (36,70)
4161 | (44,40,25) | (65,69,84) | (46,63) (39, 70)
4419 | (47,37,29) | (33,38,42) (28, 2) (18, )
5643 | (53,47,25) | (36,39,50) (30, &) 2,40)
5814 | (53,43,34) | (77,87,96) | (58,72) (42, 88)
6059 | (55,53,15) | (34,35,54) | (30,% (3,36)
6099 | (55,43,35) | (39,45,48) (£,35) 21,4)
7403 | (59,49,39) | (44,49,48) 8. 42) (24,2
7491 | (61,59,17) | (38,39,48) | (2,36) 21,40)
8899 | (63,57,41) | (49,52,48) £.48) (28, 12)







Poglavlje 3

Deltoida kao ovojnica bisektrisa

Kao Sto se ranije navodi u radu, u svakom trokutu postoje tri teZiSnice koje dijele trokut
na dva trokuta jednake povrsine. Prirodno se namece pitanje: Postoji i uvijek jo§ pravaca
koji dijele trokut na dvije jednake povrSine a da nisu teZiSnice trokuta. U prvom dijelu
rada opisani su pravci koji su paralelni sa simetralom kuta i dijele povrSinu trokuta na dva
jednaka dijela. U svojem clanku [6] iz 1972. godine, J.A. Dunn i J.E. Pretty pokazali
su da bisektrise povrSine trokuta omataju krivulju koju ¢emo nazivati deltoida. Koristeci
svojstva iskazana u [1] opisat ¢u krivulje ovojnice. Takoder, kao i za bisektrise povrSine
postoji deltoida koja se dobiva kao ovojnica svih bisektrisa opsega.

& - ~ @

A7 B

Slika 3.1: Bisektrise kao tangente hiperbole

37
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3.1 Deltoida bisektrisa povrsine

Definicija 3.1.1. Ovojnica (anvelopa) neke familije pravaca je krivulja koja u svakoj svojoj
tocki tangencijalno dira jedan pravac te familije. Dakle, u svakoj tocki ovojnice, postoji
pravac koji je tangenta na tu krivulju u toj tocki.

Neka je zadan kut Z/BAC pri ¢emu su koordinate vrha A(0, 0), B(1,0), C(0, 1). Neka su
tocke P(p,0) € AB1 Q(0,q) € AC, gdje je p € [0,1], g € [0, 1] u, ne nuZzno pravokutnom
koordinatnom sustavu, 1 neka je PQ bisektrisa povrSine (Slika 3.2). Kako bismo izveli
jednadzbu ovojnice bisektrisa povrSine ovog trokuta promatrat cemo omjer duljina |AP| i
|AB| i omjer povrSina P(APQ) i P(ABC). Ti omjeri se ¢uvaju pri linearnoj transformaciji
koordinata. U ovako definiranom sustavu jedinica za povrSinu definirana je kao povrSina
paralelograma P(ABCD) = 1. Tada je povrsina trokuta AABC jednaka P(ABC) = %
a povrsina trokuta AAPQ jednaka P(APQ) = % pq po pretpostavci da je PQ bisektrisa.
Dobivamo jednadzbu pravca PQ

—+==1 3.1
4

Q(0.q)

A(0,0) P(p.0) B(1.0)

Slika 3.2: PQ je bisektrisa povrSine

Kako je PQ bisektrisa povrSine, imamo

P(ABC) = 2 - P(APQ)

1 1
—=2.-
1

Pq=3 (3.2)
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Ako zapiSemo jednadZbu pravca PQ i uvrstimo g = 21_p dobijemo
X iopy=1 (3.3)
p

Deriviramo po p, dobivamo —ﬁ +2y=0ili

Z42p=0 (3.4)
p
Kako bismo odredili jednadZbu ovojnice moramo se rijesSiti parametra p. 1z (3.3) 1 (3.4)
dobivamo
2py=1-7
2py =+,
iz Cega slijedi
2
dpy=1="=
p
Dobivamo 2x = pi 1 = 4py pa slijedi
8xy =1 (3.5)

Dobili smo jednadZzbu hiperbole (3.5) u odnosu na kut Z/BAC koja ima asimptote AB i
AC. U odnosu na svaki kut trokuta postoji jedna takva hiperbola (Slika 3.3). Lukovi triju
hiperbola ¢ine krivulju koja podsjeca na Steinerovu deltoidu (Slika 3.4).

Slika 3.3: Deltoida D, = XYZ Slika 3.4: Steinerova deltoida
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Definicija 3.1.2. Neka se tocka T nalazi na kruZnici k polumjera r. Krivulja koju opisuje
tocka T dok se kruZnica iznutra bez klizanja kotrlja po kruZnici polumjera R zove se hipo-
cikloida i oznacava se s H(R,r). Hipocikloidu ciji su omjeri radijusa kruZnica ’f = % ili
R_3

~ = 7 zovemo deltoida.

Izvedimo parametrizaciju Steinerove deltoide.

y
v

Slika 3.5: Tocka T iscrtava deltoidu
Neka se kruznica k bez klizanja kotrlja do tocke B, kao na slici 3.1. Oznalimo kut
t = LAOB. Tada su koordinate srediSta kruznice k

x=(R-r)cost

y=(R—-r)sint

Postavimo koordinatni sustav uv tako da je ishodiSte tocka O’ u srediStu kruZnice k, s N
oznacimo sjeciSte kruznice k i osi u te kut ¢ = ZNO’T. Koordinate to¢ke 7" u pomoénom
sustavu uv su

u=rcos(—p)=rcosgp

v =rsin(—¢) = —rsing
To jest, u xy koordinatnom sustavu

x=(R—-r)cost+rcosep

y=(R—-r)sint —rsing 3.6)
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Kako su duljine lukova ABi BNT jednake, iz Rt = r(t + ¢) slijedi

R-r

¥ = L,
r

Sto uvrsSteno u jednadZbu (3.6) daje parametarske jednadZbe Steinerove deltoide.

x(t) = (R—r)cost+ rcos @t
y(t) = (R —r)sint — rsin &£¢

Krivulja koja je dobivena kao ovojnica bisektrisa povrSina podsjeca na ovako definiranu
deltoidu. No promatrana krivulja zapravo nije hipocikloida jer nije dobivena kotrljanjem
po kruznici, stoga nije ni deltoida u ovom smislu. U Sirem smislu, deltoidu definiramo kao
ravninsku figuru koja ima tri vrha spojena krivuljama, konkavnima prema interioru, ¢ime
je skup unutarnjih to¢aka nekonveksan.

Krivulju dobivenu kao ovojnicu bisektrisa povrsine zovemo deltoida bisektrisa povrsine
(eng. deltoid curve) i oznaCavat ¢emo ju D,. R. Whitty u svojem ¢lanku [9] eksplicitno
izvodi parametrizaciju deltoide bisektrisa povrSine. Taj postupak necemo opisivati u ovom
radu.

D, ima svojstva s oznakom (ABn) koja dolazi od eng. area-bisecting:

(AB1) Pravac je bisektrisa povrSine ako i samo ako je tangenta na deltoidu D,,.
(AB2) Vrhovi deltoide D, su polovista teZiSnica.

(AB3) Lukovi koji spajaju vrhove deltoide D, su dijelovi hiperbola. Te hiperbole imaju
stranice trokuta kao asimptote.

(AB4) Svaka tocka iz interiora deltoide D), se nalazi na tri bisektrise povrSine. Svaka toCka
na rubu deltoide (osim vrhova X, Y, Z) se nalazi na dvije bisektrise povrSine. Svaka
tocka izvan deltoide se nalazi na jednoj bisektrisi povrSine.

(ABS) PovrSina deltoide O, jednaka je umnoSku povrSine trokuta i konstantnog faktora
212 - § ~ 0.01986038... Vrijedi:

PO) 31

(AB6) Deltoida D, je lokus (geometrijsko mjesto) svih poloviSta svih bisektrisa povrSine.
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3.2 Deltoida bisektrisa opsega

Iskazat ¢emo i svojstva deltoide koja je dobivena kao ovojnica bisektrisa opsega. Takvu
deltoidu ¢emo oznacavati s 9,. Takva krivulja ima svojstva s oznakom (PBn) koja dolazi
od eng. perimeter-bisecting.

Neka je zadan trokut AABC, a = |BC|,b = |AC|,c = |AB|. Promotrimo ponovo Nage-
lovu tocku (Slika 3.6). Stranice trokuta su tangente na pripisane kruzZnice i dodiruju pravce
AB,BC i AC redom u tockama C’, A’ i B’. Poznata su sljedeca svojstva iz teorema 1.1.3.

Slika 3.6: Nagelova tocka trokuta AABC

e Pravci AA’, BB',CC’ se sijeku u jednoj tocki N.

e Pravaci AA’, BB’, CC’ su ujedno bisektrise opsega trokuta. Konkretno |A’C| = s — b,
|A’B| = s —c.

e Tocke Ay, A,, By, By, Cy, C; su diraliSta pripisanih kruznica. Tada vrijedi

|AA| = |AAy| = |BB,| = |BB,| = |CC| = |CCy| = s

Cevijane AA’, BB’ i CC’ prolaze kroz Nagelovu tocku. Prva dva svojstva sugeriraju
da je teorija o bisektrisama opsega u trokutu analogon teoriji o bisektrisama povrSine u
trokutu. Pokazuje se da je takva hipoteza istinita. [1]
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Slika 3.7: Ovojnica bisektrisa opsega

(PB1) Ovojnica bisektrisa opsega trokuta je Sesterostrana deltoida D, Cije strane alterniraju

(PB2)

(PB3)

izmedu segmenata pravaca i segmenata parabola. Prema slici 3.8, duzine A,A., B, B,
i C,Cy 1 lukovi parabole A,C,,B.C, i A,B,, gdje su A, B., C. izotomic¢ne tocke u
odnosu na A, B,, C,. Ako AABC ima dulju stranicu BC i kracu stranicu AB, tada se
deltoida sastoji od luka parabole A,B.; B,C, postaje glatka krivulja koja se sastoji
od duZine B,B,, luka parabole B.C,i jos jedne duzine C,C,. Konacno, zadnji dio se
sastoji od luka parabole C,A, koji se glatko nastavlja na duzinu A A,.

Tocke A,, B,, C, su opisane omjerima

AyAl ICA’| s—b
IA,A’|  |CA] b
|AAl |BA'|  s—c
A A’ |BA] T ¢

Time su opisane 1 tocke Ac, B., Cj, koje su redom izotomi¢ne tockama A, B,,C, u
odnosu na duZine AN, BN, CN. Konkretno, A, i A, su medusobno izotomi¢ne totke
duZine AN, nalaze se na pravcu AA’.

Vrhovi deltoide D,; A, B,, C, glatko su povezani s tockama A, B., Cj, koje su blize
Nagelovoj toc¢ki nego vrhovima trokuta.
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Slika 3.8: Sesterostrana deltoida O, = A,B,B.C,C,A. je ovojnica bisektrisa opsega

(PB4) Parabole koje razapinju lukove deltoide imaju simetrale kuta kao osi simetrije. Para-
bole prolaze kroz diraliSta pripisanih kruZnica A’, B’, C’ i diraliStima A, A,, B, B,, Cy, C,
koja se nalaze na pravcima AB, BC, AC. (Slika 3.9).

Slika 3.9: Svojstvo (PB4), parabola prolazi kroz toc¢ke B,, C,, A., By
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(PBS) Luk parabole koji ima otvor nasuprot najduzoj stranici trokuta glatko spaja obje kraj-
nje tocke B, 1 Cp. Luk parabole nasuprot najkraée stranice ima S$iljaste krajnje tocke
Ap 1 B,. Treci luk parabole spaja preostale dvije tocke A, i C,, stoga ima glatki i
Siljasti spoj pri krajnjim tockama.

(PB6) Ako je trokut jednakokracan tada se jedna od tocaka bliza vrhu A,, B. ili C, podudara
s njoj izotomi¢nom tockom. Ako je trokut jednakostranican, tada se sve izotomicne
toCke podudaraju.

(PB7) U svakom slu¢aju postoji jedinstvena bisektrisa opsega RQ koja dijeli trokut na jedan
manji sli¢an trokut i Eetverokut. Deltoida D, je lokus opisan to¢kom P € RQ koja
dijeli deltoidu u omjeru koji je obrnuto proporcionalan omjeru ostalih stranica ma-
njeg slicnog trokuta. Prema (Slika 3.10) vrijedi % = %. Duzine A A., B,B., C,C,
upotpunjuju deltoidu D,,.

Slika 3.10: Svojstvo (PB7), bisektrisa opsega RQ

(PB8) Svaka tocka iz interiora deltoide D, leZi na tocno tri bisektrise opsega. Svaka tocka
na rubu deltoide, osim tri Siljasta vrha, lezi na to¢no dvije bisektrise opsega. Svaka
tocka izvan deltoide leZi na jednoj bisektrisi opsega.

(PB9) Uz standardnu notaciju stranica, vrhova i kutova te poluopsega trokuta AABC, povr§ina
deltoide D, raCuna se prema formuli

P(D,) = é (s —a)’sina + (s — b)*sinB + (s — ¢)’ siny] (3.8)
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(PB10) Za razliku od deltoide O,, omjer povrSina deltoide D, 1 promatranog trokuta nije

konstantan. Vrijedi

1 PD,) 1
12 = PABC) 3 (39)

Donja jednakost se postiZze ako je trokut jednakostrani¢an, tj. ako a = b = ¢, tada

vrijedi
P®D,) _ 1
P(AABC) — 12°
Ako je AABC pravokutan vrijedi
P(D,) 1

lim ——)_ _ =
e P(AMABC) 3

Ovim popisom svojstava deltoide bisektrisa opsega zavrSavamo poglavlje. Dokaze tih svoj-
stava ne navodimo jer bi za to bio potreban znatno veci opseg rada.
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Sazetak

U ovom radu smo promatrali pravce koji raspolavljaju povr§inu odnosno opseg trokuta. Po-
kazano je da u svakom trokutu postoji beskona¢no mnogo bisektrisa povrsine i beskonacno
mnogo bisektrisa opsega. Ti skupovi pravaca stvaraju ovojnice koje se zbog svog oblika
nazivaju deltoidama. Deltoide su opisane u tre¢em poglavlju, gdje su iskazana i neka za-
nimljiva svojstva.

Posebno su promatrani pravci koji su ujedno i bisektrisa opsega i bisektrisa povrSine, ta-
kozvane AP-bisektrise. AP- bisektrisa ima kona¢no mnogo u svakom trokutu i njihov broj
ovisi o medusobnim odnosima duljina stranica trokuta. Konkretno, broj AP-bisektrisa ovisi
o predznaku diskriminante kvadratne jednadZbe Cija su realna rjeSenja duljine odsjecaka
koje bisektrisa Cini na stranicama trokuta, s obzirom na neki od vrhova trokuta. Diskusija
rjeSenja pokazuje da za svaki trokut postoji jedna, dvije ili tri AP-bisektrise trokuta ovisno
o predznaku diskriminante. Na primjerima su prikazani moguci slucajevi trokuta i broja
AP-bisektrisa. Nakon dokazivanja rezultata o bisektrisama, prikazana je konstrukcija tak-
vih pravaca. Takoder, istrazeno je kako se mogu odrediti zanimljivi trokuti s cjelobrojnim
duljinama stranica u kojima se moZe konstruirati AP-bisektrisa.






Summary

In this paper, we have considered the lines that bisect the area and/or perimeter of the
triangle. It has been shown that in any triangle there are infinitely many bisectors of area
and infinitely many bisectors of the perimeter. These pairs of lines form envelopes called
deltoids because of their shape. Deltoids are described in the third chapter, where some
interesting properties are also shown.

The lines that are both perimeter bisectors and area bisectors are called AP-bisectors,
and they are of particular interest. There is a finite number of AP-bisectors in each triangle,
and this number depends on the relations between the sidelengths of the triangle. Speci-
fically, the number of AP-bisectors depends on the sign of the discriminant of a quadratic
equation whose real solutions are the length intercepts formed by the bisector on the sides
of the triangle with respect to one of the vertices. A discussion of the solutions shows
that for each triangle there is one, two or three AP-bisectors depending on the sign of the
discriminant. Possible cases of triangles and their number of AP-bisectors are shown by
examples. After proving the results about bisectors, a construction of such lines is shown.
Furthermore, an additional analysis including results from number theory is carried out, in
order to produce sequences of triangles whose sidelengths, as well as the aforementioned
lengths of intercepts formed by AP-bisectors are integers.
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