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Uvod

U prvom poglavlju se spominju vazne osnovne definicije vezane uz reprezentacije s res-
trikcijama koje se protezu kroz cijeli rad, poimence konacnost grupa i kona¢nost dimenzija
vektorskih prostora. Krece se od same definicije reprezentacije na konacnoj grupi i vek-
torskom prostoru konacne dimenzije, kao Sto je definirana u [6]. Zatim se gleda mapiranje
reprezentacija Sto nas dovodi do Schurove leme koja je od velike vaznosti u teoriji repre-
zentacija. Poglavlje zavrSava s primjerom Abelove grupe ®3, koji nas uvodi u prakti¢ni rad
s reprezentacijama.

Drugo poglavlje je u cijelosti posveceno karakterima reprezentacija i projekcijskim funk-
cijama. Krece se od same definicije karaktera, zatim se definiraju karakteri od razlicitih
kombinacija dviju reprezentacija, te poglavlje zavrSava primjerom gdje se nalazi tablica
karaktera od ®, i kratkim opisom projekcijskih formula.

Trece poglavlje je vecinski prakti¢no zbog velike posveéenosti primjerima, u kojima se
pronalaze tablice karaktera od ®5 i Us, koji su skraéeno prikazani u [3]. Zatim se uvode
inducirane reprezentacije i bitna Frobeniusova recipro¢nost. Na kraju se kratko upoznaje
s grupnom algebrom i pronalaskom nacina kako moZemo saznati je li neka reprezentacija
realna, ako znamo kakav je njezin karakter.






Poglavlje 1

Reprezentacije

1.1 Definicije

Reprezentacija konacne grupe G na konac¢no-dimenzionalnom kompleksnom vektorskom
prostoru V je homomorfizam p : G — GL(V) sa grupe G u grupu automorfizama od V;
kazemo da takva mapa, odnosno funkcija, daje vektorskom prostoru V strukturu G-modula.
Cesto i sam vektorski prostor V nazivamo reprezentacijom od G, te umjesto p(g)(v), od-
nosno p(gv), pisSemo g - vili gv.

Definicija 1.1.1.

Linearna reprezentacija grupe G u V je homomorfizam p iz grupe G u grupu GL(V) tako
da svaki element g € G povezujemo sa p(g) iz GL(V) tako da vrijedi jednakost:

p(gv) = p(g) - p(v), Vg.veG. (1.1)

Iz ovoga odmah imamo
p( =1,  pg)=pe" (1.2)

Za dimenziju od V kazemo da je stupanj od p

Mapa ¢ izmedu dvije reprezentacije V i W od G je mapa vektorskog prostora ¢ : V —
W takva da ona komutira za svaki g € G. Njen prikaz vidimo na slici 1.1
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¢
V— W

Ve—/a ™ W
¢

Slika 1.1: 1.Dijagram

Takav ¢ ¢emo nazivati G-linearna mapa kako bi je razlikovali od neke proizvoljne li-
nearne mape izmedu vektorskih prostora V 1 W. Onda moZemo definirati i Ker ¢, Im ¢ 1
Coker ¢ koji su takoder G-moduli.

Definicija 1.1.2.

Neka je ¢ : G — GL(V) linearna reprezentacija i W potprostor od V. Ako w € W povlaci
da je p(g)(w) € W za svaki g € G, onda je W invarijantan pod G.

Definicija 1.1.3.

Podreprezentacija reprezentacije V je vektorski potprostor W od V koji je invarijantan pod
G. Za reprezentaciju V kazemo da je ireducibilna ako ne postoji niti jedan invarijantan
potprostor W od V koji nije nulprostor.

Ako su V i W reprezentacije, tada su njihova direktna suma V @ W i tenzorski produkt
V ® W takoder reprezentacije. Tenzorski produkt preko jednakosti:

gvew) =gv® gw. (1.3)

Dualni prostor V* = Hom(V, C) od V je takoder reprezentacija, ali to nije u potpunosti ocito.
Cilj nam je da te dve reprezentacije od G postuju prirodno sparivanje, koje oznaCavamo s
(, ),izmedu V* 1V tako da ako je p : G — GL(V) reprezentacijaip® : G — GL(V*) njen
dual onda vrijedi:

P (@), p(RW) = V', v). (1.4)

Zasvaki g € G,v € Vand v' € V*. Zbog ¢ega moramo definirati dualnu reprezentaciju sa:

p(Q)="p(g): V' > V" VgeG. (1.5)
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Definirali smo dual reprezentacije i tenzorski produkt dviju reprezentacija. Akosu Vi W
reprezentacije onda je takoder i Hom(V, W) reprezentacija, uz: Hom(V, W) = V* @ W.
Ako pogledamo element od Hom(V, W) kao linearnu mapu ¢ iz V u W imamo

(gD)() = gd(g™'v). (1.6)

Za svaki v € V. Definicija je takva da dijagram na slici 1.2 komutira

¢
V— W

Vﬁg(zﬁ W

Slika 1.2: 2. Dijagram

Primijetimo da je dualna reprezentacija zapravo poseban slucaj ovoga: kada je W = C
trivijalna reprezentacija, odnosno

gw=w, VYweC (1.7)
V* postaje G-modul s
gp(v) = ¢(g~'v), (1.8)
odnosno
gp = "(g". (1.9)

Uzeli smo identifikaciju Hom(V, W) = V* ® W kao definiciju reprezentacije Hom(V, W).
Opcenitije, uobiCajeni identiteti za vektorske prostore takoder vrijede za reprezentacije
npr.

VeUeW)=WVeU)®e(VeWw), (1.10)

AV e w) = @A“V@Abw, (1.11)
a+b=k

ARV = ARy, (1.12)

Zareprezentaciju V, tenzorska potencija n-tog stupnja V" je reprezentacija od G, a vanjske
potencije A"(V) 1 simetri¢ne potencije S ym"(V) su podreprezentacije od G.
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Ako je X neki konacan skup i1 G djeluje na njega s lijeve strane, odnosno G — Aut(X)
je homomorfizam grupi permutacija X, postoji i pridruZena permutacijska reprezentacija:
Neka je V vektorski prostor s bazom e, : x € X, i neka G djelujena V' s

g Y ae =) aeg. (1.13)

Regularna reprezentacija, koju oznacavamo s R ili R, odgovara lijevoj akciji od G na samu
sebe. Alternativno, R je prostor kompleksnih funkcija na G, gdje element g € G djeluje na
funkciju a s

(ga)(h) = a(g™'h). (1.14)

1.2 Schurova Lema

Do sada smo vidjeli da reprezentacije od G mozemo dobiti pomocu drugih reprezentacija,
koriste¢i linearno algebarske operacije, kao Sto smo ve¢ pokazali preko direktne sume.
Kako bi lakSe klasificirali reprezentacije grupe G treba promatrati reprezentacije koje su
CestiCne u odnosu na tu operaciju, odnosno koje nisu direktna suma nekih reprezentacija.

Takve reprezentacije se nazivaju nerazloZive reprezentacije. Reprezentacija je nerazlozZiva
ako 1 samo ako nije reducibilna, takoder svaka reprezentacija je direktna suma nekih repre-
zentacija koje su ireducibilne. Klju¢ ovome je sljedeca propozicija.

Propozicija 1.2.1.

Ako je W podreprezentacija reprezentacije V neke konacne grupe G onda postoji komple-
mentarni invarijanti potprostor W’ od V takav da

V=WeW. (1.15)

Dokaz:
Postoje vise razli¢itih dokaza, ovdje ¢e se pokazati dva nacina. Prvi je preko unutarnjeg
Hermitskog produkta H na V koji je o€uvan sa svakim g € G, odnosno tako da vrijedi

H(gv,gw)=H(w,w), Yv,weVigegG. (1.16)

Zaista ako je H, bilo koji Hermitski produkt na V, koji se dobiva usrednjavanjem na G:

H(v,w) = )" Ho(gv, gw). (1.17)

geCG
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Onda iz ¢injenice da imamo kona¢no-dimenzionalan prostor unutarnjeg produkta slijedi da
je okomiti potprostor W+ komplementaran potprostoru W u V, odnosno da vrijedi

Wrnw=0 i W-+W=V. (1.18)
Drugi nacin je da uzmemo proizvoljni potprostor U koji je komplementaran s W, pa je
VWeU (1.19)

Dakle bilo koji v € V mozZemo povezati s nekim uredenim parom (w, u). Nekajemy: V —
W projekcija dana s dekompozicijom direktne sume V = W @ U odnosno

mo(w,u) =w (1.20)
1 usrednjimo mapu my na G ovako:
7(v) = ) glmo(g ™). (1.21)
g€eG

To ¢e onda biti G-linearna mapa s V na W jer je i 7y G-linearna. Stovise za W vrijedi

r(w) = > gmo(g™'w) = ) gg ™ mo(w) = IGlw (1.22)

geG geG

Sto je mnoZenje s |G| na W 1 zato Ce ljuska biti potprostor od V koji je invarijatan pod
G 1 komplementaran potprostoru W

Korolar 1.2.1.

Svaka reprezentacija je direktna suma reprezentacija koje su ireducibilne

To se naziva potpunom reducibilnosti. Kontinuirane reprezentacije, kao npr. jedini¢na
kruznica ili bilo koja kompaktna grupa, imaju to svojstvo. Integriranje po grupi igra ulogu
usrednjavanja iz gornjeg dokaza. Aditivna grupa R nema to svojstvo jer reprezentacija

1
a [ 0 | ] (1.23)
ostavlja x-os fiksiranom, ali nema komplementarnog potprostora.

Doseg jedinstvenosti dekompozicije neke proizvoljne reprezentacije na direktnu sumu re-
prezentacija koje su ireducibilne je jedna od posljedica Schurove Leme.
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Schurova Lema

Ako su Vi W reprezentacije od G koje su ireducibilne i ako je ¢ : V — W homomorfizam
G-modula onda:

1) ¢ je izomorfizam ili ¢ = 0
2) Akoje V =W,ondaje ¢ = -1 zaneki A € C, I je identiteta

Dokaz:

Prva tvrdnja slijedi direktno iz ¢injenice da su Ker ¢ i Im ¢ invarijatni potprostori, jer su
onda jedini takvi potprostori od V 1 W oni sami 1 njihovi nul-prostori. Ako je Ker ¢ cijeli
Vili ako je Im ¢ = O onda je 1 ¢ = 0. U jedinom preostalom slucaju gdje je Ker ¢ = 0, a
Im ¢ je cijeli W, ¢ je bijekcija, pa i izomorfizam.

Za drugu tvrdnju primjetimo da je C algebarski zatvoren, pa po fundamentalnom te-
oremu algebre za algebarski zatvorena polja ¢ mora imati svojstvenu vrijednost A. Iz prve
pa znamo da nije izomorfizam, odnosno za neki 4 € C, ¢ — Al ima ljusku koja je razliCita
od nule. Po prvoj tvrdnji je onda ¢ — Al = 0, dakle ¢ = Al

Propozicija 1.2.2.
Za bilo koju reprezentaciju konacne grupe G, postoji dekompozicija
V=V*eg. .. eV (1.24)

gdje su V; medusobno razlicite reprezentacije koje su ireducibilne. Dekompozicija od V u
direktnu sumu k faktora je jedinstvena, kao Sto su i svi V; 1 njihove mnogostrukosti a;.

Dokaz:

Iz druge tvrdnje Schurove leme slijedi da, ako je W neka druga reprezentacija od G s de-
kompoziciom W = W,\*" @ - - - @ WfBbf' i¢ : V — W je mapa reprezentacija onda ¢ mora
mapirati faktor V;®* u faktor Wj@bf tako da se oCuva jednakost W = V iz Schurove leme,
odnosno da vrijedi W; = V;. Kada se to primijeni na mapu koja je identiteta iz V u V
spomenuta jedinstvenost slijedi.

Dekompozicija i-tog sumanda u direktnu sumu od a; kopija od V; nije jedinstvena ako
a; > 1. Nekada se dekompozicija zapisuje kao

V=aVie---oaq,Vi=a,Vi+---+a,V, (125)

pogotovo kada su bitne samo klase izomorfizma i mnogostrukosti od V;. Za konac¢nu grupu
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G postoji konacno mnogo reprezentacija V; koje su ireducibilne, naravno do na izomorfi-
zam.

Sada je moguce klasificirati sve reprezentacije od konacne grupe G. Kada opisemo iredu-
cibilne reprezentacije od G, onda mozZemo opisati 1 proizvoljnu reprezentaciju kao linearnu
kombinaciju tih ireducibilnih.

Potrebno je pronadi tehnike za dobivanje dekompozicije direktne sume i odredivanje mno-
gostrukosti @; neke proizvoljne reprezentacije od V. Promatrat e se reprezentacije koje
proizlaze iz jednostavnijih reprezentacija kada se na njih primjene linearne ili multiline-
arne algebarske operacije. Da bi se opisale promatrane reprezentacije koristi se tehnika
koja se zove pletizam.

Pletizam: Opisati dekompozicije s mnogostrukostima reprezentacija dobivenih iz dane
reprezentacije V, kao §to su V ® V, V*, AK(V),Sym*(V) i AK(A'V). Ako se V dekompo-
zira na sumu dviju reprezentacija, te reprezentacije se dekompoziraju ovako: npr. ako je
V =U® W onda je

AV = (AU @ AW, (1.26)

i+j=k

Dakle dovoljno je napraviti pletizam za ireducibilne reprezentacije. Ako su V i W dvije
ireducibilne reprezentacije, onda treba dekompozirati V ® W §to je poznato kao Clebsch-
Gordanov problem.

1.3 Primjeri: Abelove grupe; 6;

Neka je V reprezentacija konacne grupe G (koja ne mora nuzno biti Abelova), svaki g € G
daje mapu p(g) : V — V, ali takva mapa nije opCenito homomorfizam G-modula. Za
opceniti & € G imamo

g(h(v)) # h(g(v)), (1.27)

ap(g) : V — V Ce biti G-linearna za svaki p ako i samo ako je g u centru Z(G) od G.
Ako je G Abelova grupa i V ireducibilna reprezentacija, onda po Schurovoj lemi svaki
g € G djeluje na V skalarnim viSekratnikom identiteta. Svaki potprostor od V je dakle
invarijantan, tako da V mora biti jednodimenzionalan. Ireducibilne reprezentacije neke
Abelove grupe G su elementi dualne grupe, odnosno homomorfizmi

0:G—C". (1.28)
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Neka je G = 3, odnosno najjednostavnija grupa koja nije Abelova. Imamo dvije
jednodimenzionalne reprezentacije od kojih je jedna trivijalna i oznacena s U, a druga
alternirajuéa s oznakom U’ i definirana s

gv =sgn(g)v, VgeG,veC. (1.29)

G je permutacijska grupa pa postoji prirodna permutacijska reprezentacija, gdje G djeluje
na C? permutirajuéi koordinate. Eksplicitno ako je ej, e,, e3 standardna baza onda je

8- e1 = ey (1.30)

Sto je ekvivalentno s
g (z1,22,3) = (ngl(l),ngl(z),ngla))- (1.31)

Ova reprezentacija nije ireducibilna. Linija koju razapinje suma (1,1,1) vektora baze je
invarijatna uz komplementaran prostor

V={(z1,22,23) €C’ 1 2y + 22 + 73 = O}. (1.32)
Lako se provjeri da je ta dvodimenzionalna reprezentacija ireducibilna i zove se standardna

reprezentacija od ©;

Da se opiSe proizvoljna reprezentacija W od 3 treba pogledati kako djeluje Abelova pod-
grupa U3 = Z/3 € 63 na W. Dobiva se sljede¢a dekompozicija: ako je 7 bilo koji generator
od U; prostor W je razapet svojstvenim vrijednostima v; za djelovanje od 7, Cije su svoj-
stvene vrijednosti sve potencije treéeg korijena od w = e?"/3. Zato

W=V, (1.33)
gdje je
Vi=Cv; i 1v; ="V, (1.34)

Sada je pitanje kako preostali elementi od ®3 djeluju na W s obzirom na tu dekompoziciju.
Neka je o bilo koja transpozicija, takva da 7 i o generiraju ®s3, s relacijom

oTo = 1°. (1.35)
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Pomocu gornje relacije dobiva se nacin djelovanja 7 na o(v).

(o(v)) = o (T*(v)) (1.36)
= o (w* - v) (1.37)
=W’ o). (1.38)

Zakljucak je da ako je v svojstveni vektor za 7 Cija je svojstvena vrijednost ', onda je o(v)
opet svojstveni vektor za 7 &ija je svojstvena vrijednost w?.

Ukoliko se krene s pretpostavkom da je takav v svojstveni vektor od 7, onda ako je svoj-
stvena vrijednost od v, w' # 1, znaci da je o(v) svojstveni vektor sa svojstvenom vri-
jednoséu w? # ', pa je i neovisan o v. v i o(v) zajedno &ine dvodimenzionalan potprostor
V" od W koji je invarijantan na ®3, te izomorfan standardnoj reprezentaciji.

Ako svojstvena vrijednost od v iznosi 1, onda o(v) nije nuZno neovisan od v.

Ako nije neovisan, onda v ¢ini jednodimenzionalnu podreprezentaciju od W koja je izo-
morfna trivijalnoj reprezentaciji (ako je o(v) = v) ili alternirajucoj reprezentaciji (ako je
o(v) = —v). Ako su o(v) i v neovisni, onda v + o(v) i v — 0(v) Cine jednodimenzionalne
reprezentacije od W koje su izomorfne trivijalnoj i alterniraju¢oj reprezentaciji, redom.
Dakle jedine tri ireducibilne reprezentacije od ®; su trivijalna, alternirajuca i standardna
U, U’ i V. Za proizvoljnu reprezentaciju W od ®3 vrijedi

W=U*qU® eV, (1.39)

Gdje je ¢ broj neovisnih svojstvenih vektora za T svojstvene vrijednosti w, a + ¢ je mnogos-
trukost od 1 kao svojstvene vrijednosti od o, a b + ¢ je mnogostrukost od -1 kao svojstvene
vrijednosti od o.

Ovaj pristup je zapravo tehnika pletizma koja je zadnja potrebna stvar da se analizira neka
reprezentacija, dakle potrebno je pronaéi dekompoziciju simetri¢nih, alternirajuéih ili ten-
zorskih potencija dane reprezentacije W, jer ako se znaju svojstvene vrijednosti od 7 za
takvu reprezentaciju, onda se mogu izraCunati svojstvene vrijednosti od T na raznim ten-
zorskim potencijama od W.

Ova metoda se moze koristiti primjerice za dekompoziciju od V ® V, gdje je V standardna
dvodimenzionalna reprezentacija. Zato Sto je V® V razapet s vektorima a® @, a ®f, fQ «,
B ® . To su svojstveni vektori za T sa svojstvenim vrijednostima w?, 1, 1 i w redom, a w
mijenjaa @ asPRPL1a®LsBOa. Paonda, @ ® a1 ® L Cine podprezentaciju koja je
izomorfnas V, @ ® 8 + 8 ® a trivijalnu reprezentaciju U,aa ® - f®a U’, paje

VeV=UesU V. (1.40)






Poglavlje 2

Karakter reprezentacije

2.1 Karakter reprezentacije

U zadnjem primjeru prethodnog poglavlja je pokazano da je reprezentacija od ®3 odredena
sa svojstvenim vrijednostima djelovanja elemenata 7 1 o € ®3. Za neku proizvoljnu grupu
G nije odmah jasno koje podgrupe ili elementi igraju uloge 3, 71 o, ali iz primjera je
jasno da ako znamo svojstvene vrijednosti svakog elementa od G, moZemo opisati repre-
zentaciju.

Pronalazenje svih svojstvenih vrijednosti nije jednostavan niti praktican zadatak,no nije ga
ni potrebno izvrSiti. Primjerice ako su poznate svojstvene vrijednosti {1;} nekog elementa
g € G, onda su poznate i svojstvene vrijednosti {5} od g* za svaki k. Iz toga slijedi da je
potrebno samo pronaci sumu svojstvenih vrijednosti svakog elementa iz G, jer znati sumu
T k-te potencije svojstvene vrijednosti elementa g € G je ekvivalentno tome da se znaju
svojstvene vrijednosti {4;} od samih g. 1z toga proizlazi sljedeca definicija

Definicija 2.1.1.
Ako je V reprezentacija od G, njezin karakter yy je funkcija kompleksnih vrijednosti na

grupi definiranoj s

xv(g) =Tr(glv) 2.1)

tragom od g na V. Posebno,
xv(hgh™) = xv(g) (2.2)

tako da je yy konstanta na konjugacijskim klasama od G. Takva funkcija se zove funkcija
klase, te vrijedi yy(1) = dim V

13
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Propozicija 2.1.1.

Neka su Vi W reprezentacije od G. Tada vrijedi:

Xvew = Xv + Xw, (2.3)
Xvew = XV " XW> (2.4)
Xve =Xy (2.5)
1 2 2
xarv(g) = E[Xv(g) - xv(g)]. (2.6)

Dokaz:
Gornji karakteri se racunaju s obzirom da je g € G fiksiran. Ukoliko izrazimo Vi W u
matricnom zapisu (kao V,, 1 W,,) onda V @ W izgleda ovako

‘/ﬂ‘l 0
V@W—(O Wm)’ (2.7)
te vrijedi
Tr(VeW)=TrV,)+Tr(W,) (2.8)

iz Cega direktno slijedi prva formula.

Za djelovanje od g, V ima svojstvene vrijednosti {4;}, a W ima svojstvene vrijednosti {x;}.
Tada je {A; - 4} svojstvena vrijednosti za V ® W iz Cega slijedi druga formula.

At = A;} su svojstvene vrijednosti od g na V*, jer su sve svojstvene vrijednosti n-ti korijeni
jedini¢nog elementa, a n je red od g. Takoder za svaku reprezentaciju dobivamo i dualnu
reprezentaciju jer

" (@) = plp(g™" W) = d(p(e) '), (2.9)
pa slijedi i treca formula.
Odaberimo neku bazu (e;) od V koja se sastoji od svojstvenih vektora za p,. Tada vrijedi

Pg€i = /1,'6,' (210)
za A; € C. Onda slijedi 1
=>4  xgh=> 2 (2.11)
{A:4; | i < j} su svojstvene vrijednosti za g na A%V i vrijedi
A;)? /12
Z i, (Z ) -2

i<j

(2.12)
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Svojstvene vrijednosti od g* su {47}, pa slijedi i Cetvrta formula.

Karakter reprezentacije grupe G je zapravo funkcija na skupu konjugacijskih klasa u G.
Iz toga dolazi motivacija za prikaz osnovnih informacija ireducibilnih reprezentacija grupe
G u obliku rablice karaktera. To je tablica s konjugacijskim klasama [ g] od G na vrhu, s
brojem elemenata u svakoj konjugacijskoj klasi napisanim iznad. Ireducibilne reprezenta-
cije V od G su na lijevoj strani, a zatim se u odgovaraju¢a mjesta u tijelu tablice stavljaju
vrijednosti karaktera yy na konjugacijskog klasi [ g] .

Primjer 2.1.1.

Tablica karaktera za ®5.

Za tablicu karaktera od 3 treba prvo pronaci konjugacijske klase i broj njihovih elemenata.
Slijedi tablica u kojoj su sve konjugacijske klase od ®3, njihovi pojedini elementi te ukupan
broj elemenata

Konjugacijska klasa | Particija | Elementi | Broj elemenata
(1) 1+1+1 | Identiteta | 1
(1,2)
(12) 2+1 (1,3) 3
(2,3)
(1,2,3)
(123) 3 (13.2) 2

Tablica 2.1: Tablica konjugacijskih klasa za ®

Trivijalna reprezentacija poprima vrijednosti (1,1,1) na tri konjugacijske klase [ 1],
[(1,2)] 1[(1,2,3)], a alternirajuca reprezentacija poprima vrijednosti (1,-1,1). Karakter
permutacijske reprezentacije poprima vrijednosti (3,1,0), a zbog dekompozicije permuta-
cijske reprezentacije na C* = U @ V, za karakter standardne reprezentacije vrijedi

xv=xc—xuv=0310-0-11)=(@201. (2.13)
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Cijela tablica karaktera onda izgleda ovako:

1 3 2

®5 1 (12) (123)
trivijalna U I 1 1
alternirajua U’ | 1 -1 1
standardnaV |2 0 -1

Tablica 2.2: Potpuna tablica karaktera za $;

To je joS jedan naCin rjeSavanja problema iz prijasnjeg poglavlja. Ako je W proizvoljna
reprezentacija od ®3 1 W se dekompozira u ireducibilne reprezentacije

W=U"e U eV, (2.14)

onda

Xw = axu +byuy + cxv. (2.15)
Xu>Xu» Xv sunezavisni pa je W odreden s karakterom yy do na izomorfizam. Karakter od
V® YV je (yv)?, koji poprima vrijednosti (4,0,1) za tri konjugacijske klase. V& U & U’ ima
isti karakter, pa to znaci da se V ® V dekompozira direktnou Ve U & U’. Sli¢no, V ® U’
poprima vrijednosti (2,0,-1), pa vrijedi

VeU =V. (2.16)

2.2 Prva projekcijska formula i njene posljedice

U proslom poglavlju su se eksplicitno trazili faktori direktne sume u dekompoziciji neke
reprezentacije na ireducibilne reprezentacije. Sada se pocinje od eksplicitne formule za
projekciju reprezentacije na direktnu sumu trivijalnih faktora u toj dekompoziciji. Za bilo
koju reprezentaciju V grupe G, neka je

Vi={veV:gv=v VYgeG). (2.17)

Eksplicitno se trazi V. Za bilo koju reprezentaciju V od G i bilo koji g € G, endomorfizam
g : 'V — V nije opCenito homomorfizam G-modula. Sada se uzima srednja vrijednost tih
endomorfizama, neka je

1
=G gZ: g € End(V), (2.18)

tada ¢e endomorfizmi biti G-linearni, jer je
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Dig=> heh™, (2.19)
iz Cega slijedi propozicija.

Propozicija 2.2.1
Mapa ¢ je projekcija od V na V©.

Dokaz:
Pretpostavimo,
1
V=g == > aw. (2.20)
Tada za za proizvoljni 1 € G,
1 1 1
e n L LI PO _y, 221
’ |G|;;g”’ |G|§; i |G|2;gw ’ 220
pa je slika od ¢ sadrzana u V. Ako je v € VY, onda
1 1 |G|
) =— V=— V===V (2.22)
o0 =G 2.8 = 1612, G
iz ¢ega slijedi V¢ c Im(¢) i
pod=¢. (2.23)

To je dakle, nacin kako eksplicitno odrediti direktnu sumu trivijalnih podprezentacija dane
reprezentacije, no ako se formula ne pojednostavi u nekom trenutku onda ju je jako tesko
koristiti. Ako je samo potrebno pronaci broj kopija trivijalnih reprezentacija, oznacen s m,
koji se pojavljuju u dekompoziciji od V, onda se to radi numericki jer je trag od projekcije
¢ upravo m.

m = dimV° = Tr(¢)

1 1
=@Zﬂ@=@2m@. (2.24)

geG geG

Dakle za ireducibilnu reprezentaciju V, ali ne trivijalnu, suma svih vrijednosti karaktera
Xv po svim g € G je nula. Ako su V i W reprezentacije od G, onda za reprezentaciju
Hom(V,W) slijedi

Hom(V, W)¢ = {homomorfizmi G-modula iz V u W}.



18 POGLAVLIJE 2. KARAKTER REPREZENTACIJE

Ako je V ireducibilna, onda je po Schurovoj lemi dim Hom(V,W)® mnogostrukost od V u
W. Ako je W ireducibilna onda je Hom(V,W)¢ mnogostrukost od Wu V. Akosui Vi W
ireducibilne, onda vrijedi

I, akojeVz=W
dim Hom(V, )¢ ={ * 0 . (2.25)
0, akojeV W
Sada je karakter y gomv.w)(g) reprezentacije
Hom(V,W) = V'@ W (2.26)
dan s,
XHomvw)(8) = Xv(&) - xw(g). (2.27)
Iz jednadzbe 2.24 se dobiva
1 - 1, akojeVz=W
— = 2.28
G ;Mgm(g) {O, ko je V% W (2.28)
Neka je
Cxlasa(G) = {funkcije klasa na G}
i neka je definiran Hermitski unutarnji produkt na Cy,44(G) s
1 -
@) = i ), 0. (2.29)

geG

1z jednadZzbe 2.28 onda slijedi teorem.

Teorem 2.2.1

S obzirom na Hermitski unutarnji produkt na Cyq,4,(G), karakteri ireducibilnih reprezen-
tacija od G su ortonormirani.

Ortonormiranost tri ireducibilne reprezentacije od ®; se moZze iS€itati iz tablice karaktera
2.1 Brojevi iznad konjugacijskih klasa govore koliko puta treba brojati unose u tom stupcu.

Korolar 2.2.1.

Broj ireducibilnih reprezentacija od G je manji ili jednak broju konjugacijskih klasa.
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Korolar 2.2.2.

Proizvoljna reprezentacija je odredena sa svojim karakterom

Ako za V; distinktivne ireducibilne reprezentacije vrijedi
VeVite. . eV, (2.30)

onda je
xv = awy, 2.31)
1 yv, su linearno nezavisni.

Korolar 2.2.3.

Reprezentacija V je ireducibilna ako i samo ako je (yy, yy) = 1

Ako opet vrijedi jednadzba 2.30 onda vrijedi
Ovoxv) = ) at. (2.32)

Korolar 2.2.4.

mnogostrukost ¢; od V; u V je unutarnji produkt od yv s yv,, primjerice a; = (xv, xv,)-

Primjenom ovoga na regularnu repezentaciju R od G imamo

0, akoje g # e
= 2.33
Xr(8) {IGI, ako je g = . (2339
Dakle R nije ireducibilna ako je G # {e}. Akoje R = €P V;*“, a V; distinktivne ireducibilne
reprezentacije, onda vrijedi

1 .
a, = (XVI’XR) = @){v,-(e) |G| = dimV. (2.34)

Korolar 2.2.5.

Bilo koja ireducibilna reprezentacija V od G se u regularnoj reprezentaciji pojavljuje dimV
puta.
Dakle opet je pokazano da postoji konacan broj ireducibilnih reprezentacija, pa vrijedi

IG| = dim(R) = Z dim(V)>. (2.35)

0= Z(dimV,-) xv(g), akoje g#e. (2.36)
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2.3 Primjer: 64

Za tablicu karaktera od ®,4 treba prvo pronaci konjugacijske klase 1 broj njihovih elemenata
kao 1 kod tablice karaktera od ®5. ®, je takoder simetri¢na grupa, ali ima drugacije konju-
gacijske klase. Slijedi tablica u kojoj su sve konjugacijske klase od ®, , njihovi pojedini
elementi te ukupan broj elemenata.

Konjugacijska klasa | Particija | Elementi | Broj elemenata
(1) 1+1+1+1 | Identiteta | 1

(1,2)
(1,3)
(1,4)
(2,3)
(2,4)
3.4
(1,2)(3,4)
(12)(34) 242 (1,3)2,4) | 3
(1,4)(2,3)
(1,2,3)
(1,3,2)
(2,3,4)
(2,4,3)
(3,4,1)
(3,1,4)
4,1,2)
4,2,1)
(1,2,3,4)
(1,2,4,3)
(1,3,2,4)
(1,3,4,2)
(1,4,2,3)
(1,4,3,2)

(12) 2+1+1

(123) 3+1

(1234) 4

Tablica 2.3: Tablica konjugacijskih klasa za ©4

Sto se ti¢e ireducibilnih reprezentacija od ®,, poinje se s istima kao i kod ®3. To su
trivijalna U, alterniraju¢a U’ i standardna V. Analogno je karakter trivijalne reprezentacije
(1,1,1,1,1), a alternirajuce (1,-1,1,-1,1). Karakter standardne reprezentacije je (3,1,0,-1,-1)
jer je karakter permutacijske reprezentacije na C* (4,2,1,0,0) od Cega se treba jo§ samo
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oduzeti karakter trivijalne reprezentacije. Tablica karaktera od ®, onda izgleda ovako:

I 6 8 6 3

(0N 1 (12) (123) (1234) (12)(34)
trivijalna U 1 1 1 1 1
alternirajuéa U’ | 1 -1 1 -1 1
standardna V| 3 1 0 -1 1

Tablica 2.4: Djelomicna tablica karaktera za ©4

Iz jednadzbe (2.35) je vidljivo da ovo nije potpuna tablica karaktera jer je zbroj svih ele-
menata konjugacijskih klasa 24. Dakle fale joS dvije reprezentacije Cije su dimenzije 2 1
3. Trodimenzionalna se dobiva lako pomocu yy = yv - xyuor = (3,-1,0,1,-1) 1 o€ito je
ireducibilna jer |yy/| = 1. Zadnja se dobiva iz relacije (2.28), ozna¢imo je s W i dobivamo
potpunu tablicu karaktera od 6.

1 6 8 6 3

(O 1 (12) (123) (1234) (12)(34)
trivijalna U 1 1 1 1 1
alterniraju¢a U’ | 1 -1 1 -1 1
standardna V| 3 1 0 -1 1
Vi=vVeU |3 -1 0 1 -1
W 2 0 -1 0 2

Tablica 2.5: Potpuna tablica karaktera za ®,

Za opis reprezentacije W dovoljno je pogledati klasu konjugacije (12)(34), koja je za-
pravo identiteta, Sto pokazuje da je W reprezentacija kvocijentne grupe

®4/{1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)} = G5. (2.37)

Dakle W je zapravo standardna reprezentacija od ®; koja dopunjena s tim kvocijentom
daje jednu od ireducibilnih reprezentacija od G4
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2.4 Projekcijske formule

Propozicija 2.4.1.

Neka je @ : G — C proizvoljna funkcija na grupi G i neka za bilo koju reprezentaciju V od
G vrijedi
by =) a(@)-g:V V. (2.38)

Tada je ¢,y homomorfizam G-modula za sve V ako 1 samo ako je funkcija klase.

Propozicija 2.4.2.

Broj ireducibilnih reprezentacija od G je jednak broju konjugacijskih klasa od G. Njihovi
karakteri {yy} ¢ine ortonormiranu bazu za Cy,,,(G).

Dokaz:

Pocinje se s pretpostavkom da je @ : G — C funkcija klase i da vrijedi (@, yy) = 0 za sve
ireducibilne reprezentacije. Pogledajmo ¢, v iz prosle propozicije 1 primjetimo da on ide
iz V u V pa je on endomorfizam 1 po Schurovoj lemi onda vrijedi ¢,y = A - 1. Zatim slijedi
da je

A=) al®)-g (2.39)
odnosno )
L= o > alg) xv(®). (2.40)
Sada iz jednadzbe (2.29) dobivamo
_ |Gl
A= dimV(a’XV*)’ (2.41)

pa je 4 = 0 zbog pretpostavke (a, yy) = 0. Iz Cega slijedidajei g,y =0t). Y a(g)-g=0
na bilo kojoj reprezentaciji V od G. U regularnoj reprezentaciji R su elementi medusobno
linearno nezavisni, pa je a(g) = 0 za svaki g Sto je 1 trebalo dokazati.



Poglavlje 3

®5, 55 Inducirane Reprezentacije;
Grupna Algebra; Realne Reprezentacije

3.1 Primjeri: G5, Us

Primjer 3.1.1 : Reprezentacije grupe 5

Opet kaoizan = 31n = 4 pogledajmo tablicu konjugacijskih klasa za 5. Ispisane su
particije, broj elemenata svake klase te samo reprezentativni element svake od klasa jer za
n = 5 ima previse permutacija (5! = 120) da ih navedemo sve posebno.

Konjugacijska klasa | Particija Reprezentativni element | Broj elemenata
(D) 1+1+1+1+1 | Identiteta 1

(12) 2+1+1+1 (1,2) 10

(123) 3+1+1 (1,2,3) 20

(1234) 4+1 (1,2,3,4) 30

(12345) 5 (1,2,3,4,5) 24

(12)(34) 2+2+1 (1,2)(3,4) 15

(12)(345) 2+3 (1,2)(3,4,5) 20

Tablica 3.1: Tablica konjugacijskih klasa za ®s

23
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Sada se moZe ispuniti prvi dio tablice karaktera koji sadrzi ve¢ poznate reprezentacije
iz ®4. To su trivijalna, alternirajuca, standardna i V’ ¢iji se karakter dobiva s

Xv = Xv  Xu (3.1)

Dakle prva Cetiri reda tablice karaktera od ®5 izgledaju ovako

1 10 20 30 24 15 20
s 1 (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)
trivijalna U 1 1 1 1 1 1 1
alternirajuéa U’ | 1 -1 1 -1 1 1 -1
standardna V. | 4 2 1 0 -1 0 -1
Vi=vVeU |4 -2 1 0 -1 0 1

Tablica 3.2: Djelomicna tablica karaktera za ®s

Iz dimenzionalne analize je jasno da fale jos tri ireducibilne reprezentacije. Najbolje ih
je krenuti traziti tako da se gleda tenzorski produkt izmedu reprezentacija koje su vec u ta-
blici. Jedini koristan tenzorski produkt za pronalaZenje ostalih ireducibilnih reprezentacija
jeVeVijer

VeV=VeVel (3.2)

VeV =veUeVeU =VeV. (3.3)
V ® V se dekompozira u A%V i S ym?V, to¢nije ovako

VeV =Sym*(V)e AX(V), (3.4)

pa ih treba promatrati zasebno. Prvo se racuna karakter od A*V pomocu

1
xarv(g) = 5[)(v(g)2 —xv(g)]. (3.5)

Dakle,
xarv = (6,0,0,0,1,-2,0). (3.6)

Zaklju¢ak je da je A2V peta ireducibilna reprezentacija. Preciznija dimenzionalna analiza
otkriva koje su dimezije posljednje dvije ireducibilne reprezentacije.

51=120= >+ 1> +4* + 4* + 6° + n} + n) (3.7)

50 = n? + nl. (3.8)
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Jedina moguca rjeSenja za n; 1 n, su

n=1 n=7 (3.9)
ili

ny = 7 npy = 1 (310)
ili

n =5 I’l2:5 (311)

n; niti n, ne mogu biti 1, odnosno nema viSe jednodimenzionalnih reprezentacija jer su
one trivijalne na normalnim podgrupama cije su kvocijentne grupe ciklicke, a Us je jedina
takva podgrupa. Dakle, preostaje samo zadnja opcija tj. da je n; = n, = 5. Oznacimo te
dvije reprezentacije s Wi W’ gdje je

W=weU. (3.12)

Neka je karakter od W
(5,a,b,c,d, e, f), (3.13)

onda iz (3.12) odmabh slijedi da je karakter od W’
(5, —-a, ba —C, d’ e, _f) (3'14)

Prvo se traZi d, odnosno gledamo konjugacijsku klasu (12345) Cije se svojstvene vrijednosti
biraju iz 1, w, W% w*, w* gdje je w = €3 . Ako je A svojstvena vrijednost od klase (12345)
onda su takoder i potencije od A Sto znaci da su svojstvene vrijednosti {1,1,1,1,1} ili
{1, w, W, W, w*}. Dakle

xw(12345) =5 ili  yw(12345) = 0. (3.15)
Iz ve¢ poznate jednadZzbe

1

— 3.16
Gl (3.16)

Z){v(g))(w(g) =

geG

1, akojeVz=WwW
0, akojeV W

je jasno da opcija yw(12345) = 5 nije moguca jer
24 - (yw(12345))* > 120. (3.17)

Dakle d = 0.

Sli¢no i za c. Moguce su svojstvene vrijednosti +i, +1. Kod racunanja traga matrice se
pokrate i i —i jer je i = —i. Sto zna&i da ¢ moZe biti £3,+1. ¢ = +3 otpada jer je to opet
po gornjoj jednadzbi vece od 120. Zakljucak je da je c=1.



POGLAVLIE 3. ®s,Us; INDUCIRANE REPREZENTACIJE; GRUPNA ALGEBRA;
26 REALNE REPREZENTACIJE

Za b su svojstvene vrijednosti 1, w, w?® gdje je w = eF. Ovdje w i w? dolaze uvijek u

paru. Da bi opet gornja jednadZba bila zadovoljena taj par se mora pojaviti tocno 2 puta pa
aw((123) = 1+ w+ o +w+ = -1, (3.18)

odnosno b = —1.
Sada tablica karaktera izgleda ovako

1 10 20 30 24 15 20
®5 1 (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)

trivijalna U 1 1 1 1 1 1 1
alternirajuéa U’ | 1 -1 1 -1 1 1 -1
standardna V. | 4 2 1 0 -1 0 -1
Vi=VeU |4 -2 1 0 -1 0 1
4 5 a -1 1 0 e f

W=WeU |5 -a -1 -1 0 e —f
AV 6 O 0 0 1 -2 0

Tablica 3.3: Tablica karaktera za ®s s nepoznanicama

Za preostale nepoznanice se moze koristiti jednadzba (3.16) direktno pa vrijedi
W, 1)=0=>5+10a-20+30+ 15¢+20f =0 = 10a + 15¢ + 20f = —-15.  (3.19)

W,1)=0=5-10a -20-30+ 15¢-20f =0 = —10a + 15¢ — 20f = —45. (3.20)

Kada se jednadZbe zbroje dobiva se 30e = 30 = e = 1. Takoder vrijedi i
W, V) =0=>20+20a-20-20f =0=a=f. (3.21)

UvrStavanjem u gornje izraze a = f dobivamo a = f = —1. Potpuna tablica karaktera za
®5 onda izgleda ovako
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I 10 20 30 24 15 20

®5 1 (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)
trivijalna U 1 1 1 1 1 1 1
alternirajuéa U’ | 1 -1 1 -1 1 1 -1
standardna V. | 4 2 1 0 -1 0 -1
Vi=VeU |4 -2 1 0 -1 0 1
W 5 -1 -1 1 0 1 -1
W=WeU |5 -1 -1 0 1 1
AV 6 O 0 0 1 -2 0

Tablica 3.4: Potpuna tablica karaktera za ®s

Primjer 3.1.1 : Reprezentacije grupe

Opet je potrebna ista tablica s konjugacijskim klasama, particijama, reprezentativnim ele-
mentima te brojem elemenata u svakoj konjugacijskoj klasi kao i kod simetricne grupe no
ovdje vidimo da se konjugacijska klasa rastavlja na dvije ako ima paran broj permutacija.
Pa takva tablica onda izgleda ovako

Konjugacijska klasa | Particija Reprezentativni element | Broj elemenata
(D) 1+1+1+1+1 | Identiteta 1

(123) 3+1+1 (1,2,3) 20

(12)(34) 2+42+1 (1,2,3,4) 30

(12345) 5 (1,2,3,4,5) 12

(12345) 5 (1,2,3,5.4) 12

Tablica 3.5: Tablica konjugacijskih klasa za I

Opet je prva trivijalna reprezentacija U, a zatim slijedi restringirana standardna V ¢iji
su karakteri konjugacijskih klasa jednaki broju fiksnih to¢aka umanjenom za jedan osim

za konjugacijsku klasu (1) ¢iji je karakter 4 jer zbog je spomenute restrikcije dimenzija
reprezentacije 4.
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1 15 20 12 12
®s 1 (12)(34) (123) (12345) (12354)
trivijalna U 1 1 1 1 1
restringirana standardna V | 4 0 1 -1 -1

Tablica 3.6: Djelomicna tablica karaktera za s

Uz pomo¢ dimenzionalne analize odreduju se karakteri konjugacijske klase (1) sljedeéih
ireducibilnih reprezentacija.

1 15 20 12 12
s 1 (12)(34) (123) (12345) (12354)
trivijalna U 1 1 1 1 1
restringirana standardna V | 4 1 0 -1 -1
74 5 a b c d
Y 3 e f g h
zZ 3 i j k 1

Tablica 3.7: Tablica karaktera za s s nepoznatim vrijednostima

Analognom formulom kao i kod simetri¢ne grupe se iz klase (1) i (12)(34) dobiva

1+5a+3¢+3i=0 (3.22)
! 60
1+a2+e2+i2:E:4. (3.23)

a, e,i moraju biti neparni, dakle jedino mogu biti +1, a iz prve jednadzbe vidimo da je
a=1,e=-1,i=-1

Sada je moguce rijesiti red u kojem je W. Primjetimo prvo da je reprezentacija W jedina
dimenzije 5 pa je invarijantna na automorfizam, odnosno ¢ = d. Onda vrijedi

25 + 15 + 20b* + 24¢* = 60 (3.24)

i
5+ 15+20b +24c = 0. (3.25)
Dakle b = —1,¢ = 0. f i j odmah ispadnu 0, a primjenom istih formula kao i do sad na

g,h, k1l se dobiva puna tablica karaktera za I
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1 15 20 12 12
®5 1 (12)(34) (123) (12345) (12354)
trivijalna U 1 1 1 1 1
restringirana standardna V | 4 1 0 -1 -1
W 5 1 -1 0 0
Y 300 -1 0 ‘;:f %
z 3 -1 0 e =

Tablica 3.8: Potpuna tablica karaktera za s

3.2 Vanjske Potencije Standardne Reprezentacije ©,

Propozicija 3.2.1

Svaka vanjska potencija A*V standardne reprezentacije V od ®, je ireducibilna, 0 < k <
d—1.

Dokaz:

V je ireducibilna < (ycs, xc«) = 2. To slijedi iz dekompozicije C¢ = V @ U. PokaZimo
ukratko smjer udesno.

ed, xed) = ey + xusxv + xu) = evs xv) + 2(cvs xu) + (xus xu) (3.26)

U je ireducibilna, a V je ireducibilna iz pretpostavke, pa vrijedi

Oevaxv) =1, (3.27)
uv.xv) =1, (3.28)
xvsxu = 0. (3.29)

Zatim slijedi da je (yc4, ¥ce) = 2. Smjer udesno je dokazan, vratimo se sada na glavni
dio dokaza
Sada je zbog
AT = A Ve Ay, (3.30)
dovoljno pokazati da je (y, x) = 2, gdje je y karakter reprezentacije AC?. Neka je A =
{1,2,...,d}, aza podskup B od A s k elemenatai g € G,

0, akoje g(B)# B
{gls=1 1, akoje g(B) = B i g|p parna permutacija (3.31)
—1, akoje g(B) = B i g|p neparna permutacija.
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Zatim slijedi

1
(X) = = D > D (sgn gla) - (sgn gle). (3.32)
B C g

Neka je / kardinalnost od B N C, onda vrijedi

%Z Z Z Z Z Z (sgn a)* - (sgn b)- (sgn ¢) = (3.33)
"B C

ac®; be®y_; ce®p_; he®y_oi+1

%ZZZ!(d—Zk+l)![Z sgn b)[z sgn c]. (3.34)
"' B C

be®y_; c€®y_y

Zadnje dvije sume su nula osim ako vrijedi k —/ = 01ili k — [ = 1. Za prvi slucaj vrijedi
1 1(d
— E d-k)) = — I(d—=k) =
IpA k\(d-k)! = d!(k)k.(d k!=1 (3.35)

Drugi slucaj daje isto 1 Sto znaci da je (y, y) = 2 1 time je dokaz gotov.

3.3 Inducirane reprezentacije

Ako je H, koji je podskup od G, podgrupa onda je proizvoljna reprezentacija V od G
restringirana na H Sto se oznacava s ResV. Neka je V reprezentacijaod Gi1iW Cc V
podprostor koji je invarijantan na H. Za svaki g € G, podprostor

g W={g-w:weWj (3.36)
ovisi samo o lijevom kozetu gH od g modulo H jer

gh-W=g-(h-W)y=g-W. (3.37)

Za kozet o u G/H se pisSe o - W. V je induciran s W ako se svaki element iz V moze
jedinstveno zapisati kao suma elemenata u takvim zapisima od W. Npr.

V= @ o-W. (3.38)

U ovom slucaju se piSe V=Ind W.
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Propozicija 3.3.1.

Neka je W reprezentacija od H, U reprezentacija od G i V = Ind W. Tada se bilo koji
homomorfizam H-modula ¢ : W — U jedinstveno proSiruje do homomorfizma G-modula

¢:V — U. Npr.
Hompy(W,Res U) = Homg(Ind W, U). (3.39)

Ovo univerzalno svojstvo odreduje Ind W do na kanonski izomorfizam.

Dokaz:
Neka je opet
V= @ oW (3.40)
oeG/H
Definira se ¢ na o - W ovako
-1
cwiswiuiu (3.41)

Sto je neovisno o g, za o jer je ¢ H-linearna.
Ako je V = Ind W onda se karakter od V raCuna pomocu

Xndw(® = D xw(s™'g9), (3.42)

go=0
gdje treba primjetiti da g € G mapira oW u goW, pa se trag racuna iz tih kozeta o pomocu

go = o, kao npr. ovdje gdje je s~'gs € H za proizvoljni s € .

Korolar 3.3.1.(Frobeniusova Reciproc¢nost)

Ako je W reprezentacija od H i1 U reprezentacija od G onda vrijedi

(XIHdW’XU)G = (XW’XRCSU)H . (3.43)
Dokaz:
1
(tndw-xv), = Gl ;Xlndw(t)U (™) (3.44)
1 1

Daw(s sy (3.45)

|G| |H| teG seG
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1
= = D dw(xu(t™) (3.46)
| | teG
1
= = D dw(xu(t™) (3.47)
| | teH
1 _
= o D xw(ORes(xo)(1™) (3.48)
| | teH
= (}w YRes),, (3.49)

S time je dokaz gotov.

Ako su Wi U reducibilne onda po Frobeniusovoj reciprocnosti vrijedi: Ako se U pojavi u
Ind W neki broj puta onda se isti broj puta pojavi W u Res U. Koristi se i za pronalazak
broja karaktera od G ako se zna broj karaktera od H.

3.4 Grupna Algebra

Neka je G konacna grupa. Tada je grupna algebra CG objekt povezan s G koji prakticki
moze zamijeniti grupu G. To znaci da svaka izjava o grupi G vrijedi 1 za grupnu algebru
CG. Temeljni vektorski prostor takvog objekta ima bazu {e,} koja odgovara elementima iz
grupe G, odnosno temeljnom vektorskom prostoru regularne reprezentacije. Takva alge-
barska struktura na tom vektorskom prostoru se definira ovako:

ey - ep = €gp. (3.50)
Reprezentacija algebre CG na vektorskom prostoru V je zapravo homomorfizam algebre
CG — End(V), (3.51)

takav da je reprezentacija V od CG isto Sto i lijevi CG-modul. Reprezentacijap : G —
Aut(V) se zbog linearnosti proSiruje na mapu p : CG — End(V) tako da reprezentacije
od CG odgovoraju reprezentacijama od G. Lijevi CG-modul od samog CG odgovara re-
gularnoj reprezentaciji. Ako su {W;} ireducibilne reprezentacije od G, onda se regularna
reprezentacija R dekompozira ovako

R=Pwy® dimw; (3.52)

U terminima grupne algebre vrijedi



3.5. REALNE REPREZENTACIJE 33

Propozicija 3.4.1

Kao algebre,
CG = End(W)). (3.53)

Dokaz:
Za svaku reprezentaciju W je vec ustanovljeno da se definirajuce djelovanje grupe

G — Autc(W) — Endc(W) (3.54)

proSiruje jedinstveno na homomorfizam algebre

cG 2% Endo(W). (3.55)

Naravno ovo je surjekcija, inace W nije ireducibilna. Takoder vrijedi da je

cG L, P Endo(w) (3.56)

izomorfizam, dakle treba samo primjetiti da su lijeva i desna strana dimenzije Y (dimW;)? i
dokaz je gotov.

3.5 Realne Reprezentacije

Ako grupa G djeluje na realni vektorski prostor Vj, onda je odgovaraju¢a kompleksna re-
prezentacija od V = V,, ®g C realna. Kada se Zeli pricati o djelovanju grupe G na realni
umjesto na kompleksni vektorski prostor nailazi se na problem jer nije jasno kako znati
koje od obradenih reprezentacija su realne.

Prva ideja je da ako je karakter neke reprezentacije realni broj onda je i sama reprezen-
tacija realna, no to generalno ne vrijedi i lako je pronaci kontraprimjer. Moze se pogledati
konac¢na abelova podgrupa G ¢ SU(2). Tada G djeluje na C?> = V s realnim karakterom jer
je trag svake matrice u SU(2) realan.

Bolja ideja je primjetiti da ako je V realna reprezentacija od G, koja opet proizlazi iz Vj,
onda se moZe pronaci pozitivan odreden simetrian bilinearan oblik na Vj, koji je oCuvan
s G. To daje simetrican bilinearan oblik koji je ouvan na V, no nece svaka reprezentacija
imati takav oblik.
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Lema 3.5.1.

Ireducibilna reprezentacija V od G je realna ako i samo ako postoji nedegeneriran sime-
trian bilinearan oblik B na V ocuvan s G.

Dokaz:
Ako postoji takav B i proizvoljan nedegenerativan oblik H, onda

vi vy (3.57)
daje linearni izomorfizam ¢ : V — V. Za neki x € V imamo komutirajuéi ¢ za koji vrijedi

B(x,y) = H($(x), y), (3.58)

pa vrijedi
¢°=A-1d. (3.59)

Iz ¢injenice da je ¢ komutativan s obzirom na djelovanje od G proizlazi da je
H(¢*(x),y) = H(x, ¢°()). (3.60)

Sada zakljuCujemo da je A pozitivan realan broj. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pret-
postaviti da je 4 = 1. ¢ komutira s G pa su realni svojstveni prostori V, i V_ G-invarijatni.
Na kraju iz ¢(ix) = —i¢(X) slijedi

iV, =V_ (3.61)

V=V,®C. (3.62)

Iz dokaza se vidi da je realna reprezentacija karakterizirana i s egzistencijom srodnog line-

arnog endomorfizma od V ¢iji je kvadrat identiteta. Ako je V = V, ®z C onda
Vo > o ® A. (3.63)

Sada se javlja problem gdje neka ireducibilna reprezentacija od G na vektorskom pros-
toru od R moze postati reducibilna kod proSirenja na C. To je vidljivo u sljedecem primjeru.

Primjer 3.5.1

Neka je p reprezentacija od Z/n na R? dana s

(3.64)
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Zan > 2 je ta reprezentacija ireducibilna na R, ali reducibilna na C. Dakle, ako se klasifi-
ciraju ireducibilne reprezentacije od G na C ne znaci da su klasificirane sve realne ireduci-
bilne reprezentacije.

Neka je V ireducibilna reprezentacija od G s realnim karakterom yy. Onda postoji G-
ekvarijantan izomorfizam V = V*, odnosno postoji bilinearni oblik B koji ne mora nuzno
biti degenerativan niti simetri¢an. B koji je jedinstven do na mnoZenje skalarom je u

V*® V' = Sym*V* @ A*V* (3.65)

ili simetri¢an ili koso-simetri¢an. Ako je koso-simetri¢an onda vrijedi ¢* = —Id $to ¢ini V
kvaternionskim, a ¢ postaje mnozZenje s j.

Definicija 3.5.1
Kvaternionska reprezentacija je kompleksna reprezentacija V koja ima G-invarijantni ho-
momorfizam J : V — V koji je konjugacijski linearan i zadovoljava J> = -Id. Onda

koso-simetri¢an nedegenerativan G-invarijantan B odreduje kvaternionsku strukturu na V.

Teorem 3.5.1

Ireducibilna reprezentacija V mozZe biti samo jedno od sljedecih opcija:

(1) Kompleksna: yy nije realan; V nema G-invarijantan nedegenerativan bilinearan oblik.
(2) Realna: V = V;®C, realna reprezentacija; V ima G-invarijantan nedegenerativan sime-
tri¢an bilinearan oblik.

(3) Kvaternionska: yy je realan, ali V nije realna; V ima G-invarijantan nedegenerativan
koso-simetri¢an bilinearan oblik.

Problem odredivanja realnih ireducibilnih reprezentacija se moZe generalizirati 1 na podpo-
lja od C, ali se onda drasti¢no smanjuje i kvaliteta rjeSenja. Jedino Sto moZemo je zapisati
problem u obliku reprezentacijskog prstena od G.

Definicija 3.5.2

Neka je K neko podpolje od C, onda definiramo K-reprezentaciju od G kao vektorski
prostor Vy nad K na koji G djeluje. KaZemo da je kompleksna reprezentacija V = V, ® C
definirana nad K.
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Sada je upitno kako odrediti broj reprezentacija od G koje su definirane nad poljem K.
Jedna moguénost je uvesti reprezentacijski prsten Rx(G) od G nad K. To se definira kao i
obican reprezentacijski prsten, odnosno kao grupa formalnih linearnih kombinacija od K-
reprezentacija od G modulo relacija od oblika V + W — (V& W). Time zapravo pokazujemo
kompleksnost problema kada radimo na proizvoljnom podpolju od C, zbog toga se u ovom
radu drzimo odredenih restrikcija.

3.6 Ireducibilne reprezentacije od ¢,

Pokazano je dosta primjera reprezentacija simetricnih grupa, poimence ®3, ©4 1 ®s5. Za
kraj ¢emo pogledati kako izgleda generalizacija broja elemenata permutacijskih grupa, u
naSem slucaju simetri¢nih grupa.

Broj ireducibilnih reprezentacija od ®, je broj konjugacijskih klasa koji je zapravo broj
particija od d koji oznacavamo s p(d). Takoder vrijedi

d=4+--A (3.66)

A > > A (3.67)

Particiji A = (44, ..., 4) je pridruZzen Youngov dijagram koji izgleda ovako

A1
A2
A3
Ay
As

Slika 3.1: Youngov dijagram za particiju (3,3,2,1,1)

Konjugacijska particija A" = (4], ..., 4;) od particije A je definirana zamjenom redaka 1
stupaca u dijagramu particije 4. MoZe se gledati i kao simetrija s obzirom na pravac pod
45° koji prolazi kroz gornji lijevi kut dijagrama ili jednostavno kao trasponiranje matrica.
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Dakle, u gornjem dijagramu se radi o particiji (3, 3,2, 1, 1), a njezin konjugat je onda
(5,3, 2) ¢iji dijagram izgleda ovako.

A | |
Ay
A3

Slika 3.2: Youngov dijagram za particiju (5,3,2)

Nastavljamo s generalizacijom i numeriramo celije Youngovog dijagrama redom s li-
jevana desno zatim odozgo prema dolje brojevima 1, 2, ..., d. Za kanonski dijagram djelimo
simetri¢nu grupu na dvije podgrupe

P=P,={ge ®,:g Cuvasvakiredak} (3.68)
i
Q=0,=1{g € ®,:g cuvasvaki stupac}. (3.69)
U grupnoj algebri C6», imamo dva elementa koji odgovaraju tim podgrupama
a=) e (3.70)
gepP
i
bi= ) sgn(g)- e, (3.71)
geQ

Zatim definiramo Youngov simetricar c,
Cr=4a, 'b,l. (372)

Koji je element iz C®,. Ako je npr. A = (d), onda je

Cw=awm= ) e (3.73)

8€6q

i slika od ¢5 na V® je Sym?V.

Teorem 3.6.1.

Neki skalarni viSekratnik od c, je idempotentan, odnosno cfl = n,c, islika od c, je ireduci-
bilna reprezentacija V,; od ®,. Svaka ireducibilna reprezentacija od ®, se moZe dobiti na
ovaj nacin za jedinstvenu particiju.
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Bitna posljedica ovog teorema je direktna veza izmedu konjugacijskih klasa u ®, 1
ireducibilinih reprezentacija od ®,.
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Sazetak

Prvo poglavlje je namijenjeno kao dobar uvod u teoriju reprezentacija jer se krece samo s
bazi¢nim znanjem linearne algebre. Uvode se osnovne definicije i brzo se prelazi na pri-
mjere odnosno na reprezentacije Abelove grupe 6;.

Zatim se detaljnije uvode karakteri reprezentacija koji su od velike vaznosti jer karakter
neke reprezentacije govori dosta o samoj reprezentaciji. Uz uvod u projekcijske formule,
takoder je i detaljno pokazan postupak pronalaska tablice karaktera za odredene reprezen-
tacije i to je napravljeno za ;.

Zatim imamo jo$ dobrih primjera kao Sto su tablice karaktera od s 1 posebito ®5 koji nam
dobro pokazuje kako evoluira tablica karaktera kada mijenjamo broj elemenata u nekoj per-
mutacijskoj grupi. ZavrSava se s kratkim uvodima u grupnu algebru, realnim i induciranim
reprezentacijama.






Summary

The first chapter is intended as a gentle introduction to the theory of representations be-
cause it only assumes basic knowledge of linear algebra. Basic definitions are introduced
followed by an example where we explore representations of the Abelian group ®s;.

Next concept is the characters of representations which are of great importance in the the-
ory as they give a lot of information about the representation itself. Along with introducing
projection formulas here we show how to construct character tables for different represen-
tations, in this case on the group 6.

What follows is a pair of good examples as we construct more character tables, for Us and
more importantly for s where we can see how the tables change when we add elements
to a permutation group. In the end there is a short introduction to group algebra, real and
induced representations.
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