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Uvod

U razli¢itim svakodnevnim situacijama susre¢emo se s problemima koje pokuSavamo rijesi-
ti na razli¢ite nacine. Problemi su pitanja na koja ne moZemo odmah dati odgovor, Cesto su
otvorenog tipa, apstraktni, a ponekad i tesko rjesivi te zahtijevaju od nas promisljanje 1 is-
trazivanje. U ovom radu proucavat cemo matematicke probleme. RjeSavanje matematickih
problema jedan je od najvaznijih ciljeva matematickog obrazovanja. Ono ne samo da potice
kreativnost, sustavnost, preciznost, apstraktno i kriticko promisljanje, ve¢ omogucuje ra-
zvoj matematickih znanja i vjestina te samopouzdanje, koncentraciju i hrabrost, kojima ¢e
se ucenici koristiti u daljnjem osobnom, drustvenom i profesionalnom Zivotu. RjeSavanjem
velikog broja razli¢itih problema ucenici usvajaju razne tehnike i metode koje im kasnije
mogu posluziti za rjeSavanje drugih problema. Ucenici, rjeSavanjem matematickih pro-
blema koji opisuju situacije iz stvarnog Zivota, razvijaju pozitivan stav prema matematici
te uoCavaju da je matematika svuda oko nas i ima utjecaj na sve Zivotne segmente poje-
dinca.

Ovaj rad zapocinje opisom matematickog problema te klasifikacijama matematickih za-
dataka pomocu kojih se rjeSavaju problemi u nastavi matematike. Opisuju se 1 usporeduju
nastavni sustavi, problemska i heuristi¢ka nastava pomocu kojih se uc¢enike poucava rjesa-
vanju problema. Prema Georgeu Pdlyu, vjestina rjeSavanja problema moze se pouciti i
nauditi pa je u ovom radu opisana njegova metoda za univerzalno rjeSavanje matematickog
zadatka te su navedene heuristike 1 metode koje se koriste pri rjeSavanju. Nakon toga, sli-
jedi rjeSavanje matematickih problema iz podrucja nejednakosti i aritmetike. S obzirom na
njihovu sloZenost, prije rjeSavanja potrebno je usvojiti odredena znanja i tehnike da bi ih
mogli uspjesno i efikasno rijeSiti. Na primjer, iako mnogi zadaci iz nejednakosti na prvi
pogled mogu izgledati kao da ¢emo ih rijesiti direktnim sredivanjem algebarskih izraza koji
se u njemu pojavljuju, Cesto neCemo uspjeti doci do rjeSenja na taj nacin. S druge strane,
takvi zadaci mogu biti poseban slucaj neke poznate nejednakosti, odnosno lako su rjesivi
ako prepoznamo koju posebnu nejednakost trebamo uvrstiti. Zato je vazno poznavati te-
orijsku osnovu i vazne teoreme iz podrucja kojim se bavimo. U ovom ¢e radu biti bitno
poznavati nejednakosti izmedu srednjih vrijednosti i Cauchy-Schwarzovu nejednakost za
rjeSavanje zadataka iz podrucja nejednakosti, a za podrucje aritmetike vazni su pojam dje-
ljivosti, najveceg zajednickog djelitelja i kongruencija te osnovni teorem aritmetike.






Poglavlje 1

RjeSavanje matematickih problema

1.1 Matematicki problem

Rije¢ problem izvorno je grékog porijekla i znaci: teorijsko ili prakticno pitanje koje treba
rijesiti, sporno pitanje, teskoca, teZak zadatak, zadaca uopce, zagonetka ([7]). Specificnost
problema je da ono Sto je problem za jednu osobu, nije nuzno problem za drugu osobu. To
je zato Sto ne postoje dvije osobe s jednakim sposobnostima i iskustvom, stoga bi jedna
osoba mogla brze razumjeti formulaciju nekog problema te pronaci njegovo rjesenje, nego
neka druga. Ovdje ¢emo se ograniciti na promisljanje o matematickim problemima iako
je, naravno, cilj obrazovanja osposobiti ucenike za rjeSavanje problema razlicitih vrsta.

Matematicko obrazovanje sastoji se od nastavnih sadrZaja, matematickog jezika i vjesti-
na te kognitivnog razvoja ucenika. Kako bi mogli uspjeSno razumjeti i rijesiti problemski
zadatak, pogotovo “zadatak s rijeCima”, trebamo razumjeti matematicki jezik te modi pre-
voditi simbole i izraze s matematickog na svoj materinski jezik i obrnuto. VjeStine su
sposobnosti steCene vjeZbom niza osnovnih aritmeti¢kih operacija i1 algoritama potrebnih
za rjeSavanje nekog problemskog zadatka. One se upotrebljavaju u svim matematickim
domenama: Brojevi, Algebra i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje te Podatci, statistika i
vjerojatnost. S druge strane, matematicki procesi su nacini kreativne upotrebe vjestina u
novim situacijama. Matematicki procesi ukljucuju prikazivanje 1 komunikaciju, poveziva-
nje, logicko misljenje, argumentiranje i zakljuCivanje, primjenu tehnologiju te rjeSavanje
problema i matematicko modeliranje.

Prije nego Sto opiSemo rjeSavanje problema u nastavi matematike, istaknimo tri rijeci:
metoda, odgovor 1 rjeSenje. RijeC metoda predstavlja sredstva koja se koriste da se do-
bije odgovor, Sto opcenito ukljucuje jednu ili viSe strategija rjeSavanja problema. S druge
strane, koristimo rije¢ odgovor da ozna¢imo broj, koli¢inu ili neki drugi pojam koji se trazi
u zadanom problemu. Konacno, rjesenje je cijeli proces rjeSavanja problema, ukljucujuéi
metodu dobivanja odgovora i sam odgovor.
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U nastavi matematike, problemi i problemske situacije najcesce se rjeSavaju kroz pro-
blemske zadatke. Zadatak je sloZen matematicki objekt i njegov sastav nije uvijek jednos-
tavno analizirati ([6]). RjeSavanje zadataka jedna je od najces¢ih uloga ucenika na nastavi
matematike. Primjerenim izborom i koriStenjem zadataka u nastavi matematike znatno
doprinosimo oblikovanju ucenikovih osnovnih matemati¢kih znanja, umijeca, vjestina i
navika te doprinosimo razvoju matematickih sposobnosti i1 stvaralatkog misljenja. Kurnik
izdvaja pet osnovnih sastavnica zadatka: uvjeti, cilj, teorijska osnova, rjeSavanje te osvrt
([61).

Uvjeti su sastavni dio svakog zadatka i to su poznate i nepoznate veliine i objekti te
uvjeti koji opisuju veze izmedu poznatih i nepoznatih veli€ina i objekata. Da bi razumjeli
zadatak vazno je poznavati uvjete.

Cilj zadatka najcesce je lako uocljiv. To je pronalazenje rjeSenja, tj. odredivanje ne-
poznatih veliina, svojstava i veza medu njima ili izvodenje zakljuaka i opravdavanje
postavljenih tvrdnji.

Kako bi otkrili postupak rjeSavanja zadatka potrebno je imati teorijsku osnovu, ma-
tematicka znanja i vjestine, usko povezane uz uvjete i cilj zadatka. Odnose izmedu danih
i trazenih velic¢ina otkrivamo proucavanjem i analizom uvjeta te primjenom odredenih te-
orijskih €injenica.

Prijelaz od uvjeta do rjeSenja zadatka prethodno otkrivenim postupkom nazivamo rjesa-
vanje zadatka i time se ostvaruje cilj zadatka.

Na kraju rjeSavanja zadatka, u osvrtu, provjerava se tocnost dobivenog rjesenja, promi-
Slja o drugim nacinima za rjeSavanje zadatka, ispituje postupak rjeSavanja zadatka i sli¢no.
Ova sastavnica je vazna zato Sto svrha rjeSavanja zadatka nije samo pronaci rjeSenje, ve¢ o
zadatku treba promisliti ¢ime u€enici razvijaju svoje matematicke sposobnosti i vjestine.

Prema sloZenosti i tezini, zadaci se dijele u dvije velike skupine: standardni zadaci i
nestandardni zadaci ([6]).

Kod standardnih zadataka su sve sastavnice poznate. Kod takvih zadataka uvjeti su
precizno i jasno postavljeni, cilj i potrebna teorijska osnova za rjeSavanje zadatka lako je
uocljiva te je postupak rjeSavanja zadatka otprije poznat i teCe glatko. Oni sluZe kao sred-
stvo boljeg razumijevanja i brzeg usvajanja novih matematickih sadrzaja, ali ne doprinose
razvoju kreativnih sposobnosti u¢enika. Hoce li u€enici uspjeti rijesiti takav zadatak ovisi
o tome koliko su spretni u primjeni odredene tehnike, ali ne moraju razmisljati koju tehniku
trebaju primijeniti.

S druge strane, kod nestandardnih zadataka barem jedna sastavnica zadatka je nepoz-
nata. RjeSavajuci nestandardne zadatke, ucenici razvijaju logicko misljenje, kreativnost,
samostalnost 1 dosjetljivost. Ukoliko nisu poznate dvije ili viSe sastavnica zadatka, tada
govorimo o problemskim zadacima. Ucenici se rjede susrecu s problemskim zadacima
na nastavi matematike, no vrlo Cesto se zadaju na natjecanjima iz matematike. Kod pro-
blemskih zadataka metoda rjeSavanja nije unaprijed poznata te Cesto postoji viSe nafina za
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njihovo rjeSavanje. Za rjeSavanje problemskog zadatka na visSe nacina, u€eniku je potrebna
veéa koli¢ina prethodno steCenog znanja, a uCenikovo se znanje produbljuje i proSiruje
novim znanjima te se povecava njegova aktivnost i interes za matematiku ([11]).

Sljedeci zadatak je primjer standardnog zadatka.

Zadatak 1. Izracunajte 8694° bez primjene dZepnog rac¢unala.

Ovdje ucenici znaju kako postupiti, trebaju samo pazljivo mnoZiti.
Iduéi zadatak nam pokazuje kako nas rjeSavanje standardnog zadatka navodi na promi-
Sljanje te traZenje kraceg i jednostavnijeg rjesenja.

Zadatak 2. Izracunajte
1 1 1 1

—t = ——,
2 6 12 9900

Na prvi pogled, ovo je joS jedan primjer standardnog zadatka u kojem moramo pazljivo
zbrojiti razlomke. No, to ¢e biti dugotrajan i zahtjevan proces u kojem ucenici mogu lako
pogrijesiti. Ukoliko zadane razlomke zapiSemo u sljedecem obliku

1 1 1 1
+ + Food —,
1-2 2-3 3-4 99 - 100

moZemo uociti da prvih nekoliko razlomaka moZemo zapisati kao

ga

N 3
1-2 23 3.4 &
4

+ + + = —.
1-2 2.3 3.4 4.5 5
Dakle, moZemo pretpostaviti da za sve pozitivne cijele brojeve n vrijedi

1 . 1 s 1 A 1 n
1-2 23 3-4 nn+1) n+l

Sada tu tvrdnju treba joS dokazati. Ukoliko su se ucenici ve¢ susreli s takvim zadacima,
znaju da se tvrdnja dokazuje pomocu metode matematicke indukcije, no ako nisu, moraju
isprobavati viSe strategija i trebat ¢e im viSe vremena da bi otkrili pravi nacin dokazivanja.

Prema cilju, zadaci se dijele na odredbene i dokazne. Cilj odredbenog zadatka je
pronaci nepoznatu veli¢inu, odnosno objekt, a cilj dokaznog zadatka je pokazati istinitost
neke postavljene tvrdnje ([6]). Dakle, prethodni primjer je primjer odredbenog zadatka koji
smo pretvorili u dokazni da bi olakSali rjeSavanje zadatka. Ucenici Cesto mogu naslutiti ili
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pogoditi odgovor u nekom zadatku, no njihovo rjeSenje nije potpuno dok ga ne mogu do-
kazati. Neke zadatke je teSko dokazati, pogotovo ucenicima, no bitno je da ih poticemo na
promisljanje i dokazivanje tvrdnji jer je to ono $to matematiku izdvaja od drugih disciplina.

Kako bi ucenici bili uspjesniji u rjeSavanju problemskih zadataka, bitno je da poz-
naju metode rjeSavanja. Poznavanjem veceg broja metoda, veca je Sansa da Ce ucenik
brze i lakSe znati rijeSiti problemski zadatak. Kurnik, u djelu Posebne metode rjesavanja
matematickih problema ([11]), nabraja 1 opisuje neke od metoda rjeSavanja matemati¢kih
problema.

1.2 Problemska nastava

Jedno od najvaZznijih pitanja suvremene metodike nastave matematike je pitanje razvoja
stvaralackog miSljenja i sposobnosti ucenika te priprema ucenika za rjeSavanje problema u
daljnjem Zivotu. Odgovor na ovo pitanje nastavnik matematike nalazi u samim nacelima
nastave matematike, nastavnim i znanstvenim metodama koje se primjenjuju u nastavnom
procesu te u nastavnim sustavima ([7]). Sva nacela, nastavne metode i nastavni sustavi usko
su povezani i dio suvremene nastave matematike. Nastavni sustav, problemska nastava,
posebno je vaZzan za rjeSavanje ovog pitanja i za ostvarenje jednog od odgojno-obrazovnih
ciljeva poucavanja matematike, rjeSavanje problema i problemskih situacija.

Ucenje putem rjeSavanja problema osnovna je ideja problemske nastave. Da bi nas-
tavnik obradio neki problem na nastavi matematike, najprije treba zainteresirati uenike
za njegovo rjeSavanje stvaranjem problemske situacije. Stvorena problemska situacija
uceniku treba biti primjerena s obzirom na dob, psihicki razvoj i stvarne matematicke spo-
sobnosti ucenika. Nastavnik moze stvoriti problemsku situaciju na nekoliko nacina ([7]):

1. Nastavnik jasno i precizno postavlja probleme ucenicima.

2. Nastavnik stvara situaciju u kojoj se od uCenika zahtijeva da sami shvate 1 formuliraju
problem koji se u toj situaciji nalazi.

3. Nastavnik stvara situaciju s viSe ili manje jasno nazna¢enim problemom koji tijekom
analize treba ucenike dovesti do novog problema koji je on predvidio.

4. Nastavnik stvara situaciju s viSe ili manje jasno nazna¢enim problemom koji tijekom
analize ucenike dovodi do novog problema koji on nije u potpunosti predvidio.

Najjednostavniji nacin je prvi jer je jasno iskazan problem, a u ostalim nacinima ima vise
nepoznanica i od ucenika se trazi veca angaziranost. U posljednjem nacinu nastavnik mora
biti pripravan na nepredvidene uceniCke pretpostavke, a ucenici moraju biti posebno kre-
ativni kako bi rijesili danu problemsku situaciju. Unato¢ tome, problemska nastava ima
puno prednosti: ucenici grade svoje znanje i vjeStine pomocu vlastitog iskustva, veca
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motiviranost uc¢enika, primjerena mogucnost grupnog rada, istrazivacki pristup rjeSavanja
problema, razvoj kritickog misljenja, bolje shvacanje biti i zakonitosti, povecanje koli¢ine
znanja, trajnost steCenog znanja, veca primjenjivost steCenih znanja.

Kada nastavnik uspjesno stvori problemsku situaciju i zainteresira ucenike za nje-
zino rjeSavanje, ucenici moraju aktivno 1 samostalno raditi, pravilno izabrati izvore za
proucavanje, izdvojiti potrebne teorijske Cinjenice, misaono ih razraditi, postaviti i pro-
vjeriti hipoteze te jezi¢no oblikovati i zapisati rezultate svoga rada kako bi uspjesno rijesili
problemsku situaciju. Nastavnik ih u ovom nastavnom sustavu savjetuje i pomaze pri iz-
boru izvora, ukazuje na potrebne teorijske Cinjenice, raspravlja s u¢enikom o dobivenim
rezultatima te pripomaZze ucenicima postavljujuci pitanja ukoliko naidu na poteskoce. Ta-
kav nacCin nastave matematike zahtjevan je i za ucenika i za nastavnika.

S obzirom na sve navedeno, metodika nastave matematike razradila je shemu prema
kojoj se oblikuje i priprema nastavni sat u problemskoj nastavi ([7]):

1. Stvaranje nastavne problemske situacije

2. Postavljanje problema koji ni¢e iz dane problemske situacije

3. Proucavanje uvjeta

RjeSavanje postavljenog problema

Razmatranje dobivenog rjeSenja i iskazivanje novog znanja
Proucavanje dobivenog rjeSenja i traZenje drugih nacina rjeSavanja

Proucavanje mogucih proSirenja i poopéenja postavljenog problema

*® 2 o s

Zakljucci izvrSenog rada

Nastavnici mogu korisiti ovu shemu kako bi pripremili nastavni sat, no moraju imati na
umu da je svaki problem jedinstven i ne moZe se svim problemima pristupiti na ovaj nacin
pa ¢e morati prilagoditi shemu.

S obzirom na sloZenost i tezinu, za primjenu problemske nastave potrebno je visSe vre-
mena 1 dobra priprema nastavnika. Zato nije primjenjiva na sve matematicke sadrzaje,
ve¢ nastavnik mora odabrati primjerene one matematicke sadrzaje koji su primjereni za
ovaj oblik nastave. Za preostale nastavne sadrzaje ucenicima moze postaviti problemske
zadatke kako bi postupno uveo problemsku nastavu u nastavu matematike. Jedan takav
problemski zadatak dan je u sljedecem pitanju ([7]).

”Ako je opseg pravokutnika zadan, Sto moZete reci o njegovoj povrsini?”

Nastavnik moZe stvoriti sljede¢u problemsku situaciju da bi ucenici odgovorili na pret-
hodno pitanje. Promotrite pravokutnike zadanog opsega O s razlicitim duljinama stranica.
Ispitajte kako povrsina takvih pravokutnika ovisi o opsegu O.
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Nakon $to je stvorio problemsku situaciju, nastavnik oekuje da ¢e ucenici krenuti s
promatranjem konkretnog slucaja pravokutnika. Na primjer, neka je zadan pravokutnik
opsega O = 10. U sljedecoj tablici dano je nekoliko mogudéih duljina stranica a, b pravo-
kutnika i njihova povrsina P.

Ola|b|P
10[{1]4]4
10[{2]3]6
U
NHEE
SHEHE

Ukoliko uc€enici sami ne odaberu pravokutnik s jednakim stranicama, odnosno kvadrat,
nastavnik ih pitanjima navodi da promotre i kvadrat. Ako pogledamo posljednji stupac u
tablici vidimo da je povrSina pravokutnika najveca kada su stranice jednake, odnosno kada
je kvadrat. To je za uCenike vazan trenutak, trenutak “otkri¢a”. Dakle, otkrili su da bi
mogla vrijediti sljedeca tvrdnja: ”Od svih pravokutnika zadanog opsega najvecu povrsinu
ima kvadrat.” No, sada jo$ tu tvrdnju trebaju dokazati. Postoji nekoliko naina: primjenom
aritmeti¢ko-geometrijske nejednakosti, modeliranjem problema kvadratnom funkcijom i
traZenjem njenog maksimuma te metodom razlikovanja slucaja. Mi ¢emo ovdje navesti
samo prvi nacin, primjenom aritmeticko-geometrijske nejednakosti.

Neka je zadan pravokutnik sa stranicama duljine a i b. Njegov opseg je jednak O =
2(a + b), a povrSina P = ab. Duljina stranice kvadrata s istim opsegom kao pravokutnik
jednaka je %, a njegova povrsina iznosi

(0 -2

Zelimo dokazati da je P’ > P. Ukoliko promotrimo povriine pravokutnika P = ab i

2L . . . oy . .
kvadrata P’ = (#) , vidimo da nam je potrebna veza izmedu aritmeticke sredine % i

geometrijske sredine ab, odnosno aritmeticko-geometrijska nejednakost % > Vab koju
¢emo dokazati kasnije u radu.
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Primjenom aritmeti¢ko-geometrijske nejednakosti dobivamo

+ b\’
(a2 ) > ab,
02
(—) > P,

4
P >P

Ukoliko ucenici imaju problema s poCetnom problemskom situacijom, nastavnik ju
moze pojednostaviti tako da odmah iskaZe tvrdnju i nakon toga je na u€enicima da ju samo
dokazu. Moze se dogoditi da se ucenici, u procesu spoznaje, prisjete da pravokutnik i kva-
drat u ravnini imaju svoje analogone kvadra i kocku u prostoru. Tada mogu sami stvoriti
novu problemsku situaciju ”Promatrajte skup kvadara zadanog oplosja O koji imaju vo-
lumen V. Ispitajte odnos oplosja O i volumena V.”, odnosno konkretnu tvrdnju ”Od svih
kvadara zadanog oplosja najveci volumen ima kocka.” .

1.3 George Pdlya i Polyini koraci

George Podlya je madarsko-americki matematicar te pedagog i metodicar koji je Zivio i
radio tijekom 20. stolje¢a. Uz mnoge doprinose matematici na podru¢ju kombinatorike
1 vjerojatnosti, teorije brojeva te kompleksne analize, njegov najveci doprinos je u po-
drucju edukacije matematike, odnosno metodike nastave matematike. Pdlya se zalagao
za heuristicki pristup ucenja i smatrao da se poucavanje matematike temelji na rjeSavanju
problema te da vjeStina rjeSavanja problema nije urodena, ve¢ nesto §to se moze nauciti i
uvjezbati. U svom djelu, Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak ([14]), izlaZe svoju metodu
za univerzalno rjeSavanje matematickog zadatka te rjeSavanje matematickog zadatka dijeli
u Cetiri faze:

1. Razumijevanje zadatka
2. Stvaranje plana

3. IzvrSavanje plana

4. Osvrt

Iako smo redom naveli Cetiri faze, za neke zadatke mozda nece biti jednostavno uzastopno
prolaziti kroz njih kako bi ih rijesili, ve¢ moZemo preskociti neku fazu te se kasnije vratiti
na nju.
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Kako bi u€enici mogli rijesiti matematicki zadatak, najprije ga trebaju razumjeti i shva-
titi Sto tekst zadatka govori. Ucenik treba uociti dijelove zadatka, tj. prepoznati Sto je u za-
datku zadano, a §to treba odrediti te koji su uvjeti. Zato je vazno da ucenici dobro procitaju
tekst zadatka, po potrebi i viSe puta, Cak i za vrijeme rjeSavanja. Ukoliko ucenici imaju
poteskoca S razumljevanjem zadatka, nastavnik im moZe pomo¢i postavljanjem sljedecih
pitanja: Sto je nepoznato? Sto je zadano? Kako glasi uvjet? S mladim u¢enicima, potrebno
je ponovno procitati tekst zadatka te ih zamoliti da formuliraju zadatak svojim rijecima.
Nakon §to su odgovorili na ova pitanja, u€enici crtaju crteZ ukoliko je potreban te na njemu
isticu zadane i nepoznate podatke te uvode prikladne oznake ([14]).

U sljedecoj fazi rjeSavanja zadatka, uCenici smisljaju plan kako rijeSiti dani matematicki
zadatak. Ovaj proces moZze biti dugotrajan i zahtjevan, a ovisi o u¢enikovom matematickom
znanju i vjeStinama te prethodno ste¢enom iskustvu. Kako bi u¢enici uspjeSno smislili plan
za rjeSavanje zadatka, moraju se prisjetiti ranije rijeSenih zadataka ili dokazanih teorema
vezanih uz dani zadatak. Nastavnik im u tome moze pomo¢i postavljanjem sljedecih pi-
tanja: Znas li neki slicni zadatak? Promotri nepoznanicu! Nastoj se sjetiti nekog tebi
poznatog zadatka koji sadrZi istu ili slicnu nepoznanicu! Evo zadatka koji je slican tvom,
a vec je rijesen! MoZes li ga upotrijebiti? MoZes li zadatak drugacije izraziti? Ucenik
moze smisliti ili rijeSiti neki slican zadatak kako bi lakSe smislio plan rjeSavanja i u tome
mu mogu pomoci neke od sljede¢ih metoda ([14]):

e generalizacija, tj. rjeSavanje opcenitijeg zadatka, odnosno zadatka ¢iji je specijalni
slucaj zadani zadatak

e specijalizacija, tj. rjeSavanje posebnog slucaja zadanog zadatka
e analogija, tj. rjeSavanje slicnog zadatka

Nakon $to ucenici smisle plan rjeSavanja zadatka, samo izvrSenje plana je lako, pogo-
tovo ako su ga smislili sami ili uz minimalnu pomo¢ nastavnika. Primjenom ranije steCenih
tehnika 1 vjeStina za rjeSavanje zadatka ucenici provode plan te moraju biti svjesni svakog
koraka u rjeSavanju 1 u ispravnost istog. Dakle, bitno je da je svaki korak u€eniku jasan te
da ga kontrolira ([14]).

U vedini slucajeva nakon Sto ucenici rijeSe neki zadatak, prelaze na novi zadatak bez
da se osvrnu na postupak ili provjere rjeSenje zadatka, Sto nije dobro. Zbog toga nikako
ne smiju zanemariti posljednju fazu: Osvrt. U posljednjoj fazi, uCenici provjeravaju svaki
korak u rjeSenju zadatka, pronalaze pogreske ukoliko one postoje te se pitaju postoji li
neki drugi nacin rjeSavanja zadatka koji je kraéi ili jednostavniji. Isto tako, mogu se pitati
moze li se rjeSenje zadatka primijeniti na nekom slicnom zadatku ili u nekim specijalnim
slucajevima . Time ucvrséuju svoje znanje i razumijevanje problema ([14]).
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1.4 Heuristicka nastava

Uz problemsku nastavu, za razvijanje sposobnosti rjeSavanja problema, vazna je i he-
uristicka nastava. lako je njena djelotvornost slabija od one problemske nastave, i dalje
se ostvaruje vecina ciljeva suvremene nastave matematike. Bitno je naglasiti da se he-
uristi¢ka nastava moze, u potpunosti ili djelomi¢no, primijeniti na svakom nastavnom satu
matematike. U ovom je nastavnom sustavu aktivnost i samostalnost u¢enika smanjena, ali
sposobnost umnog rada ucenika razvija se putem nastavnikovog misaonog vodenja. He-
uristi¢ka nastava nastala je iz potrebe da se uvodenjem samostalnog rada ucenika prevlada
predavacka nastava te time poboljSa i sam nastavni proces. Nastala je pocetkom prvog
desetljeca 20. stoljeca te se tijekom vremena razvijala i usavrsavala ([9]).
Prema Kurniku ([9]), postoje smjernice za primjenu heuristi¢ke nastave:

e Zadrzati prividnost igre. UvaZavati slobodu ucenika. Podrzavati privid njegovoga
vlastitog otkrivanja matematicke istine. Izbjegavati zamorne vjezbe pamcenja u
pocetnom obrazovanju ucenika jer to potiskuje njegove urodene osobine. Poucavati
oslanjajuci se na interes prema matematickom sadrZaju koji se proucava.

e Ne izlagati odredeni dio matematike u potpuno gotovom obliku. Takvim se postu-
panjem dolazi u raskorak s osnovnim nacelima nastave. Razvijati umni rad, a ne
zahtjevati ucenje napamet. Pridrzavati se nacela primjerenih teskoca.

e Razvijanje stvaralackih sposobnosti u¢enika glavni je zadatak nastave matematike.

e Heuristi¢ka metoda je takva nastavna metoda u kojoj nastavnik ne priopcuje ucenici-
ma gotove Cinjenice i istine, nego ih navodi na samostalno otkrivanje odgovarajucih
tvrdnji i pravila.

e Heuristicka metoda sastoji se u tome da nastavnik pred razred postavlja problem, a
onda pomocu odgovarajucih prikladnih pitanja vodi ucenika do rjeSenja.

Osnovu za stjecaje znanja 1 sposobnosti u heuristickoj nastavi predstavljaju samostalni
rad 1 aktivnost uCenika, a nastavnik ih svojim poucavanjem misaono vodi do razumijevanja
1 shvacanja matematickog sadrZaja. U ovom nastavnom sustavu izrazito je bitna komuni-
kacija nastavnika i ucenika, tj. heuristicki razgovor. Nastavnik svojim pitanjima upucuje
ucenike da u izvorima nalaze ¢injenice na osnovu kojih nastavnikovim misaonim vodenjem
dolaze do shvacanja poopcenja, a slobodan razgovor i rasprava omogucuju u¢enicima pos-
tavljanje pitanja. No, heuristicka nastava ima i odredene mane: nemoguénost misaonog
vodenja svih u€enika zbog pomanjkanja vremena i razlicite brzine shva¢anja, nemoguénost
neposredne komunikacije sa svim ucenicima, komunikacija s povucenim ucenicima je
otezana i Cesto izostaju njihova pitanja te nepotpuna povratna informacija o prou¢enom
matematickom sadrzaju ([9]).
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1.5 Heuristike

Odluke u svakodnevnom zivotu donosimo pomocéu grubih procjena koje ne mozZemo na-
zvati metodama. Pomocu podataka 1 iskustva od prije, nastojimo odokativno procijeniti
najbolje rjeSenje, npr. na putu do Skole biramo najbrzi put, najbrze prijevozno sredstvo,
itd. Heuristika je postupak koji vodi prema otkricu ili ga potice, tj. pomocu razli¢itih he-
uristika pokuSavamo pronaéi metodu kojom mozZemo pronaci rjeSenje problema, pa tako i
matematickog. Heuristika je mlada znanstvena grana, a upravo ju je Pélya pokuSao okarak-
terizirati kao posebnu granu spoznaje u nastavi matematike. Naziv potjeCe od Arhimedo-
vog uzvika "THEUREKA!” (pronaSao sam, otkrio sam) kada je otkrio zakon o uzgonu tijela
uronjenog u tekucinu ([9]). Treba joS naglasiti da se koriStenjem heuristike ne osigurava
ispravan nacin rjeSavanja zadatka, ali navodi uCenike prema otkrivanju rjeSenja. Upravo
u Pdlyinoj drugoj fazi iz knjige Kako ¢u rijesiti matematicki zadatak ([14]) opisanoj u
treCem potpoglavlju, koristimo razne heuristike kako bi pronasli odgovarajucu metodu za
rjeSavanje matematickog zadatka.
Neke od poznatih heuristika nabrojane su i opisane u ([12]) i ([14]):

1. Trazenje uzorka: Provjeravamo pojavljuje li se u problemu neki uzorak. Ako se
neki uzorak Cesto pojavljuje, vrlo je vjerojatno da ¢e se opet ponoviti. PoteSkoca
koja se moze javiti u ovoj heuristici je pronaci uzorak, no jednom kada se pronade
uzorak, rjeSavanje problema je lako.

2. Koristenje razlicitih reprezentacija (crtanje slike, koristenje tablice, fizicki mo-
del, ...): Kada je to moguce, bez obzira da li je zadatak geometrijski ili ne, poZeljno
je nacrtati sliku, graf ili organizirati podatke u tablicu. Time omoguéavamo laksu or-
ganizaciju podataka te brze i lakSe uocavamo veze izmedu danih podataka i dolazimo
do rjeSenja zadatka.

3. Rjesavanje ekvivalentnog problema: Ukoliko ne znamo rijesiti neki problem, bitno
je smisliti neki ekvivalentni problem u jednostavnijem obliku i i koji znamo rijesiti,
Sto nam moZe pomoci u rjeSavanju pocetnog problema.

4. Izmjena problema: Ako ne znamo rijeSiti problem, moZemo ga izmijeniti u pro-
blem koji znamo rijesiti, a ¢ije rjeSenje podrazumijeva rjesSenje pocetnog problema.

5. Odabiranje prikladnog matematickog jezika: Jedan od prvih koraka u rjesavanju
matematickog problema je zapisivanje problema matematickim jezikom i simbolima.

6. Rastav na slucajeve: Rastavljanjem problema na slucajeve rjeSavanje nekog teZeg
problema svodi se na rjeSavanje nekoliko jednostavnijih problema. ([11])
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7.

10.

11.

12.

Rjesavanje unatrag: Rjesavanje problema unatrag izvodi se obrnutim kronoloskim
redom, tj. od posljednjeg izvrSenog koraka prema prvom. Zapocinjemo postavlja-
njem cilja, tj. o¢ekivanog rezultata ili rjeSenja problema. Nakon primjene heuristike,
provjeravamo rjeSenje problema tako da krenemo od prvog prema zavrSnom koraku.

. Dokaz kontradikcijom: Dokaz kontradikcijom izvodimo tako da pretpostavimo su-

protno od onog Sto je pretpostavljeno u problemu i raznim operacijama dolazimo do
zakljucka da je nasa suprotna pretpostavka netocna, tj. da vrijedi dana pretpostavka.

. Specijalizacija: Specijalizacija je prijelaz s razmatranja danog skupa objekata na

odgovaraju¢e razmatranje njegova podskupa. Kod nekih problema jednostavnije je
promatrati specijalni, laksi problem od pocetnog te nam rjeSavanje specijalnog pro-
blema pomaZze u rjeSavanju pocetnog, opCenitijeg problema. ([10])

Generalizacija: Generalizacija ili poopéavanje je prijelaz s razmatranja danog skupa
objekata na odgovarajuée razmatranje njegova nadskupa. Osnova generalizacije je
induktivni nacin zakljucivanja, tj. zaklju€ivanje od pojedinatnog prema opéem.
Kod nekih problema jednostavnije je rjeSavanje opcCenitijeg problema te rjeSenje
opCenitijeg problema primjenjujemo na pocetni, specijalni slucaj. ([10])

Analiza i sinteza: Analiza je znanstvena metoda istrazivanja koja se zasniva na
ras¢lanjivanju cjeline na dijelove, proucavanju dijelova i izvodenju zakljucaka o cje-
lini na temelju dobivenih rezultata. Analizom problem svodimo na jednostavnije
probleme i tvrdnje koje su ili ocigledne ili se jednostavno dokazuju. Sinteza je znans-
tvena metoda istraZivanja koja se zasniva na povezivanju proucenih dijelova u cjelinu
koje rjesava postavljeni problem. ([10])

Metoda pokuSaja i pogreske: Metoda pokuSaja i pogreske, tzv. metoda uzas-
topnih pribliZavanja sastoji se od niza pokuSaja da se dode do rjeSenja postavlje-
nog problema. U svakom pokuSaju nastoji se ispraviti pogreska nastala u prethod-
nom pokusaju i pri tome se opcenito pogreSka smanjuje te se u svakom sljede¢em
pokusaju priblizava rjeSenju danog problema. ([11])






Poglavlje 2

Nejednakosti

Nejednakosti su korisne u gotovo svim podrucjima matematike, a problemi nejednakosti
su medu najljepSima. Medu svim moguéim nejednakostima koje bismo mogli razmotriti,
usredotoCit ¢emo se samo na dvije: nejednakosti izmedu srednjih vrijednosti i Cauchy-
Schwarzovu nejednakost. Osim toga, razmotrit ¢emo razliCite algebarske i geometrijske
tehnike te analiticke tehnike u rjeSavanju nejednakosti. Nejednakosti najéesce rjeSavamo
algebarski ili geometrijski. Mnogi dokazi nejednakosti su kratki i saZeti te se iz njih moze
mnogo nauditi, no nisu napisani metodicki te nedostaje objasSnjenje i razrada strategije
koja bi se mogla primijeniti u sli¢cnim zadacima. Nabrojimo neke strategije koje moZemo
primijeniti u raznim dokazima nejednakosti ([4] i [8]):

1.

Nacin dokazivanja je oCigledan, prirodan i sam se namece, pa odmah prelazimo na
dokaz ili primjenom jednostavnih i posebnih nejednakosti koje se lako pamte.

Podsjeca li vas izraz na neku poznatu nejednakost? Primjenom poznatih nejednakosti
mozemo dokazati veliki broj nejednakosti.

Ako nejednakost treba dokazati za sve prirodne brojeve n vece od nekog broja ny,
najcescée korisitimo metodu matematicke indukcije.

. Ako se u zadanoj nejednakosti pojavljuju stranice trokuta a, b, ¢ pri analizi 1 dokazi-

vanju moramo pripaziti na nejednakost trokuta b + ¢ > a,a+c > b,a+ b > c.

Ako nejednakost trokuta zapiSemo na sljede¢i na¢in b+ c —a > 0,a+c—-b >
0,a+ b —c > 0, te uvedemo supstitucije x =b+c—-a,y=a+c—-b,z=a+b—-c,
tadaje x > 0,y > 0,z > 01 vrijedi

y+z b X+Zz xX+y
a=—, = N C =
2 2 2
Tako Cesto pojednostavljujemo izraCunavanje i dokazivanje traZene nejednakosti.

Ovdje smo duljine stranica trokuta a, b, ¢, odnosno pozitivne realne brojeve za koje

15



16 POGLAVLIJE 2. NEJEDNAKOSTI

trebamo uzeti u obzir nejednakost trokuta, zamijenili s pozitivnim realnim brojevima
X, Y, 2.

Ukoliko nijednu ovu strategiju ne moZzemo odmah primijeniti, moZemo zadanu nejedna-
kost pojednostaviti raznim transformacijama: mnoZenje nejednakosti zajednickim naziv-
nikom, prebacivanje ¢lanova na istu stranu, mnoZenje zagrada, dodavanje 1 oduzimanje no-
vih ¢lanova, mnoZenje nejednakosti brojem razli¢itim od 0, drugacije grupiranje ¢lanova,
izluCivanje zajedniCkih faktora, potenciranje ili supstitucija.

2.1 Nekoliko uvodnih primjera

Slijede zadaci u kojima primjenjujemo prethodno navedene strategije u toc¢kama 1,3 1 4,
dok ¢emo strategiju iz tocke 2 primijeniti u sljede¢im potpoglavljima Srednje vrijednosti i
Cauchy-Schwarzova nejednakost.

Zadatak 2.1.1. DokaZite nejednakost

1 35 999999 1

22 6 1000000 " 1000

RjeSenje:
Oznacimo s x lijevu stranu nejednakosti. Tada ocito vrijedi

999999 2 4 6 1000000

1 35
Y= 176 771000000 3 5 7 1000001

Pogledajmo recipro¢nu vrijednost od x

1 2 4 6 1000000
x 135 999999
1 uoCimo da je
2 4 6 1000000 1 1
3 5 7 1000001 x 1000001
Sto nam daje
1 1
<=
x 1000001
Ocito vrijedi
) 1 1

x° < < ,
1000001 1000000
pa korjenovanjem dobivamo traZzenu nejednakost.
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Zadatak 2.1.2. Neka je n € N. DokaZite da za sve realne brojeve x;, € (—1,00),k =
1,2,...,n, koji su istog predznaka, vrijedi

T+x)A+x)---A+x)>21+x+x+...+x,
pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je n = 1.

RjeSenje:
Za n = 1 ocito je da vrijedi jednakost u gornjoj nejednakosti. Kako bi dokazali strogu
nejednakost za n > 2 koristit cemo metodu matematicke indukcije po n.
(Baza) Za n = 2 imamo
T+ x)(0+x)>1+x1 + x2,

. 1+ x1 +x2 + x1x, > 1 + x1 + xp, Sto o€ito vrijedi.
(Pretpostavka) Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi nejednakost

T+x)A+x)---Q+x)>1+x1+x+...+x,

zasve Xq,..., X, € (=1, c0).
(Korak) Dokazimo sad da nejednakost vrijedi i za n + 1 brojeva xy, ..., x,41 € (—1, 00), tj.
da vrijedi

T+x)A+x)---A+x)1+x5)>1+x1+20+ ...+ X, + X0
Na lijevu stranu nejednakosti primijenimo pretpostavku indukcije i dobivamo

T+x)A+x)---A+x)A+x400)>A+x1+x+ ...+ x)(1 + X51)
=l4+x1+x+...+ X, + X1
+ X1+ x1+20+ ...+ X,)
>S1T+x1+X+ ...+ X, + Xppq + Xnsq

Sto vrijedi zbog uvjeta x;x; > 0 zai, j = 1,...,n. Prema principu matematicke indukcije,
slijedi tvrdnja.

Zadatak 2.1.3. Neka jen € Nte ay,...,a, € R takvida je a; > 1,i = 1,...,n. DokaZite
da vrijedi

n

+1

I+a)d+a) - +a, > I+a +ay+...+a,).
n

RjeSenje:
Metoda matematicke indukcije je strategija koja se prirodno namece, ali ako transforimi-
ramo lijevu stranu nejednakosti na sljedeéi nacin

1 1 1 a,
(1+a1)(1+az)~~-(1+an):2"(§+%)(5+%)~-(5+%)

=2" 1+a1—1 1+a2—1 1+a”_l ,
2 2 2
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onda moZemo primijeniti prethodni zadatak. Tada imamo

-1 -1 n— 1
(1+c11)(1+az)"-(1+an)22”(1+al2 +a22 +...+a2 )

Vidimo da nam je na desnoj strani zadane nejednakosti u nazivniku n + 1 te da je

a—-1 a—1 a,—1 a—-1 a -1 a,—1
1+ + +..+ >1+ + +...+
2 2 2 n+1 n+1 n+1

1
:n+1(1+a1+a2+...+an).

Odavde slijedi tvrdnja.
Zadatak 2.1.4. Neka su a,b, c € [0, 1]. PokaZite da je

a N b N c
b+c+1 c+a+1 a+b+

1+(1—a)(1—b)(1—c)§1.

RjeSenje:
Prvi pokusaj rjeSavanja ovog zadatka je vjerojatno svodenje na zajednicki nazivnik i nada
da e se izraz pojednostaviti. Medutim, dobit ¢emo prilicno kompliciran izraz. PokuSajmo
drugacije. Prvo, zbog simetri¢nosti izraza s obzirom na a, b, ¢, bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti daje 0 < a < b < c¢c < 1. Sadazbog, b+c+1 <a+b+11
c+a+1<a+b+1,slijedi

a b c a+b+c
+ + < ,
b+c+1 c+a+1 a+b+1 a+b+1

pa je dovoljno dokazati da vrijedi

a+b+c
- - - -0 <1.
a+b+1+(1 a)l-b)(1-¢)<1

Kako bismo pribrojnike slijeva ”spojili”, uo¢imo da vrijedi

a+b+c a+b+1 c—1 c—1

a+b+1l a+b+l arb+l Taxb+l

pa lijevu stranu gornje nejednakosti moZemo zapisati kao

a+b+c 1-rc
e )1 -b)1-c) =1 —— s (1 —a)1=b)] - 0.
(- == =1 = — k(1= a) (1 = b1~ 0
Sada, ako izlu¢imo 5 posljednja dva pribrojnika, dobivamo
a+b+1
b 1 -
atbre i ad-mi-0=1--"L" G +a+bl-axl-b).

a+b+1 a+b+1
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Zbog 0 < a,b,c < 1 vrijedi sljedece

(I+a+b)(1—-a)1-b)<(A+a+b+ab)l—-a)l->b)
=(1+a)( +b)1—-a)l-D>b)
=(1-a)(1-1)
<1,

pa vrijedi 1 traZena nejednakost.
Zadatak 2.1.5. Ako su a, b, ¢ duljine stranica trokuta, dokaZite da je
a* + b* + ¢ < 2(ab + ac + be).

RjeSenje:
Kao §to smo objasnili na pocetku ovog poglavlja u tocki 4, uvodenjem susptitucija x =
b+c—a,y=a+c—b,z=a+b—c, vrijedi

y+2z xX+2z x+y
a = =

2 b e
Zbog nejednakosti trokuta jos je x > 0,y > 0,z > 0. Tada se zadatak svodi na provjeru da
vrijedi

y+z)2 (x+z)2 (x+y)2 (y+z X+z y+z x+y x+z x+y)
+ + 2 . + . + . .
( 2 2 2 ) S\ T T T T

Raspisivanjem gornje nejednakosti dobivamo

22+ + 2+ xy+yz + 2
(x*+y z4xy yZ xZ)<Z(2+y2+z2+3(xy+yz+xz)),

tj. 2(xy + yz + xz) > 0, Sto o€ito vrijedi jer su x,y, z pozitivni realni brojevi.

2.2 Srednje vrijednosti

Definicija 2.2.1. Neka je a = (a, ... ,a,) n-torka pozitivnih realnih brojeva.

Aritmeticka sredina A,(a) brojeva a, . .., a, je broj

a+...+a
Ay(a) = —————,

n

geometrijska sredina G,(a) brojeva a, .. ., a, je broj

G,(a) = {a; - - ay,
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kvadratna sredina K,(a) brojeva ay, . .. ,a, je broj

a+...+ad
Kn(a): n )

harmonijska sredina H,(a) brojeva a, ... ,a, je broj

n
T
al an

Hn(a) =7

Sada ¢emo dokazati neke veze izmedu navedenih srednjih vrijedn
jednostavnije i krade za pisati, uvedimo kratice:

. NEJEDNAKOSTI

osti. Da bi nam bilo

¢ AG nejednakost - nejednakost izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredine

¢ AH nejednakost - nejednakost izmedu aritmeticke 1 harmonijske sredine

¢ AK nejednakost - nejednakost izmedu aritmetic¢ke i kvadratne sredine

¢ GH nejednakost - nejednakost izmedu geometrijske i harmonijske sredine

Dokazimo AG nejednakost za n = 2 geometrijski ([3]).

Slika 2.1: Pravokutan trokut ABC
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Neka su a,b > 0. Nacrtajmo pravokutni trokut ABC s hipotenuzom AB duljine a + b,
te kojem visina CN dijeli hipotenuzu na odsjecke kao na slici 2.1.

Prema Euklidovom poucku, duljina visine v na hipotenuzu jednaka je geometrijskoj
sredini njenih duljina odsje¢aka na hipotenuzi, tj. vrijedi v = Vab. S druge strane, polu-
mjer kruZnice opisane pravokutnom trokutu ABC jednak je polovini duljine hipotenuze, tj.

vrijedi R = %. Buducdi da je u pravokutnom trokutu CNS hipotenuza R dulja od katete

v, slijedi %}’ > Vab, tj. vrijedi AG nejednakost. Jednakost se postiZe ako i samo ako

su odsjecci visine na hipotenuzi jednake duljine. Zaista, da bi odsjecci na hipotenuzi bili

jednake duljine, radijus R opisane kruzZnice trokutu ABC mora se podudarati s visinom v, a

to vrijedi ako i samo ako je trokut ABC jednakokracan, tj. ako i samo ako je a = b.
Dokazimo AG nejednakost za n = 2 analiticki ([3]).

Skicirajmo hiperbolu xy = ab u koordinatnom sustavu kao na slici 2.2. Toc¢ke A (a, b) 1

A(a,b)

B(b,a)

xry = ab

Slika 2.2: Grana hiperbole xy = ab

B (b, a) pripadaju toj hiperboli. Pravac koji prolazi kroz tocke A i B ima jednadZbu
y=-x+a+b.

Skicirajmo pravac y = x u istom koordinatnom sustavu. Presjek hiperbole i1 pravcay = x
je tocka C ¢ije su koordinate C ( Vab, \/CE), a presjek tetive ABipravcay = x je tocka D s

koordinatama D (%, %) Zbog konveksnosti funkcije f(x) = “—f, x € (0, co) graf funkcije
izmedu dviju to¢aka na grafu je ispod tetive koja spaja te dvije toCke. Kako se tocka C
nalazi na hiperboli, a tocka D na tetivi, zbog konveksnosti slijedi da je ordinata tocke C
manja ili jednaka od ordinate tocke D.

Konacno, u sljede¢im teoremima dokazat ¢emo prethodno navedene nejednakosti za

neN.
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Teorem 2.2.2 (AG nejednakost). Neka je a = (ay,...,a,) n-torka pozitivnih realnih bro-
Jjeva. Tada je

a+...+a,
Anla) = ———=" > {far-a, = G,(a), 2.1
n
pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je a; = ... = a,.

Dokaz. Oznaimo s A aritmeticku, a s G geometrijsku sredinu n pozitivnih realnih brojeva

a, ..., da,, dakle imamo
a+...+a,

A=DT T G

n

Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije po n.
(Baza) Za n = 2 nejednakost (2.1) postaje
= Va4, (2.2)

a) + a
2

Sto je ekvivalentno s
a,+a, —2+ajax >0,
odnosno 5
(Var - vaz) > 0.

Posljednja nejednakost oc€ito vrijedi, a jednakost ¢e vrijediti ako 1 samo ako je a; = a,.
(Pretpostavka) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svakih n — 1 pozitivnih brojeva.
(Korak) Dokazimo nejednakost (2.1) za n-torku a = (ay,...,a,). Bez smanjenja

opcenitosti moZemo pretpostavitidaje a; < a, < ... < a,. OCito je

n pribrojnika n pribro jnika
a+a+...+a; a,+a,+...+a
a = <A< -2 = =g, (2.3)
n n
Promotrimo sljede¢ih n — 1 brojeva: ay,as,...,a,-1,(a; + a, — A). 1z nejednakosti (2.3)

oCito vrijedi
a+a,—A >0,

panaovu (n — 1)-torku moZemo primijeniti pretpostavku indukcije. Dobivamo

-1
a+ay+...+a, +(a +a,—A)\"

1 > aras--- a,,_l(al +a, — A)
n_

Kako je

a+az+...+a, +(a+a,-A) ay+at+az+...+a,+a,—A

n—1 n-—1
A—-A
:n :A,
n—1
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slijedi da je
A" > ayay - a, i (a) + a, — A),

pa mnoZenjem gornje nejednakosti s A dobivamo
A" > A -aasz---a,_1(a; +a, — A).
Sada zelimo pokazati da je
A-aaz---a,_1(a+a,—A) >aar---a, =G".
Ocito je dovoljno dokazati da je
Ala; +a, — A) > aa,.
Lako vidimo da je ovaj izraz ekvivalentan s
(A-a))a,—A) >0, (2.4)

Sto je ispunjeno zbog (2.3). Prema principu matemati¢ke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki
prirodan broj n.

PokaZzimo josS da jednakost vrijedi akoisamo akojea; = ... =a,. Akojea; =... =a,
tada jednakost ocito vrijedi, pa pretpostavimo da brojevi ay, as, . . . , a, nisu svi medusobno
jednaki, tj. da su barem dva broja razlicita. Na primjer, pretpostavimo da je a; # a,. Tada
je

aj+a aj+a
ai+ay+...+a, S+ +azt... +a,

n n

( )
a a
2

1
> (ayay -+ - ay) /n,

1/n

2
jer za a; # a, imamo (\/a_l - \/a_g) > 0, to jest “52 > y/aja;. Dakle, jednakost u (2.1)

vrijedi ako i samo ako je a; = ... = a,. O
Teorem 2.2.3 (GH nejednakost). Neka je a = (ay,...,a,) n-torka pozitivnih realnih bro-
Jjeva. Tada je
Gula) = Nfar—ay > ———— = H,(a), (2.5)
ap a,

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je a; = ... = a,.
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Dokaz. Ako primijenimo AG nejednakost na brojeve a]—l, a]—z, cees ai dobivamo
1,1 1
e e R 1 1 1
ai an anzn_._..’_ (2.6)
n ay 4 4y
Zapisimo (2.6) kao
1 1
S+t
a ap an n —
l n 2 \/(Cl] %) an) 17

a ta nejednakost ekvivalentna je s

-1
n -1

Lyl +1L
ai a

odnosno

(a1 -ay++-a,)'" <

ato je upravo (2.5). Znamo da jednakost u (2.6) vrijedi ako 1 samo ako je al—l =—=,..=—
j.ay=a,=...=a,. O

Teorem 2.2.4 (AK nejednakost). Neka je a = (ay,...,a,) n-torka pozitivnih realnih bro-
Jjeva. Tada je

—N

+...+a, ai+...+a
An<a>=%s - K. @.7)

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je a; = ... = a,.
Dokaz. Teorem dokazujemo pomocu jednakosti
2_ 2, 2 2
(a+ay+...+a,)" =aj+a;+...+a, +2a1a, +2a,a3 + ... + 2a,_,a,.

Znamo da je
a,-2 + a? > 2a;a;, Va;,a;€R,

Sto slijedi iz (a@; — a;)*> > 0 i jednakost se postiZe ako i samo ako je a; = a;, pa ako
zamijenimo 2a,a; s a? + a?, i,j=1,...,n,i# j, dobivamo

(a+a+.. . +a) <a+a+.. +@+(@+a)+ (@ +a3)+...+ (@ +a),

tj.
(al+a2+...+an)2Sn(a?+a§+...+aﬁ). (2.8)
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Kako su izrazi na obje strane u (2.8) pozitivni, nejednakost moZemo korjenovati te dobi-
vamo

a+ar+...+a, < \/n(a%+a§+...+a%),

a dijeljenjem s n kona¢no dobivamo (2.7). Kako jednakost u (2.8) vrijedi ako 1 samo ako
jea; =...=a,,ondaijednakost u (2.7) vrijedi ako i samo ako je a; = ... = a,. O

Konac¢no, iz prethodno navedenih teorema slijedi

Korolar 2.2.5 (Nejednakosti izmedu osnovnih sredina). Neka je a = (a,,...,a,) n-torka
pozitivnih realnih brojeva. Tada vrijedi

H,(a) < Gu(a) £ An(a) £ K, (a). (2.9)

DokaZimo ove nejednakosti za n = 2 1 na geometrijski nacin ([5]).

Neka su a, b pozitivni realni brojevi takvi da je a < b. Neka je k kruZnica promjera
|AB| = b — a, S njeno srediste, te D tocka koja se nalazi na pravcu AB tako da je |AD| = b
(slika 2.3).

Slika 2.3: Nejednakosti izmedu osnovnih sredina
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Ocito vrijedi |[BD| = a. Iz tocke D povucimo tangentu ¢ na kruznicu k. Neka je T
diraliSte tangente i kruZnice. Promotrimo pravokutni trokut S 7D. DuZina S D mu je hipo-
tenuza i ima duljinu

b— +b
ISD|=|SB|+|BD| = ~—2 +4=12

+a= ,
2 2
a duljinu katete 7 D izraGunamo pomodu Pitagorinog poucka

= Vab.

o E -]

Kako je hipotenuza dulja od katete, slijedi

ITD| = \/_<— IS D|.

Promotrimo sada pravokutni trokut S CD, gdje je tocka C presjek kruznice i polumjera iz
srediSta S okomitog na promjer AB. Hipotenuza CD ima duljinu

CD| = b—a2+ a+b2_ a + b?
B 2 2 ) '

2
Kako je hipotenuza dulja od katete, slijedi

+b 2+ b?
ispj=2422 < /¢

=|CD|.
5 > |CD

Na kraju, ako je tocka N noziSte visine iz vrha T u pravokutnom trokutu S 7D, tada iz
slicnosti trokuta TDN 1 STD, slijedi |IND| : |ST| =|TD| : |S D|, tj.
2ab 2
IND| = =

a+b 141
Kako je hipotenuza dulja od katete u pravokutnom trokut TN D, slijedi

IND| =

< Vab = |TD|.

Q=

41
5
Dakle, pokazali smo da vrijedi

2

24 2
< absa+b§ a+b,
T

4. Hy(a) < Ga(a) < Az(a) < Ky(a).

Sada navodimo nekoliko zadataka u kojima primjenjujemo dokazane nejednakosti. U
potpoglavlju Cauchy-Schwarzova nejednakost takoder se nalaze takvi zadaci
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Zadatak 2.2.6. Ako su a, b, c pozitivni brojevi takvi da vrijedi (1 + a)(1 + b)(1 + ¢) = §,
dokaZite da vrijedi abc < 1.

RjeSenje:
U ovom zadatku nejednakost je jednostavna, a uvjet je sloZen. Zato trebamo krenuti od
transformacija uvjeta i pokusati dobiti umnozak abc. RaspiSimo lijevu stranu uvjeta i gru-
pirajmo pribrojnike na sljedeéi nacin

I+a)(1+b)(1+c)=1+(a+b+c)+ (ab+ bc + ca) + abc.
Ako primjenimo AG nejednakost redom na a, b, ¢ i na ab, bc, ca, dobivamo
a+b+c

> (abc)%

ab + bc + ca
3
pri ¢emu jednakost vrijedi ako 1 samo ako je a = b = ¢. Sada slijedi,

> (abc)% ,

8=14(a+b+c)+ (ab+bc+ca)+abe > 1 + 3(abe)’ + 3(abe)’ + abe,

. 1+ 3(abc)3 +3(abe)? +abe < 8. Uotimo da lijevu stranu nejednakosti mozemo zapisati
kao kub zbroja brojeva 1 i (abc)’ pa dobivamo

[1 + (abc)%]3 <8.

Sada, kornjenovanjem dobivamo 1 + (abc)% <2, 4. (abc)é < 1, pa vrijedi i zadana nejed-
nakost.

PronalaZenje ekstremnih vrijednosti funkcija najcescée se rjeSava pomocu derivacija, ali
u nekim problemima njihovo pronalaZenje je brze primjenom AG nejednakosti. Sada ¢emo
dokazati tvrdnju navedenu u potpoglavlju 1.2 ovog rada.

Zadatak 2.2.7. DokaZite da je kocka kvadar s najvecéim volumenom uz zadano oplosje, te
minimalnim oplosjem uz zadani volumen.

RjeSenje:
Neka su a, b,c > 0 duljine bridova kvadra. Tada je volumen kvadra V = abc, a njegovo
oplosje O = 2(ab + bc + ca). Ako izraz za volumen napiSemo u obliku

V2 = a*b*c? = (ab)(bc)(ca),
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moZzemo primijeniti AG nejednakost 1 tako dobivamo

ab + bc + ca)3

V? = (ab)(bc)(ca) < ( 3

Primijetimo da je

3 6 6

(ab + bc + ca)3 B (Z(ab + bc + ca))3 B (0)3
T - =l¢)

¢ime smo dobili relaciju izmedu oplosja i volumena kvadra, tj. za sve a, b, ¢ > 0 vrijedi
6V3 <0,

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je ab = bc = ca, to jest, ako i samo ako je
a = b = c. Dakle, ako je zadano oplos§je kvadra O, volumen ce biti najveci kada je

V = (%) , . ako vrijedi a = b = ¢, odnosno kada je kvadar kocka. Nadalje, ako je

zadan volumen kvadra V, oplo§je ¢e biti najmanje ako je O = 6V3, odnosno kada je kvadar
kocka.

[SI[9%
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2.3 Cauchy-Schwarzova nejednakost

Prije nego Sto iskazemo i dokaZemo teorem o Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti, podsje-
timo se definicije unitarnog prostora i norme ([1]).

Definicija 2.3.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt ili skalarno
mnoZenje na 'V je preslikavanje {-,-) : VXV — F koje ima sljedeca svojstva:

~

. {x,x)y>0zasvaki x €V,

2. (x,x) = 0 ako i samo ako je x = 0,

3. {x1+ x2,¥) = {x1,y) +{x2,y) za sve x1, X3,y €'V,
4. {ax,y) =a{x,yyzasvea € Fix,yeV,

5 (x,yy=(,x)zasve x,y € V.

Broj {x,y) nazivamo sklarni produkt vektora x i y. Vektorski prostor na kojem je zadan
skalarni produkt nazivamo unitarni prostor. Ponekad kaZemo da je uredeni par (V,(-,))
unitarni prostor.

Definicija 2.3.2. Neka je V unitarni prostor nad poljem F. Norma na V (inducirana ska-
larnim produktom) je funkcija definirana kao

-1V =R, llxl = v{x,x).

Realni broj ||x|| nazivamo norma ili duljina elementa x € V.

Teorem 2.3.3 (Cauchy-Scwarzova nejednakost). Neka je V unitarni prostor nad poljem
F. Za sve x,y € V vrijedi

1Ce < [y

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako su x i y linearno zavisni vektori.

Dokaz. Ako je x = 01ili y = 0, tvrdnja o€ito vrijedi.

Pretpostavimo da su x,y # 0. Sada x moZemo rastaviti na medusobno ortogonalne
komponente od kojih je jedna kolinearna s y, odnosno nalazimo @ € F tako da je x =
(x —ay) + ayi(x —ay) Ly. Iz uvjeta ortogonalnosti dobivamo «

_ (x,y)
lIyll?

x—ay,y)=0=a

pa x moZemo zapisati kao

_ (x_ <x,y>y)+ S0
lIvII? [IyI> =
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Zbog ortogonalnosti komponenata moZemo primijeniti Pitagorin poucak pa dobivamo

(X, 0 (X, ) (L | (o) P
Il = x = S|P 4 Ry 2 [y =
lIvll Iyl Iyl [Ivll
odakle slijedi trazena nejednakost.
Ako vrijedi [(x, y)| = ||x|| [yll, tada u prethodnoj nejednakosti moramo imati jednakost,
<| Y= 0, tj. x 1 y moraju biti linearno zavisni. Obratno, ako su x1iy

linearno zavisni, ocito vrijedi [(x, y)| = ||x]| [[yIl- O

Iduci teorem je je specijalni slucaj Cauchy-Schwarzove nejednakosti u unitarnom pros-
toru R”, promatranom uz standardni skalarni produkt.

Teorem 2.3.4. Neka su a = (ay,as,...,a,),b = (by,b,,...,b,) dane n-torke realnih bro-

jeva. Tada je
< JZ@JZQA (2.10)
i=1 i=1

pri Cemu jednakost vrijedi ako i samo ako su n-torke a i b proporcionalne, tj. postoji realni
broj A € R takav da je

n

Z a;b;

i=1

bi :/la,-, I= 1,...,7’1.
Dokaz. Promotrimo kvadratnu funkciju P(x) = Z(aix + b,)*. Tada je
i=1
P(x) = (arx + by)* + (@x + b))’ + ...+ (a,x + b,)°
= (@ +a+...+d)x* +2ab + ayby + ...+ a,b)x + (b3 +bi+ ...+ D7)
= (Za ]x +2[Zab]x+2b2
i=1
Primijetimo da je P(x) > 0, Vx € R, pa za diskriminantu D vrijedi D < 0, a kako je

o [2gea) (L) £

i=1 i=n

n 2 n n
(g (55}
i=1 i=1 i=n

slijedi
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Sto je upravo nejednakost (2.10).
Jednakost vrijedi ako i samo ako je D = 0, tj. ako i samo ako funkcija P ima dvostruku
realnu nulto¢ku. Dakle, ako i samo ako postoji x € R tako da vrijedi

n
Z:(al-xo+b,-)2 =0 axy+b;=0, i=1,...,n,
i=1

S b=—-axy, i=1,...,n,

odnosno n-torke a 1 b su proporcionalne. O

Sada slijede zadaci u kojima je jedan od nacin rjeSavanja primjena Cauchy-Schwarzove
nejednakosti.

Zadatak 2.3.5. DokaZite da za sve pozitivne brojeve a,b, ¢ € R vrijedi
a +b* +c* > ab + bc + ca.

RjesSenje:
1. nacin: Kako je zadana nejednakost simetri¢na s obzirom na brojeve a, b, ¢, bez smanje-
nja opcenitosti, moZemo pretpostaviti da je a > b > c¢. Prebacimo sve na lijevu stranu
nejednakosti
a+b*+c*—ab—-bc—ca>0,

pa faktoriziramo na sljede¢i nacin
ala—b)y+bb—-c)+c(c—a)>0.

Uoc¢imo da su prva dva pribrojnika nenegativni, dok je posljednji manji ili jednak nuli.
Sada posljednji izraz transformiramo na sljedeci nacin

ala—b)y+bb-c)+clc—-b+b-a) >0,

Sto nam daje
ala—b)y+bb—-c)—cla-b)—cb-c) >0,

1 faktoriziranjem dobivamo
(a-Db)a—-c)+(b-c)P >0,

Sto ocito vrijedi. UoCimo da je traZzena nejednakost ekvivalentna gornjoj nejednakosti.

Iz posljednje nejednakosti vidimo da jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = c.
2. nadin:

S obzirom da se ovdje pojavljuju kvadrati brojeva a, b, ¢, kao 1 njihovi mjeSoviti umnosci,
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za oCekivati je da ¢e nam pomoci formule za kvadrat binoma. Takoder, uo¢imo simetri¢nost
nejednakosti s obzirom na a, b, c. MnoZenjem trazene nejednakosti s 2 i prikladnim grupi-
ranjem pribrojnika dobijemo

(@=Db)*+(b—c)* +(c—a) =0,
Sto je o€ito zadovoljeno.
3. nacin:

Primijenimo Cauchy-Schwarzovu nejednakost na desnu stranu nejednakosti i dobivamo
trazeno

ab+bc+ca< Va2 +b2+c2- Vb2 + 2 + a2 = a® + b* + 2.

Zadatak 2.3.6. DokaZite da za sven € N, te ay, ..., a,,by,...,b, € Rvrijedi nejednakost

\/af+bf+ \/a§+b§+...+ @2 +b2> @ +...+a)? + by + ...+ by

RjeSenje:
Ovu nejednakost ¢emo dokazati metodom matematicke indukcije.
(Baza) Za n = 2 nejednakost glasi

\/a% + b+ \/a§ +b> V(@i + a)? + (by + by)2.

Kvadriranjem i reduciranjem ¢lanova dobivamo

2@ +B)(a + b) = 2ayay + 2bibn,
pa dijeljenjem s 2 i ponovnim kvadriranjem dobivamo
(a; + b)(a3 + b3) > (a1a2 + b1by)’,

Sto je upravo Cauchy-Schwarzova nejednakost.

(Pretpostavka) Pretpostavimo da za neki n € N, te sve ay,...,a,,b1,...,b, € R vrijedi
nejednakost

\/a%+b%+ \/a§+b§+...+ N2 +b2> \(ar+...+a,)? + (b + ...+ by
(Korak) Dokazimo da nejednakost vrijedi i za proizvoljne ay, . . ., a,.1, b1, ..., by € R, .
da vrijedi

2 2 2 2 2 2 2 2
\/a1+b1+ \/a2+b2+...+ \/an+bn+ \/an+l+bn+1

> a1+ ...+ ap+an1)? + (b1 + ...+ by + by
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Na prvih n pribrojnika s lijeve strane primijenimo pretpostavku indukcije i dobivamo

2 2 2 2 2 2 2 2
\/a1+b1+ \/a2+b2+...+ \/an+bn+ \/an+1+bn+l

> V(ar+ ...+ @) + by + ...+ b))+ Jdd, + B,

Uocimo sada da desna strana ima oblik kao u naSoj nejednakosti za slu€aj n = 2, §to smo
ve¢ dokazali u bazi indukcije. Prema tome, vrijedi

V@@ + ...+ a)? + by + ...+ b2+ (Jd,, + b,

> \/(al+...+an+an+1)2+(b1+...+b,,+bn+1)2.

Tako dobivamo

2 2 2 2 2 2 2 2
\/a1+b1+ \/a2+b2+...+ \/an+bn+ \/an+1+bn+1

> \/(al+...+an+an+1)2+(b1+...+bn+bn+1)2.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki prirodan broj n > 2.

Iako je Cauchy-Schwarzova nejednakost jednostavna za primjenu, u nekim zadacima
je teSko odrediti na koje izraze primijeniti ovu nejednakost kako bi dobili ono Sto Zelimo.
Takav slucaj je u sljedeca dva zadatka koji su se pojavili na Hrvatskoj matematickoj olim-
pijadi, prvi 2018., a drugi 2010. godine. Isto tako, sljedeca dva zadatka su primjer uvjetne
nejednakosti u kojima je dani uvjet koji se pri dokazivanju mora barem jednom iskoristiti.

Zadatak 2.3.7. Neka su a,b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 2. DokaZite
da vrijedi

(@a-172 Bb-172 (c-17 >1
b - c - a 4

((12+b2 b* + ¢? c2+a2)

+ +
a+b b+c c+a

RjeSenje:
Promotrimo prva dva pribrojnika s lijeve strane jednakosti i zapiSimo ih na sljedeéi nacin

@-1> (b-12 (a=1\" (b-1Y\
R R

Zbroj kvadrata neka dva broja podsjeca nas na izraz pod korijenom u Cauchy-Schwarzovoj

nejednakosti
o e e e R o Rz
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gdje su x 1y realni brojevi. Sada moramo odabrati brojeve x i y takve da se s lijeve strane
gornje nejednakosti pojednostavi izraz. OGito ée x = Vb iy = +/c biti dobar odabir, te
slijedi

\/(a\;;)2+(b\—/51)2 (VB + (e > a\;; , w;ﬁ’\;gl Ne=a+b-2,

pa onda vrijedi i
2 2 2 2
(a—1) +(b—1) Z(2—a—b) __c
b c b+c b+c

jer je ¢ = 2 —a — b. Analogno, dobivamo

—1)2 —_1)2 —h_ )2 2
b-1 +(c 1) 5 2-b-20) __a ’
c a c+a c+a

(a—1)2+(b—1)2 S (2—a—b)2 3 b?
b c - b+c Ca+b

Zbrajanjem gornjih nejednakosti dobivamo

_1)2 Ry 132 2 2 2
(a-1 +(b 1) +(c 1) 21 c N a N b ’
b c a 2\b+c¢c c+a a+b

Uocimo da vrijedi sljedece

c? a? b? b? c? a? c-b iP-c P-4t

+ + - - — = + +
b+c c¢c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b
=c—-b+a-c+b—-a=0,

tj. vrijedi
c? a? b? b? c? a?

+ + = - + )
b+c c¢c+a a+b b+c c+a a+b

Sada desnu stranu zadane nejednakosti mozZemo zapisati kao

4

1(0t2+b2 b? + ¢ c2+a2) 1(2 b? c? az)

+ + +2 +2
a+b b+c c+a

a+b b+c c+a

b? c? a’
= + + ,
2(a+b b+c c+a)

pa vrijedi 1 zadana nejednakost.
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Zadatak 2.3.8. Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 3. DokaZite
da je
a* b* ct

+ +
b’ +c c?+a a*+b

>

| W

RjeSenje:
1. nacin: Zapisimo lijevu strane zadane nejednakosti u sljede¢em obliku

a* b* ct @\ pr\ 2\
+ + = + + .
b’+c c+a a+b \\pric Ve +a 2+ b
Sada opet, slicno kao u prethodnom zadatku, moZzemo primijeniti Cauchy-Schwarzovu
nejednakost. Tako dobivamo

) e ] oo

Vb2 + ¢ Ve +a a?
a? b? c? )2
> - Vb? + ¢+ - Vet +a+ -Va®> +b
( Vb2 + ¢ Ve +a Va? +b

2
(a2 + b +cz) ,

tj. vrijedi

2
a* b* & (a2 + b + 02)

+ + = -
b +c c+a a*+b (@+b*+cH)+@+b+o)

Iz uvjeta zadatka sada slijedi

2
o b o (a® + b2+ c?)

. 2.11
b2+c+cz+a at+b  (@+b*+c)+3 ( )

Kako znamo koliko je a + b + ¢, a zelimo donju granicu za a® + b* + ¢?, primjenom AK
nejednakosti na a, b, ¢ dobivamo

a+b>+c> _a+b+c
1/ > =1,
3 3

a’+ b+ > 3.

odakle slijedi

Uvedimo supstituciju x = a> + b> + ¢, x > 3. Iz nejednakosti (2.11) vidimo da je dovoljno

dokazati da nejednakost

x2

x+3

b

| W

=
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vrijedi za sve x > 3. Uocimo da je, uz uvjet x > 3, nejednadzba % > % ekvivalentna
kvadratnoj nejednadzbi 2x*> — 3x — 9 > 0. RjeSenja kvadratne jednadzbe 2x* —3x -9 =0
sux; =3ix, =3 Slijedi, 2x = 3x -9 > 0 za sve x > 3.

2. nacin: Uocimo simetri¢nost nejednakosti s obzirom na a, b, ¢ i pokusajmo svaki pri-

brojnik s lijeve strane nejednakosti ograniciti varijablama a, b ili c.

Promotrimo prvi pribrojnik i uo¢imo da ako primijenimo AG nejednakost na bgic 1 %
dobivamo
a* b*+c at b’+c at
+ >2 : =24/= =,
Prc 4 Pic 4 P
tj. ogranicili smo ga varijablom a.
4 +a ., a+b_
Analogno dobivamo g + ) > b1 e + 1 > c”.
Zbrajanjem tih triju nejednakosti dobivamo
at . b* . ct b2+c+cz+a+a2+b T
>a c,
b>+c c+a a*+b 4 4 4
tj.
at b* ct 3/, 1
+ + > (d?+b*+c*)—=(a+b+c).
b>+c c+a a*+b 4(a C) 4(a ‘)
Sada iz uvjeta zadatka slijedi
a* b* ct 3/, 1
+ + > (d®+b*+ ) - -3 2.12
b’+c *+a a2+b_4(a C) 4 12

Primjenom AK nejednakosti i kvadriranjem dobivamo
a+ b+ >3,
UvrStavanjem gornje nejednakosti u nejednakost (2.12) dobivamo
a4+b4+c4>§336
b>+c c*+a a*+b 4 4 4
tj. vrijedi traZena nejednakost.

Zadatak 2.3.9. Neka je dan trokut ABC sa stranicama duljina ay, a,, as te tocka T unutar
njega. Neka su ry, ry, r3 redom udaljenosti te tocke od stranica trokuta te R polumjer trokutu
opisane kruznice. DokaZite da tada vrijedi nejednakost

2 2 2
a1+a2+a3

\Vr+ Vi + \r3 < —
2R ’

te da jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut ABC jednakostranican, a tocka T srediste
trokutu upisane kruZnice.
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Slika 2.4: Trokut ABC

RjeSenje:
Iz zadane nejednakosti vidimo da lijevu stranu moramo ograni¢iti duljinama stranica tro-
kuta i polumjerom opisane kruznice tom trokutu, pa zapiSimo lijevu stranu nejednakosti na
sljedeci nacin

1
\/_+ \/E+ \/E— \/rlal —+\/I"2612 —+\/r3(13

o Lo T

Primijenimo sada Cauchy-Schwarzovu nejednakost i dobivamo

W\/ng@\/ngm\/g
Ao ()

1 1 1
:\/a1r1+a2r2+a3r3- —+ — + —,
a da as

pri ¢emu jednakost vrijedi ako 1 samo ako je
Vair:  Nacr,  Nasrs

- - ’
1 1 1
aj a as
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odnosno ako i samo ako je ajr; = ajr, = ajr;. Uofimo da izrazi a,ry, ayry, azrs predstav-

ljaju redom dvostruke vrijednosti povrSina trokuta BCT, CAT, ABT . Nadalje, o€ito je suma
ove tri povrSine jednaka povrSini trokuta ABC, koja se moze izraCunati i pomocu formule

P= %. Prema tome, imamo
aaas

2R

a|ry + ary + azry =

pa je

a|aras 1 1 1

Vi vE s e L L

aj a aj

a|aas a)a + aas + asza;
2R a|aras

\/a1a2 + arasz + aza
2R ’

Sada, opet prema Cauchy-Schwarzovoj nejednakosti, slijedi

a\ar + aras + aza; < \/af+a§+a§ \/a§+a§+af =a +a;+ad,

pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je % =2 = Z—?, odnosno ako 1 samo ako je

as

a; = a, = az. Konacno, imamo

Vr+ Vi + \r3 <

tj. vrijedi zadana nejednakost, pri ¢emu se jednakost postize ako i samo ako je air; =
asry = ajr;ia; = ap = as, odnosno ako i samo ako je a; = ap = a3 ir = r, = r3.
Dakle, jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut ABC jednakostrani€an, a to¢ka 7 srediSte
kruZnice upisane tom trokutu.

Cauchy-Schwarzovu nejednakost moZzemo primijeniti i u pronalazenju ekstremnih vri-

jednosti funkcija kao u iduéem zadatku.

Zadatak 2.3.10. Neka je S = {(x,y,z) € R® : x* + y> + 22 = 1}. Koriste¢i Cauchy-
Schwarzovu nejednakost u unitarnom prostoru odredite maksimalnu vrijednost funkcije
f:8S >R, f(x,y,2) = 5x+ 2y + 3z, te tocke iz S u kojima se ona postiZe.

RjeSenje:
Nekajea = (x,y,z) € S ib = (5,2,3). Prema teoremu 2.3.4 vrijedi

I5x+2y+3z < V2 +y2+22- V52422432 = V1. V38 = V38,
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odnosno izracunali smo da maksimalna vrijednost funkcije f(x,y,z) = 5x + 2y + 3z iznosi
V38. Izratunajmo sada jo$ u kojim tockama iz S se ona postiZe, tj. moramo izraunati kada
se postiZe jednakost u gornjoj nejednakosti. Iz prethodnih teorema znamo da se jednakost
postiZe kada su a i b linearno zavisni, tj. vrijedi a = ab, @ € R. Imamo a = (5, 2, 3a), a
kako je a € § mora vrijediti sljedecCe

Ga)® + 2a)* + Ba)* =1,

pa dobivamo da je @ = i‘g—?. Dakle, maksimalna vrijednost se postiZe u tocki

(8, 2438 308) ok se u tocki (— 148, 2038 2438

38 ° 38 * 38 38 38 38

) postiZe minimalna vrijednost.






Poglavlje 3

Aritmetika

U ovom poglavlju razmatramo tehnike rjeSavanja problema koje su vaZne u rjeSavanju
aritmeti¢kih problema. Jedna od najvaznijih tehnika temelji se na osnovnom teoremu arit-
metike prema kojem se svaki cijeli broj moze jedinstveno napisati kao produkt prostih bro-
jeva. Teorijska pozadina neophodna za dokaz ovog klju¢nog teorema zahtijeva raspravu
o pojmu djeljivosti. Stoga ¢emo poglavlje zapoceti razmatranjem problema o najve¢em
zajednickom djelitelju 1 najmanjem zajedni¢kom viSekratniku. Za razumijevanje istih po-
trebni su nam teorem o dijeljenju s ostatkom i Euklidov algoritam. Zatim iskazujemo i
dokazujemo osnovni teorem aritmetike i neke posljedice tog teorema. Na kraju, uvodimo
pojam kongruencija koji nam uvelike pomaZe u rjeSavanju problema koji se ti€u odnosa
cijelih brojeva.

3.1 Djeljivost

Pojam djeljivosti jedan je od najjednostavnijih, ali ujedno i najvaznijih pojmova u teoriji
brojeva.

Definicija 3.1.1. Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZemo da je b djeljiv s a, odnosno da
a dijeli b, ako postoji cijeli broj x takav da je b = ax. To zapisujemo kao a | b. Ako b nije
dijeljiv s a, onda pisemo a 1 b. Ako a | b, onda jos kaZemo da je a djelitelj od b, te da je b
visekratnik od a. Oznaka a"||b ée nam znaciti da a* | b, ali d' t b. ([2])

Lako se pokaze da vrijede sljedece tvrdnje.

e Akosuai b cijeli brojevi djeljivi cijelim brojem m, m # 0, onda je s m djeljiv i njihov
zbroj a + b i njihova razlika a — b.

e Ako n dijeli dva Clana u izrazu a = b + ¢, onda n dijeli sva tri ¢lana.

41
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e Ako je cijeli broj a djeljiv s m, i cijeli broj b djeljiv s n, onda je umnozak ab djeljiv s
mn.

Osnovna metoda dokazivanja djeljivosti nekog cijelog broja b cijelim brojem a je fak-
toriziranje broja b u umnoZzak broja a i cijelog broja x. Obi¢no se u nekim jednostavnijim
problemima ovakav nacin faktorizacije moZe dobiti iz nekih osnovnih algebarskih fakto-
rizacija (kvadrat binoma, kvadrat razlike 1 slicno). Sljedece dvije formule faktorizacije
razlike, odnosno zbroja n-tih potencija vrlo su korisne u dokazivanju djeljivosti.

Za svakin € N vrijedi

K=y = (=T Xy "y, (3.1
Za neparan n € N vrijedi
AV =+ )T =y "y, (3.2)
Zadatak 3.1.2. DokaZite da je broj 1 u 1 djeljiv brojem 1001.

200

RjesSenje:
ZapiSimo dani broj kao 10---01 = 10! + 1i 1001 = 10* + 1. Kakoje 10---01 =
— —
200 200
67 67 e g . .
(103) +1= (103) + 1%7, moZemo upotrijebiti formulu (3.2) i dobivamo

(10°)7 41 = (107 + 1) (103 = (10)% - 1 +... = 10°- 19 + 1%9).
Dakle, 1001 dijeli broj 10---01.
200

Definicija 3.1.3. Neka su b i c cijeli brojevi. Cijeli broj a se zove zajednicki djelitelj od b
icakoa | bial| c Ako je barem jedan od brojeva b i c razlicit od nule, tj. ako vrijedi
b*+c? > 0, onda postoji samo konacno mnogo zajednickih djelitelja od b i c. Najveci medu
njima zove se najveci zajednicki djelitelj od b i c i oznacava s D (b, ¢) ili krace (b, c). Slicno
se definira najveci zajednicki djelitelj brojeva by, b,, . .., b, koji nisu svi jednaki nuli, te se
oznacava s D (b, b,, ..., b,).

Iz definicije 3.1.3 slijedi nekoliko svojstava.
Propozicija 3.1.4. Neka su b, c € Z. Tada vrijedi:

1. D(b,c) €N,

2. D(xb,+c) =D (b,¢),
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3. D(b,c)=D(c,b),
4. D(b,c + bx) = D(c,b) za sve x € Z.

Teorem 3.1.5 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj a i cijeli broj
b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b = ga + r, pri cemu je O < r < a.

Ako ponavljamo primjenu teorema 3.1.5 na dva cijela broja, moZemo izraCunati najveci
zajednicki djelitelj tih dvaju brojeva.

Uzmemo pozitivne cijele brojeve b; i b, takve da vrijedi by > b,. Prema teoremu 3.1.5
postoje cijeli brojevi ¢ i b3 takvi da vrijedi

blqu2+b3, 0Sl’)3<b2.

Lako se pokaze, koriste¢i propoziciju 3.1.4, da vrijedi D(by, by) = D(b;, b3).

Ako je b3 = 0, onda b, | by, pa je D(by,by) = b,. Ako je pak b3 > 0, moZzemo
ponoviti postupak, koriste¢i b, 1 b3 umjesto b; i b,, da dobijemo cijeli broj b, takav da je
D(bz, b3) = D(b3,b4),b3 > b4 > 0.

Nastavljajuéi na ovaj nacin, generirat cemo strogo padajuci niz nenegativnih cijelih
brojeva

by >by>b;> ...

takav da je D(by, by) = D(by,b3) = ... = D(b;, b;11),i = 1,2,3,.... Buduéi da se takav niz
ne moze beskona¢no smanjivati, moramo do¢i do ostatka b, koji je jednak nuli 1 vrijedi
D(by,b,) = D(b,, b,,1) = by, tj. najveci zajednicki djelitelj brojeva b; 1 b, je zadnji ostatak
b, koji je razlicit od nule u ovom postupku. Vrijednosti od xy 1 yo u izrazu D(by, by) =
b1xo + boyy mogu se dobiti izrazavanjem svakog ostatka b; kao linearne kombinacije od b i
c. Postupak pronalazenja najveceg zajednickog djelitelja brojeva b; i b, naziva se Euklidov
algoritam.

Prije nego pokazemo kako se taj algoritam primjenjuje na nekom primjeru, navedimo 1
dokaZimo jedan od bitnijih teorema vezanih za ovo poglavlje:

Teorem 3.1.6. Za prirodne brojeve a i b uvijek postoje cijeli brojevi s i t takvi da vrijedi
sa+tb = D(a,b). (3.3)

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti metodom matemati¢ke indukcije po broju koraka potrebnih
za izraCunavanje najveceg zajednickog djelitelja pomocu Euklidovog algoritma. Bez sma-
njenja opcenitosti, pretpostavimo da je a > b.

(Baza) Ako je potreban samo jedan korak, tada postoji cijeli broj ¢ takav da je a = bq
i vrijedi D(a,b) = b pa smo dokazali tvrdnju, s = 0, t = 1. Uofimo da ovaj zapis nije
jedinstven, na primjer, vrijedi D(a,b) = b =a+ (1 — g)b,pauzmemo s =1it=1—-g¢, te
smo dokazali tvrdnju.
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(Pretpostavka) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve parove pozitivnih cijelih bro-
jeva koji u Euklidovom algoritmu zahtijevaju manje od k koraka.

(Korak) Pretpostavimo da su a i b cijeli brojevi koji zahtijevaju k koraka, k > 1. Prema
teoremu 3.1.5, postoje cijeli brojevi g i r takvi da je

a=gb+r, 0<r<b.

Najveci zajednicki djelitelj brojeva b i r moZemo izraunati primjenom Euklidovog algo-
ritma u k — 1 koraka, pa prema pretpostavci indukcije postoje cijeli brojevi ¢ 1 d takvi da
je

cb+dr=D(b,r).

Sada iz posljednje dvije jednakosti slijedi

D(a,b) = D(b,r)
=cb+dr
=cb + d(a— gb)
=da + (c — dg)b,

i ako uzmemo s = d it = ¢ — dq, dokazali smo tvrdnju teorema. O

Relacija (3.3) naziva se Bezoutov identitet. Posebno, ako se cijeli broj ¢ moze prikazati
u obliku ¢ = ax + by, tada je D(a, b) djelitelj broja ¢, pa ako je ax + by = 1 za neke cijele
brojeve a i b, onda je D(a, b) = 1, odnosno brojevi a 1 b su relativno prosti.

Zadatak 3.1.7. Izracunajte cijele brojeve x i y takve da vrijedi
754x + 221y = D(754,221).

RjesSenje:
Najprije primijenimo Euklidov algoritam kako bismo pronasli najveci zajednicki djelitelj
brojeva 754 1 221.

754 =3-221 + 91,
221 =2-91+ 39,
91 =2-39+13,
39=3-13.
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Kako bi pronasli traZene cijele brojeve x i y, vracamo se unatrag kroz korake Euklidovog
algoritma:

13=91-2-39
=91 -2(221 -2-91)
=5-91-2-221

=5(754 -3-221)-2-221
=5-754-17-221.

Dakle, jedno rjeSenje je x =51y = —17.

JednadZbu ax + by = D(a, b) moZemo rijesiti i na sljedeci nacin ([2]): ako je

roy=a, ry=b>, rp ="ri2—(giri-1,
xa=1, =0, Xx=x-qgxi_i,
Y1 = 0, ro=1, Yi = Yi-2 — 4iYi-1»

onda je ax; + by; = r;, i = =1,0,1,..., j + 1. Posebno, vrijedi ax; + cy; = D(a,b). Ovaj
algoritam naziva se prosireni Euklidov algoritam.

Sada mozemo rjeSenje iz zadatka 3.1.7 zapisati kao:

x{ 1 0 1 -2 5

vl o 1 =3 7 -17

Dakle, 754 -5 + 221 - (—=17) = 13, odnosno x =51y = —17.

2ln+4

neskrativ za svaki n € N.
14n+3

Zadatak 3.1.8. DokaZite da je razlomak

RjeSenje:
Trebamo dokazati da su 21n + 4 i 14n + 3 relativno prosti brojevi za svaki n € N, odnosno
daje D2Iln+4,14n+3) = 1.
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Pomocu Euklidovog algoritma odredimo D (21n + 4, 14n + 3).

2ln+4=1-(14n+3)+(Tn+1)
14n+3=2-(Tn+1)+1
Tn+1=>n+1)-1

Dakle, D (21n + 4, 14n + 3) = 1, pa je zadani razlomak neskrativ za svaki n € N.
Euklidov algoritam moZe biti strategija i pri raCunanju ili sredivanju algebarskih izraza.

Zadatak 3.1.9. Skratite razlomak

B-x =3 +x+ P +2x%2 -1
WO =x8 =7 =30+ XS+ A+ 43+ 2 -2x— 1

RjeSenje:
Oznacimo s P polinom u brojniku, te s Q polinom u nazivniku. Da bi skratili razlomak,
dijelit ¢emo polinom u nazivniku s polinomom u brojniku jer je stupanj polinoma Q veci od
stupnja polinoma P. Pri dijeljenju polinoma moramo iskljuciti sve vrijednosti nepoznanice
x za koje je nazivnik jednak O.

Dijeljenjem polinoma Q s P dobivamo koli¢nik Q; = x i ostatak R; = —x7 +3x*+2x> +
x? — x— 1, te dijeljenjem polinoma P s R, dobivamo koli¢nik Q, = —x + 1 i ostatak R, = 0.
Odnosno krace zapisano

Q:x-P+(—x7+3x4+2x3+x2—x—1),
P=(—x+D +3x*+2x° + x> —x - 1).

Najveci zajednicki djelitelj polinoma P i Q je R;, pa polinome P i Q zapiSemo kao
P=(-x+DR;, O=(-x*+x+1DR,.

Dakle, vrijedi
P (—x+DR = x-1

QO (x2+x+DR, xX2—-x-1

3.2 Osnovni teorem aritmetike

Definicija 3.2.1. Neka su b,c € Z. KaZemo da su brojevi b i c¢ relativno prosti ako je
D (b,c) = 1. Cijeli brojevi by, b,, ..., b, su relativno prosti ako je D (by,b,,...,b,) =1, a
u parovima relativno prosti ako je D(bi, b j) =lzasvel <i< j<n.
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Uocimo, ako su cijeli brojevi by, bs, . .., b, u parovima relativno prosti, onda su i rela-
tivno prosti. Obrat ne vrijedi.

Definicija 3.2.2. Prirodan broj p > 1 se zove prost ako p nema niti jednog djelitelja d
takvog da je 1 < d < p. Ako prirodan broj a > 1 nije prost, onda kaZemo da je sloZzen.

Uocimo, broj 1 nije ni prost ni sloZen broj.

Prosti brojevi su vazni zbog sljedeceg teorema.

Teorem 3.2.3. Svaki prirodan broj n > 1 moZe se prikazati kao produkt prostih brojeva (s
Jjednim ili vise faktora).

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati metodom matematicke indukcije po n.

(Baza) Za n = 2 tvrdnja teorema vrijedi jer je broj 2 prost.

(Pretpostavka) Pretpostavimo da je n > 2 i da vrijedi tvrdnja teorema za sve m takve
daje2<m<n.

(Korak) Zelimo dokazati da se i broj n moZe prikazati kao produkt prostih faktora.
Ako je broj n prost, dokaz je gotov. Ako n nije prost, onda je n = nyn,, gdje su brojevi
ny, ny brojevi takvi da vrijedi 1 < n; < nil < ny < n. Po pretpostavci indukcije, brojevi
n; i ny su produkti prostih brojeva, pa slijedi da je i n produkt prostih brojeva.

Prema principu matemati¢ke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodan brojn > 1. O

Prije nego Sto iskaZzemo 1 dokazemo osnovni teorem aritmetike dokazimo sljedecu ko-
risnu propoziciju.

Propozicija 3.2.4. Neka su a,b € Z. Ako je p prost broji p | ab, onda p | aili p | b.
Opcenitije, ako p | a\a, - - - a,, onda p dijeli barem jedan faktor a;,i = 1,...,n.

Dokaz. Pretpostavimo da p | ab. Ako p | a, onda smo gotovi. Sada pretpostavimo da
p 1 a. Tada je D(p,a) = 1, pa postoje cijeli brojevi s 1t takvi da je sa + tp = D(p,a) = 1.
Ako pomnozimo posljednju jednakost s b, dobivamo da je sab + tpb = b. Sada, zbog toga
Sto p dijeli ab, slijedi da p dijeli b, §to je i trebalo dokazati.

Opcenitiju tvrdnju dokazujemo metodom matematicke indukcije po n.

(Baza) Za n = 2 pokazali smo da tvrdnja vrijedi.

(Pretpostavka) Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za produkte s manje od n faktora.

(Korak) Sada ako p | ai(a; - - - a,), onda prema bazi indukcije slijedi da p dijeli a; ili p
dijelia, - - - a,. Ako p | a, - - - a,, onda po pretpostavci indukcije p | @; zanekii =2,...,n.

Prema principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za svaki prirodan brojn > 1. O

IskaZzimo i dokazimo jedan od najkorisnijih teorema elementarne teorije brojeva.
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Teorem 3.2.5 (Osnovni teorem aritmetike). Faktorizacija svakog prirodnog brojan > 1
na proste faktore je jedinstvena do na poredak prostih faktora.

Dokaz. Pretpostavimo da n ima dvije razliCite faktorizacije,n = p1p,---p,in = qi1q> - qs.
Pretpostavimo da postoji p; takav da je p; # gjzasve j = 1,...,s. Prema prepoziciji 3.2.4,
pine dijeli g4, . . ., g, odakle slijedi da p; ne dijeli n Sto nije istina. Na isti nacin dokazemo
da za svaki g postoji p; takav da je g, = p;. Odavde slijedi tvrdnja. O

Iz prethodnog teorema slijedi da svaki prirodan broj n moZemo prikazati u obliku

n= p(lnpgz .. ,pzk’
gdje su py, pa, ..., pi razliCiti prosti brojevi, a @y, as, ..., a; prirodni brojevi. Takav pri-
kaz broja n nazivamo kanonski rastav broja n na proste faktore. Obi¢no rastav piSemo u
rastu¢em poretku prostih brojeva, tj. za p; < p, < --- < py, te je takav kanonski rastav

jedinstven.
Prije nego Sto navedemo nekoliko korisnih posljedica ovog teorema, definirajmo pojam
najmanjeg zajednickog visekratnika.

Definicija 3.2.6. Neka su ay,a,...,a, € Z \ {0}. Najmanji prirodan broj c za koji vri-
jedi da ajlc za sve i = 1,2,...,n zove se najmanji zajednicki viSekratnik i oznacava s
V(ay,ay,...,a,).

Lema 3.2.7. Svi djelitelji broja

)

n:pl p2 ..pzk

su oblika
m:p/flp§2_..p5k’ OSbiSai,iZIa---,k,

i svaki takav broj je djelitelj broja n. Slijedi da n ima tocno (a; + 1)(ay; +1)---(ax + 1)
razlicitih djelitelja.

Zadatak 3.2.8 (Drzavno natjecanje, 4. razred, A varijanta, 2013.). Odredite sve prirodne
brojeve n takve da je umnoZak svih pozitivnih djelitelja broja n jednak n®. PrikaZite ih u
kanonskom obliku, tj. pomocu rastava na proste faktore.

RjesSenje:
Nekasul =d; <d, < ... <d, = n svipozitivni djelitelji broja n. Prema pretpostavci je

di-dy- ... di_y -d; = n’. Uocimo da vrijedi

dy-dy=dy -diy = ds - dip = n,
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odakle zakljuujemo da je umnoZak svih pozitivnih djelitelja broja n jednak n* ako i samo
ako n ima tocno Sest djelitelja.

Prirodni broj n moZemo prikazati u obliku n = p{"p*--- pi*, gdje su py, pa, ..., px
razliciti prosti brojevi, a @y, @, . .., @; prirodni brojevi takvi da vrijedi a; > a; > ... > a;.
Iz leme 3.2.7 slijedi da je broj djelitelja broja n jednak (a; + 1)(a2 + 1) - - - (@ + 1), odnosno
vrijedi

(g + D+ 1) (ax + 1) =6.

Svaki od faktora na lijevoj strani je veéi od 1, pa imamo dvije mogucnosti:
k=1a, =5 ili k=2, =2,a,=1.

Dakle, svi traZeni prirodni brojevi n su oblika n = p> za neki prost broj p ili n = p*q za
razlicite proste brojeve p i g.

Prirodan broj a nazivamo potpuni kvadrat ako se moZe zapisati u obliku n?,n € N. Iz
teorema 3.2.5 slijedi sljedeca lema.

Lema 3.2.9. Cijeli broj a = p{'p5* - - - pi* je potpuni kvadrat ako i samo ako su svi a; parni
brojevi. Opcenito, cijeli broj a = p{'p5* -+ pi* se moZe napisati kao m-ta potencija nekog

prirodnog broja n ako i samo ako su svi a; djeljivi s m,m € N.

Sljedecéa propozicija daje koristan kriterij djeljivost.

Propozicija 3.2.10. Neka su a = p{'p5---pl* i b = q}l’lqu . -qZ’ prirodni brojevi dani
rastavom na proste faktore. Broj a je djeljiv brojem b ako i samo ako za svaki q;, j €

{1,2,...,l} postojinekii € {1,2,...,k} tako da je q; = p; i a; > b
Zadatak 3.2.11. DokaZite da je 2 iracionalan broj.

RjeSenje:
Pretpostavimo suprotno, tj. da je V2 racionalan broj. Tada postoje cijeli brojevi r i s takvi
daje V2 = <, pri Cemu je D(r, s) = 1. Kvadriranjem dobivamo 2 = ;—Z, odnosno

25 =12 (3.4)

Slijedi da je r paran broj, dakle oblika r = 2k, k € N. Uvrstimo u (3.4) i nakon dijeljenja s
2 dobivamo
s* = 2k%.

Analogno zakljucujemo da je s = 2/, zaneki / € N, ali sada iz r = 2k 1 s = 2/, slijedi da je
D(r, s) = 2, §to je kontradikcija. Dakle, V2 je iracionalan broj.
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Zadatak 3.2.12. Pronadite najmanji prirodan broj n takav da je 5 kvadrat, 5 kub, a 5 peta
potencija nekog prirodnog broja.

Rjesenje:
Iz zadanoga vidimo da je broj n djeljiv s 2,3 i 5, pa n moZemo zapisati kao n = 293°5¢ za
neke a, b, c € N. Sada slijedi,

n n n
g 2a—13b50’ o — 2u3b—150’ - 2a3b5c—l.
2 3 5

Iz gornjih uvjeta slijedi da a — 1 mora biti paran 1 broj @ mora biti viSekratnik brojeva 315,
a najmanyji prirodan broj koji to zadovoljava je a = 15. Analogno, b — 1 mora biti djeljiv sa
31 broj b mora biti viSekratnik brojeva 2 i 5, a najmanji prirodan broj koji to zadovoljava je
b = 10, te ¢ — 1 mora biti djeljiv sa 5 i broj ¢ mora biti viSekratnik brojeva 2 i 3, a najmanji
prirodan broj koji to zadovoljava je ¢ = 6. Dakle, broj n = 2!°3195° je traZeni broj.

Zadatak 3.2.13. DokaZite da postoji jedinstveni prirodan broj n takav da je 2% + 21 + 2"
potpuni kvadrat.

Rjesenje:
Pretpostavimo da je m € N takav da je m? = 28 + 2! + 2", Tada je

2" =m? -2 = 2" =m* — 2304 = m* — 48 = (m — 48)(m + 43).
Zbog jedinstvene faktorizacije, postoje nenegativni cijeli brojevi s i f takvi da vrijedi
m—-48=2°, m+48=2", s+t=n.
Stogaje m = 2° + 48 i m = 2' — 48, pa slijedi

25 +48 = 2" — 48,
21— 2% =96,
250275 1) =325,

Kako je broj 2/~* — 1 neparan, slijedi da je 2/ — 1 = 3, a 2* = 25. Dakle, s = 5, pa imamo
205 =4 =2% odnosnot=7,an = 12.

3.3 Kongruencije

Teoriju kongruencija, poznatu i pod nazivom modularna aritmetika, uveo je Carl Friedrich
Gauss u svom djelu Disquisitiones Arithmeticae objavljenom 1801. godine.
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Parnost cijelog broja nam govori u kakvom je odnosu taj broj s brojem 2, tj. cijeli broj
je paran ili neparan prema tome je li njegov ostatak pri dijeljenju s 2 jednak 0 ili 1. Ova
formulacija parnosti ¢ini prirodnim generaliziranje ideje na sljedeci nacin:

Za zadani cijeli broj n > 2, skup cijelih brojeva dijelimo u "klase kongruencije” prema
njihovim ostatcima pri dijeljenju s n, tj. dva cijela broja smjestamo u istu klasu kongruen-
cije ako imaju isti ostatak pri dijeljenju brojem n.

Na primjer, za n = 4, skup cijelih brojeva je podijeljen u 4 disjunktna skupa oznacena
mogucim ostatcima 0, 1, 2, 3.

Za proizvoljan cijeli broj n, postojat ¢e n klasa kongruencije, oznacenih mogucéim os-
tatctma 0,1,2,...,n— 1.

Definicija 3.3.1. Za dva cijela broja x i y kaZemo da je x kongruentan y modulo n i pisSemo
x =y (mod n),

ako svaki od njih ima isti ostatak pri dijeljenju brojem n, odnosno ako je x —y djeljivo s n.
U protivnom, kaZemo da x nije kongruentan y modulo n i pisemo x # y (mod n).

Kako je x — y djeljivo s n ako i samo ako je djeljivo s —n, bez smanjenja opcenitosti
mozemo promatrati samo pozitivne module.

Propozicija 3.3.1. Relacija " biti kongruentan modulo n” je relacija ekvivalencije na skupu
Z, tj. za cijele brojeve x,y, z vrijedi:

(i) x = x (mod n), (refleksivnost)

(ii) x = y (mod n) = y = x (mod n), (simetricnost)

(iii) [x =y (mod n) &y = z (mod n) | = x = z (mod n). (tranzitivnost)

Zadatak 3.3.2. DokaZite da svaki podskup od 55 brojeva odabranih iz skupa {1,2, ..., 100}
mora sadrZavati dva broja koja se razlikuju za 9.

RjeSenje:
Ako se dva broja razlikuju za 9, tada su oni u istoj klasi kongruencije modulo 9. Jaka forma
Dirichletovog principa glasi: Ako je m predmeta razmjesteno u n kutija, onda barem jedna
kutija sadrZi L’"T_]J + 1 predmet, gdje je x — | x] funkcija koja realnom broju x pridruZuje
najveci cijeli broj koji nije veci od x. Dakle,

55-1
{—| +1=6+1=7
9
brojeva od odabranih 55, nalazi se u istoj klasi kongruencije. Neka su ay, ..., a; odabrani
brojevi i pretpostavimo da vrijedi a; < a; < a3 < ... < a;. Bududéi da je a;,, = q;

(mod 9),a;,1 —a; € {9, 18,...} tvrdimo da je a;;; — a; = 9 za neki i. Ako to ne bi vrijedilo,
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tada bi za svaki i, a;,; —a; > 18, ato bi znacilo da je a; —a; > 6-18 = 108, §to je nemoguce
jer je a; — a; < 100. Dakle, dva elementa iz ay, . . ., a; se razikuju za 9.

U iducoj propoziciji navodimo osnovna svojstva kongruencija.

Propozicija 3.3.3. Neka su x,y,u,v cijeli brojevi. Tada vrijedi:

(i) Ako je x =y (mod n) i u = v (mod n), onda je x + u =y + v (mod n),
x—u=y—v(modn),xu =yv(mod n).

(ii) Ako je x = y (mod n) i v | n, onda je x = y (mod v).

(iii) Ako je x = y (mod n), onda je xu = yu (mod nu) za svaki u # 0.

Dokaz. (i)Nekajex—y=nkiu—v =nlgdjesuk,l € Z. Tadaje (x+u)—(y+v) =n(k+1)
i(x—u)-@-v)=nk-0,pajex+u=y+v(modn)ix—u=y+v(modn). Zbog
xu—yv=x(u—v)+v(x—y) = xnl+vnk = n(xl + vk) slijedi da je xu = yv (mod n).

(i) Nekajen =ve,e € Z. Tadaiz x —y = nk slijedi x —y = v - ek, paje x =y (mod v).
(ii1) Iz x — y = nk slijedi xu — yu = nu - k, pa je xu = yu (mod nu). m|

Ova svojstva nam omogucuju da izvodimo aritmetiku radeci iskljucivo s ostatcima po
modulo 7.

Zadatak 3.3.4. Neka je N = 522 - 131 + 211 - 417 + 613 - 919. Bez racunanja broja N,
odredite:

(a) parnost broja N,

(b) znamenku jedinice broja N,

(c) ostatak pri dijeljenju broja N brojem 7.

RjeSenje: Primjenjujemo propoziciju 3.3.3.
(a) Imamo

522131 +211-417+613-919=0-1+1-1+1-1=2=0 (mod 2).
(b) Znamenka jedinice broja N je upravo ostatak pri dijeljenju broja N s 10. Zato je
522131 +211-417+613-919=2-1+1-7+3:-9=2+7+27 = 6 (mod 10).
(c) Sli¢no kao u (a) i (b) dijelu zadatka, raCunamo N modulo 7
522131 +211-417+613-919=4-5+1-44+4-2=20+4+8 =32 =4 (mod 7).

Dakle, ostatak pri dijeljenju broja N brojem 7 je 4.

Uzastopnom primjenom propozicije 3.3.3 svojstva (i) slijedi:
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Korolar 3.3.5. Neka je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Ako je x = y (mod n),
onda je P(x) = P(y) (mod n).

U modularnoj aritmetici, operacije zbrajanja, oduzimanja i mnozenja ponasaju se kao
u obi¢noj aritmetici, naravno s obzirom na modulo koji razmatramo. A S§to je s operacijom
dijeljenja? O tome nam govori sljedeca propozicija.

Propozicija 3.3.6. Neka su a,x,y € Zin € N. Tada vrijedi ax = ay (mod n) ako i samo

ako je x = y (mod Dan)’ Specijalno, ako je ax = ay (mod n) i D(a,n) = 1, onda je
x =y (mod n).

Zadatak 3.3.7. Neka su x iy cijeli brojevi. DokaZite da je 2x + 3y djeljivo sa 17 ako i samo
ako je 9x + Sy djeljivo sa 17.

RjeSenje:
Trebamo pokazati da je 2x + 3y = 0 (mod 17) ako i samo ako je 9x + 5y = 0 (mod 17). Da
bismo to pokazali, trebamo pomnoZiti kongruenciju 2x + 3y = 0 (mod 17) odgovaraju¢om
konstantom tako da ju transformiramo u kongruenciju 9x + 5y = 0 (mod 17). Dakle,
pitamo se postoji li konstanta ¢ takva da vrijedi ¢(2x + 3y) = 9x + Sy (mod 17)? Da bi bilo
zadovoljeno 9 = 2¢ (mod 17) moZemo uzeti ¢ = 13. Sada iz 2x + 3y = 0 (mod 17) slijedi

132x + 3y) = 0 (mod 17),
26x + 39y = 0 (mod 17),
9x + 5y =0 (mod 17).

Obrnuto, pitamo se postoji li konstanta ¢ takva da vrijedi ¢(9x + 5y) = 2x + 3y (mod 17)?
Da bi vrijedilo 2 = 9¢ (mod 17) mozemo uzeti ¢ = 4. Sada iz 9x + Sy = 0 (mod 17) slijedi

4(9x + 5y) = 0 (mod 17),
36x + 20y = 0 (mod 17),
2x + 3y =0 (mod 17).

Zadatak 3.3.8. Koje su posljednje dvije znamenke broja 3'%3*?

RjeSenje:
Da bi izracunali koje su posljednje dvije znamenke broja 3!%*4, trebamo izraunati 3'23*
modulo 100. Postoji mnogo nacina na koje moZemo zapisati 3'2** pomoéu potencije broja
3. Promatrajmo neke potencije broja 3 kako bismo dosli do one koja ima Sto je moguce
manji ostatak pri dijeljenju sa 100. Imamo,

32 =9 (mod 100), 3*=81 (mod 10), 3% =3*.3*=81-81 =61 (mod 100),
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319=32.38=29.61 =49 (mod 100), 3% =3!9.39=49.49 = 1 (mod 100).

Sada vidimo da je dobro da se u rastavu broja 1234 pojavljuje 20. Broj 1234 zapiSemo kao
1234 = 20 - 61 + 14, pa imamo

31234 _ (320)61 314 = 161,314 = 34310 = 81 . 49 = 69 (mod 100).

Dakle, posljednje dvije znamenke broja 3'2** su 69.

Zadatak 3.3.9. PokaZite da postoji pozitivni visekratnik broja 21 koji ima posljednje tri
znamenke jednake 241.

RjeSenje:
Moramo dokazati da postoji prirodan broj n takav da vrijedi

21n = 241 (mod 1000).
Kako su brojevi 21 i 1000 relativno prosti, postoje cijeli brojevi s i ¢ takvi da vrijedi
21s + 10007 = 1.
PomnoZimo svaku stranu gornje jednakosti s 241 1 zapiSimo ju na sljedeci nacin
21(241s) — 241 = =241 - 1000¢.
ZapiSimo sada posljednju jednakost u obliku kongruencije
21-241s = 241 (mod 1000).

Ako je s pozitivan, stavimo n = 241s i pokazali smo traZzeno. Ako s nije pozitivan, neka je
n = 241s + 1000k, gdje je k € N dovoljno veliki da n bude pozitivan (odabirom broja k na
odgovarajuéi nacin moZemo pretpostaviti da je n izmedu 0 1 1000). Zbog toga slijedi

21n = 21(241s + 1000k) = 21 - 241s = 241 (mod 1000),

tj. pokazali smo da viSekratnik broja 21 ima posljednje tri znamenke 241.

Zadatak 3.3.10. PokaZite da za bilo koji skup od n cijelih brojeva, postoji njegov podskup
Ciji je zbroj svih ¢lanova djeljiv s n.

RjesSenje:
Neka je zadan skup S = {xi, ..., x,}. Definiramo

Yi=X1, Y2=X1+X,..., Yp=X1+tX2+...+X,.
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Ako je y; = 0 (mod n) za neki i, gotovi smo pa pretpostavimo da to nije slucaj. Tada
imamo #n brojeva yy,...,y, 1 n — 1 klasa kongruencije modulo 7, pa prema Dirichletovom
principu slijedi da dva od y;-eva moraju biti kongruentni jedan drugom po modulo n. Pret-
postavimo da je y; = y; (mod n) za neke i, j takve da je i < j. Tada slijedi

Xig1 +...+x;=y;—y; = 0(mod n),
1 zadatak je rijeSen.
Zadatak 3.3.11. DokaZite: ako su2n + 11i3n + 1 potpuni kvadrati, tada je n djeljiv s 40.
RjeSenje:
Dovoljno je dokazati da je n viSekratnik brojeva 51 8, odnosnodajen =0 (mod 5)in =0
(mod 8).

Promotrimo ostatke pri dijeljenju s 5. Sljedeca tablica pokazuje da potpuni kvadrat
moze biti 0, 1 ili 4 modulo 5:

x(mod5) [0 1 2 3 4

¥ (mod5) [0 1 4 4 1

Sada imamo:

2n+1=0(@mod 5 = n =2 (mod))
2n+1=1(mod5) = n=0(mod)5)
2n+1=4(mod5) = n =4 (mod>5)
3n+1=0(mod5) = n =3 (mod)H)
3n+1=1(mod5) = n=0(mod5)
3n+1=4(modS5) — n=1(mod)5)

Dakle, jedina moguénost da sui2n+ 11 3n+ 1 potpuni kvadrati je n = 0 (mod 5), odnosno
n je viSekratnik broja 5.

Promotrimo sada ostatke pri dijeljenju s 8. Sljedeca tablica pokazuje da potpuni kvadrat
moze biti 0, 1 ili 4 modulo 8:

x(mod8 |0 1 2 3 4 5 6 7

X (mod8 |0 1 4 1 0 1 4 1
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Kako je 2n + 1 potpun kvadrat, moZemo ga zapisati kao 2n+ 1 = a?, odnosno 2n = a>—1 =
(a— 1)@+ 1). Brojevia — 11a+ 1 su parni jer je a neparan, pa slijedi 2n = 0 (mod 4),
odnosno n = 0 (mod 2). Dakle, broj n je paran. Sada imamo:

2n+1=1(mod 8 = n =0 (mod 8)
3n+1=0(mod8) = n =15 (mod 8)
3n+1=1(mod8 — n =0 (mod38)
3n+1=4(mod8) = n =1 (mod38)

Za?2n+1 = 0,4 (mod 8) ne postoji takav n jer je 2n + 1 neparan. Dakle, jedina moguénost
je opet n = 0 (mod 8), odnosno 7 je viSekratnik broja 8. Konacno, 7 je djeljiv s 40.

Prije nego Sto pokaZzemo Sto su i kako se rjeSavaju linearne kongruencije, definirajmo
potpuni sustav ostataka modulo m ([2]).

Defincija 3.3.12. Skup xi,..., x,, se zove potpuni sustav ostataka modulo m ako za svaki
Y € Z postoji tocno jedan x; takav da je y = x; (mod m). Drugim rijecima, potpuni sustav
ostataka dobivamo tako da iz svake klase ekvivalencije modulo m uzmemo po jedan clan.

Jasno je da postoji beskonacno mnogo potpunih sustava ostataka modulo m. U ovom
radu koristit ¢emo sustav najmanjih nenegativnih ostataka {0, 1,...,m — 1}.

Neka je P polinom s cjelobrojnim koeficijentima. Rjesenje kongruencije P(x) = 0 (mod n)
je svaki cijeli broj x koji je zadovoljava.

Ako je x; neko rjeSenje kongruencije P(x) = 0 (mod n) i vrijedi x, = x; (mod n), po
korolaru 3.3.5 slijedi da je i x, rjeSenje te kongurencije. Takva dva rjeSenja x; i x, zovemo
ekvivalentnim rjesSenjima i ima ih beskonacno mnogo. Zato ¢emo reci da je broj rjeSenja
kongurencije broj neekvivalentnih rjesSenja.

Kongurenciju oblika ax = b (mod n) nazivamo linearna kongruencija. Sljedeci te-
orem govori ham o njenoj rjesivosti, te opisuje skup njenih rjeSenja ako je rjesiva [2].

Teorem 3.3.13. Neka su a,n € Nib € Z. Kongruencija
ax = b (mod n) (3.5)

ima rjeSenja ako i samo ako d = D(a,n) dijeli b. Ako je ovaj uvjet zadovoljen, onda
kongruencija (3.5) ima toc¢no d rjeSenja modulo n.

Iz teorema 3.3.13 slijedi da ako je p prost broj i a nije djeljiv s p, tada kongruencija
ax = b (mod p) uvijek ima jedinstveno rjesSenje.
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Linearnu kongruenciju ax = b (mod n), rjeSavamo pomocu Algoritma za rjeSavanje
linearnih kongurencija. Najprije odredimo d = D(a,n) pomocu Euklidovog algoritma te
ako d dijeli b tada kongruencija ax = b (mod n) ima rjeSenja. Dakle, poCetna kongruencija
ekvivalentna je a’x = b’ (mod n’), gdje sua’ = g,b’ = g,n’ = 3. Sada je D(a’,n’) = 1,
pa prema Bezoutovom identitetu (3.3) postoje brojevi u, v € Z takvi da vrijedi a’'u + n'v =
1 1 pronalazimo ih pomocu proSirenog Euklidovog algoritma. Uo¢imo, ako pomnoZimo
adu+n'v = 1s b, dobivamo a’(ub’) + n’(vb’) = b’, odnosno a’(ub’) = b’ (mod n’) i
vidimo da zapravo ni ne trebamo traziti v u prosirenom Euklidovom algoritmu, ali moramo
pripaziti da je uvijek a’ < n’. RjeSenje kongruencije a’x = b’ (mod n’) je x = ub’ (mod n’),
odnosno brojevi oblika ub” + kn’, k € Z.

Pokazimo sada primjenu ovog algoritma na primjeru.

Zadatak 3.3.14. Rijesite kongruenciju 589x = 209 (mod 817).

RjeSenje:
Najprije odredimo d = D(589, 817) pomoc¢u Euklidovog algoritma.

817 =1-589 + 228,
589 =2-228 + 133,
228 =1-133 +95,

133 =1-95 + 38,
95=2-38+19,
38=2-19.

Vidimo da ¢emo imati 5 koraka u proSirenom Euklidovom algoritmu i da je d = 19. Sada,
19 | 209 pa je kongruencija 589x = 209 (mod 817) rjeSiva. Dakle, poCetnu kongurenciju
dijelimo s 19 i dobivamo njoj ekvivalentnu

31x =11 (mod 43).

Vrijedi D(31,43) = 1, pa je njezino rjeSenje jedinstveno, dok pocetna kongruencija ima 19
rjeSenja modulo 817. Pronadimo u € Z pomocu prosirenog Euklidovog algoritma.

qi 1 2 1 1 2

w || 0 1 -1 3 -4 7 -18
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Dakle, u = —18 pa imamo
31(-18 - 11) = 11 (mod 43),
odnosno 31(—-198) = 11 (mod 43), a kako je —198 = 17 (mod 43), slijedi da je rjeSenje
x = 17 (mod 43),

a to su svi brojevi oblika 17 + 43k, k € Z. Kona¢no, zadana kongruencija ima 19 rjeSenja i
to su

x = 17,60, 103, 146, 189, 232,275,318,361,404, 447,490, 533,576,619, 662, 705, 748,
791 (mod 817)

Teorem 3.3.15 (Kineski teorem o ostatcima). Ako su m i n relativno prosti prirodni brojevi,
a a i b proizvoljni cijeli brojevi, tada postoji cijeli broj x takav da vrijedi

x = a (mod m),

x = b (mod n).

Opcenito, ako sumy,m,, ...,y u parovima relativno prosti prirodni brojevi, a a,, as, . . . , ax
proizvoljni cijeli brojevi, tada postoji cijeli broj x takav da vrijedi

x=a;,(modm), i=1,2,...,k,
odnosno sustav kongruencija
x=a; (modm;), x=a, (modm,),..., x=a; (modmy) (3.6)

ima rjesenje. Ako je x, jedno rjesenje gornjeg sustava kongruencija, onda su sva rjeSenja
dana sa x = xy (mod mym; - - - my).

Dokaz. Promotrimo sljedecih n brojeva a,a + m,a + 2m,...,a + (n — 1)m. Svaki od njih
je kongruentan s @ modulo m. Stovise, nijedan od njih dva nije kongruentan po modulu
n. Zaista, ako je a + im = a + jm (mod n),0 < i < j < n, tada je (i — j)m = 0 (mod n).
Ali m i n su relativno prosti pa posljednja kongruencija vrijedi ako n dijeli i — j. Medutim,
i — j ne moZze biti viSekratnik broja n zbog ogranienja na i i j pa slijedi i = j. Dakle,
brojevi a,a + m,a + 2m,...,a + (n — 1)m su nekim redoslijedom kongruentni brojevima
0,1,2,...,n—1 modulo n. Prema tome, za neki i vrijedi a + mi = b (mod n). Dokaz prvog
dijela teorema je gotov ako stavimo x = a + mi.

Dokazimo sada drugu tvrdnju teorema. Dokaz ¢e ujedno biti algoritam za rjeSavanje
sustava kongruencija ([2]).
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Definirajmo broj m kao umnozak modula iz sustava kongruencija (3.6), m := m; -
my---m,, te neka je n; = mﬂj,j = 1,...,r. Linearna kongruencija n;x = a; (mod m;)
sigurno ima rjeSenje jer je D(n;, m;) = 11 ono je jedinstveno (u potpunom sustavu ostataka
modulo ;). Neka je x; € Z takav da vrijedi n;x; = a; (mod m;), j = 1,...,r. Definirajmo
broj

X0 :=mXx; +nyXxy + ...+ n,X,.
Tada vrijedi xo = 0+...+0+n;x;+0+...4+0 = a; (mod m;), dakle, x, je rjeSenje sustava.

Pretpostavimo da su x,y € Z dva rjeSenja sustava. Onda je x = y (mod m;) za svaki
j=1,...,r. Kako su my,my,...,m, u parovima relativno prosti, onda mora vrijediti da je
x =y (mod m). O

U sljede€a dva zadatka primjenjujemo algoritam iz dokaza teorema 3.3.15.

Zadatak 3.3.16. Rijesite sustav kongruencija
x=4(mod11), x=5(mod16), x=06(mod?23). (3.7)
RjeSenje:
Brojevi m; = 11,m; = 16,m3 = 23 su u parovima relativno prosti pa moZemo primijeniti
teorem 3.3.15. Tadajem = 11-16-23 = 4048 in; = 16-23,n, = 11-23,n; = 11 - 16.
Sada imamo tri linearne kongruencije koje rjeSavamo uvrStavanjem potpunog sustava naj-

manjih nenegativnih ostataka modulo m;, j = 1,2, 3, proSirenim Euklidovim algoritmom
ili transformacijama kongruencije .

(1) 16 - 23x = 4 (mod 11) <= 5x = 4 (mod 11). Potpuni sustav ostataka modulo
11;je{0,1,...,10} te ih redom uvrStavamo i dobivamo da je x; = 3.

(2)11-23x =5 (mod 16) < 13x = 5 (mod 16). Ovu linearnu kongruenciju rijesit cemo
pomocu proSirenog Euklidovog algoritma. Brojevi 13 i 16 su relativno prosti pa postoje
u,v € Ztakvidaje 13 -u + 16 -v = 1. Euklidovim algoritmom dobivamo

16=1-13+3,
13=4-3+1,
3=3-1,

odnosno u prosirenom Euklidovom algoritmu imamo dva koraka i dobivamo

qi 1 4

w || 0 1 =15
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Dakle, dobili smo 13 -5 = 1 (mod 16), proSirimo sve s 5 jer to trazimo i dobivamo
13- 25 =5 (mod 16) §to je ekvivalentno 13 -9 = 5 (mod 16), tj. x, = 9.

(3) 11 - 16x = 6 (mod 23). Ovu kongruenciju moZemo podijeliti s 2 jer je D(2,23) = 1, pa
je 11-8x = 3 (mod 23), Sto je ekvivalentno 19x = 3 (mod 23). Sada zbog 19 = —4 (mod 23)
13 = -20 (mod 23), imamo x = 5 (mod 23), tj. x3 = 5.

Sada moZemo formirati broj xo = 16 -23 -3 +11-23-9+11-16-5 = 4261 =
213 (mod 4048). Konacno, sva rjeSenja sustava (3.7) su x = 213 (mod 4048), odnosno
skup svih cijelih brojeva oblika x = 213 + 4048k, k € Z.

Zadatak 3.3.17. Rijesite sustav kongruencija
x=5(mod6), x=3(mod10), x=8(mod15). (3.8)

RjeSenje:
Uoc¢imo da brojevi 6, 10, 15 nisu u parovima relativno prosti pa ne mozemo direktno pri-
mijeniti teorem 3.3.15. Zadani sustav ekvivalentan je sustavu

x=5(mod2), x=3(mod2), x=8(mod?3),

x=5(mod3), x=3(mod5), x=8(mod)).

Dakle, moduli su potencije prostih brojeva te sada usporedimo kongruencije koje odgova-
raju istom prostom broju

x=5(mod2), x=3(mod2) & x=1(mod?2),
x=5(mod3), x=8(mod3) & x=2(mod3),
x=3(mod5), x=8(mod5) ¢ x=3(mod)5H).

Prema tome, zadani sustav (3.8) ekvivalentan je sustavu
x=1(mod2), x=2(mod3), x=3(mod)}),

gdje su 2, 3,5 u parovima relativno prosti prirodni brojevi. Sada moZemo primijeniti te-
orem 3.3.15. Tadajem =2-3-5=30,ten; = 2 = 15,1, = L = 10,n; = L = 6, pa
imamo

I5x=1(mod2) o x=1(mod2) = x; =1,

10x =2 (mod 3) & x =2 (mod 3) = x, = 2,

6x=3(mod5) © x=3(mod5) = x3 = 3.
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Ovdje je xo = 15-1+10-2+ 6 -3 = 23 (mod 30), dakle, rjeSenje zadanog sustava

kongruencija je
x = 23 (mod 30),

odnosno skup svih cijelih brojeva oblika x = 23 + 30k, k € Z.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad sastavljen je od tri poglavlja s naslovima RjeSavanje matematickih
problema, Nejednakosti i Aritmetika.

Prvo poglavlje zapocCinje opisom pojma matematicki problem te nekoliko razlicitih kla-
sifikacija matematickog zadatka. Opisan je nastavni sustav problemska nastava te su pre-
zentirane smjernice za izvodenje nastavnog sata ovog tipa. Ukratko je opisana i metoda
rjeSavanja matematickog problema koju je predstavio George Pélya u svom djelu Kako cu
rijesiti matematicki zadatak. Na kraju poglavlja proucen je i nastavni sustav heuristicka
nastava te su nabrojane i opisane heuristike koje se koriste za rjeSavanje matematickih pro-
blema.

U drugom 1 tre¢em poglavlju rjeSavaju se matematicki problemi iz podrucja nejedna-
kosti i aritmetike. Prije rjeSavanja navedenih problema, potrebno je prisjetiti se nekoliko
najvaznijih i najpoznatijih teorema iz ovog podrucja. Medu njima su Cauchy-Schwarzova
nejednakost te nejednakosti izmedu aritmeticke, geometrijske, kvadratne i harmonijske sre-
dine brojeva. Nadalje, nakon prisje€anja osnovnih pojmova vezanih za djeljivost brojeva,
teorema o dijeljenju s ostatkom i Euklidovog algoritma, dokazan je osnovni teorem arit-
metike te uveden pojam kongruencije i dokazan kineski teorem o ostatcima.

Time su usvojene odredene tehnike koje omogucuju da se zadaci koji su mozda teSko
rjesivi, rijeSe na znatno jednostavniji nacin.






Summary

This master thesis is composed of three chapters with the titles Solving Mathematical Pro-
blems, Inequalities and Arithmetic.

The first chapter begins with a description of the term mathematical problem and seve-
ral different classifications of a mathematical task. The problem-based teaching method is
described and the guidelines for performing this type of lessons are presented. Also, the
method of solving a mathematical problem, presented by George Pélya in his book How
to solve it, is briefly described. At the end of the chapter, the heuristic teaching method is
explained, and the heuristics used to solve mathematical problems are listed and described.

In the second and third chapters, mathematical problems in the field of inequality and
arithmetic are solved. Before solving the mentioned problems, it is necessary to recall
several of the most important and well-known theorems in these fields. Among them are the
Cauchy-Schwarz inequality and inequalities between arithmetic, geometric, quadratic and
harmonic means of numbers. Furthermore, after summarizing the basic concepts related to
the divisibility of numbers, the divison theorem and Euclidean algorithm, the fundamental
theorem of arithmetic was proved, the concept of congruences was introduced and the
Chinese remainder theorem was proved.

Thereby, certain techniques have been mastered, which enable mathematical tasks that
may be difficult and demanding to solve, to be solved in a much simpler way.
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