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Uvod

Pojam izračunljivosti možemo definirati uvodenjem pojma rekurzivnosti funkcija.

Neformalno govoreÂci, rekurzivnost funkcije zamišljamo kao algoritam koji računa ma-

tematičku formulu te funkcije. U radu Âcemo, naravno, to precizno definirati. Za početak

promatramo funkcije Nk Ñ N.
Kao aksiom uzimamo da je nulfunkcija izračunljiva. Takoder, uvodimo funkciju sljed-

benika, koja vraÂca broj za jedan veÂci od zadanog, te funkciju koordinatne projekcije koja

vraÂca zadanu koordinatu. Na ovu polaznu klasu funkcija, ostatak funkcija dobivamo kom-

pozicijom, primitivnom rekurzijom i µ operatorom. Skup tih inicijalnih funkcija je re-

kurzivan. Takoder, sve funkcije koje su iz inicijalnih funkcija dobivene kompozicijom,

primitivnom rekurzijom ili µ operatorom u konačno mnogo koraka su takoder rekurzivne.

Rekurzivnost promatramo i na funkcijama Nk Ñ Nn. Da bismo došli do realnih funk-

cija, postepeno promatramo svojstva rekurzivnih funkcija Nk Ñ Z i Nk Ñ Q. Iz poznate

činjenice da svaki realni broj možemo aproksimirati nekim racionalnim brojem, povuÂci

Âcemo paralelnu definiciju za rekurzivnu funkciju Nk Ñ R. Točnije, funkcija f : Nk Ñ R

bit Âce rekurzivna ako postoji njena rekurzivna aproksimacija F : Nk Ñ Q, tj. ako vrijedi

| f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n, @x P Nk, @n P N.

Analognu definiciju imamo i kod pojma izračunljivog broja α P R.
Nadalje, proučavamo svojstva neprekidnih funkcija S Ñ R, S Ď R te s tim u vezi

promatramo uniformnu neprekidnost i efektivnu uniformnu neprekidnost.

Jedan od bitnijih rezultata u ovome djelu je teorem koji kaže da ako je funkcija f : S Ñ R
uniformno neprekidna, gdje je S omeden skup, tada je i funkcija f omedena. Naposlijetku,

definirat Âcemo pojam izračunljive funkcije te prikazati nekoliko svojstva i primjera takvih

funkcija.
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Poglavlje 1

Osnovna svojstva rekurzivnih funkcija

1.1 Kompozicija, primitivna rekurzija i µ operator

Definicija 1.1.1. Neka je k P Nzt0u i j P t1, . . . , ku. Za funkciju definiranu s Ik
j
px1, x2, . . . , xkq “

x j kažemo da je projekcija na j-tu koordinatu.

Neka su s, z : N Ñ N definirane sa spxq “ x ` 1 i zpxq “ 0 za svaki x P N. Funkcija s je

funkcija sljedbenika, a funkcija z je nulfunkcija.

Funkcije Ik
j
, s i z zovemo inicijalne funkcije.

Definicija 1.1.2. Neka su k, n P Nzt0u te g1, . . . , gn : Nk Ñ N, f : Nn Ñ N. Za funkciju

h : Nk Ñ N definiranu sa hpxq “ f pg1pxq, . . . , gnpxqq, @x P Nk kažemo da je dobivena

kompozicijom funkcija f i g1, . . . , gn.

Napomena 1.1.3. Neka su k, n P Nzt0u te g1, . . . , gn : Nk Ñ N , f : Nn Ñ N, h : Nk Ñ N.

Neka je G : Nk Ñ Nn funkcija definirana s Gpxq “ pg1pxq, . . . , gnpxqq. Tada je h dobivena

kompozicijom funkcija f , g1, . . . , gn ako i samo ako je h “ f ˝ G.

Primjer 1.1.4. Neka je f : N2 Ñ N funkcija te neka je g : N2 Ñ N funkcija definirana sa

gpx, yq “ f py, xq.

Za sve x, y P N vrijedi gpx, yq “ f pI2
2
px, yq, I2

1
px, yq. Stoga je funkcija g dobivena kompozi-

cijom funkcija f , I2
2
, I2

1
.

Definicija 1.1.5. Neka je n P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ N i g : Nk`2 Ñ N funkcije. Neka

je h : Nk`1 Ñ N funkcija definirana induktivno po prvoj varijabli na sljedeÂci način:

hp0, y1, . . . , y2q “ f py1, . . . , ynq

hpx ` 1, y1, . . . , ykq “ gphpx, y1, . . . , ykq, x, y1, . . . , ykq

Tada za funkciju h kažemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
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4 POGLAVLJE 1. OSNOVNA SVOJSTVA REKURZIVNIH FUNKCIJA

Primjer 1.1.6. Neka su f : N Ñ N i g : N3 Ñ N funkcije definirane s f pxq “ x i

gpx, y, zq “ x ` 1. Neka je h funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.

Imamo:

hp0, yq “ y (1.1)

hpx ` 1, yq “ gphpx, yq, x, yq (1.2)

Dakle,

hp0, yq “ y

hp1, yq “ hp0, yq ` 1 “ y ` 1

hp2, yq “ hp1, yq ` 1 “ y ` 2

Fiksirajmo y P N. Dokažimo indukcijom po x P N da je

hpx, yq “ x ` y. (1.3)

Za x “ 0 (1.3) vrijedi prema (1.1). Pretpostavimo da hpx, yq “ x ` y vrijedi za neki x P N.

KoristeÂci (1.2) dobivamo:

hpx ` 1, yq “ hpx, yq ` 1 “ px ` yq ` 1 “ px ` 1q ` y.

Dakle, hpx ` 1, yq “ px ` 1q ` y.

Prema tome, (1.3) vrijedi za svaki x P N.

Primjer 1.1.7. Neka je h : N2 Ñ N, hpx, yq “ xy. Pokušajmo odrediti neke funkcije

f : NÑ N i g : N3 Ñ N takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.

Prema definiciji primitivne funkcije želimo funkcije f i g takve da je

hp0, yq “ f pyq, (1.4)

hpx ` 1, yq “ gphpx, yq, x, yq, @x, y P N. (1.5)

Jednakosti (1.4) i (1.5) su ekvivalentne sa

0 “ f pyq,

px ` 1qy “ gpxy, x, yq.

Zapravo imamo

0 “ f pyq, (1.6)

xy ` y “ gpxy, x, yq. (1.7)

Definirajmo f “ z i g : N3 Ñ N, gpu, x, yq “ u ` y. Jasno je da za ovako definirane

funkcije vrijedi (1.6) i (1.7) @x, y P N. Prema tome h je dobivena primitivnom rekurzijom

od f i g.
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Primjer 1.1.8. Neka je h : N2 Ñ N funkcija definirana sa hpx, yq “ yx (pri čemu uzimamo

00 “ 1). Pronadimo funkcije f : NÑ N i g : N3 Ñ N takve da je h dobivena primitivnom

rekurzijom od f i g. Jednakosti

hp0, yq “ f pyq,

hpx ` 1, yq “ gphpx, yq, x, yq

su ekvivalentne jednakostima

1 “ f pyq, (1.8)

yxy “ gpyx, x, yq. (1.9)

Neka su f : NÑ N, g : N3 Ñ N funkcije definirane sa

f pyq “ 1

gpu, x, yq “ uy, @u, x, y P N

Tada je očito da vrijede jednakosti (1.8) i (1.9). Prema tome, h je dobivena primitivnom

rekurzijom od f i g.

Primjer 1.1.9. Neka je c P N te g : N2 Ñ N. Definirajmo h : NÑ N induktivno sa

hp0q “ c, (1.10)

hpx ` 1q “ gphpxq, xq. (1.11)

Definirajmo H : N2 Ñ N sa Hpx, yq “ hpxq, @x, y P N. Pokušajmo naÂci funkcije F : N Ñ
N i G : N3 Ñ N takve da je H dobivena primitivnom rekurzijom od F i G.

Jednakosti

Hp0, yq “ Fpyq

Hpx ` 1, yq “ GpHpx, yq, x, yq

su ekvivalentne jednakostima

hp0q “ Fpyq

hpx ` 1q “ Gphpxq, x, yq

što je prema (1.10) i (1.11) ekvivalentno jednakostima

c “ Fpyq (1.12)

gphpxq, xq “ Gphpxq, x, yq (1.13)

Za funkcije F : NÑ N i G : N3 Ñ N definirane sa Fpyq “ c i Gpu, v,wq “ gpu, vq vrijede

jednakosti (1.12) i (1.13). Prema tome H je dobivena primitivnom rekurzijom od F i G.
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Definicija 1.1.10. Neka je k P N te f : Nk`1 Ñ N funkcija koja ima sljedeÂce svojstvo:

za sve x1, . . . , xk P N postoji y P N takav da je f px1, . . . , xk, yq “ 0.

Neka je g : Nk Ñ N funkcija definirana sa

gpx1, . . . , xkq “ min ty P N | f px1, . . . , xk, yq “ 0u, @x1, . . . , xn P N.

Za funkciju g kažemo da je dobivena primjenom µ operatora na f .

Broj minty P N | f px1, . . . , xkq “ 0u označavamo i sa µyp f px1, . . . , xk, yq “ 0q. Dakle,

gpx1, . . . , xkq “ µyp f px1, . . . , xk, yq “ 0q, @x1, . . . , xk P N.

Primjer 1.1.11. Neka je f : N3 Ñ N funkcija definirana s f px, y, kq “

#

0, pk ` 1qpy ` 1q ą x

1, inače
.

Neka su x, y, k P N. Tada je

f px, y, kq “ 0 ô pk ` 1qpy ` 1q ą x ô k ` 1 ą
x

y ` 1
ô k ą

x

y ` 1
´ 1

Dakle,

f px, y, kq “ 0 ô k ą
x

y ` 1
´ 1. (1.14)

Neka su x, y P N. Tada sigurno postoji k P N takav da je k ą x
y`1

´ 1.

Iz (1.14) slijedi da je f px, y, kq “ 0. Prema tome, za sve x, y P N postoji k P N takav da je

f px, y, kq “ 0.

Neka je g funkcija dobivena primjenom µ operatora na f . Imamo g : N2 Ñ N, gpx, yq “
mintk P N | f px, y, kq “ 0u.

Neka su x, y P N. KoristeÂci (1.14) dobivamo gpx, yq “ mintk P N | k ą x
y`1

´ 1u.

Definirajmo u :“
Y

x
y`1

]

. Tada vrijedi

u ď
x

y ` 1
ă u ` 1

pa je

u ´ 1 ď
x

y ` 1
´ 1 ă u.

Sada vidimo da je u “ mintk P N | k ą x
y`1

´ 1u.

Prema tome, gpx, yq “ u, tj. gpx, yq “
Y

x
y`1

]

za sve x, y P N.
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1.2 Rekurzivne funkcije

Definiramo induktivno niz skupova pF0qnPN na sljedeÂci način.

Definicija 1.2.1. Neka je F0 skup svih inicijalnih funkcija. Neka je n P N te neka je Fn

definiran. Definirajmo skup A kao skup svih funkcija h za koje postoje f , g1, . . . , gm P Fn

takve da je h dobivena kompozicijom f , g1, . . . , gm.

Definirajmo B kao skup svih funkcija h za koje postoje f , g P Fn takve da je h dobivena

primitivnom rekurzijom od f i g.

Nadalje, definirajmo C kao skup svih funkcija h za koje postoji f P Fn takva da je h

dobivena primjenom µ operatora na f . Definirajmo Fn`1 “ Fn Y AY BYC. Na ovaj način

smo definirali niz skupova pF0qnPN.

Za neku funkciju f kažemo da je rekurzivna ako postoji n P N takav da je f P Fn.

Primjetimo sljedeÂce: ako je f rekurzivna funkcija, onda je f : Nk Ñ N za neki

k P Nzt0u. Nadalje, uočimo da je svaka inicijalna funkcija rekurzivna. Naime, ako je

f inicijalna funkcija, onda je f P F0.

Primjer 1.2.2. Neka je g : N3 Ñ N funkcija definirana sa gpx, y, zq “ x ` 1. Za sve

x, y, z P N vrijedi gpx, y, zq “ spI3
1
px, y, zqq pa zaključujemo da je g dobivena kompozicijom

funkcija s i I3
1
. Imamo s, I3

1
P F0 pa je g P F1. Prema tome, g je rekurzivna funkcija.

Primjer 1.2.3. Neka je h : N2 Ñ N funkcija definirana sa hpx, yq “ x ` y. Prema Primjru

1.1.6 funkcija h je dobivena primitivnom rekurzijom od f i g gdje su f : NÑ N i g : N3 Ñ
N funkcije definirane sa f pxq “ x i gpx, y, zq “ x ` 1. Primjetimo da je f “ I1

1
, stoga je

f P F0 pa je i f P F1. Prema Primjeru 1.2.2 imamo g P F1 pa zaključujemo da je h P F2.

Dakle, h je rekurzivna funkcija.

Iz definicije niza skupova Fn vidimo da je Fn sadržan u Fn`1. Iz ovoga slijedi da je

Fn Ď Fm za sve m, n P N takve da je n ď m. Naime, ovu tvrdnju lako dokazujemo

indukcijom po m.

Za bazu indukcije uzimamo m “ n. Tada je Fn “ Fm te tvrdnja vrijedi.

Pretpostavimo da za neki m P N, n ď m vrijedi Fn Ď Fm. Za m ` 1 imamo Fm Ď Fm`1.

Tada vrijedi i Fn Ď Fm Ď Fm`1 te je tvrdnja dokazana principom matematičke indukcije.

Propozicija 1.2.4. 1. Pretpostavimo da su f , g1, . . . , gm rekurzivne funkcije te da je h

dobivena kompozicijom funkcija f , g1, . . . , gm. Tada je h rekurzivna funkcija.

2. Pretpostavimo da su f i g rekurzivne funkcije te da je h dobivena primitivnom rekur-

zijom od f i g. Tada je h rekurzivna funkcija.

3. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija te da je g dobivena primjenom µ operatora

na f . Tada je g rekurzivna.



8 POGLAVLJE 1. OSNOVNA SVOJSTVA REKURZIVNIH FUNKCIJA

Dokaz.

1. BuduÂci da su f , g1, . . . , gm rekurzivne funkcije, postoje n0, n1, . . . , nm P N takvi da

je f P Fn0
, g1 P Fn1

, . . . gm P Fnm
. Neka je N “ maxtn0, n1, . . . , nmu. Tada je

Fn0
Ď FN ,Fn1

Ď FN , . . . ,Fnm
Ď FN pa imamo f , g1, . . . , gm P FN . Slijedi da je

h P FN`1 te je stoga h rekurzivna funkcija.

2. Znamo da su f i g rekurzivne funkcije. Tada postoje m, n P N takvi da je f P Fm i

g P Fn. Tada je ili Fn Ď Fm ili Fm Ď Fn. Bez smanjenja opÂcentosti uzmimo da je

Fn Ď Fm. Tada su f , g P Fm. Slijedi je h P Fm`1 te da je h rekurzivna.

3. BuduÂci da je f rekurzivna funkcija, postoji n P N takav da je f P Fn. Kako je g do-

bivena primjenom µ operatora na f , slijedi da je g P Fn`1 te je g takoder rekurzivna.

Primjer 1.2.5. Neka je h : N3 Ñ N, hpx, yq “ xy. Prema Primjeru 1.1.7 funkcija h je

dobivena primitivnom rekurzijom od f i g, gdje su f : N Ñ N i g : N3 Ñ N funkcije

definirane sa f pxq “ 0, gpu, x, yq “ u ` y.

Neka je i : N2 Ñ N, ipx, yq “ x ` y. Prema Primjeru 1.2.3 funkcija i je rekurzivna. Za sve

u, x, y P N vrijedi gpu, x, yq “ ipI3
1
pu, x, yq, I3

3
pu, x, yqq pa slijedi da je g dobivena kompozi-

cijom funkcija i, I3
1

i I3
3
. Iz Propozicije 1.2.4 zaključujemo da je g rekurzivna. Uočimo da je

f “ z, stoga je i f rekurzivna funkcija. Prema Propoziciji 1.2.4 funkcija h je rekurzivna.

Primjer 1.2.6. Neka je h : N2 Ñ N, hpx, yq “ yx. Prema Primjeru 1.1.8 funkcija h je

dobivena primitivnom rekurzijom od f i g gdje su f : N Ñ N i g : N3 Ñ N funkcije

definirane sa f pxq “ 1 i gpu, x, yq “ uy.

Neka je i : N2 Ñ N, ipx, yq “ xy. Prema primjeru 1.2.5 funkcija i je rekurzivna. Za sve

u, x, y P N vrijedi gpu, x, yq “ ipI3
1
pu, x, yq, I3

3
pu, x, yqq. Iz Propozicije 1.2.4 zaključujemo

da je g rekurzivna.

Uočimo da je f dobivena kompozicijom od s i z, f pxq “ spzpxqq pa je prema Propoziciji

1.2.4 takoder rekurzivna. Sada slijedi i da je h rekurzivna.

Propozicija 1.2.7. Neka je k P Nzt0u. Tada je svaka konstantna funkcija Nk Ñ N rekur-

zivna.

Dokaz. Za c P N neka je gc : Nk Ñ N funkcija definirana sa gcpxq “ c za svaki x P Nk.

Želimo dokazati da je gc rekurzivna funkcija za svaki c P N.

Dokažimo to indukcijom po c.

Vrijedi g0pxq “ zpIk
1
pxqq, @x P N. Stoga je g0 rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih

funkcija.

Pretpostavimo da je gc rekurzivna funkcija za neki c P N.
Za svaki x P Nk vrijedi gc`1 “ spgcpxqq. Tada je gc`1 rekurzivna kao kompozicija rekur-

zivnih funkcija. Time je tvrdnja propozicije dokazana. □
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Propozicija 1.2.8. Neka je a P N te neka je g : N2 Ñ N rekurzivna funkcija. Definirajmo

funkciju h induktivno na sljedeÂci način:

hp0q “ a,

hpx ` 1q “ gphpxq, xq.

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo H : N2 Ñ N, Hpx, yq “ hpxq. Prema Primjeru 1.1.9 funkcija H je

dobivena primitivnom rekurzijom od F i G, gdje su F : N Ñ N i G : N3 Ñ N funkcije

definirane sa

Fpyq “ c,

Gpu, x, yq “ gpu, xq, za sve y, u, x P N.

Iz Propozicije 1.2.7 slijedi da je F rekurzivna funkcija. Uočimo da je G dobivena kompo-

zicijom funkcija g, I3
1

i I3
2
. Stoga je G rekurzivna (Propozicija 1.2.4.1). Sada iz Propozicije

1.2.4.2 slijedi da je H rekurzivna funkcija. Za sve x, y P N vrijedi

hpxq “ Hpx, yq.

Posebno, za svaki x P N vrijedi hpxq “ Hpx, 0q. Dakle,

hpxq “ HpI1
1pxq, zpxqq, za svaki x P N.

Slijedi da je h kompozicija funkcija H, I1
1

i z te je h rekurzivna funkcija. □

Korolar 1.2.9. Neka je a P N te neka je g : N Ñ N rekurzivna funkcija. Definirajmo

h : NÑ N sa:

hp0q “ a,

hpx ` 1q “ gphpxqq.

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo g1 : N2 Ñ N, g1pa, bq “ gpaq. Primjetimo da je g1 dobivena kompozi-

cijom funkcija g i I2
1
. Stoga je g1 rekurzivna. Funkciju h možemo zapisati ovako:

hp0q “ a,

hpx ` 1q “ g1phpxq, xq.

Prema Propoziciji 1.2.8 h je rekurzivna. □
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Definicija 1.2.10. Neka je ph : NÑ N funkcija definirana sa phpxq “

#

x ´ 1, x ě 1

0, x “ 0
.

Propozicija 1.2.11. Funkcija ph je rekurzivna.

Dokaz. Vrijedi

php0q “ 0

phpx ` 1q “ x, za svaki x P N.

Dakle,

php0q “ 0,

phpx ` 1q “ I2
2pphpxq, xq, za svaki x P N.

Iz propozicije 1.2.8 slijedi da je ph rekurzivna funkcija. □

Definicija 1.2.12. Neka je sg : NÑ N funkcija definirana sa sgpxq “

#

1, x ě 1

0, x “ 0
.

Neka je Åsg : NÑ N funkcija definirana sa Åsgpxq “

#

0, x ě 1

1, x “ 0
.

Propozicija 1.2.13. Funkcije sg i Åsg su rekurzivne.

Dokaz. Neka su c0 : NÑ N i c1 : NÑ N konstantne funkcije s vrijednostima 0 i 1.

Vrijedi

sgp0q “ 0,

sgpx ` 1q “ c1psgpxqq, za svaki x P N.

Iz korolara 1.2.9 slijedi da je funkcija sg rekurzivna. Analogno

Åsgp0q “ 1,

Åsgpx ` 1q “ c0p Åsgpxqq, za svaki x P N.

pa vrijedi da je Åsg rekurzivna. □

Definicija 1.2.14. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ N. Definiramo funkcije

f ` g “ Nk Ñ N i f ¨ g : Nk Ñ N sa

p f ` gqpxq “ f pxq ` gpxq,

p f ¨ gq “ f pxq ¨ gpxq.
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Propozicija 1.2.15. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada

su i funkcije f ` g i f ¨ g rekurzivne.

Dokaz. Neka je h : N2 Ñ N funkcije definirana sam hpu, vq “ u ` v za sve u, v P N. Prema

Primjeru 1.2.3 funkcija h je rekurzivna.

Za svaki x P Nk vrijedi

p f ` gqpxq “ f pxq ` gpxq “ hp f pxq, gpxqq.

Dakle, p f ` gqpxq “ hp f pxq, gpxqq za svaki x P Nk.

Iz ovoga slijedi da je funkcija f ` g dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija h, f , g te

je i ona rekurzivna.

Na isti način, koristeÂci Primjer 1.2.5, dobivamo da je f ¨ g rekurzivna. □

Napomena 1.2.16. Neka je f : N2 Ñ N rekurzivna funkcija te neka je g : N2 Ñ N

funkcija definirana sa gpx, yq “ f py, xq. Tada je i g rekurzivna. Naime, prema Primjeru

1.1.4, funkcija g je dobivena kompozicijom funkcija f , I2
2
, I2

1
pa slijedi da je g rekurzivna.

Definicija 1.2.17. Za x, y P N definiramo

x ´ y “

#

x ´ y, ako je x ě y

0, inače.

Za funkciju N2 Ñ N, px, yq ÞÑ x ´ y kažemo da je modificirano oduzimanje.

Propozicija 1.2.18. Modificirano oduzimanje je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo funkciju f : N2 Ñ N sa f px, yq “ y ´ x. Neka su x, y P N. Tvrdimo

da je

y ´ px ` 1q “ phpy ´ xq. (1.15)

Promotrimo slučaj kada je y ě x ` 1. Dakle, vrijedi (1.15)

y ´ px ` 1q “ y ´ px ` 1q

“ y ´ x ´ 1

“ py ´ xq ´ 1

“ phpy ´ xq

“ phpy ´ xq.

Pretpostavimo sada da je y ă x ` 1. Tada je y ď x (jer su x, y P N). Vrijedi,

y ´ px ` 1q “ 0 “ php0q “ phpy ´ xq.
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Dakle, i u ovom slučaju vrijedi (1.15).

Za svaki y P N očito vrijedi

f p0, yq “ y “ I1
1pyq. (1.16)

Neka su x, y P N. KoristeÂci (1.15) dobivamo da je

f px ` 1, yq “ y ´ px ` 1q “ phpy ´ xq “ php f px, yqq.

Dakle,

f px ` 1, yq “ php f px, yqq. (1.17)

Definirajmo G : N3 Ñ N, Gpa, b, cq “ phpaq.
Funkcija G je rekurzivna jer je dobivena kompozicijom funkcija ph i I3

1
. Iz definicije od G

i (1.17) slijedi da je f px ` 1, yq “ Gp f px, yq, x, yq za sve x, y P N.

Iz ovoga i (1.16) zaključujemo da se f dobivena primitivnom rekurzijom od I1
1

i G, stoga

je f rekurzivna. Iz Napomene 1.2.16 slijedi da je funkcija g : N2 Ñ N, gpx, yq “ f py, xq
rekurzivna.

Za sve x, y P N vrijedi gpx, yq “ f py, xq “ x´y, prema tome g je modificirano oduzimanje.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. □

Propozicija 1.2.19. Neka je g : N2 Ñ N definirana sa gpx, yq “
Y

x
y`1

]

. Tada je g rekur-

zivna funkcija.

Dokaz. Neka je f : N3 Ñ N funkcija definirana sa

f px, y, kq “

#

0, py ` 1qpk ` 1q ą x

1, inače.

Prema Primjeru 1.2.2 funkcija g dobivena je primjenom µ operatora na f . Stoga je dovoljno

pokazati da je f rekurzivna funkcija. Uočimo da za sve u, v P N vrijedi:

u ą v ðñ u ´ v ě 1 ðñ sgpu ´ vq “ 0.

Stoga za sve x, y, k P N vrijedi:

f px, y, kq “ sgppk ` 1qpy ` 1q ´ xq.

Definirajmo funkciju g1 : N3 Ñ N sa g1px, y, kq “ pk ` 1qpy ` 1q ´ x. Tada je funkcija f

kompozicija funkcija sg i g1 pa je dovoljno dokazati da je g1 rekurzivna funkcija.

Definirajmo funkciju h : N3 Ñ N sa hpx, y, kq “ pk ` 1qpy ` 1q. Funkcija g1 je kompozicija

modificiranog oduzimanja, funkcije h i funkcije I3
1
.

Dovoljno je pokazati da je h rekurzivna funkcija.

Primjetimo da je h “ ps ˝ I3
3
qps ˝ I3

2
q pa iz Propozicije 1.2.15 slijedi da je h rekurzivna

funkcija.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. □
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Korolar 1.2.20. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f1, ..., , fn : Nk Ñ N rekurzivne funkcije.

Tada su funkcije f1 ` ... ` fn : Nk Ñ N, f1 ¨ ... ¨ fn : Nk Ñ N rekurzivne.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Baza: Očito tvrdnja vrijedi za n “ 1.

Pretpostavimo tvrdnja vrijedi za neki n P N.

Korak: Neka su f1, . . . , fn`1 : Nk Ñ N rekurzivne funkcije.

Imamo f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fn`1 “ p f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fnq ` fn`1 pa iz pretpostavke indukcije i Propozicije

1.2.15 slijedi da je f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fn`1 : Nk Ñ N rekurzivna funkcija.

Analogno dobivamo da je f1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ fn`1 : Nk Ñ N rekurzivna funkcija.

Po principu matematičke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n P N. □

Primjer 1.2.21. Neka je abs : N2 Ñ N funkcija definirana sa abspx, yq “ |x ´ y|. Tvrdimo

da je abs rekurzivna funkcija.

Uočimo prije svega da za sve x, y P N vrijedi

|x ´ y| “ px ´ yq ` py ´ xq. (1.18)

Naime, ako je x ą y onda je |x ´ y| “ x ´ y, a y ´ x “ 0. Analogno zaključujemo u slučaju

x ď y.

Iz 1.18 slijedi da je abs zbroj modificiranog oduzimanja i funkcije f iz dokaza Propozicije

1.2.18 (za koju znamo da je rekurzivna). Tada je i abs rekurzivna funkcija.

1.3 Rekurzivni skupovi

Definicija 1.3.1. Neka je k P N te neka je S Ď Nk. Definiramo χS : NÑ N,

χS “

#

1, x P S ,

0, x < S .

Za χS kažemo da je karakteristična funkcija skupa S .

Definicija 1.3.2. Neka je k P Nzt0u te neka je S Ď Nk. Za skup S kažemo da je rekurzivan

skup u Nk ako je njegova karakeristična funkcija χS : Nk Ñ N rekurzivna.

Primjer 1.3.3. Neka je k P Nzt0u. Prazan skup je rekurzivan u Nk jer je njegova karakte-

ristična funkcija konstantna funkcija. (Primjer 1.1.9.)

Isto tako je Nk je rekurzivan skup.

Primjer 1.3.4. Neka su f , g : N2 Ñ N funkcije definirane sa f px, yq “ mintx, yu i

gpx, yq “ maxtx, yu za sve x, y P N. Tvrdimo da su f i g rekurzivne funkcije.

Neka su x, y P N. Dokažimo da je

mintx, yu “ x ´ px ´ yq (1.19)
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Ako je x ď y onda na lijevoj strani u (1.19) imamo x, a na desnoj x ´ 0 što je jednako x.

Ako je x ą y onda na lijevoj strani u jednakosti (1.19) imamo y, a na desnoj x ´ px ´ yq
što je jednako x ´ px ´ yq, a to je jednako y.

Neka je m : N2 Ñ N modificirano oduzimanje. Tada iz (1.19) slijedi da je f px, yq “
mpx,mpx, yqq, za sve x, y P N. Iz ovoga slijedi da je f dobivena kompozicijom funkcija

m, I2
1

i m pa zaključujemo da je f rekurzivna.

Dokažimo da vrijedi

maxtx, yu “ x ` py ´ xq. (1.20)

Ako je x ď y, na lijevoj strani jednakosti imamo y, a na desnoj x ` y ´ x “ y.

Ako je x ą y, na lijevoj strani jednakosti imamo x, a na desnoj x ` 0 “ x.

Dakle, jednakost vrijedi.

Iz (1.20) slijedi da je gpx, yq “ x ` mpy, xq, za sve x, y P N. Prema Propoziciji 1.2.15 i

Napomeni 1.2.16 funkcija g je rekurzivna.

Primjer 1.3.5. Neka je k P Nzt0u te neka je a P Nk. Tada je tau rekurzivan skup u Nk.

Dokažimo to.

Imamo a “ pa1, ..., akq. Neka je x P Nk, x “ px1, ..., xkq. Tada je

χtaupxq “

#

1, x “ a

0, x , a
“

#

1, x1 “ a1, ... , xk “ ak

0, inače.

Iz ovoga zaključujemo da je

χtaupx1, ..., xkq “ sgp|x1 ´ a1|q ¨ ... ¨ sgp|xk ´ ak|q. (1.21)

Za i P t1, ..., ku definirajmo hi : Nk Ñ N sa hipx1, ..., xkq “ sgp|xi ´ ai|q. Iz (1.21) slijedi

da je χtau “ h1 ¨ ... ¨ hk pa je prema Korolaru 1.2.20 dovoljno dokazati da su h1, ..., hk

rekurzivne.

Neka je i P t1, ..., ku. Neka je g : Nk Ñ N, gpx1, ..., xkq “ |xi ´ ai|.
Neka je abs funkcija iz Primjera 1.2.21 te neka je cai

: Nk Ñ N konstantna funkcija s

vrijednošÂcu ai. Tada za sve x1, ..., xk P N vrijedi

gpx1, ..., xkq “ abspIk
i px1, ..., xkq, cai

px1, ..., xkqq.

Zaključujemo da je funkcija g dobivena kompozicijom gunkcija abs, Ik
i
, cai

te je stoga re-

kurzivna.

Funkcija hi je dobivena kompozicijom funkcija sg i g te je takoder rekurzivna. Time smo

dokazali da je jednočlan skup tau rekurzivan.

Propozicija 1.3.6. Neka je k P Nzt0u te neka su S i T rekurzivni skupovi u Nk. Tada su

S Y T, S X T i S C rekurzivni skupovi u Nk.
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Dokaz. Za svaki x P Nk vrijedi

χS XT “

#

1, x P S i x P T

0, x < S ili x < T
“ χS pxq ¨ χT pxq,

χS YT “ sgpχS pxq ` χT pxqq,

χS C “ sgpχS pxqq.

Stoga su S Y T , S X T i S C rekurzivni skupovi. □

Korolar 1.3.7. Neka su k P Nzt0u, n P N te neka su S 0, ..., S n rekurzivni skupovi u Nk.

Tada su S 0 Y ... Y S n i S 0 X ... X S n rekurzivni skupovi u Nk.

Dokaz. Dokažimo tvrdnju matematičkom indukcijom.

Baza: Za n “ 0 tvrdnja je jasna.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n P N.

Korak: Neka su S 0, . . . , S n`1 rekurzivni skupovi u Nk. Imamo

S 0 X ¨ ¨ ¨ X S n`1 “ pS 0 X ¨ ¨ ¨ X S nq X S n`1

pa iz induktivne pretpostavke i Propozicije 1.3.6 slijedi da je S 0, . . . , S n`1 rekurzivan skup.

Analogno dobivamo da je S 0 Y ¨ ¨ ¨ Y S n`1 rekurzivan skup. Dakle, za svaki n P N vrijedi

tvrdnja.

Primjer 1.3.8. Neka je k P Nzt0u. Svaki konačan podskup od Nk je rekurzivan.

Naime, neka je S konačan podskup od Nk. Ako je S “ H tvrdnja je jasna.

Inače imamo S “ ta0, ..., anu za neke a0, ..., an P Nk. Stoga je S “ ta0u Y ... Y tanu pa je

prema Primjeru 1.3.5 i Korolaru 1.3.7 S rekurzivan skup.

Propozicija 1.3.9. Neka je k P Nzt0u te neka je S Ď Nk`1 rekurzivan skup takav da za

svaki x P Nk postoji y P N takav da je px, yq P S . Definirajmo funkciju f : Nk Ñ N sa

f pxq “ µyppx, yq P S q (tj. f pxq “ minty P N|px, yq P S u). Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x P Nk, y P N. Tada je

px, yq P S ðñ χS px, yq “ 1 ðñ sgpχS px, yqq “ 0.

Stoga za svaki x P Nk vrijedi

f pxq “ µypsgpχS px, yqq “ 0q. (1.22)

Definirajmo g : Nk`1 Ñ N na način gpx, yq “ sgpχS px, yqq, za svaki x P Nk, za svaki y P N.

Funkcija g je rekurzivna jer je definirana kao kompozicija dvije rekurzivne dunkcije. Prema

(1.22) za sve x P Nk vrijedi f pxq “ µypgpx, yq “ 0q.

Dakle, f je dobivena primjenom µ operatora na g pa zaključujemo da je f rekurzivna. □
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Propozicija 1.3.10. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada

je tx P Nk| f pxq “ gpxqu rekurzivan skup.

Dokaz. Označimo s S “ tx P Nk| f pxq “ gpxqu. Za svaki x P Nk vrijedi

χS pxq “ sgp| f pxq ´ gpxq|q.

Definirajmo h : Nk Ñ N sa hpxq “ | f pxq ´ gpxq|.
Slijedi da je χS pxq “ sgphpxqq. Dovoljno je dokazati da je h rekurzivna, tada je i χS

rekurzivna kao kompozicija sg i h.

Neka je abs funkcija iz Primjera 1.2.21. Tada vrijedi hpxq “ absp f pxq, gpxqq. Funkcija h

dobivena je kompozicijom rekurzivnih funkcija abs, f , g te je i ona rekurzivna.

Time smo dokazali da je skup S “ tx P Nk | f pxq “ gpxqu rekurzivan. □

Primjer 1.3.11. Neka je D “ tpx, yq P N3 | x|yu. Tvrdimo da je D rekurzivan skup.

Neka su x, y P N takvi da je x , 0. Tada vrijedi:

x|y ðñ
y

x
P N ðñ

Y

y

x

]

“
y

x
ðñ x ¨

Y

y

x

]

“ y ðñ x ¨

Z

y

px ´ 1q ` 1

^

“ y

Dakle,

x|y ðñ x ¨

Z

y

px ´ 1q ` 1

^

“ y (1.23)

Uočimo da (1.23) vrijedi i za x “ 0. Naime, za svaki y P N vrijedi ekvivalencija 0|y ðñ
0 “ y. Prema tome (1.23) vrijedi za sve x, y P N.

Neka je h : N2 Ñ N funkcija definirana sa hpa, bq “
Y

a
b`1

]

za sve a, b P N. Primjetimo

da je h rekurzivna po Propoziciji 1.2.19. Prema (1.23) i definiciji skupa D za sve x, y P N
vrijedi

px, yq P D ðñ x ¨ hpy, x ´ 1q “ y (1.24)

Neka je f : N2 Ñ N, f px, yq “ x ¨ hpy, x ´ 1q i g : N2 Ñ N, gpx, yq “ y.

Dakle,

px, yq P D ðñ f px, yq “ gpx, yq,

za sve x, y P N što slijedi iz (1.24).

Iz ovoga slijedi D “ tpx, yq P N2| f px, yq “ gpx, yqu.

Stoga je prema Propoziciji 1.3.10 dovoljno dokazati da su f i g rekurzivne funkcije.

Funkcija g je rekurzivna jer je g “ I2
2
.

Funkcija f je umnožak I2
1

i h1, gdje je h1 : N2 Ñ N, h1px, yq “ hpy, x ´ 1q. Sada je dovoljno

dokazati da je h1 rekurzivna.

Primjetimo da je

x ´ 1 “ phpxq,
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za svaki x P N te da je h1 dobivena kompozicijom funkcija h, I2
2

i ph te je stoga h1 rekur-

zivna.

Time smo dokazali da je D rekurzivan skup.

Primjer 1.3.12. Skup 2N svih parnih brojeva je rekurzivan.

Neka je D skup iz Primjera 1.3.11. Neka je x P N.

Tada je x P 2N ako i samo ako 2|x pa je

x P 2N ðñ p2, xq P D.

Iz ovoga slijedi da je

χ2Npxq “ χDp2, xq

za sve x P N. Neka je c2 konstantna funkcija s vrijednošÂcu 2.

Iz prethodne jednadžbe zaključujemo da je χ2N dobivena kompozicijom rekurzivnih funk-

cija χD, c2, I
1
1

te je χ2N rekurzivna. Tada je i skup 2N rekurzivan.

Skup 2N` 1 svih neparnih prirodnih brojeva je takoder rekurzivan jer je 2N` 1 “ 2NC

1.4 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Nn

Definicija 1.4.1. Neka su k, n P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Nn. Za funkcije f1, ..., fn :

Nk Ñ N kažemo da su komponentne funkcije od f ako za svaki x P Nk vrijedi f pxq “
p f1pxq, ..., fnpxqq.

Za funkciju f : Nk Ñ Nn kažemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije

rekurzivne.

Lema 1.4.2. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Nn i g : Nn Ñ N rekurzivne

funkcije. Tada je g ˝ f : Nk Ñ N rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su f1, ..., fn : Nk Ñ N komponentne funkcije od f . Neka je x P Nk. Tada je

pg ˝ f qpxq “ pgp f pxqq “ gp f1pxq, ..., fnpxqq. Zaključujemo da je g ˝ f kompozicija funkcija

g, f1, ..., fn pa slijedi da je g ˝ f rekurzivna funkcija (da su f1, ..., fn rekurzivne slijedi iz

činjenice da je f rekurzivna funkcija). □

Propozicija 1.4.3. Neka su k, n, l P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Nn i g : Nn Ñ Nl rekurzivne

funkcije. Tada je g ˝ f : Nk Ñ Nl rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su g1, ..., gl : Nn Ñ N komponentne funkcije od g. Za svaki x P N vrijedi

pg ˝ f qpxq “ gp f pxqq “ pg1p f pxqq, ..., glp f pxqqq “ ppg1 ˝ f qpxq, ..., pgl ˝ f qpxqq.

Iz ovoga vidimo da su g1 ˝ f , ..., gl ˝ f komponentne funkcije od g ˝ f . Iz Leme 1.4.2 slijedi

da su g1 ˝ f , ..., gl ˝ f rekurzivne pa je i g ˝ f rekurzivna. □
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Propozicija 1.4.4. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Nn rekurzivne funkcije.

Tada je skup tx P Nk| f pxq “ gpxqu rekurzivan.

Dokaz. Neka je S “ tx P Nk | f pxq “ gpxqu. Neka su f1, . . . , fn komponentne funkcije od

f te neka su g1, . . . , gn komponentne funkcije od g. Za svaki x P Nk vrijedi

x P S ðñ f1pxq “ g1pxq, . . . , fnpxq “ gnpxq.

Definirajmo skupove S 1 “ tx P Nk | f1pxq “ g1pxqu, ..., S n “ tx P Nk | fnpxq “ gnpxqu.

Tada je S “ S 1 X ... X S n. Prema Propoziciji 1.3.10, S 1, ..., S n su rekurzivni skupovi pa je

po Korolaru 1.3.7 S takoder rekurzivan. □

Lema 1.4.5. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f1, ..., fn : Nk Ñ N rekurzivne funkcije.

Neka su S 1, ..., S n rekurzivni skupovi u Nk takvi da za svaki x P Nk postoji jedinstveni

i P t1, ..., nu takav da je x P S i. Definiramo funkciju F : Nk Ñ N sa

Fpxq “

$

’

&

’

%

f1pxq, ako je x P S 1

...

fnpxq, ako je x P S n.

Tada je F rekurzivna.

Dokaz. Za svaki x P Nk vrijedi

Fpxq “ χS 1pxq ¨ f1pxq ` ... ` χS n
¨ fnpxq

Iz Propozicije 1.2.15 i Korolara 1.2.20 slijedi da je F rekurzivna funkcija. □

Propozicija 1.4.6. Neka su k, n, l P Nzt0u te neka su f1, ..., fn : Nk Ñ Nl rekurzivne funk-

cije. Neka su S 1, ..., S n rekurzivni skupovi u Nk takvi da za svaki x P Nk postoji jedinstven

i P t1, ..., nu takav da je x P S i. Definirajmo funkciju F : Nk Ñ Nl sa

Fpxq “

$

’

&

’

%

f1pxq, ako je x P S 1

...

fnpxq, ako je x P S n.

Tada je F rekurzivna funkcija.



1.4. REKURZIVNE FUNKCIJE Nk Ñ Nn 19

Dokaz. Za i P t1, ..., nu neka su f 1
i , ..., f l

i
: Nk Ñ N komponentne funkcije od fi : Nk Ñ Nl.

Nadalje, neka su F1, ..., Fl : Nk Ñ N komponentne funkcije od F. Za svaki x P Nk vrijedi:

pF1pxq, ..., F lpxqq “

$

’

&

’

%

p f 1
1

pxq, ..., f l
1
pxqq, ako je x P S 1

...

p f 1
n pxq, ..., f l

npxqq, ako je x P S n.

Neka je j P t1, ..., lu. Tada za svaki x P Nk vrijedi

F jpxq “

$

’

&

’

%

f 1
j pxq, ako je x P S 1

...

f 1
j pxq, ako je x P S n.

Prema Lemi 1.4.5 F j je rekurzivna. Tada je i F rekurzivna jer su joj komponentne funkcije

rekurzivne. □





Poglavlje 2

Rekurzivnost u R

2.1 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Z

Definicija 2.1.1. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Z funkcija. Kažemo da je f

rekurzivna funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N takve da je f pxq “
p´1qupxq ¨ vpxq za svaki x P Nk.

Uočimo sljedeÂce: ako je f : Nk Ñ N rekurzivna funkcija onda je f rekurzivna i kao

funkcija Nk Ñ Z.
Naime, za svaki x P Nk vrijedi f pxq “ p´1qcpxq ¨ f pxq, gdje je c : Nk Ñ N konstantna

funkcija s vrijednošÂcu 0.

Lema 2.1.2. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija. Tada postoje

rekurzivne funkcije a, b : Nk Ñ N takve da je f pxq “ apxq ´ bpxq za sve x P Nk.

Dokaz. Prema definiciji postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N takve da je f pxq “
p´1qupxq ¨ vpxq za sve x P Nk.

Definirajmo S tako da je S “ tx P Nk | upxq P 2Nu. Tada je karakteristična funkcija od S

oblika

χS pxq “ χ2Npupxqq.

Iz ovoga i Primjera 1.3.12 zaključujemo da je S rekurzivan skup.

Neka je x P Nk. Imamo

f pxq “

#

vpxq, x P S

´vpxq, x P S C
“

#

vpxq ´ 0, x P S

0 ´ vpxq, x P S C
(2.1)

21
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Definirajmo funkcije a, b : Nk Ñ N.

apxq “

#

vpxq, x P S

0, x P S C
, bpxq “

#

0, x P S

vpxq, x P S C.

Prema Lemi 1.4.5 a, b su rekurzivne funkcije. Iz 2.1 slijedi f pxq “ apxq ´ bpxq za sve

x P S . □

Lema 2.1.3. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Z funkcija. Pretpostavimo da postoje

rekurzivne funkcije a, b : Nk Ñ N takve da je f pxq “ apxq ´ bpxq za sve x P Nk. Tada je f

rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je S “ tx P Nk | apxq ă bpxqu. Za svaki x P Nk vrijedi

χS pxq “ sgpbpxq ´ apxqq.

Iz ovoga zaključujemo da je funkcija χS dobivena kompozicijom funkcije sg i funkcije

koja je dobivena kompozicijom modificiranog oduzimanja, b i a. Dakle, χS je rekurzivna i

skup S je rekurzivan. Primjetimo da vrijedi

f pxq “

#

´|apxq ´ bpxq|, x P S

|apxq ´ bpxq|, x P S .

Funkcija h : Nk Ñ N, hpxq “ abspapxq, bpxqq je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih

funkcija abs, a i b. Vrijedi

f pxq “ p´1qχS pxq ¨ hpxq

pa je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Z. □

Definicija 2.1.4. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Z funkcije. Na očiti način

definiramo f ` g : Nk Ñ Z i f ¨ g : Nk Ñ Z. Nadalje, definiramo funkcije ´ f : Nk Ñ Z i

| f | : Nk Ñ Z sa p´ f qpxq “ ´ f pxq i | f |pxq “ | f pxq| za svaki x P Nk.

Propozicija 2.1.5. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Tada

su funkcije f ` g, f ¨ g,´ f , | f | : Nk Ñ Z rekurzivne.

Dokaz. Po definiciji postoje rekurzivne funkcije u, v, a, b : Nk Ñ N takve da je

f pxq “ p´1qupxq ¨ vpxq i igpxq “ p´1qapxq ¨ bpxq za sve x P Nk.

Slijedi da je

f pxq ¨ gpxq “ p´1qvpxq`apxq ¨ vpxq ¨ bpxq,
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za sve x P N.

Prema Propozicji 1.2.15 funkcije u ` a : Nk Ñ N i v ¨ b : Nk Ñ N su rekurzivne pa slijedi

da je f ¨ g : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija.

Za svaki x P Nk vrijedi

p´ f qpxq “ p´1qupxq`1 ¨ vpxq “ p´1qspupxqq ¨ vpxq

pa je očito da je ´ f : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija.

Primjetimo da za svaki x P Nk vrijedi

| f pxq| “ |p´1qupxq ¨ vpxq| “ vpxq

te je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ N pa onda i kao funkcija Nk Ñ Z.

Prema Lemi 1.4.2 postoje rekurzivne funkcije f1, f2, g1, g2 : Nk Ñ N takve da je f pxq “
f1pxq ´ f2pxq i gpxq “ g1pxq ´ g2pxq za sve x P Nk. Tada za svaki x P Nk vrijedi

p f ` gqpxq “ f1pxq ` g1pxq ´ p f2pxq ` g2pxqq

“p f1 ` g1qpxq ´ p f2 ` g2qpxq.

Funkcije f1 ` g1, f2 ` g2 : Nk Ñ N su rekurzivne prema Propoziciji 1.2.15. Tada je i f ` g

rekurzivna prema Lemi 2.1.3. □

Propozicija 2.1.6. Neka su k, n P Nzt0u te neka su g : Nn Ñ Nk i f : Nk Ñ Z rekurzivne

funkcije. Tada je f ˝ g : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija.

Dokaz. Po definiciji postoje u, v : Nk Ñ N takve da je f pyq “ p´1qupyq ¨ vpyq za sve y P Nk.

Uzmimo x P Nn. Tada je

p f ˝ gqpxq “ f pgpxqq “ p´1qupgpxqq ¨ vpgpxqq “ p´1qpu˝gqpxq ¨ pv ˝ gqpxq.

Prema Propoziciji 1.4.3, u ˝ g, v ˝ g : Nn Ñ N su rekurzivne funkcije pa je i funkcija

f ˝ g : Nn Ñ Z rekurzivna. □

2.2 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Q

Definicija 2.2.1. Neka je k P N te neka je f : Nk Ñ Q funkcija. Kažemo da je f rekurzivna

funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ N takve da za svaki x P Nk vrijedi

wpxq , 0 i f pxq “ p´1qupxq ¨
vpxq

wpxq
.

Uočimo sljedeÂce: f : Nk Ñ Q je rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije

a : Nk Ñ Z i w : Nk Ñ N takve da za svaki x P Nk vrijedi wpxq , 0 i f pxq “
apxq

wpxq
.
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Neka je f : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija. Tada je rekurzivna i kao funkcija Nk Ñ Q.

Naime, za svaki x P Nk vrijedi f pxq “
f pxq

cpxq
, gdje je c : Nk Ñ N konstantna funkcija s

vrijednošÂcu 1.

Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Q funkcije. Tada funkcije f ` g, f ¨ g,

´ f , | f | : Nk Ñ Q definiramo na očiti način. Ako je f pxq , 0 za svaki x P Nk, definiramo
1
f

: Nk Ñ Q sa 1
f
pxq “ 1

f pxq
za sve x P Nk.

Primjer 2.2.2. Neka je k P Nzt0u. Tada je svaka konstantna funkcija Nk Ñ Q rekurzivna.

Naime, ako je f : Nk Ñ Q konstantna funkcija, onda postoje a, b, c P N, c , 0 takvi da je

f pxq “ p´1qa ¨ b
c

za svaki x P Nk.

Neka su u, v,w : Nk Ñ N konstantne funkcije s vrijednostima a, b i c. Znamo da su u, v,w

rekurzivne funkcije, a očito vrijedi f pxq “ p´1qupxq ¨
vpxq

wpxq
pa je onda i f rekurzivna.

Propozicija 2.2.3. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : N Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada

su i funkcije f ` g, f ¨ g, ´ f , | f | : Nk Ñ Q rekurzivne. Ako je f pxq , 0 za svaki x P Nk,

onda je funkcija 1
f

: Nk Ñ Q rekurzivna.

Dokaz. Znamo da postoje rekurzivne funkcije a, a1 : Nk Ñ Z i w,w1 : Nk Ñ N takve da je

f pxq “
apxq

wpxq
i gpxq “

a1pxq

w1pxq
, @x P Nk.

Slijedi da je

p f ¨ gqpxq “
pa ¨ a1qpxq

pw ¨ w1qpxq
, @x P Nk.

Stoga je f ¨ g rekurzivna funkcija.

Na isti način, koristeÂci da je p´ f qpxq “
p´aqpxq

wpxq
i | f pxq| “

|apxq|

wpxq
za svaki x P Nk, za-

ključujemo da su ´ f , | f | : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije.

Neka je x P Nk. Primjetimo da je

p f ` gqpxq “
apxq

wpxq
`

a1pxq

w1pxq
“

apxq ¨ w1pxq ` a1pxq ¨ wpxq

wpxq ¨ w1pxq
.

Dakle,

p f ` gqpxq “
apxq ¨ w1pxq ` a1pxq ¨ wpxq

wpxq ¨ w1pxq
,

pri čemu na w i w1 u brojniku gledamo kao rekurzivne funkcije Nk Ñ Z. Prema Propoziciji

2.1.5, funkcija a ¨ w1 ` w ¨ a1 : Nk Ñ Z je rekurzivna, a prema Korolaru 1.2.20 funkcija

w ¨ w1 : Nk Ñ N je rekurzivna. Tada je i f ` g : Nk Ñ Q rekurzivna.
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Pretopostavimo da je f pxq , 0 za svaki x P Nk. Znamo da postoje rekurzivne funkcije

u, v,w : Nk Ñ N takve da je za sve x P Nk, wpxq , 0 i f pxq “ p´1qupxq vpxq

wpxq
. BuduÂci da je

f pxq , 0 @x P Nk, vrijedi da je i vpxq , 0 @x P Nk.

Neka je x P Nk. Vrijedi

1

f pxq
“

1

p´1qupxq vpxq

wpxq

“
1

p´1qupxq
¨

wpxq

vpxq
“

p´1q2upxq

p´1qupxq
¨

wpxq

vpxq
“ p´1qupxq wpxq

vpxq
.

Dakle, 1
f pxq

“ p´1qupxq wpxq

vpxq
.

Po definiciji imamo da je 1
f

: Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. □

Napomena 2.2.4. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f1, ..., fn : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije.

Tada koristeÂci prethodnu propoziciju, analogno kao u dokazu Korolara 1.2.20 vidimo da

su i funkcije f1 ` ... ` fn : Nk Ñ Q i f1 ¨ ... ¨ fn : Nk Ñ Q rekurzivne.

Propozicija 2.2.5. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. Tada su

skupovi tx P Nk| f pxq “ 0u, tx P Nk| f pxq ą 0u, tx P Nk| f pxq ě 0u rekurzivni.

Dokaz. Neka je S 1 “ tx P Nk| f pxq “ 0u, S 2 “ tx P Nk| f pxq ą 0u i S 3 “ tx P Nk| f pxq ě
0u.

BuduÂci da je f : Nk Ñ Q rekurzivna, možemo je zapisati kao f pxq “ p´1qupxq vpxq

wpxq
, gdje su

u, v,w : Nk Ñ N i wpxq , 0, @x P Nk.

Primjetimo f pxq “ 0 ðñ vpxq “ 0. Za svaki x P Nk vrijedi

χS 1
“ sgpvpxqq.

Funkcija χS 1
je rekurzivna kao kompozicija dvije rekurzivne funkcije, sg i v pa je i skup

S 1 rekurzivan.

Nadalje, za svaki x P Nk vrijedi

χS 2
“ sgpvpxqq ¨ χ2Npupxqq.

Funkcija χS 2
je rekurzivna kao produkt dviju rekurzivnih funkcija. Tada je i skup S 2 rekur-

zivan.

Skup S 3 možemo zapisati kao S 3 “ S 1 Y S 2. Tada je S 3 rekurzivan skup jer je dobiven

unijom dva rekurzivna skupa. □

Korolar 2.2.6. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada

su skupovi S 1 “ tx P Nk | f pxq “ gpxqu, S 2 “ tx P Nk | f pxq ă gpxqu, S 3 “ tx P
Nk | f pxq ď gpxqu rekurzivni.
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Dokaz. Neka je h : Nk Ñ Q, h “ g ` p´ f q. Iz propozicije 2.1.5 slijedi da je h rekurzivna

funkcija.

Neka je x P Nk. Imamo hpxq “ gpxq ´ f pxq pa je stoga

hpxq “ 0 ðñ f pxq “ gpxq

hpxq ą 0 ðñ f pxq ă gpxq

hpxq ě 0 ðñ f pxq ď gpxq.

Prema tome S 1 “ tx P Nk|hpxq “ 0u, S 2 “ tx P Nk|hpxq ą 0u i

S 3 “ tx P Nk|hpxq ě 0u.

Tvrdnja korolara slijedi iz Propozicije 2.2.5 □

Propozicija 2.2.7. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Q i g : Nn Ñ Nk rekurzivne

funkcije. Tada je f ˝ g : Nn Ñ Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Znamo da postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ N takve da je wpyq , 0 i

f pyq “ p´1qupyq ¨
vpyq

wpyq
, @y P Nk.

Neka je x P Nn. Tada je

f pgpxqq “ p´1qupgpxqq ¨
vpgpxqq

wpgpxqq
.

Dakle, p f ˝ gqpxq “ p´1qpu˝gqpxq ¨
pv˝gqpxq

pw˝gqpxq
, @x P Nn.

Iz Leme 1.4.2 slijedi da je f ˝ g : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. □

Propozicija 2.2.8. Neka su k, n P Nzt0u, neka su f1, ..., fn : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije

te neka su S 1, ..., S n rekurzivni skupovi u Nk takvi da za svaki x P Nk postoji jedinstven

i P t1, ..., nu takav da je x P S i. Neka je F : Nk Ñ Q funkcija definirana sa

Fpxq “

$

’

&

’

%

f1pxq, x P S 1

...

fnpxq, x P S n

.

Tada je F rekurzivna.

Dokaz. Za svaki x P Nk vrijedi

Fpxq “ χS 1
pxq ¨ f1pxq ` ... ` χS n

pxq ¨ fnpxq.

Neka je i P t1, ..., nu. Funkcija χS i
: Nk Ñ N je rekurzivna pa je rekurzivna i kao funkcija

χS i
: Nk Ñ Z, a onda i kao funkcija χS i

: Nk Ñ Q.

Iz Propozicije 2.2.3 i Napomene 2.2.4 slijedi da je F rekurzivna funkcija. □
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2.3 Rekurzivne funkcije Nk Ñ R

Definicija 2.3.1. Neka je k P Nkzt0u te neka je f : Nk Ñ R. Kažemo da je f rekurzivna

funkcija ako postoji rekurzivna funkcija F : Nk`1 Ñ Q takva da za sve x P Nk i n P N
vrijedi | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n.

Za funkciju F s ovim svojstvom kažemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f .

Napomena 2.3.2. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. Tada je f

rekurzivna i kao funkcija Nk Ñ R.
Naime, neka je F : Nk`1 Ñ Q funkcija definirana sa Fpx, nq “ f pxq, x P Nk, n P N.

Tada je F “ f ˝ g, pri čemu je g : Nk`1 Ñ Nk funkcija definirana sa

gpx1, ..., xk, nq “ px1, ..., xkq.
Funkcija g je rekurzivna jer su njene komponentne funkcije rekurzivne (to su funkcije

Ik`1
1

, ..., Ik`1
k

). Prema Propoziciji 2.2.7, F : Nk`1 Ñ Q je rekurzivna funkcija.

Iz definicije od F očito je | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n, za sve x P Nk i n P N.

Prema tome f je rekurzivna kao funkcija Nk Ñ R.

Propozicija 2.3.3. Neka su k, l P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ R i g : Nl Ñ Nk rekurzivne

funkcije. Tada je f ˝ g : Nl Ñ R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je F : Nk`1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija od f . (Znamo da takav F postoji

po definiciji.) Tada za sve y P Nk i n P N vrijedi | f pyq ´ Fpy, nq| ă 2´n.

Stoga za sve x P Nl i n P N vrijedi

| f pgpxqq ´ Fpgpxq, nq| ă 2´n. (2.2)

Definiramo H : Nl`1 Ñ Q sa Hpx, nq “ Fpgpxq, nq, x P Nl, n P N.

Prema (2.2) za sve x P Nl i n P N vrijedi | f pgpxqq ´ Hpx, nq| ă 2´n. Stoga je dovoljno

pokazati da je H rekurzivna funkcija.

Neka je G : Nl`1 Ñ Nk`1 funkcija definirana sa Gpx, nq “ pgpxq, nq, x P Nl, n P N.

Iz definicije funkcije H slijedi da je Hpx, nq “ FpGpx, nqq, x P Nl, n P N pa je H “ F ˝ G.

Stoga je prema Propoziciji 2.2.7 dovoljno dokazati da je G rekurzivna funkcija.

Neka su g1, ..., gk : Nl Ñ N komponentne funkcije od g. Neka su G1, ..,Gk`1 : Nl Ñ N

komponentne funkcije od G. Neka je j P t1, ..., ku.

Tada je G jpx, nq “ g jpxq, @x P Nl.

Stoga je G j kompozicija funkcija g j, I
l`1
1
, ..., Il`1

l
te je G j rekurzivna funkcija.

Dakle, G1, ...,Gk su rekurzivne funkcije.

Vrijedi Gk`1px, nq “ n za sve x P Nl, n P N, tj. Gk`1 “ Il`1
l`1

pa je Gk`1 rekurzivna funkcija.

Pokazali smo da su sve komponetne funkcije od G rekurzivne pa je onda i G rekurzivna.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. □
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Propozicija 2.3.4. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada su

i funkcije ´ f , | f | : Nk Ñ R rekurzivne.

Dokaz. Postoji rekurzivna funkcija F : Nk`1 Ñ Q takva da je | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n, za

sve x P Nk, n P N.

Imamo |p´ f qpxq ´ p´Fpx, nqq| ă 2´n.

Definiramo G : Nk`1 Ñ Q , Gpx, nq “ ´Fpx, nq, za sve x P Nk, n P N. Funkcija G je

rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7 te je onda i ´ f rekurzivna jer vrijedi

|p´ f qpxq ´ Gpx, nq| ă 2´n,

za sve x P Nk, n P N.

Imamo || f pxq| ´ |Fpx, nq|| ă 2´n, za sve x P Nk, n P N. Zapravo vrijedi

|| f pxq| ´ |Fpx, nq|| ď | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n.

Definiramo H : Nk`1 Ñ Q , Hpx, nq “ |Fpx, nq|, za sve x P Nk, n P N. Funkcija H je

rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7 te je onda i f rekurzivna te vrijedi

|| f pxq| ´ |Hpx, nq|| ă 2´n,

za sve x P Nk, n P N. □

Propozicija 2.3.5. Neka je k P N te neka su f , g : Nk Ñ R rekurzivne funkcije. Tada je

funkcija f ` g : Nk Ñ R rekurzivna.

Dokaz. Znamo da postoje rekurzivne funkcije F,G : Nk`1 Ñ Q rekurzivne funkcije takve

da je

| f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n

|gpxq ´ Gpx, nq| ă 2´n, za sve x P Nk, n P N.

Neka je x P Nk, n P N. Imamo

|p f ` gqpxq ´ pF ` Gqpx, nq| “ | f pxq ` gpxq ´ pFpx, nq ` Gpx, nq|

“ | f pxq ´ Fpx, nq ` gpxq ´ Gpx, nq|

ď | f pxq ´ Fpx, nq| ` |gpxq ´ Gpx, nq|

ă 2´n ` 2´n “ 2 ¨ 2´n.

Dakle, |p f ` gqpxq ´ pF ` Gqpx, nq| ă 2 ¨ 2´n, za sve x P Nk, n P N. Stoga za sve

x P Nk, n P N vrijedi

|p f ` gqpxq ´ pF ` Gqpx, n ` 1q| ă 2 ¨ 2´n`1 “ 2´n.
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Definiramo H : Nk`1 Ñ Q sa Hpx, nq “ pF ` Gqpx, n ` 1q, za sve x P Nk, n P N.

Tada vrijedi |p f ` gqpxq ´ Hpx, nq| ă 2´n, za sve x P Nk, n P N. Dovoljno je pokazati da

je H rekurzivna.

Definiramo K : Nk`1 Ñ Nk`1 sa Kpx, nq “ px, n ` 1q, za sve x P Nk, n P N. Tada za sve

x P Nk vrijedi Hpx, nq “ pF ` GqpKpx, nqq pa je H “ pF ` Gq ˝ K. Funkcija F ` G je

rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7 te je dovoljno pokazati da je funkcija K rekurzivna.

Neka su K1, ...,Kk`1 komponentne funkcije od K. Primjetimo da vrijedi

K1px, nq “ Ik`1
1

px, nq

...

Kkpx, nq “ Ik`1
k

px, nq

Kk`1px, nq “ spIk`1
k`1

px, nqq

Iz ovoga zaključujemo da su K1, ...,Kk`1 rekurzivne funkcije te je i K rekurzivna funkcija.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. □

Lema 2.3.6. Neka je k P Nzt0u te neka je S Ď Nk`1 rekurzivan skup takav da za svaki

x P Nk postoji y P N takav da je px, yq P S . Tada postoji rekurzivna funkcija ϕ : Nk Ñ N
takva da je px, ϕpxqq P S , za svaki x P Nk.

Dokaz. Neka je ϕ : Nk Ñ N funkcija definirana sa ϕpxq “ µyppx, yq P S q.
Prema Propoziciji 1.3.9 funkcija ϕ je rekurzivna te je očito da je to upravo tražena funkcija.

□

Lema 2.3.7. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R funkcija. Pretpostavimo da su

F : Nk`1 Ñ Q i M : Nk Ñ N rekurzivne funkcije te q P x0, 1y tako da je | f pxq ´ Fpx, nq| ď
Mpxq ¨ qn, za sve x P Nk, n P N. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Odaberimo u, v P Nzt0u takve da je q ă u
v

ă 1.

Neka je S “ tpx, n,mq P Nk`2 | x P Nk,m, n P N i Mpxq ¨
`

u
v

˘m
ă 2´nu.

Dokažimo da je S rekurzivan skup.

Neka je f̃ px,m, nq : Nk`2 Ñ Q, f̃ px,m, nq “ Mpxq ¨
`

u
v

˘m
te neka je g̃px,m, nq : Nk`2 Ñ Q,

g̃px,m, nq “ 2´n, za sve x P Nk,m, n P N.

Zapravo imamo

S “ tpx,m, nq P Nk`2|x P Nk,m, n P N, f̃ px,m, nq ă g̃px,m, nqu.

Funkcija f̃ zapravo je umnožak dviju funkcija, f̃1, f̃2 : Nk`2 Ñ Q,

f̃1px,m, nq “ Mpxq i f̃2px,m, nq “
´

u

v

¯m
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Funkcija f̃ je rekurzivna ako su funkcija f̃1 i f̃2 rekurzivne. Funkcija f̃1 je rekurzivna jer je

definirana kao kompozicija funkcija M i Ik`2
1

, . . . , Ik`2
k

. Funkciju f̃2 možemo zapisati kao

f̃2px,m, nq “ um

vm . Brojnik i nazivnik ovog razlomka možemo gledati kao funkcije Nk`2 Ñ

N koje su dobivene kompozijom funkcije E, konstantne funkcije i Ik`2
k`1

, gdje je E : N2 Ñ N,

Epx, yq “ xy. Te su funkcije rekurzivne te je tada i f̃2 rekurzivna funkcija.

Funkcija g̃ je očito takoder rekurzivna. Sad po korolaru vrijedi da je S rekurzivan skup.

Pretpostavimo da su x P Nk i m, n P N takvi da je px,m, nq P S . Tada je

Mpxq ¨
´

u

v

¯m

ă 2´n

pa je

| f pxq ´ Fpx,mq| ď Mpxq ¨ qm ď Mpxq ¨
´

u

v

¯m

ă 2´n.

Dakle, za sve

px, n,mq P S ñ | f pxq ´ Fpx,mq| ă 2´n. (2.3)

Neka su x P Nk i n P N. Tvrdimo da postoji m P N takav da je px, n,mq P S . To je jasno

ako je Mpxq “ 0.

Pretpostavimo Mpxq , 0. Definirajmo ε :“ 2´n

Mpxq
. Nadalje, neka je pzmq niz realnih brojeva

definiran sa zm “
`

u
v

˘m
.

Zbog toga što je 0 ă u
v

ă 1, poznato je da zm ÝÑ 0. Stoga postoji m0 P N takav da za

svaki m ě m0 vrijedi |zm ´ 0| ă ε.

Odaberimo bilo koji m ě m0. Tada je zm ă ε, tj.
`

u
v

˘m
ă 2´n

Mpxq
, što povlači da je

Mpxq ¨
`

u
v

˘m
ă 2´n.

Dakle, px, n,mq P S te smo time dokazali da za sve x P Nk i n P N postoji m P N takav da

px, n,mq P S .

Iz Leme 2.3.6 slijedi da postoji rekurzivna funkcija ϕ : Nk`1 Ñ N takva da je px, n, ϕpx, nqq P
S , za sve x P Nk i n P N.
Sada iz (2.3) slijedi da za sve x P Nk i n P N vrijedi

| f pxq ´ Fpx, ϕpx, nqq| ă 2´n. (2.4)

Definirajmo funkciju G : Nk`1 Ñ Q, Gpx, nq “ Fpx, ϕpx, nqq.
Funkcija G je rekurzivna zato što je G “ F ˝ H, gdje je H funkcija H : Nk`1 Ñ Nk`1,

Hpx, nq “ px, ϕpx, nqq (očito je da su komponentne funkcije od H rekurzivne). Iz definicije

od G i (2.4) slijedi da je

| f pxq ´ Gpx, nq| ă 2´n,

za sve x P Nk, n P N. Iz ovoga se jasno vidi da je f rekurzivna. □
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Lema 2.3.8. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada postoji

rekurzivna funkcija M : Nk Ñ N takva da je | f pxq| ă Mpxq za svaki x P Nk.

Dokaz. BuduÂci da je f rekurzivna funkcija, postoji rekurzivna funkcija F : Nn`1 Ñ Q

takva da vrijedi | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n, za sve x P Nk, n P N.

Posebno, za n “ 0 vrijedi | f pxq ´ Fpx, 0q| ă 1.

Nadalje, vrijedi

| f pxq| ´ |Fpx, 0q ď | f pxq ´ Fpx, 0q| ă 1

pa je

| f pxq| ď 1 ` |Fpx, 0q|. (2.5)

Definirajmo funkciju G : Nk Ñ Q, Gpxq “ 1 ` |Fpx, 0q|. KoristeÂci Propoziciju 2.2.3

zaključujemo da je G rekurzivna funkcija. Stoga postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ

N za koje vrijedi Gpxq “ p´1qwpxq ¨
upxq

vpxq
.

Iz (2.5) slijedi da za svaki x P Nk vrijedi

| f pxq| ď Gpxq ď p´1qwpxq upxq

vpxq

ď
upxq

vpxq
ď upxq ă upxq ` 1

Dakle, | f pxq| ă upxq ` 1 za svaki x P Nk.

Definirajmo M : Nk Ñ N, Mpxq “ upxq ` 1.

Očito je M rekurzivna funkcija. □

Propozicija 2.3.9. Neka je x P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ R rekurzivne funkcije. Tada

je f ¨ g : Nk Ñ R rekurzivna funkcija.

Dokaz. BuduÂci da su f i g rekurzivne funkcije, postoje rekurzivne funkcije F,G : Nk`1 Ñ
Q takve da vrijedi

| f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n i |gpxq ´ Gpx, nq| ă 2´n. (2.6)

Prema Lemi 2.3.8 postoje rekurzivne funkcije M,M1 : Nk Ñ N takve da vrijedi

|gpxq| ă Mpxq (2.7)

i

| f pxq| ă M1pxq.

Neka su x P Nk i n P N. KoristeÂci (2.6) dobivamo

|Fpx, nq| ´ | f pxq| ď |Fpx, nq ´ f pxq| ă 2´n ď 1



32 POGLAVLJE 2. REKURZIVNOST U R

pa je

|Fpx, nq| ă 1 ` | f pxq|

|Fpx, nq| ă 1 ` M1pxq. (2.8)

KoristeÂci (2.6), (2.7), (2.8) dobivamo

| f pxq ¨ gpxq ´ Fpx, nq ¨ Gpx, nq|

“ | f pxq ¨ gpxq ´ Fpx, nq ¨ gpxq ` Fpx, nq ¨ gpxq ´ Fpx, nq ¨ Gpx, nq|

“ |p f pxq ´ Fpx, nqq ¨ gpxq ` Fpx, nq ¨ pgpxq ´ Gpx, nqq|

ď | f pxq ´ Fpx, nq| ¨ |gpxq| ` |Fpx, nq ¨ |gpxq| ´ Gpx, nq|

ď 2´n ¨ Mpxq ` p1 ` M1pxqq ¨ 2´n “

ˆ

1

2

˙n

¨ p1 ` Mpxq ` M1pxqq.

Dakle,

|p f ¨ gqpxq ´ pF ¨ Gqpx, nq| ă p1 ` Mpxq ` M1pxqq ¨

ˆ

1

2

˙n

,

za sve x P Nk, n P N.

Prema Lemi 2.3.7 slijedi da je f ¨ g rekurzivna funkcija. □

Propozicija 2.3.10. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija takva da

je f pxq , 0 za svaki x P Nk. Tada je 1
f

: Nk Ñ R rekurzivna funkcija.

Dokaz. BuduÂci da je f rekurzivna funkcija postoji rekurzivna funkcija F : Nk`1 Ñ Q

takva da vrijedi | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n za sve x P Nk i n P N.

PomoÂcna tvrdnja 1. Ako su x P Nk i n,m P N takvi da je m ¨ 2´n ă |Fpx, nq|, onda je

pm ´ 1q ă | f pxq|.
Dokažimo ovu tvrdnju. Pretpostavimo da je m ¨ 2´n ă |Fpx, nq|.

Tada je

pm ´ 1q ¨ 2´n ă |Fpx, nq| ´ 2´n. (2.9)

Vrijedi |Fpx, nq| ´ | f pxq| ď |Fpx, nq ´ f pxq| ă 2´n pa je

|Fpx, nq| ´ 2´n ă | f pxq|. (2.10)

Iz (2.9) i (2.10) slijedi pm ´ 1q ¨ 2´n ă | f pxq|. Time je ova pomoÂcna tvrdnja dokazana.

PomoÂcna tvrdnja 2. Ako su x P Nk i n,m, n1 P N takvi da je n1 ě n, m ¨ 2´n ă | f pxq|,
onda je pm ´ 1q ¨ 2´n ă |Fpx, n1q|.
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Pretpostavimo da je m ¨ 2´n ă | f pxq|. Tada je pm ´ 1q ¨ 2´n ă | f pxq| ´ 2´n.

Vrijedi

| f pxq| ´ |Fpx, n1q| ď | f pxq ´ Fpx, n1q| ă 2´n1

ď 2´n

pa je

| f pxq| ´ 2´n ă |Fpx, n1q|.

Slijedi pm ´ 1q ¨ 2´n ă |Fpx, n1q|.
Time je PomoÂcna tvrdnja 2 dokazana.

Neka je x P Nk. Iz f pxq , 0 slijedi | f pxq| ą 0 pa je i
| f pxq|

4
ą 0. Stoga postoji n P N

takav da 2´n ă
| f pxq|

4
.

Dakle, 4 ¨ 2´n ă | f pxq| pa iz PomoÂcne tvrdnje 2 slijedi da je 3 ¨ 2´n ă |Fpx, nq|.
Imamo sljedeÂci zaključak: za svaki x P Nk postoji n P N takav da je 3 ¨ 2´n ă |Fpx, nq|.
Definirajmo

S “ tpx, nq P Nk`1|x P Nk, n P N, 3 ¨ 2´n ă |Fpx, nq|u.

Neka su f 1, g1 : Nk`1 Ñ Q funkcije definirane sa f 1px, nq “ 3 ¨ 2´n i g1px, nq “ |Fpx, nq|.
Funkcija g1 je rekurzivna prema Propoziciji 2.2.3.

Za sve x P Nk i n P N vrijedi f px, nq “ p´1q0 ¨ 3
2n . KoristeÂci Primjer 1.1.8 zaključujemo da

je f 1 rekurzivna.

Vrijedi S “ tz P Nk`1| f 1pzq ă g1pzqu. Skup S je rekurzivan prema Propoziciji 2.2.5.

Znamo da za svaki x P Nk postoji n P N takav da je 3 ¨ 2´n ă |Fpx, nq|.
Dakle, za svaki x P Nk postoji n P N takav da je px, nq P S . Prema Lemi 2.3.8 postoji

rekurzivna funkcija ϕ : Nk Ñ N takva da je px, ϕpxqq P S , @x P Nk.

Neka je x P Nk. Tada je px, ϕpxqq P S pa je

3 ¨ 2´ϕpxq ă |Fpx, ϕpxq|. (2.11)

Iz PomoÂcne tvrdnje 1 slijedi da je

2 ¨ 2´ϕpxq ă | f pxq|. (2.12)

Neka je n P N. Tada iz PomoÂcne tvrdnje 2 slijedi da je

2ϕpxq ă |Fpx, ϕpxq ` nq|.

Iz ovoga slijedi da je

Fpx, ϕpxq ` nq , 0 i
1

|Fpx, ϕpxq ` nq|
ă 2ϕpxq. (2.13)
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Iz (2.12) slijedi da je 1
| f pxq|

ă 1
2

¨ 2ϕpxq.

Imamo
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

f pxq
´

1

Fpx, ϕpxq ` nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Fpx, ϕpxq ` nq ` f pxq

f pxq ¨ Fpx, ϕpx ` nqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |Fpx, ϕpxq ` nq ´ f pxq| ¨
1

| f pxq|
¨

1

|Fpx, ϕpx ` nq|

ă 2´pϕpxq`nq ¨
1

2
¨ 2ϕpxq

“
1

2
¨ 2´n`ϕpxq.

Dakle,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

f pxq
´

1

Fpx, ϕpxq ` nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 2´n`ϕpxq´1 ă 2´n ¨ 2ϕpxq.

Definirajmo funkciju F 1 : Nk`1 Ñ Q, F 1px, nq “ Fpx, ϕpxq ` nq. Funkcija F 1 je rekurzivna

zato što je ona zapravo kompozicija funkcija F i H, F 1 “ F ˝ H, gdje je H : Nk`1 Ñ Nk`1

funkcija definirana sa Hpx, nq “ px, ϕpxq ` nq. Funkcija H je očito rekurzivna.

Definiramo funkciju G : Nk`1 Ñ Q sa G “ 1
F1

. BuduÂci da je F 1 rekurzivna funkcija, tada

je i G rekurzivna funkcija prema Propoziciji 2.2.3.

Sada definiramo još funkciju M : Nk Ñ N, Mpxq “ 2ϕpxq, koja je kompozicija potencije, ϕ

i konstantne funkcije te je M rekurzivna.

Vrijedi nejednakost:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

f pxq
´ Gpx, nq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă Mpxq ¨

ˆ

1

2

˙n

.

Prema Lemi 2.3.7 funkcija 1
f

je rekurzivna. □

2.4 Izračunljivi brojevi

Ako je α P R, znamo da za svaki n P N postoji q P Q takav da |α ´ q| ă 2´n za svaki

n P N.

Definicija 2.4.1. Kažemo da je α izračunljiv broj ako postoji rekurzivna funkcija f : NÑ
Q takva da vrijedi |α ´ f pxq| ă 2´n.

Primjer 2.4.2. Svaki racionalan broj je izračunljiv.

Naime, ako je α P Q te f : NÑ Q konstantna funkcija s vrijednošÂcu α, onda je očito

|α ´ f pnq| “ 0 ă 2´n, za svaki n P N.

Iz Primjera 2.2.2 slijedi da je α izračunljiv.
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Propozicija 2.4.3. Neka je k P Nzt0u. Neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada je

f pxq izračunljiv broj za svaki x P Nk.

Dokaz. BuduÂci da je f rekurzivna funkcija znamo da postoji rekurzivna funkcija F :

Nk`1 Ñ Q takva da vrijedi

| f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n.

Neka je x P Nk. Definirajmo g : NÑ Q sa gpnq “ Fpx, nq, @n P N.

Neka je ϕ : NÑ Nk`1, ϕpnq “ px, nq. Funkcija ϕ je očito rekurzivna.

Dakle, gpnq “ Fpx, nq “ Fpϕpnqq, tj. g “ F ˝ ϕ te je g rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7.

Jasno je da je | f pxq ´ gpnq| ă 2´n, za svaki n P N.
Stoga je f pxq izračunljiv broj. □

Propozicija 2.4.4. Neka je α izračunljiv broj te neka je k P Nzt0u. Neka je f : Nk Ñ R

funkcija definirana sa f pxq “ α za svaki x P Nk. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Iz činjenice da je α izračunljiv broj slijedi dda postoji rekurzivna funkcija g : NÑ
Q takva da vrijedi

|α ´ gpnq| ă 2´n, (2.14)

za svaki n P N.
Definirajmo funkciju F : Nk`1 Ñ Q sa Fpx, nq “ gpnq. Primjetimo da je F “ g ˝ Ik`1

k`1
te je

F rekurzivna funkcija.

Iz (2.14) te definicija funkcija f i F slijedi da je | f pxq ´ Fpx, nq| ă 2´n, @x P Nk, @n P N.
Slijedi da je f rekurzivna funkcija. □

Propozicija 2.4.5. Neka su α i β izračunljivi brojevi. Tada su ´α, |α|, α ` β i α ¨ β
izračunljivi brojevi. Nadalje, ako je α , 0, onda je i 1

α
izračunljiv broj.

Dokaz. Iz Propozicije 2.4.4 slijedi da su funkcije f , g : N Ñ Q, f pxq “ α i gpxq “ β

rekurzivne.

Funkcija f ` g : NÑ R je rekurzivna prema Propoziciji 2.3.5.

Neka je x P N. Iz Propozicije 2.4.3 slijedi da je p f ` gqpxq izračunljiv broj. Očito je

p f ` gqpxq “ α ` β.

Dakle, α ` β je izračunljiv broj.

Analogno dobivamo da su ´α, |α| i α ¨ β izračunljivi brojevi.

Pretpostavimo da je α , 0. Tada je f pxq , 0, @x P N pa je i 1
f

rekurzivna funkcija.

Analogno, kao i prije zaključujemo da je 1
α

izračunljiv broj. □





Poglavlje 3

Izračunljivost realnih funkcija

3.1 Nizovno izračunljive funkcije

Definicija 3.1.1. Neka je pxiq niz realnih brojeva. Kažemo da je pxiq rekurzivan niz ako je

pxiq rekurzivan kao funkcija NÑ R.

Dakle, pxiq je rekurzivan niz ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ Q

takva da je |xi ´ Fpi, nq| ă 2´n, za sve i, n P N.

Napomena 3.1.2. 1. Ako je α je izračunljiv broj te pxiq niz definiran sa xi “ α, @i P N,

onda je pxiq rekurzivan niz. Ovo slijedi iz Propozicije 2.4.4 i definicije rekurzivnog

niza.

2. Ako je pxiq rekurzivan niz, onda je xi izračunljiv broj za svaki i P N. Ova tvrdnja

slijedi iz Propozicije 2.4.3.

Definicija 3.1.3. Neka je S Ď R te neka je f : S Ñ R funkcija. Kažemo da je f nizovno

izračunljiva ako za svaki rekurzivan niz pxiq takav da xi P S za svaki i P N vrijedi da je

p f pxiqq rekurzivan niz.

Propozicija 3.1.4. Neka je S Ď R te neka je f : S Ñ R nizovno izračunljiva funkcija.

Tada je f pαq izračunljiv broj za svaki izračunljiv broj α P S .

Dokaz. Neka je α P S izračunljiv broj. Tada je niz pxiq definiran sa xi “ α, @i P N
rekurzivan.

BuduÂci da je f nizovno izračunljiva funkcija i pxiq rekurzivan niz, slijedi da je p f pxiqq
rekurzivan niz. Iz Napomene 3.1.2 slijedi da je xi, @x P N izračunljiv broj, a xi “ α, @i P N
te slijedi da je f pαq izračunljiv broj. □

37
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Napomena 3.1.5. OpÂcenito, ako je X skup te f , g : X Ñ R, onda definiramo funkcije

f ` g : X Ñ R i f ¨ g : X Ñ R sa p f ` gqpxq “ f pxq ` gpxq i p f ¨ gqpxq “ f pxq ¨ gpxq,
za svaki x P X. Nadalje, na očiti način definiramo funkcije ´ f , | f | : X Ñ R te funkciju
1
f

: X Ñ R ako je f pxq , 0, @x P X.

Napomena 3.1.6. Ako su pxiq i pyiq rekurzivni nizovi, onda su p´xiq, p|xi|q, pxi ` yiq, pxi ¨ yiq
rekurzivni.

Nadalje ako je xi , 0, @i P N, onda je niz

´

1
xi

¯

rekurzivan.

To slijedi iz Propozicije 2.3.4, Propozicije 2.3.5, Propozicije 2.3.9 i Propozicije 2.3.10.

Propozicija 3.1.7. Neka je S Ď R te neka su f , g : S Ñ R nizovno izračunljive funkcije.

Tada su funkcije ´ f , | f |, f `g, f ¨g : S Ñ R nizovno izračunljive. Nadalje, ako je f pxq , 0,

@x P S , onda je funkcija 1
f

: S Ñ R nizovno izračunljiva.

Dokaz. Neka je pxiq rekurzivan niz takav da je xi P S za svaki i P N. Kako su f i g

nizovno izračunljive funkcije, p f pxiqq i pgpxiqq su rekurzivni nizovi. Tada je i p f pxiq `
gpxiqq rekurzivan niz prema Napomeni 3.1.6, tj. niz pp f ` gqpxiqq je rekurzivan. Time smo

dokazali da je f ` g nizovno iračunljiva funkcija.

Pretpostavimo da je f pxq , 0, @x P S . Neka je pxiq rekurzivan niz takav da je xi P S ,

@i P N. BuduÂci da je f nizovno izračunljiva funkcija, f pxiq je rekurzivan niz. Prema

Napomeni 3.1.6 je
´

1
f pxiq

¯

rekurzivan niz.

Dakle,
´

1
f
pxiq

¯

je rekurzivan niz. Slijedi da je 1
f

nizovno izračunljiva funkcija. □

Definicija 3.1.8. Ako je X skup, n P Nzt0u te f1, ..., fn : X Ñ R, onda definiramo funkcije

f1 ` ... ` fn : X Ñ R i f1 ¨ ... ¨ fn : X Ñ R sa p f1 ` ... ` fnqpxq “ f1pxq ` ... ` fnpxq i

p f1 ¨ ... ¨ fnqpxq “ f1pxq ¨ ... ¨ fnpxq, za svaki x P S .

Korolar 3.1.9. Neka je S Ď R te neka su f1, ..., fn : S Ñ R nizovno izračunljive funkcije.

Tada su funkcije f1 ` ... ` fn : S Ñ R i f1 ¨ ... ¨ fn : S Ñ R nizovno izračunljive.

Dokaz. KoristeÂci Propoziciju 3.1.7 ova se tvrdnja lako dokaže matematičkom indukcijom.

□

Primjer 3.1.10. Neka je α izračunljiv broj. Neka je S Ď R, S , H te neka je f : S Ñ R
funkcija definirana sa f pxq “ α, za svaki x P S . Tada je f nizovno izračunljiva funkcija.

Naime, neka je pxiq rekurzivan niz takav da je xi P S , @i P N. Vrijedi f pxiq “ α za svaki

i P N pa je p f pxiqq rekurzivan (prema Napomeni 3.1.6). Slijedi da je f nizovno izračunljiva

funkcija.

Napomena 3.1.11. Neka su S i T podskupovi od R takvi da je S , H i S Ď T. Neka je

f : T Ñ R nizovno izračunljiva funkcija. Tada je očito f |S : S Ñ R nizovno izračunljiva

funkcija.
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Primjer 3.1.12. Neka je n P N te neka je f : R Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ xn za

svaki x P R. Tvrdimo da je f nizovno izračunljiva funkcija.

Ako je n “ 0, onda je f pxq “ 1 za svaki x P R pa iz Primjera 3.1.10 slijedi da je f nizovno

izračunljiva.

Pretpostavimo da je n , 0. Neka je id : RÑ R identiteta. Očito je id nizovno izračunljiva

funkcija.

Za i P t1, ..., nu, neka je hi “ id. Primjetimo da je f “ h1 ¨ ... ¨ hn pa iz korolara slijedi da

je f nizovno izračunljiva funkcija.

Primjer 3.1.13. Neka je n P N te neka su a0, ..., an izračunljivi brojevi. Neka je f : RÑ R
funkcija definirana sa f pxq “ anxn ` ... ` a1x ` a0, za svaki x P R. Tada je f nizovno

izračunljiva funkcija.

Za i P t0, ..., nu definiramo funkciju hi : RÑ R, hi “ aix
i. Primjetimo da je f “ h0`...`hn,

stoga je prema Korolaru 3.1.9 dovoljno dokazati da je hi nizovno izračunljiva za svaki

i P t0, ..., nu.

Za svaki i P t0, ..., nu vrijedi da je hi umnožak funkcije R Ñ R, x ÞÑ ai i funkcije R Ñ R,

x ÞÑ xi. Iz Primjera 3.1.10 i Primjera 3.1.12 slijedi da su te funkcije nizovno izračunljive

te je prema Propoziciji 3.1.7, hi nizovno izračunljiva funkcija.

Napomena 3.1.14. Neka je n P N te neka su a0, ..., an izračunljivi brojevi. Neka je S Ď R,

S , H te neka je f : S Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ anxn ` ... ` a1x ` a0, za svaki

x P S . Tada je f nizovno izračunljiva što slijedi iz Primjera 3.1.13 i Napomene 3.1.11.

Primjer 3.1.15. Neka je f : R Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ 1
1`x2 . Tvrdimo da je f

nizovno izračunljiva funkcija.

Definiramo g : RÑ R sa gpxq “ 1 ` x2, za svaki x P R. Tada vrijedi f “ 1
g
.

Iz Primjera 3.1.13 slijedi da je g nizovno izračunljiva funkcija. Tada je prema Propoziciji

3.1.7 funkcija 1
f

nizovno izračunljiva.

3.2 Efektivna uniformna neprekidnost

Definicija 3.2.1. Neka je S Ď R, f : S Ñ R te x0 P S . Za funkciju f kažemo da je

neprekidna u točki x0 ako za svaki ε ą 0 postoji δ ą 0 takav da za svaki x P S vrijedi:

ako je |x ´ x0| ă δ, onda je | f pxq ´ f px0q| ă ε.

Definicija 3.2.2. Neka je S Ď R, f : S Ñ R funkcija. Kažemo da je f neprekidna ako je

f neprekidna u x0, za svaki x0 P S .

Primjer 3.2.3. Neka je S Ď R i S ,H.
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1. Neka je c P R te neka je f : S Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ c, za svaki x P S .

Tada je f neprekidna

Naime, ako su x0 P S i ε ą 0, onda za bilo koji δ ą 0 i bilo koji x P S očito vrijedi

implikacija

|x ´ x0| ă δ ñ | f pxq ´ f px0q| ă ε.

2. Neka je f : S Ñ R, f pxq “ x, za svaki x P S . Neka su x0 P S i ε ą 0.

Za svaki x P S vrijedi | f pxq ´ f px0q| “ |x ´ x0| pa ako uzmemo δ “ ε onda je očito

da vrijedi implikacija

|x ´ x0| ă δ ñ | f pxq ´ f px0q| ă ε.

Stoga je f neprekidna u x0. Dakle, f je neprekidna funkcija.

3. Neka je f : ⟨0,8⟩ Ñ R, f pxq “ 1
x
, za svaki x P ⟨0,8⟩. Tvrdimo da je f neprekidna

funkcija.

Uzmimo x0 P ⟨0,8⟩ . Neka je ε ą 0. Definirajmo δ “ mint
ε¨x2

0

2
,

x0

2
u. Neka je x P

⟨0,8⟩ takav da je |x ´ x0| ă δ. Iz definicije od δ slijedi da je |x ´ x0| ă x0

2
. Stoga je

i x0 ´ x ă x0

2
pa je

x0

2
ă x. Slijedi da je 1

x
ă 2

x0
.

KoristeÂci ovu nejednakosti dobivamo da je

| f pxq ´ f px0q| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

x
´

1

x0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
|x ´ x0|

x ¨ x0

“ |x ´ x0| ¨
1

x
¨

1

x0

ă δ ¨
2

x0

¨
1

x0

ď
ε ¨ x2

0

2
¨

2

x2
0

“ ε.

Dakle, | f pxq ´ f px0q| ă ε.

Time smo dokazali da za svaki x P ⟨0,8⟩ vrijedi implikacija

|x ´ x0| ă δ ñ | f pXq ´ f px0q| ă ε.

Prema tome f je neprekidna u x0. Dakle, f je neprekidna.

Definicija 3.2.4. Neka je S Ď R, te neka je f : S Ñ R funkcija. Kažemo da je f uniformno

neprekidna ako za svaki ε ą 0 postoji δ ą 0 takav da za sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă δ ñ | f pxq ´ f pyq| ă ε.

Napomena 3.2.5. Očito je da vrijedi da je svako uniformno neprekidna funkcija i nepre-

kidna funkcija.
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Primjer 3.2.6. Neka je f : ⟨0,8⟩ Ñ R, f pxq “ 1
x
. Tvrdimo da funkcija f nije uniformno

neprekidna. Pretpostavimo da jest.

Tada za ε “ 1 postoji δ ą 0 takav da za sve x, y P ⟨0,8⟩ vrijedi

|x ´ y| ă δ ñ | f pxq ´ f pyq| ă ε. (3.1)

Odaberimo n P N takav da je 1
2δ

ă n. Tada je

1

2n
ă δ. (3.2)

Definirajmo x “ 1
n

i y “ 1
2n
. Očito su x, y P ⟨0,8⟩ .

Imamo |x ´ y| “ 1
2n

pa je prema (3.2) |x ´ y| ă δ. Slijedi da je | f pxq ´ f pyq| ă ε.

Medutim, | f pxq ´ f pyq| “ |n ´ 2n| “ n ě 1 “ ε.

Došli smo do kontradikcije. Prema tome, funkcija f nije uniformno neprekidna.

Uočimo da je funkcija iz Primjera 3.2.6 neprekidna. Dakle, neprekidna funkcija ne

mora biti uniformno neprekidna.

Propozicija 3.2.7. Neka je S Ď R te f : S Ñ R funkcija. Tada je f uniformno neprekidna

ako i samo ako za svaki n P N postoji m P N takav da za sve x, y P S vrijedi implikacija

|x ´ y| ă 2´m ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n. (3.3)

Dokaz. Neka je f uniformno neprekidna funkcija. Neka je n P N. BuduÂci da je f unifor-

mno neprekidna funkcija postoji δ ą 0 takav da za sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă δ ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n. (3.4)

Odaberimo m P N takav da je 2´m ă δ.

Ako su x, y P S takvi da je |x ´ y| ă 2´m, onda je |x ´ y| ă δ pa iz (3.4) slijedi da je

| f pxq ´ f pyq| ă 2´n.

Time smo dokazali da vrijedi (3.3).

Pretpostavimo da za svaki n P N postoji m P N takav da za sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă 2´m ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n. (3.5)

Neka je ε ą 0. Tada možemo odabrati n P N takav da vrijedi 2´n ă ε. Prema pretpostavci

postoji m P N takav da za sve x, y P S vrijedi (3.5). Dakle, vrijedi

|x ´ y| ă 2´m ñ | f pxq ´ f pyq| ă ε.

Primjetimo da možemo uzeti δ “ 2´m te da vrijedi implikacija

|x ´ y| ă δ ñ | f pxq ´ f pyq| ă ε.

Time smo dokazali da je f uniformno neprekidna. □
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Napomena 3.2.8. Neka je S Ď R i neka je f : S Ñ R. Iz Propozicije 3.2.7 slijedi da je f

uniformno neprekidna ako i samo ako postoji funkcija ϕ : NÑ N takva da za svaki n P N
i sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă 2´ϕpnq ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n.

Definicija 3.2.9. Neka je S Ď R i neka je f : S Ñ R funkcija. Kažemo da je f efektivno

uniformno neprekidna ako postoji rekurzivna funkcija ϕ : N Ñ N takva da za svaki n P N
i sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă 2´ϕpnq ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n. (3.6)

Napomena 3.2.10. Očito je svaka efektivno uniformno neprekidna funkcija ujedno i uni-

formno neprekidna.

Primjer 3.2.11. Neka je S Ď R, S ,H.

1. Neka je c P R. Neka je f : S Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ c, za svaki x P
S . Tada je f efektivno uniformno neprekidna funkcija jer za bilo koju (rekurzivnu)

funkciju ϕ : NÑ N te sve n P N i x, y P S vrijedi (3.6).

2. Neka je f : S Ñ R, f pxq “ x, za svaki x P S . Neka je ϕ : N Ñ N identiteta. Tada

je ϕ rekurzivna funkcija i očito vrijedi (3.6). Prema tome f je efektivno uniformno

neprekidna.

Propozicija 3.2.12. Neka je S Ď R te neka su f , g : S Ñ R efektivno uniformno nepre-

kidne funkcije. Tada su funkcije ´ f , | f |, f ` g : S Ñ R efektivno uniformno neprekidne.

Dokaz. BuduÂci da je f efektivno uniformno neprekidna, postoji rekurzivna funkcija ϕ :

NÑ N takva da za svaki n P N i sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă 2´ϕpnq ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n. (3.7)

Očito je |p´ f qpxq ´ p´ f qpyq| “ | f pxq ´ f pyq|, za sve x, y P S . Stoga vrijedi

|x ´ y| ă 2´ϕpnq ñ |p´ f qpxq ´ p´ f qpyq| ă 2´n.

Prema tome je funkcija ´ f efektivno uniformno neprekidna.

Nadalje, za sve x, y P S vrijedi || f pxq| ´ | f pyq|| ď | f pxq ´ f pyq|. Iz (3.7) dobivamo

implikaciju

|x ´ y| ă 2´ϕpnq ñ || f pxq| ´ | f pyq|| ă 2´n.
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Prema tome | f | je efektivno uniformno neprekidna.

Zato što je g efektivno uniformno neprekidna postoji neprekidna funkcija ψ : NÑ N takva

da za svaki n P N i sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă 2´ϕpnq ñ |gpxq ´ gpyq| ă 2´n. (3.8)

Iz (3.7) i (3.8) slijedi da za sve x, y P S vrijede implikacije

|x ´ y| ă 2´ϕpn`1q ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´pn`1q (3.9)

i

|x ´ y| ă 2´ψpn`1q ñ |gpxq ´ gpyq| ă 2´pn`1q. (3.10)

Definirajmo funkciju τ : NÑ N, τpnq “ ϕpn ` 1q ` ψpn ` 1q. Funkcija τ je rekurzivna jer

je definirana kao zbroj dvije rekurzivne funkcije.

Pretpostavimo da je n P N te da su x, y P S takvi da je |x ´ y| ă 2´τpnq.

Dakle, |x ´ y| ă 2´pϕpn`1q`ψpn`1qq pa je

|x ´ y| ă 2´ϕpn`1q i |x ´ y| ă 2´ψpn`1q

Iz (3.9) i (3.10) slijedi da je

| f pxq ´ f pyq| ă 2´pn`1q i |gpxq ´ gpyq| ă 2´pn`1q. (3.11)

KoristeÂci (3.11) dobivamo da je

|p f ` gqpxq ´ p f ` gqpyq| “ |p f pxq ` gpxqq ´ p f pyq ` gpyqq|

“ | f pxq ´ f pyq ` gpxq ´ gpyq|

ď | f pxq ´ f pyq| ` |gpxq ´ gpyq|

ă 2´pn`1q ` 2´pn`1q “ 2 ¨ 2´pn`1q “ 2´n.

Dakle, |p f ` gqpxq ´ p f ` gqpyq| ă 2´n.

Time smo dokazali da za svaki n P N i sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă 2´τpnq ñ |p f ` gqpxq ´ p f ` gqpyq| ă 2´n.

Zaključujemo da je funkcija f ` g efektivno uniformno neprekidna. □

3.3 Omedene i izračunljive funkcije

Definicija 3.3.1. Neka je S Ď R te neka je M P R. Kažemo da je M gornja meda skupa S

ako za svaki x P S vrijedi da je x ď M.
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Definicija 3.3.2. Neka je S Ď R. Kažemo da je S odozgo omeden skup ako postoji barem

jedna gornja meda skupa S .

Definicija 3.3.3. Neka je S Ď R te neka je m P R. Kažemo da je m donja meda skupa S

ako za svaki x P S vrijedi da je m ď x.

Definicija 3.3.4. Neka je S Ď R. Kažemo da je S odozdo omeden skup ako postoji barem

jedna donja meda skupa S .

Definicija 3.3.5. Za skup S Ď R kažemo da je omeden ako je S i odozdo i odozgo omeden

skup.

Propozicija 3.3.6. Neka je S Ď R. Tada je S omeden skup ako i samo ako postoji A P R
takav da je |x| ď A za svaki x P S .

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden skup. Tada postoje m,M P R takvi da je x ď M i

m ď x, za svaki x P S .

Neka je x P S . Očito je

x ď maxtM,´mu. (3.12)

Iz m ď x slijedi ´x ď ´m pa je

´x ď maxtM,´mu. (3.13)

Sada iz (3.12) i (3.13) slijedi

|x| ď maxtM,´mu.

Time smo pokazali da postoji A P R (A “ maxtM,´mu) takav da je |x| ď A za svaki x P S .

Obratno, pretpostavimo da postoji A P R takav da vrijedi |x| ď A, za svaki x P S .

Stoga je ´A ď x ď A, za svaki x P S . Očito je da je S odozgo i odozdo omeden skup te je

stoga i omeden. □

Definicija 3.3.7. Neka je X skup te neka je f : X Ñ R funkcija. Kažemo da je f omedena

funkcija ako je Im f omeden skup.

Uočimo da iz Propozicije 3.3.6 slijedi: funkcija f : X Ñ R je omedena ako i samo ako

postoji A P R takav da je | f pxq| ď A, za svaki x P X.

Definicija 3.3.8. Neka je X skup, f : X Ñ R funkcija te Y Ď X. Kažemo da je f omedena

na Y ako je f pYq omeden skup.

Uočimo: f je omedena na Y ako i samo ako postoji A P R takav da | f pyq| ď A, za svaki

y P Y.
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Propozicija 3.3.9. Neka je X skup te f : X Ñ R funkcija. Pretpostavimo da je n P N te

da su Y0, ...,Yn skupovi takvi da je X “ Y0 Y ... Y Yn te da je f omedena na Yi, za svaki

i P t0, .., nu. Tada je f omedena funkcija.

Dokaz. Za svaki i P t0, ..., nu postoji Ai takav da vrijedi

| f pxq| ď Ai, @x P Yi.

Neka je A “ maxtA0, ..., Aiu. Neka je x P X. Tada postoji i P t0, ..., nu takav da vrijedi

x P Yi. Slijedi

| f pxq| ď Ai.

Tada je | f pxq| ď A. Dakle, | f pxq| ď A za svaki x P X. □

Lema 3.3.10. Neka su a, b P R, a ă b te neka su x, y P ra, bs. Tada vrijedi |x ´ y| ď b ´ a.

Dokaz. 1. slučaj: x ď y.

Vrijedi a ď x ď y ď b. Iz a ď x množenjem s p´1q dobivamo ´x ď ´a. Sada

dobivenu nejednakost zbrojimo s y ď b i dobivamo y ´ x ď b ´ a.

Dakle,

|x ´ y| ď b ´ a.

2. slučaj: y ď x.

Vrijedi a ď y ď x ď b. Iz a ď y množenjem s p´1q dobivamo ´y ď ´a. Sada

dobivenu nejednakost zbrojimo s x ď b i dobivamo x ´ y ď b ´ a.

Dakle,

|x ´ y| ď b ´ a.

□

Lema 3.3.11. Neka je S Ď R omeden skup te neka je ε ą 0. Tada postoje n P N i skupovi

T0, ...,Tn Ď R takvi da je S “ T0 Y ... Y Tn te takvi da svaki i P t0, ..., nu vrijedi sljedeÂce:

ako su x, y P Ti, onda je |x ´ y| ă ε.

Dokaz. BuduÂci da je S omeden, postoje donja meda a skupa S i gornja meda b tog skupa.

Možemo pretpostaviti da je a ă b.

Očito je da vrijedi S Ď ra, bs . Odaberimo n P N takav da vrijedi b´a

ε
ă n. Tada je

b ´ a

n
ă ε. (3.14)

Za i P t0, ..., nu definiramo ti “ a ` i ¨ b´a

n
.

Primjetimo da vrijedi

a “ t0 ă ... ă tn´1 ă tn “ b. (3.15)
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Za i P t0, ..., n ´ 1u definiramo Ti “ rti, ti`1s X S . Iz (3.15) je jasno da je ra, bs “ rt0, t1s Y
...Yrtn´1, tns pa kad lijevu i desnu stranu ºpresiječemoº sa S dobivamo S “ T0 Y ...YTn´1.

Neka je i P t0, ..., n ´ 1u. Neka su x, y P Ti, tj. x, y P rti, ti`1s .
Iz Leme 3.3.10 slijedi

|x ´ y| ď ti`1 ´ ti “
b ´ a

n
ă ε.

Dakle, dobivamo |x ´ y| ă ε.

Slijedi da za sve x, y P Ti vrijedi |x ´ y| ă ε. □

Teorem 3.3.12. Neka je S Ď R omeden skup te neka je f : S Ñ R uniformno neprekidna

funkcija. Tada je f omedena funkcija.

Dokaz. Neka je ε “ 1. Prema definiciji uniformne neprekidnosti postoji δ ą 0 takav da za

sve x, y P S vrijedi

|x ´ y| ă δ ñ | f pxq ´ f pyq| ă 1. (3.16)

Prem Lemi 3.3.11 postoje n P N i skupovi T0, ...,Tn Ď S takvi da je

S “ T0 Y ... Y Tn (3.17)

te za svaki i P t0, ..., nu vrijedi

x, y P Ti ñ |x ´ y| ă δ.

Neka je i P t0, ..., nu. Tvrdimo da je funkcija f omedena na Ti.

To je jasno ako je Ti “ H.

Inače možemo odabrati neki y P Ti.

Neka je x P Ti. Tada je |x ´ y| ă δ te iz (3.16) slijedi da je | f pxq ´ f pyq| ă 1.

KoristeÂci ovu nejednakost dobivamo

| f pxq| “ | f pxq ´ f pyq ´ f pyq| ď | f pxq ´ f pyq| ` | f pyq| ă 1 ` | f pyq|.

Dakle, | f pxq| ă 1 ` | f pyq|, za svaki x P Ti.

Stoga je f omedena na Ti, za svaki i P t0, ..., nu. Iz ovoga, (3.17) i Propozicije 3.3.9

slijedi da je f omedena funkcija. □

Napomena 3.3.13. Neka su S ,T Ď R, S Ď T i S , H. Neka je f : T Ñ R. Lako je

dokazati sljedeÂce tvrdnje.

1. Pretpostavimo da je x0 P S te da je f neprekidna u x0. Tada je f |S : S Ñ R

neprekidna u x0.



3.3. OMEDENE I IZRAČUNLJIVE FUNKCIJE 47

2. Pretpostavimo da je f neprekidna. Tada je f |S : S Ñ R neprekidna.

3. Pretpostavimo da je f uniformno neprekidna. Tada je f |S : S Ñ R uniformno

neprekidna.

4. Pretpostavimo da je f efektivno uniformno neprekidna. Tada je f |S : S Ñ R efek-

tivno uniformno neprekidna.

Primjer 3.3.14. Neka je f : ⟨0, 1s Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ 1
x
, za svaki

x P ⟨0, 1s .
Prema Primjeru 3.2.6 funkcija ⟨0,8⟩ Ñ R, x ÞÑ 1

x
je neprekidna pa iz Napomene 3.3.13

slijedi da je f neprekidna.

Imamo Im f “ t f pxq|x P ⟨0, 1su “ t 1
x
| ⟨0, 1su “ r1,8⟩ pa je očito da Im f nije omeden

skup. Dakle, f nije omedena funkcija.

Uočimo da je domena od f , tj. ⟨0, 1s omeden skup. Ovaj primjer pokazuje da pretpos-

tavku iz Teorema 3.3.12, da je f uniformno neprekidna funkcija, ne možemo zamijeniti

pretpostavkom da je f neprekidna funkcija. Onda tvrdnja ne vrijedi opÂcenito.

Iz Teorema 3.3.12 slijedi da funkcija f iz prethodnog primjera nije uniformno nepre-

kidna (jer kad bi bila, onda bi teorem povlačio da je omedena funkcija, a vidjeli smo da

nije).

Propozicija 3.3.15. Neka je S Ď R omeden skup te neka su f , g : S Ñ R efektivno

uniformno neprekidne funkcije. Tada je i f ¨ g : S Ñ R efektivno uniformno neprekidna

funkcija.

Dokaz. Iz efektivne uniformne neprekidnosti od funkcija f i g slijedi da postoje rekurzivne

funkcije ϕ, ψ : NÑ N takve da vrijedi

|x ´ y| ă 2ϕpnq ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´n, (3.18)

|x ´ y| ă 2ψpnq ñ |gpxq ´ gpyq| ă 2´n. (3.19)

Iz Teorema 3.3.12 slijedi da su f i g omedene funkcije.

Tada postoje A, B P R takvi da je | f pxq| ď A i gpxq| ď B, za svaki x P S .

Možemo pretpostaviti da je A ą 0 i B ą 0. Odaberimo n0 P N takav da je

A ` B ă 2n0 . (3.20)

Iz (3.18) i (3.19) slijedi da za svaki n P N i sve x, y P S vrijede implikacije

|x ´ y| ă 2ϕpn`n0q ñ | f pxq ´ f pyq| ă 2´pn`n0q, (3.21)

|x ´ y| ă 2ψpn`n0q ñ |gpxq ´ gpyq| ă 2´pn`n0q. (3.22)
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Neka je τ : NÑ N funkcija definirana sa τpnq “ ϕpn ` n0q ` ψpn ` n0q. Očito je funkcija

τ rekurzivna.

Neka je n P N te neka su x, y P S takvi da je |x´y| ă 2´τpnq. Slijedi da je |x´y| ă 2´ϕpn`n0q

i |x ´ y| ă 2´ψpn`n0q.

Iz (3.21) i (3.22) slijedi da je

| f pxq ´ f pyq| ă 2´pn`n0q i |gpxq ´ gpyq| ă 2´pn`n0q. (3.23)

KoristeÂci (3.23) dobivamo da je

|p f ¨ gqpxq ´ p f ¨ gqpyq| “ | f pxqgpxq ´ f pyqgpyq|

“ | f pxqgpxq ´ f pxqgpyq ` f pxqgpyq ´ f pyqgpyq|

ď | f pxq||gpxq ´ gpxq| ` |gpyq|| f pxq ´ f pyq|

ď A ¨ |gpxq ´ gpyq| ` B ¨ | f pxq ´ f pyq|

ď A ¨ 2´pn`n0q ` B ¨ 2´pn`n0q “ pA ` Bq ¨ 2´pn`n0q

ă 2n0 ¨ 2´pn`n0q “ 2´n.

Dakle, |p f ¨ gqpxq ´ p f ¨ gqpyq| ă 2´n. Time smo dokazali da za svaki n P N i sve x, y P S

vrijedi implikacija

|x ´ y| ă 2´τpxq ñ |p f ¨ gqpxq ´ p f ¨ gqpyq| ă 2´n.

Slijedi da je funkcija f ¨ g efektivno uniformno neprekidna. □

Primjer 3.3.16. Neka je f : R Ñ R, f pxq “ x za svaki x P R. Prema Primjeru 3.2.11

f je efektivno uniformno neprekidna funckija. Tvrdimo da f ¨ f : R Ñ R nije efektivno

uniformno neprekidna, čak štoviše tvrdimo da f ¨ f nije uniformno neprekidna.

Označimo g “ f ¨ f . Dakle, gpxq “ x2, za svaki x P R. Pretpostavimo da je g uniformno

neprekidna.

Neka je ε “ 1. Tada postoji δ ą 0 takav da za sve x, y P R vrijedi |x´y| ă δ ñ |x2 ´y2| ă
1, tj.

|x ´ y| ă δ ñ |x ´ y||x ` y| ă 1. (3.24)

Uzmimo n P N takav da je 1
n

ă δ. Definirajmo x “ n ` 1
n

i y “ n.

Imamo

|x ´ y| “
1

n
ă δ

pa (3.24) povlači da je |x ´ y||x ` y| ă 1.

Iz definicije od x i y slijedi

|x ´ y||x ` y| “
1

n

ˆ

2n `
1

n

˙

“ 2 `
1

n2
ą 1.
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Došli smo do kontradikcije te zaključujemo da g nije uniformno neprekidna, time ni efek-

tivno uniformno neprekidna.

Napomena 3.3.17. Neka su S Ď R, n P N te f0, ..., fn : S Ñ R efektivno uniformno

neprekidne funkcije. Prema Propoziciji 3.2.12, lako slijedi indukcijom da je tada i funkcija

f0 ` ... ` fn : S Ñ R efektivno uniformno neprekidna.

Isto tako, koristeÂci Propoziciju 3.3.15, dobivamo da je f0 ¨ ... ¨ fn : S Ñ R efektivno

uniformno neprekidna funkcija ako je S omeden skup.

Propozicija 3.3.18. Neka je S Ď R omeden skup. Neka je n P N te neka su a0, ..., an P R.
Neka je f : S Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ anxn ` ... ` a1x ` a0. Tada je funkcija f

efektivno uniformno neprekidna.

Dokaz. Za i P t0, ..., nu neka je hi : S Ñ R funkcija definirana sa hipxq “ ai ¨ xi. Jasno je

da vrijedi f “ h0 ` ... ` hn. Stoga je, prema Napomeni 3.3.17, dovoljno dokazati da je hi

efektivno uniformno neprekidna funkcija za svaki i P t0, ..., nu.
Neka je i P t0, ..., nu. Funkcija hi je umnožak funkcije S Ñ R, x ÞÑ ai i funkcije S Ñ R,

x ÞÑ xi. Funkcija x ÞÑ ai je efektivno uniformno neprekidna prema Primjeru 3.1.13, a

funkcija x ÞÑ xi je efektivno uniformno neprekidna po Napomeni 3.3.17 i činjenici da je

funkcija S Ñ R, x ÞÑ x efektivno uniformno neprekidna pa je, prema Propoziciji 3.3.15,

funkcija hi efektivno uniformno neprekidna. □

Definicija 3.3.19. Neka je S Ď R omeden skup te neka je f : S Ñ R funkcija. Kažemo da

je f izračunljiva funkcija ako je f nizovno izračunljiva i efektivno uniformno neprekidna.

Primjer 3.3.20. Neka je S Ď R omeden skup. Neka je n P N te neka su a0, ..., an

izračunljivi brojevi. Neka je f : S Ñ R funkcija definirana sa f pxq “ anxn ` ...` a1x ` a0

za svaki x P S . Tada je f izračunljiva funkcija.

Ova tvrdnja slijedi iz Napomene 3.1.14 i Propozicije 3.3.18.

Propozicija 3.3.21. Neka su f , g : S Ñ R izračunljive funkcije. Tada su i funkcije

´ f , | f |, f ` g, f ¨ g : S Ñ R izračunljive.

Dokaz. Nizovna izračunljivost slijedi iz Propozicije 3.1.7, a efektivna uniformna nepre-

kidnost iz Propozicije 3.2.12 i Propozicije 3.3.15.

Zaključujemo da su funkcije ´ f , | f |, f ` g i f ¨ g izračunljive. □

Primjer 3.3.22. Neka je f : ⟨0, 1s Ñ R, f pxq “ x. Funkcija je izračunljiva prema Primjeru

3.3.20. Očito je f pxq , 0 za svaki x P ⟨0, 1s . Tvrdimo da funkcija 1
f

: ⟨0, 1s Ñ R nije

izračunljiva.

Očito je

´

1
f

¯

pxq “ 1
x
, za svaki x P ⟨0, 1s.
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Sažetak

U ovom diplomskom radu proučavali smo svojstva rekurzivnih funkcija. Tema je podije-

ljena na tri cjeline. U prvom poglavlju uveli smo pojmove inicijalnih i rekurzivnih funkcija

te smo prikazali neka njihova osnovna svojstva. U drugom poglavlju definirali smo rekur-

zivne funkcije Nk Ñ Z, Nk Ñ Q i Nk Ñ R te smo proučavali svojstva tih funkcija. Zatim

smo uveli pojam izračunljivog broja i povukli analogiju s realnim rekurzivnim funkcijama.

TreÂce poglavlje bavi se nizovno izračunljivim funkcijama, efektivnom uniformnom nepre-

kidnošÂcu te omedenim i izračunljivim funkcijama.





Summary

In this master’s thesis we have studied properties of recursive functions. The topic is di-

vided into three parts. In the first chapter, we have introduced the concepts of initial and

recursive functions and presented some of their basic properties. In the second chapter, we

defined the recursive functions Nk Ñ Z, Nk Ñ Q and Nk Ñ R and studied their properties.

Then we have introduced the notion of a computable number and drew an analogy with

real recursive functions. The third chapter deals with sequentially computable functions,

effective uniform continuity and bounded and computable functions.
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