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Uvod

Pojam izracunljivosti moZemo definirati uvodenjem pojma rekurzivnosti funkcija.
Neformalno govoreéi, rekurzivnost funkcije zamisljamo kao algoritam koji rauna ma-
tematicku formulu te funkcije. U radu ¢emo, naravno, to precizno definirati. Za pocetak
promatramo funkcije N* — N,

Kao aksiom uzimamo da je nulfunkcija izracunljiva. Takoder, uvodimo funkciju sljed-
benika, koja vraca broj za jedan veci od zadanog, te funkciju koordinatne projekcije koja
vraca zadanu koordinatu. Na ovu polaznu klasu funkcija, ostatak funkcija dobivamo kom-
pozicijom, primitivnom rekurzijom i y operatorom. Skup tih inicijalnih funkcija je re-
kurzivan. Takoder, sve funkcije koje su iz inicijalnih funkcija dobivene kompozicijom,
primitivnom rekurzijom ili 4 operatorom u kona¢no mnogo koraka su takoder rekurzivne.

Rekurzivnost promatramo i na funkcijama N¥ — N”. Da bismo dosli do realnih funk-
cija, postepeno promatramo svojstva rekurzivnih funkcija N¥ — Z i N* — Q. Iz poznate
Cinjenice da svaki realni broj mozemo aproksimirati nekim racionalnim brojem, povuéi
¢emo paralelnu definiciju za rekurzivnu funkciju N* — R. To¢nije, funkcija f : N* — R
bit ée rekurzivna ako postoji njena rekurzivna aproksimacija F : N* — Q, tj. ako vrijedi

|f(x) — F(x,n)| <27, VxeN‘ VneN.

Analognu definiciju imamo i kod pojma izraunljivog broja @ € R.

Nadalje, prou¢avamo svojstva neprekidnih funkcija § — R,S < R te s tim u vezi
promatramo uniformnu neprekidnost i efektivnu uniformnu neprekidnost.
Jedan od bitnijih rezultata u ovome djelu je teorem koji kaze da ako je funkcija f : § — R
uniformno neprekidna, gdje je S omeden skup, tada je i1 funkcija f omedena. Naposlijetku,
definirat ¢emo pojam izracunljive funkcije te prikazati nekoliko svojstva i primjera takvih
funkcija.






Poglavlje 1

Osnovna svojstva rekurzivnih funkcija

1.1 Kompozicija, primitivna rekurzija i u operator

Definicija 1.1.1. Nekaje k € N\{0} i j € {1,...,k}. Za funkciju definiranu s I¥(x1, X3, ..., xx) =
x; kaZemo da je projekcija na j-tu koordinatu.

Neka su s,z : N — N definirane sa s(x) = x + 1 i z(x) = 0 za svaki x € N. Funkcija s je
funkcija sljedbenika, a funkcija z je nulfunkcija.

Funkcije I;f, s 1z zovemo inicijalne funkcije.

Definicija 1.1.2. Neka su k,n € N\{0} te g1,...,g, : N* > N, f: N* — N. Za funkciju
h: N — N definiranu sa h(x) = f(g1(x),...,g.(x)), Vx € Nf kazemo da je dobivena
kompozicijom funkcija fi gy, ..., &n

Napomena 1.1.3. Neka su k,n € N\{0} te g1,...,g, : NF > N, f:N' - N, h: NF - N,
Neka je G : N¥ — N" funkcija definirana s G(x) = (g1(x), ..., gn(x)). Tada je h dobivena
kompozicijom funkcija f, g1, ...,g, ako i samo ako je h = f oG.

Primjer 1.1.4. Neka je f : N*> — N funkcija te neka je g : N> — N funkcija definirana sa

g(x.y) = £y, x).
Za sve x,y € Nvrijedi g(x,y) = f(I;(x,y), I} (x,y). Stoga je funkcija g dobivena kompozi-
cijom funkcija f, 12, 112.

Definicija 1.1.5. Neka je n € N\{0} te neka su f : N* — N i g : N¥*2 — N funkcije. Neka
je h : N**!' N funkcija definirana induktivno po prvoj varijabli na sljedeci nacin:

h(o’yl""’yZ) = f(yl’-‘-’yn)
h(x 4+ 1,y ov6) = 8(R(X, Y1, Yk)s X, V1s e -2 Vi)

Tada za funkciju h kaZemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.

3



4 POGLAVLIJE 1. OSNOVNA SVOJSTVA REKURZIVNIH FUNKCIJA

Primjer 1.1.6. Neka su f : N — Nig : N° — N funkcije definirane s f(x) = x i
g(x,y,z) = x + 1. Neka je h funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Imamo:

h(0,y) =y (1.1)
h(x+1,y) = g(h(x,y), x,y) (1.2)
Dakle,
h(0,y) =y

h(1,y) =h(0,y) + 1 =y +1
h(2,y) =h(l,y)+1=y+2

Fiksirajmo y € N. DokaZimo indukcijom po x € N da je

h(x,y) = x+y. (1.3)

Za x = 0 (1.3) vrijedi prema (1.1). Pretpostavimo da h(x,y) = x + y vrijedi za neki x € N.
Koristeci (1.2) dobivamo:

hx+1,y) =h(x,y) +1=(x+y)+1=(x+1)+y.
Dakle, h(x + 1,y) = (x+ 1) + y.

Prema tome, (1.3) vrijedi za svaki x € N.

Primjer 1.1.7. Neka je h : N> — N, h(x,y) = xy. PokuSajmo odrediti neke funkcije
f:N - Nig: N — N takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od fi g.
Prema definiciji primitivne funkcije Zelimo funkcije fi g takve da je

h(0,y) = f(v), (1.4)
h(x+ 1,y) = g(h(x,y), x,y), Vx,y € N. (1.5)
Jednakosti (1.4) i (1.5) su ekvivalentne sa
0=rf(),

(x+ 1)y = g(xy, x,y).
Zapravo imamo
0=f(©), (1.6)
xy +y=g(xy,x,y). (1.7)

Definirajmo f = zi g : N° — N, g(u,x,y) = u + y. Jasno je da za ovako definirane
funkcije vrijedi (1.6) i (1.7) Vx,y € N. Prema tome h je dobivena primitivnom rekurzijom
odfig.
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Primjer 1.1.8. Neka je h : N*> — N funkcija definirana sa h(x,y) = y* (pri demu uzimamo
0° = 1). Pronadimo funkcije f : N — N i g : N° — N takve da je h dobivena primitivnom
rekurzijom od f i g. Jednakosti

h(0,y) = f(y),
h(x+ 1,y) = g(h(x,y), x,y)

su ekvivalentne jednakostima

1= f), (1.8)
¥y =g xy). (1.9)
Neka su f : N — N, g : N*> — N funkcije definirane sa
fy) =1

g(u,x,y) = uy, Yu,x,y e N

Tada je ocito da vrijede jednakosti (1.8) i (1.9). Prema tome, h je dobivena primitivnom
rekurzijom od f i g.

Primjer 1.1.9. Neka je c € N te g : N> — N. Definirajmo h : N — N induktivno sa
h(0) = c, (1.10)
h(x+ 1) = g(h(x), x). (1.11)

Definirajmo H : N*> — N sa H(x,y) = h(x),Vx,y € N. Poku§ajmo naci funkcije F : N —
NiG : N* — N takve da je H dobivena primitivnom rekurzijom od F i G.
Jednakosti

H(0,y) = F(y)
H(x+1,y) = G(H(x.y) x.y)
su ekvivalentne jednakostima
h(0) = F(y)
h(x + 1) = G(h(x),x,y)
sto je prema (1.10) i (1.11) ekvivalentno jednakostima

c = F(y) (1.12)
g(h(x), x) = G(h(x),x,y) (1.13)

Za funkcije F : N — N i G : N> — N definirane sa F(y) = ¢ i G(u,v,w) = g(u, v) vrijede
jednakosti (1.12) i (1.13). Prema tome H je dobivena primitivnom rekurzijom od F i G.
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Definicija 1.1.10. Neka je k € N te f : N¥*! — N funkcija koja ima sljedeée svojstvo:
za sve xi,...,x; € N postoji y € N takav da je f(xi,...,x,y) =0.
Neka je g : N* — N funkcija definirana sa
g(xy,...,x) =min {y e N| f(xy,...,x0,y) = 0},Vxy,...,x, €N,
Za funkciju g kaZemo da je dobivena primjenom u operatora na f.
Broj min{y € N | f(xy,...,xx) = 0} oznacavamo i sa py(f(xi,...,x,y) = 0). Dakle,

glxty . ox) = wy(f(xrs. ooy x0y) =0), Vxy, ..., x €N

0, k+D(y+1)>x

Primjer 1.1.11. Nekaje f : N> — N funkcija definirana s f(x,y, k) = {1 o
, inace

Neka su x,y,k € N. Tada je

f(x,y,k)=o@(k+1)(y+1)>xc>k+1>L1©k>L_1

y+ y+1
Dakle,
X
k) =0<k>——1. 1.14

f(x,y, k) ST (1.14)
Neka su x,y € N. Tada sigurno postoji k € N takav da je k > }% — 1.
Iz (1.14) slijedi da je f(x,y,k) = 0. Prema tome, za sve x,y € N postoji k € N takav da je
flx,y,k) =0.

Neka je g funkcija dobivena primjenom u operatora na f. Imamo g : N> — N, g(x,y) =
min{k € N | f(x,y,k) = 0}.

Neka su x,y € N. Koristeci (1.14) dobivamo g(x,y) = min{k e N | k > == — 1}.

Definirajmo u := {HLIJ Tada vrijedi

paje

Sada vidimo da je u = min{k € N | k > =5 — 1}.

X

y+1J za sve x,y € N.

Prema tome, g(x,y) = u, tj. g(x,y) = [
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1.2 Rekurzivne funkcije

Definiramo induktivno niz skupova (%), na sljedeci nadin.

Definicija 1.2.1. Neka je ¥ skup svih inicijalnih funkcija. Neka je n € N te neka je F,
definiran. Definirajmo skup A kao skup svih funkcija h za koje postoje f,g1,...,8m € Fu
takve da je h dobivena kompozicijom f, g, ..., &m-

Definirajmo B kao skup svih funkcija h za koje postoje f,g € F, takve da je h dobivena
primitivnom rekurzijom od f i g.

Nadalje, definirajmo C kao skup svih funkcija h za koje postoji f € F, takva da je h
dobivena primjenom u operatora na f. Definirajmo ¥, 1 = F, A U Bu C. Na ovaj nacin
smo definirali niz skupova (Fo)pen-

Za neku funkciju f kaZemo da je rekurzivna ako postoji n € N takav da je f € F,.

Primjetimo sljedece: ako je f rekurzivna funkcija, onda je f : N¥ — N za neki
k € N\{0}. Nadalje, uo¢imo da je svaka inicijalna funkcija rekurzivna. Naime, ako je
f inicijalna funkcija, onda je f € Fy.

Primjer 1.2.2. Neka je g : N° — N funkcija definirana sa g(x,y,z) = x + 1. Za sve
x,y,z € Nvrijedi g(x,y,z) = s(I;(x,y,z)) pa zakljucujemo da je g dobivena kompozicijom
funkcija s i I3. Imamo s, I; € F pa je g € F1. Prema tome, g je rekurzivna funkcija.

Primjer 1.2.3. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(x,y) = x + y. Prema Primjru
1.1.6 funkcija h je dobivena primitiviom rekurzijom od f i g gdje su f : N — Nig: N> —
N funkcije definirane sa f(x) = xi g(x,y,z) = x + 1. Primjetimo da je f = 111, stoga je
feFopajeif e F. Prema Primjeru 1.2.2 imamo g € ¥ pa zakljucujemo da je h € F,.
Dakle, h je rekurzivna funkcija.

Iz definicije niza skupova ¥, vidimo da je ¥, sadrzan u ¥,.. Iz ovoga slijedi da je
Fo S Fm za sve myn € N takve da je n < m. Naime, ovu tvrdnju lako dokazujemo
indukcijom po m.
Za bazu indukcije uzimamo m = n. Tada je ¥, = F,, te tvrdnja vrijedi.
Pretpostavimo da za neki m € N, n < m vrijedi , < F,,. Zam + 1 imamo F,, < F 1 1.
Tada vrijedi i 7, < ¥, S Tt te je tvrdnja dokazana principom matematicke indukcije.

Propozicija 1.2.4. 1. Pretpostavimo da su f,gi,...,8gn rekurzivne funkcije te da je h
dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., gn- Tada je h rekurzivna funkcija.

2. Pretpostavimo da su f i g rekurzivne funkcije te da je h dobivena primitivnom rekur-
zijom od f i g. Tada je h rekurzivna funkcija.

3. Pretpostavimo da je f rekurzivna funkcija te da je g dobivena primjenom p operatora
na f. Tada je g rekurzivna.
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Dokaz.

1. Bududi da su f, gy, ..., g, rekurzivne funkcije, postoje ng, ny,...,n, € N takvi da
je f € Fupw&1 € Fny»---8m € Fn,- Nekaje N = max{no,n,...,n,}. Tada je
Frno S FnoTFny S Fno-wosFu,, © Fy paimamo f,g1,...,8, € Fun. Slijedi da je
h € Fn te je stoga h rekurzivna funkcija.

2. Znamo da su f i g rekurzivne funkcije. Tada postoje m,n € N takvi da je f € F,, i
g € F,. Tadajeili F, < F, ili F, < F,. Bez smanjenja opentosti uzmimo da je
Fn. S Fn. Tada su f, g € F,,. Slijedi je h € F,,,; te da je h rekurzivna.

3. Bududi da je f rekurzivna funkcija, postoji n € N takav da je f € ¥,. Kako je g do-
bivena primjenom u operatora na f, slijedi da je g € ¥, te je g takoder rekurzivna.

Primjer 1.2.5. Neka je h : N* — N, h(x,y) = xy. Prema Primjeru 1.1.7 funkcija h je
dobivena primitivnom rekurzijom od f i g, gdje su f : N — Nig : N> — N funkcije
definirane sa f(x) =0, g(u, x,y) = u + y.

Neka jei: N? — N,i(x,y) = x + y. Prema Primjeru 1.2.3 funkcija i je rekurzivna. Za sve
u, x,y € Nvrijedi g(u, x,y) = i(I; (u, x,y), I3(u, x,y)) pa slijedi da je g dobivena kompozi-
cijom funkcija i, I; i I3. Iz Propozicije 1.2.4 zakljucujemo da je g rekurzivna. Uocimo da je
f =z, stoga je i [ rekurzivna funkcija. Prema Propoziciji 1.2.4 funkcija h je rekurzivna.

Primjer 1.2.6. Neka je h : N> — N, h(x,y) = y*. Prema Primjeru 1.1.8 funkcija h je
dobivena primitivnom rekurzijom od f i g gdje su f : N — N ig : N> — N funkcije
definirane sa f(x) = 1i g(u,x,y) = uy.

Neka je i : N> — N, i(x,y) = xy. Prema primjeru 1.2.5 funkcija i je rekurzivna. Za sve
u,x,y € N vrijedi g(u,x,y) = i(I;(u,x,y),3(u, x,y)). Iz Propozicije 1.2.4 zakljucujemo
da je g rekurzivna.

Uocimo da je f dobivena kompozicijom od s i z, f(x) = s(z(x)) pa je prema Propoziciji
1.2.4 takoder rekurzivna. Sada slijedi i da je h rekurzivna.

Propozicija 1.2.7. Neka je k € N\{0}. Tada je svaka konstantna funkcija N* — N rekur-
zivna.

Dokaz. Za c € N neka je g. : N¥ — N funkcija definirana sa g.(x) = ¢ za svaki x € N¥,
Zelimo dokazati da je g. rekurzivna funkcija za svaki ¢ € N.

Dokazimo to indukcijom po c.

Vrijedi go(x) = z(I*(x)),Vx € N. Stoga je go rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija.

Pretpostavimo da je g, rekurzivna funkcija za neki ¢ € N.

Za svaki x € N¥ vrijedi g1 = s(g.(x)). Tada je g.,; rekurzivna kao kompozicija rekur-
zivnih funkcija. Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|
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Propozicija 1.2.8. Neka je a € N te neka je g : N> — N rekurzivna funkcija. Definirajmo
funkciju h induktivno na sljedeci nacin:

h(0) = a,
h(x+ 1) = g(h(x), x).
Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo H : N> — N, H(x,y) = h(x). Prema Primjeru 1.1.9 funkcija H je
dobivena primitivnom rekurzijom od F i G, gdje su F : N — NiG : N> — N funkcije
definirane sa

F(y) =c,
G(u,x,y) = g(u, x), za sve y,u, x € N.

Iz Propozicije 1.2.7 slijedi da je F rekurzivna funkcija. Uocimo da je G dobivena kompo-
zicijjom funkcija g, I 13 i I;. Stoga je G rekurzivna (Propozicija 1.2.4.1). Sada iz Propozicije
1.2.4.2 slijedi da je H rekurzivna funkcija. Za sve x,y € N vrijedi

h(x) = H(x,y).
Posebno, za svaki x € N vrijedi h(x) = H(x,0). Dakle,
h(x) = H(I{(x),z(x)), za svaki x € N.
Slijedi da je h kompozicija funkcija H, I} i z te je h rekurzivna funkcija. O

Korolar 1.2.9. Neka je a € N te neka je g : N — N rekurzivna funkcija. Definirajmo
h:N — N sa:

h(0) = a,
h(x+ 1) = g(h(x)).

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo g’ : N> — N, ¢/(a,b) = g(a). Primjetimo da je g’ dobivena kompozi-
cijom funkcija g i I?. Stoga je g’ rekurzivna. Funkciju 7 moZemo zapisati ovako:

h(0) = a,

h(x+1) = g'(h(x), x).

Prema Propoziciji 1.2.8 & je rekurzivna. m|
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x—1, x>1

Definicija 1.2.10. Neka je ph : N — N funkcija definirana sa ph(x) = {0 0
, X =

Propozicija 1.2.11. Funkcija ph je rekurzivna.
Dokaz. Vrijedi

ph(0) =0
ph(x+ 1) = x, za svaki x € N.
Dakle,
ph(0) =0,
ph(x + 1) = I;(ph(x), x), za svaki x € N.
Iz propozicije 1.2.8 slijedi da je ph rekurzivna funkcija. O
- . . . I, x=1
Definicija 1.2.12. Neka je sg : N — N funkcija definirana sa sg(x) = 0 0
, X=

0, > 1
Neka je sg : N — N funkcija definirana sa sg(x) = {1 * 0
, X =
Propozicija 1.2.13. Funkcije sg i sg su rekurzivne.
Dokaz. Nekasucy: N — Nicy: N — N konstantne funkcije s vrijednostima 01 1.
Vrijedi
5g(0) =0,
sg(x+1) =ci(sg(x)), za svaki x € N.

Iz korolara 1.2.9 slijedi da je funkcija sg rekurzivna. Analogno

sg(0) =1,

sg(x+ 1) =co(sg(x)), za svaki x € N.
pa vrijedi da je sg rekurzivna. O

Definicija 1.2.14. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — N. Definiramo funkcije
f+g=N>Nif g:N' - Nsa

(f +8)(x) = f(x) + g(x),
(f-g) = f(x) gx).
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Propozicija 1.2.15. Neka je k € N\{0} te neka su f, g : N* — N rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije f + g i f - g rekurzivne.

Dokaz. Neka je h : N> — N funkcije definirana sam h(u, v) = u+ v za sve u,v € N. Prema
Primjeru 1.2.3 funkcija /4 je rekurzivna.
Za svaki x € N¥ vrijedi

(f +8)(x) = f(x) + 8(x) = h(f(x), g(x)).

Dakle, (f + g)(x) = h(f(x), g(x)) za svaki x € N¥,

Iz ovoga slijedi da je funkcija f + g dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija 4, f, g te
je 1 ona rekurzivna.

Na isti nacin, koriste¢i Primjer 1.2.5, dobivamo da je f - g rekurzivna. O

Napomena 1.2.16. Neka je f : N> — N rekurzivna funkcija te neka je g : N> — N
funkcija definirana sa g(x,y) = f(y,x). Tada je i g rekurzivna. Naime, prema Primjeru
1.1.4, funkcija g je dobivena kompozicijom funkcija f, 12, 112 pa slijedi da je g rekurzivna.

Definicija 1.2.17. Za x,y € N definiramo

{x—y, akoje x =y
X=y= .
0, inace.

Za funkciju N> — N, (x,y) — x = y kaZemo da je modificirano oduzimanje.
Propozicija 1.2.18. Modificirano oduzimanje je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo funkciju f : N> — N sa f(x,y) = y — x. Neka su x,y € N. Tvrdimo
da je
y= (x+1) = ph(y ~ x). (1.15)

Promotrimo slucaj kada je y > x + 1. Dakle, vrijedi (1.15)

y=(x+1)=y—(x+1)

=y—x—1
=(—x) -1
= ph(y — x)
= ph(y = x).

Pretpostavimo sadadaje y < x + 1. Tada je y < x (jer su x,y € N). Vrijedi,

y= (x+1)=0= ph(0) = ph(y ~ x).
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Dakle, i u ovom slucaju vrijedi (1.15).
Za svaki y € N ocito vrijedi

£0.y) =y = L) (1.16)
Neka su x,y € N. Koristeéi (1.15) dobivamo da je

fx+1Ly)=y=(x+1) = ph(y = x) = ph(f(x.y)).

Dakle,

flx+1,y) = ph(f(x.y)). (1.17)
Definirajmo G : N* — N, G(a,b,c) = ph(a).
Funkcija G je rekurzivna jer je dobivena kompozicijom funkcija ph i I3. Iz definicije od G
i (1.17) slijedi da je f(x + 1,y) = G(f(x,y), x,y) zasve x,y € N.
Iz ovoga i (1.16) zakljuCujemo da se f dobivena primitivnom rekurzijom od ] i G, stoga
je f rekurzivna. Iz Napomene 1.2.16 slijedi da je funkcija g : N> — N, g(x,y) = f(y,x)
rekurzivna.
Zasve x,y € N vrijedi g(x,y) = f(y,x) = x=y, prema tome g je modificirano oduzimanje.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. |

Propozicija 1.2.19. Neka je g : N> — N definirana sa g(x,y) = [HLIJ . Tada je g rekur-

zivna funkcija.
Dokaz. Nekaje f : N* — N funkcija definirana sa

0, y+1)(k+1)>x
1, inace.

f(x,y,k) ={

Prema Primjeru 1.2.2 funkcija g dobivena je primjenom u operatora na f. Stoga je dovoljno
pokazati da je f rekurzivna funkcija. Uocimo da za sve u, v € N vrijedi:

u>v <= u-v=1 < sglu=-v)=0.
Stoga za sve x, y, k € N vrijedi:

foy,k) =5g((k+1)(y+1) = x).

Definirajmo funkciju g’ : N> — N sa g’(x,y,k) = (k + 1)(y + 1) = x. Tada je funkcija f
kompozicija funkcija sg i g’ pa je dovoljno dokazati da je g’ rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju  : N3 — Nsa &(x,y,k) = (k+1)(y+ 1). Funkcija g’ je kompozicija
modificiranog oduzimanja, funkcije 4 i funkcije 1 ?

Dovoljno je pokazati da je & rekurzivna funkcija.

Primjetimo da je h = (s o I3)(s o ;) pa iz Propozicije 1.2.15 slijedi da je & rekurzivna
funkcija.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. m|
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Korolar 1.2.20. Neka su k,n € N\{0} te neka su fi,...,, f, : N* — N rekurzivne funkcije.
Tada su funkcije fi + ... + f, : NF > N, £, - ... - f, : N — N rekurzivne.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Baza: OCcito tvrdnja vrijedi zan = 1.
Pretpostavimo tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Korak: Neka su fi, ..., fus1 : N¥ — N rekurzivne funkcije.

Imamo f; + -+ + foi1 = (fi + -+ fu) + fus1 paiz pretpostavke indukcije i Propozicije
1.2.15 slijedi da je f; + - - + foy1 : N¥ — N rekurzivna funkcija.

Analogno dobivamo da je f; - - - - - foy1 : N¥ — N rekurzivna funkcija.

Po principu matematic¢ke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki n € N. |

Primjer 1.2.21. Neka je abs : N* — N funkcija definirana sa abs(x,y) = |x —y|. Tvrdimo
da je abs rekurzivna funkcija.
Uocimo prije svega da za sve x,y € N vrijedi

[x —y[ = (x =)+ (y = x). (1.18)

Naime, ako je x > y onda je |x —y| = x =y, ay— x = 0. Analogno zakljucujemo u sluc¢aju
x<y.

Iz 1.18 slijedi da je abs zbroj modificiranog oduzimanja i funkcije f iz dokaza Propozicije
1.2.18 (za koju znamo da je rekurzivna). Tada je i abs rekurzivna funkcija.

1.3 Rekurzivni skupovi

Definicija 1.3.1. Neka je k € N te neka je S = N¥. Definiramo ys : N — N,

_ 1, xe S,
xs = 0, x¢sS.

Za xs kaZemo da je karakteristicna funkcija skupa S .

Definicija 1.3.2. Neka je k € N\{0} te neka je S = N*. Za skup S kazemo da je rekurzivan
skup u N* ako je njegova karakeristicna funkcija ys : N* — N rekurzivna.

Primjer 1.3.3. Neka je k € N\{0}. Prazan skup je rekurzivan u N¥ jer je njegova karakte-
risticna funkcija konstantna funkcija. (Primjer 1.1.9.)
Isto tako je N* je rekurzivan skup.

Primjer 1.3.4. Neka su f,g : N> — N funkcije definirane sa f(x,y) = min{x,y} i
g(x,y) = max{x,y} za sve x,y € N. Tvrdimo da su f i g rekurzivne funkcije.
Neka su x,y € N. DokaZimo da je

min{x,y} = x = (x =~ y) (1.19)
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Ako je x < y onda na lijevoj strani u (1.19) imamo x, a na desnoj x = 0 $to je jednako x.
Ako je x >y onda na lijevoj strani u jednakosti (1.19) imamo y, a na desnoj x — (x — y)
Sto je jednako x — (x —y), a to je jednako y.
Neka je m : N> — N modificirano oduzimanje. Tada iz (1.19) slijedi da je f(x,y) =
m(x,m(x,y)), za sve x,y € N. Iz ovoga slijedi da je f dobivena kompozicijom funkcija
m, 112 i m pa zakljucujemo da je f rekurzivna.
DokaZimo da vrijedi

max{x,y} = x + (y ~ x). (1.20)

Ako je x <y, na lijevoj strani jednakosti imamo y, a na desnoj x +y — x = y.

Ako je x >y, na lijevoj strani jednakosti imamo x, a na desnoj x + 0 = x.

Dakle, jednakost vrijedi.

Iz (1.20) slijedi da je g(x,y) = x + m(y, x), za sve x,y € N. Prema Propoziciji 1.2.15 i
Napomeni 1.2.16 funkcija g je rekurzivna.

Primjer 1.3.5. Neka je k € N\{0} te neka je a € N*. Tada je {a} rekurzivan skup u N*.
DokaZimo to.

Imamo a = (ai, ..., a;). Neka je x € N¥, x = (xy, ..., x;). Tada je
(x) I, x=a 1, xy =ay, ..., xx = ax
ay\X) = =
Xla} 0, x#a 0, inace.

Iz ovoga zakljucujemo da je

Xiay (X150 X)) = 58(|x1 — an]) - ... - 58 (|2 — axl). (1.21)
Zai€ {1,..,k} definirajmo h; : N* — N sa hi(x1, ..., x,) = 5g(|x; — ai|). Iz (1.21) slijedi
da je x(p = hy - ... - hy pa je prema Korolaru 1.2.20 dovoljno dokazati da su hy, ..., hy
rekurzivne.

Neka jei€ {1,....k}. Nekaje g : N* >N, g(x,...,x) = |x; — ail.
Neka je abs funkcija iz Primjera 1.2.21 te neka je c,, : N¥ — N konstantna funkcija s
vrijednoscu a;. Tada za sve xi, ..., x; € N vrijedi

g(X1s e X)) = abs(IF (X1 oy X2), Cay (X150 X)),

Zakljucujemo da je funkcija g dobivena kompozicijom gunkcija abs, If, cq, te je stoga re-
kurzivna.

Funkcija h; je dobivena kompozicijom funkcija sg i g te je takoder rekurzivna. Time smo
dokazali da je jednoclan skup {a} rekurzivan.

Propozicija 1.3.6. Neka je k € N\{0} te neka su S i T rekurzivni skupovi u N*. Tada su
SuT,S nTiSC rekurzivni skupovi u Nk,
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Dokaz. Za svaki x € N vrijedi

1, xeSixeT (x) (x)
nT — = X) - X),
XS =0 xegSilixer VAT

xsor = $8(xs (x) + xr(x)),
xsc = 5g(xs(x)).

StogasuS UT,S N TiS€ rekurzivni skupovi. o

Korolar 1.3.7. Neka su k € N\{0}, n € N te neka su Sy, ..., S, rekurzivni skupovi u N*,
Tada suSo U ...uS,iSon...NnS, rekurzivni skupovi u NF,

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.
Baza: Za n = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.
Korak: Neka su Sy, ...,S,+1 rekurzivni skupovi u N¥. Imamo

Son- NS =800 nS,) NS

pa iz induktivne pretpostavke i Propozicije 1.3.6 slijedi da je S, ..., S, rekurzivan skup.
Analogno dobivamo da je Sy U - - - U S 41 rekurzivan skup. Dakle, za svaki n € N vrijedi
tvrdnja.

Primjer 1.3.8. Neka je k € N\{0}. Svaki konacan podskup od N* je rekurzivan.

Naime, neka je S konacan podskup od N*. Ako je S = (& tvrdnja je jasna.

Inace imamo S = {ay, ..., a,} za neke ay, ...,a, € N¥. Stogaje S = {ap} U ... U {a,} pa je
prema Primjeru 1.3.5 i Korolaru 1.3.7 S rekurzivan skup.

Propozicija 1.3.9. Neka je k € N\{0} te neka je S < N*'! rekurzivan skup takav da za
svaki x € N¥ postoji y € N takav da je (x,y) € S. Definirajmo funkciju f : N* — N sa
f(x) =wy((x,y) €8) (4. f(x) = min{y € N|(x,y) € S}). Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su x € N¥, y € N. Tada je

(x,y) €S = xs(x,y) =1 = 5gxs(x,y)) = 0.

Stoga za svaki x € N¥ vrijedi

f(x) = uy(sglys(x,y)) = 0). (1.22)

Definirajmo g : N*! — N na na¢in g(x,y) = 5g(xs(x,y)), za svaki x € N, za svakiy € N.
Funkcija g je rekurzivna jer je definirana kao kompozicija dvije rekurzivne dunkcije. Prema
(1.22) za sve x € NF vrijedi f(x) = uy(g(x,y) = 0).

Dakle, f je dobivena primjenom u operatora na g pa zaklju¢ujemo da je f rekurzivna. O
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Propozicija 1.3.10. Neka je k € N\{0} te neka su f, g : N — N rekurzivne funkcije. Tada
je {x e N¥|f(x) = g(x)} rekurzivan skup.

Dokaz. Oznatimo s § = {x € N¥|f(x) = g(x)}. Za svaki x € N¥ vrijedi
xs(x) = 5g(|f(x) — g(x)])-

Definirajmo 4 : N* — N sa i(x) = [f(x) — g(x)].

Slijedi da je ys(x) = sg(h(x)). Dovoljno je dokazati da je h rekurzivna, tada je i ys
rekurzivna kao kompozicija sg i h.

Neka je abs funkcija iz Primjera 1.2.21. Tada vrijedi h(x) = abs(f(x), g(x)). Funkcija h
dobivena je kompozicijom rekurzivnih funkcija abs, f, g te je 1 ona rekurzivna.

Time smo dokazali da je skup S = {x € N* | f(x) = g(x)} rekurzivan. i

Primjer 1.3.11. Nekaje D = {(x,y) € N°* | x|y}. Tvrdimo da je D rekurzivan skup.
Neka su x,y € N takvi da je x # 0. Tada vrijedi:

xly = YeN — [)_;J:X — x-l}—;Jzy — x| —2 =y
x xl x x (x=1)+1
Dakle,
SR . (1.23)
(x=1)+1
Uocimo da (1.23) vrijedi i za x = 0. Naime, za svaki 'y € N vrijedi ekvivalencija Oly <
0 = y. Prema tome (1.23) vrijedi za sve x,y € N.

xly = x-{

Neka je h : N> — N funkcija definirana sa h(a,b) = [ba?J za sve a,b € N. Primjetimo
da je h rekurzivna po Propoziciji 1.2.19. Prema (1.23) i definiciji skupa D za sve x,y € N
vrijedi

(x,y)eD < x-h(y,x=1)=y (1.24)
Nekaje f : N> - N, f(x,y) =x-h(y,x=1)ig: N> >N, g(x,y) = y.
Dakle,

(x.y) e D = f(x.y) = g(x.y),
za sve x,y € N $to slijedi iz (1.24).
Iz ovoga slijedi D = {(x,y) € N?|f(x,y) = g(x,y)}.
Stoga je prema Propoziciji 1.3.10 dovoljno dokazati da su f i g rekurzivne funkcije.
Funkcija g je rekurzivna jer je g = Ig.
Funkcija f je umnoZak I i ', gdje je ' : N* — N, K (x,y) = h(y,x = 1). Sada je dovoljno
dokazati da je I rekurzivna.
Primjetimo da je

x =1 = ph(x),
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za svaki x € N te da je I dobivena kompozicijom funkcija h, Ig i ph te je stoga h' rekur-
zivna.
Time smo dokazali da je D rekurzivan skup.

Primjer 1.3.12. Skup 2N svih parnih brojeva je rekurzivan.
Neka je D skup iz Primjera 1.3.11. Neka je x € N.
Tada je x € 2N ako i samo ako 2|x pa je

x€2N <« (2,x) € D.

Iz ovoga slijedi da je
Xow(x) = xp(2,x)
za sve x € N. Neka je c, konstantna funkcija s vrijednoscu 2.
Iz prethodne jednadzbe zakljucujemo da je yn dobivena kompozicijom rekurzivnih funk-
cija xp, a2, 1 11 te je xon rekurzivna. Tada je i skup 2N rekurzivan.

Skup 2N + 1 svih neparnih prirodnih brojeva je takoder rekurzivan jer je 2N + 1 = 2N¢

1.4 Rekurzivne funkcije N* — N”

Definicija 1.4.1. Neka su k,n € N\{0} te neka je f : N* — N". Za funkcije fi, ..., f, :
N¥ — N kaZemo da su komponentne funkcije od f ako za svaki x € N* vrijedi f(x) =

(f1(x), oes fa(x)).
Za funkciju f : N* — N" kaZemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije
rekurzivne.

Lema 1.4.2. Neka su k,n € N\{0} te neka su f : N* — N"j g : N — N rekurzivne
funkcije. Tada je g o f : N¥ — N rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su fi, ..., f, : N — N komponentne funkcije od f. Neka je x € N, Tada je

(gof)x) = (g(f(x) = g(fi(x),..., fu(x)). ZakljuCujemo da je g o f kompozicija funkcija
g fi,---, J» pa slijedi da je g o f rekurzivna funkcija (da su fi, ..., f, rekurzivne slijedi iz
Cinjenice da je f rekurzivna funkcija). O

Propozicija 1.4.3. Neka suk,n,l € N\{0} te neka su f : N*¥ — N"j g : N" — N rekurzivne
funkcije. Tada je g o f : N¥ — N rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasu gy, ..., g : N — N komponentne funkcije od g. Za svaki x € N vrijedi

(80 f)(x) = g(f(x)) = (&1(f(x)), ... &1(f(x))) = ((81 0 £)(x), ... (810 [)(x)).

Iz ovoga vidimo da su g, o f, ..., g; o f komponentne funkcije od go f. Iz Leme 1.4.2 slijedi
dasug;of,..,g o frekurzivne pajei g o f rekurzivna. i
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Propozicija 1.4.4. Neka su k,n € N\{0} te neka su f,g : N* — N" rekurzivne funkcije.
Tada je skup {x € N¥|f(x) = g(x)} rekurzivan.

Dokaz. Nekaje S = {x e N¥| f(x) = g(x)}. Neka su fi,..., f, komponentne funkcije od
f te neka su gy, ..., g, komponentne funkcije od g. Za svaki x € N* vrijedi

xeS = filx) = g1, ) = galx).

Definirajmo skupove S| = {x € N*| f1(x) = g1(x)}, ... S, = {x e N* | £,(x) = ga(x)}.
TadajeS =S| n..nS,. Prema Propoziciji 1.3.10, S, ..., S, su rekurzivni skupovi pa je
po Korolaru 1.3.7 § takoder rekurzivan. O

Lema 1.4.5. Neka su k,n € N\{0} te neka su fi,..., f, : N* — N rekurzivne funkcije.
Neka su S, ..., S, rekurzivni skupovi u N* takvi da za svaki x € N¥ postoji jedinstveni
i €{l,...,n} takav da je x € S,. Definiramo funkciju F : N* — N sa

fi(x), ako je x € S,
Flx) =4
fu(x), ako je x € S,,.

Tada je F rekurzivna.
Dokaz. Za svaki x € NF vrijedi

F(x) = x50 - filx) + - + x5, - fa(x)
Iz Propozicije 1.2.15 1 Korolara 1.2.20 slijedi da je F rekurzivna funkcija. m|
Propozicija 1.4.6. Neka su k,n,l € N\{0} te neka su fi, ..., f, : N* — N rekurzivne funk-
cije. Neka su S, ..., S , rekurzivni skupovi u N* takvi da za svaki x € N¥ postoji jedinstven

i €{1,...,n} takav da je x € S,. Definirajmo funkciju F : N* — N sq

fi(x), ako je x € S
F(x) =4
fu(x), ako je x € S,.

Tada je F rekurzivna funkcija.
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Dokaz. Zai€ {1,..,n}nekasu f!, ..., f : N* — N komponentne funkcije od f; : N* — N/,
Nadalje, neka su Fi, ..., F; : N¥ — N komponentne funkcije od F. Za svaki x € N¥ vrijedi:

(f1(x), ..., fl(x)), akoje x € S
(Fl(x), ...,Fl(x)) =<
(F1(x), ... f1(x)), akoje x € S,,.

Neka je j € {1,...,1}. Tada za svaki x € N¥ vrijedi
f}(x), akoje x € S

Fi(x) = 1
f1(x), akoje x € S,

Prema Lemi 1.4.5 F/ je rekurzivna. Tada je i F rekurzivna jer su joj komponentne funkcije

rekurzivne. O






Poglavlje 2

Rekurzivnost u R

2.1 Rekurzivne funkcije N* — Z

Definicija 2.1.1. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — Z funkcija. KaZemo da je f
rekurzivna funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u,v : N* — N takve da je f(x) =
(—1)*0) . v(x) za svaki x € N,

Uo&imo sljedeée: ako je f : N¥ — N rekurzivna funkcija onda je f rekurzivna i kao
funkcija N* — Z.
Naime, za svaki x € N vrijedi f(x) = (—=1)°® . f(x), gdje je ¢ : N¥ — N konstantna
funkcija s vrijednoSéu 0.

Lema 2.1.2. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — Z rekurzivna funkcija. Tada postoje
rekurzivne funkcije a,b : N* — N takve da je f(x) = a(x) — b(x) za sve x € N¥,

Dokaz. Prema definiciji postoje rekurzivne funkcije u,v : N¥ — N takve da je f(x) =
(—1)“™ . y(x) za sve x € NF,

Definirajmo S tako da je S = {x € N¥ | u(x) € 2N}. Tada je karakteristi¢na funkcija od S
oblika

Xs (%) = xan(u(x)).

Iz ovoga i Primjera 1.3.12 zakljucujemo da je S rekurzivan skup.
Neka je x € N*, Imamo

_ Jv(x), xe S _ Jv(x) =0, xeS
f(x) = { = {O_V(x)’ e §C 2.1)
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Definirajmo funkcije a, b : N¥ — N.

a(x) = {v(x),xeS ’b(x):{o, xes

0, xeS¢ v(x), xe S€.

Prema Lemi 1.4.5 a, b su rekurzivne funkcije. 1z 2.1 slijedi f(x) = a(x) — b(x) za sve
xes. O

Lema 2.1.3. Neka je k € N\{0} te neka je f : N — Z funkcija. Pretpostavimo da postoje
rekurzivne funkcije a, b : N* — N takve da je f(x) = a(x) — b(x) za sve x € N*. Tada je f
rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje S = {x e Nt |a(x) < b(x)}. Za svaki x € N¥ vrijedi

Xs(x) = sg(b(x) - a(x)).

Iz ovoga zakljucujemo da je funkcija ys dobivena kompozicijom funkcije sg i funkcije
koja je dobivena kompozicijom modificiranog oduzimanja, b i a. Dakle, ys je rekurzivna i
skup S je rekurzivan. Primjetimo da vrijedi

o) = —la(x) — b(x)|, x€ S
U {|a(x)—b(x)|, xes.

Funkcija h : N¥ — N, h(x) = abs(a(x),b(x)) je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija abs,a i b. Vrijedi
f(x) = (=1)0 - n(x)

pa je f rekurzivna kao funkcija N* — Z, i

Definicija 2.1.4. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — Z funkcije. Na o¢iti nacin
definiramo f + g : N¥ — Zi f - g : N — Z. Nadalje, definiramo funkcije —f : N* — Zi
[ : N — Zsa (—f)(x) = —f(x) i | f(x) = [f(x)] za svaki x € N".

Propozicija 2.1.5. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su funkcije f + g, f - g —f, |f] : N¥ — Z rekurzivne.

Dokaz. Po definiciji postoje rekurzivne funkcije u, v, a, b : N* — N takve da je
f(x) = (=)™ y(x) iig(x) = (=1)*™ - b(x) za sve x € NF.

Slijedi da je
F(x) - g(x) = (=1)"0H0 - v(x) - b(x),
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zasve x € N.

Prema Propozicji 1.2.15 funkcije u + a : N¥ — Niv - b : N¥ — N su rekurzivne pa slijedi
daje f - g : N¥ — Z rekurzivna funkcija.

Za svaki x € N¥ vrijedi

(=A)(x) = (1) w(x) = (=1) - v(x)

pa je otito da je — f : N¥ — Z rekurzivna funkcija.
Primjetimo da za svaki x € N¥ vrijedi

@) = 1(=1)"Y v(x)] = v(x)

te je f rekurzivna kao funkcija N — N pa onda i kao funkcija N* — Z.
Prema Lemi 1.4.2 postoje rekurzivne funkcije fi, f», 21,2 : N¥ — N takve da je f(x) =
fi(x) = fo(x)ig(x) = g1(x) — g2(x) za sve x € N, Tada za svaki x € N¥ vrijedi

(f +8)(x) =fi(x) + gi(x) — (fa(x) + g2(x))
=(fi +&1)(x) = (o + &2)(%).

Funkcije f; + g1, f>»+ g : N¥ — N su rekurzivne prema Propoziciji 1.2.15. Tadajei f + g
rekurzivna prema Lemi 2.1.3. O

Propozicija 2.1.6. Neka su k,n € N\{0} te neka su g : N* — N f : N* — Z rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N* — Z rekurzivna funkcija.

Dokaz. Po definiciji postoje u, v : N¥ — N takve da je f(y) = (—1)“®)-v(y) zasve y € N¥,
Uzmimo x € N”. Tada je

(fo8)(x) = flg(x) = (=1)" ™ - v(g(x)) = (=) - (vog)(x).

Prema Propoziciji 1.4.3, uo g, vog : N* — N su rekurzivne funkcije pa je i funkcija
fog:N"— Zrekurzivna. O

2.2 Rekurzivne funkcije N* — Q

Definicija 2.2.1. Neka je k € N te neka je f : N* — Q funkcija. KaZemo da je f rekurzivna
funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u,v,w : N — N takve da za svaki x € N¥ vrijedi
w(x) # 0 f(x) = (~ 1)) 2

Uod&imo sljedeée: f : N¥ — Q je rekurzivna ako i samo ako postoje rekurzivne funkcije
a:NF— Ziw:NF— N takve da za svaki x € N¥ vrijedi w(x) # 01 f(x) = 42,

w(x)
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Neka je f : N¥ — Z rekurzivna funkcija. Tada je rekurzivna i kao funkcija N* — Q.
Naime, za svaki x € Nf vrijedi f(x) = { ((;f)), gdje je ¢ : N¥ — N konstantna funkcija s
vrijednoscu 1.

Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N¥ — Q funkcije. Tada funkcije f + g, f - &,
—f, |f| : N¥ — Q definiramo na o€&iti na¢in. Ako je f(x) # 0 za svaki x € N¥, definiramo
7NV > Qsa 4(x) = 755 zasve x e NE

Primjer 2.2.2. Neka je k € N\{0}. Tada je svaka konstantna funkcija N* — Q rekurzivna.
Naime, ako je f : N* — Q konstantna funkcija, onda postoje a,b,c € N, ¢ # 0 takvi da je
f(x) = (=1)*- % za svaki x € N,

Neka su u,v,w : N* — N konstantne funkcije s vrijednostima a,b i c. Znamo da su u, v, w

rekurzivne funkcije, a ocito vrijedi f(x) = (—1)*®) . % pa je onda i f rekurzivna.

Propozicija 2.2.3. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N — Q rekurzivne funkcije. Tada
su i funkcije f + g, f- g —f, |f] : N¥ — Q rekurzivne. Ako je f(x) # 0 za svaki x € N¥,
onda je funkcija % : N*¥ — Q rekurzivna.

Dokaz. Znamo da postoje rekurzivne funkcije a,a’ : N¥ — Ziw,w’ : N*¥ — N takve da je

= ' = , Vxe N
£ = 505 1 8l = 05 Ve
Slijedi da je
(a-d)(x) k
. = , Vx e N,
(f g)(X) (W'W’)(X) X €
Stoga je f - g rekurzivna funkcija.
Na isti nacin, koriste¢i da je (—f)(x) = %1(;) i|f(x)] = % za svaki x € N¥, za-

kljuCujemo da su —f, | f| : N¥ — Q rekurzivne funkcije.
Neka je x € N, Primjetimo da je

_ A _
(f—l—g)(X) - w(x) + ,( ) -

Dakle,
a(x) - w'(x) +d'(x) - w(x)

w(x) - w'(x)

(f +8)x) =

b

pri éemu na w i w’ u brojniku gledamo kao rekurzivne funkcije N — Z. Prema Propoziciji
2.1.5, funkcija a - w + w - @’ : N¥ — Z je rekurzivna, a prema Korolaru 1.2.20 funkcija
w-w' : N¥ — N je rekurzivna. Tadajei f + g : N¥ — Q rekurzivna.
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Pretopostavimo da je f(x) # 0 za svaki x € N¥, Znamo da postoje rekurzivne funkcije
u,v,w : N¥ — N takve da je za sve x € N¥, w(x) # 01 f(x) = (—1)““)%. Bududi da je
f(x) # 0 Vx e N*, vrijedi da je i v(x) # 0 Vx € N,

Neka je x € N, Vrijedi

1 1 1 w(x) (=12 w(x _( 1)M(x)w(x)
f(x) (_1)14()()% (=)@ w(x)  (=1)“@  y(x) v(x)
Dakle, 75 = (—1)0)2,
Po definiciji imamo da je ]lc : N¥ — Q rekurzivna funkcija. O

Napomena 2.2.4. Neka su k,n € N\{0} te neka su fi, ..., f, : N* — Q rekurzivne funkcije.
Tada koristeci prethodnu propoziciju, analogno kao u dokazu Korolara 1.2.20 vidimo da
suifunkcije fi + ...+ f, :NF > Qi f - ... - f : N¥ — Q rekurzivne.

Propozicija 2.2.5. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada su
skupovi {x € N¥|f(x) = 0}, {x € N¥|f(x) > 0}, {x e N¥|f(x) = O} rekurzivni.

Dokaz. Nekaje S| = {x e N¥|f(x) = 0}, 5, = {x e N¥|f(x) > 0} iS5 = {xe NK|f(x) >
0}.

Buduéi da je f : N¥ — Q rekurzivna, moZemo je zapisati kao f(x) = (—1)*™ ;((fc)), gdje su
u,v,w: NF - Niw(x) #0, Vx e N,

Primjetimo f(x) = 0 <= v(x) = 0. Za svaki x € N* vrijedi

xs, = 5g(v(x)).

Funkcija y, je rekurzivna kao kompozicija dvije rekurzivne funkcije, sgiv pa je i skup
S'; rekurzivan.
Nadalje, za svaki x € N* vrijedi

Xs, = sg(v(x)) - xan(u(x)).

Funkcija yg, je rekurzivna kao produkt dviju rekurzivnih funkcija. Tada je i skup S, rekur-
zivan.

Skup §'3 moZemo zapisati kao S3 = S| U S,. Tada je S; rekurzivan skup jer je dobiven
unijom dva rekurzivna skupa. O

Korolar 2.2.6. Neka je k € N\{0} te neka su f,g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su skupovi S| = {x € N | f(x) = g(x)}, S, = {x e NF | f(x) < g(x)}, S5 = {x €
N¥ | f(x) < g(x)} rekurzivni.
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Dokaz. Nekaje h: N — Q, h = g + (—f). 1z propozicije 2.1.5 slijedi da je h rekurzivna
funkcija.
Neka je x € N¥, Imamo h(x) = g(x) — f(x) pa je stoga

h(x) =0 < f(x)
h(x) >0 < f(x) <
h(x) 20 < f(x) <

8(x)
8(x)
8(x).
Prema tome S| = {x € N¥|a(x) = 0}, S, = {x e N¥|h(x) > 0} i

S3 = {x e NA(x) = 0}.
Tvrdnja korolara slijedi iz Propozicije 2.2.5 O

Propozicija 2.2.7. Neka su k,n € N\{0} te neka su f : N* — Qi g : N* — NF rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N" — Q rekurzivna funkcija.

Dokaz. Znamo da postoje rekurzivne funkcije u,v,w : N¥ — N takve da je w(y) # 0 i
f) = (=1)©) - 28, Wy e N,

w(y)’

Neka je x € N”. Tada je

F(g(x)) = (=1 . 2222

Dakle, (f o g)(x) = (_1)(uog)(x) RNGEHICI RPN G

(wog)(x)
Iz Leme 1.4.2 slijedi da je f o g : N* — Q rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.2.8. Neka su k,n € N\{0}, neka su f, ..., f, : N¥ — Q rekurzivne funkcije
te neka su S, ..., S, rekurzivni skupovi u N* takvi da za svaki x € N* postoji jedinstven
i€{l,...,n} takav da je x € S;. Neka je F : N* — Q funkcija definirana sa

filx), xe S,
Flx) =4t
fa(x), x€ S8,
Tada je F rekurzivna.

Dokaz. Za svaki x € N¥ vrijedi

F(x) = xs,(x) - fi(x) + o 4 x5, (%) - fu(x)-

Neka je i € {1, ...,n}. Funkcija ys, : N* — N je rekurzivna pa je rekurzivna i kao funkcija
xs, : N¥ — Z, aondai kao funkcija ys, : N¥ — Q.
Iz Propozicije 2.2.3 i Napomene 2.2.4 slijedi da je F rekurzivna funkcija. m|
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2.3 Rekurzivne funkcije N* — R

Definicija 2.3.1. Neka je k € N*\{0} te neka je f : N* — R. KaZemo da je f rekurzivna
funkcija ako postoji rekurzivna funkcija F : N**' — Q takva da za sve x e N¥ in e N
vrijedi |f(x) — F(x,n)| <27

Za funkciju F s ovim svojstvom kaZemo da je rekurzivna aproksimacija funkcije f.

Napomena 2.3.2. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — Q rekurzivna funkcija. Tada je f
rekurzivna i kao funkcija N* — R.

Naime, neka je F : N**! — Q funkcija definirana sa F(x,n) = f(x), xe N, n e N,

Tada je F = f o g, pri cemu je g : N**1 — N* funkcija definirana sa

g(x1, ey X 1) = (X1, oeey Xt)-

Funkcija g je rekurzivna jer su njene komponentne funkcije rekurzivne (to su funkcije
I ). Prema Propoziciji 2.2.7, F : N¥*! — Q je rekurzivna funkcija.

Iz definicije od F ocito je |f(x) — F(x,n)| <27, zasve xe N*in € N.

Prema tome f je rekurzivna kao funkcija N* — R.

Propozicija 2.3.3. Neka su k,l € N\{0} te neka su f : N* — Ri g : N — N* rekurzivne
funkcije. Tada je f o g : N! — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje F : N¥t! — Q rekurzivna aproksimacija od f. (Znamo da takav F postoji
po definiciji.) Tada za sve y € N¥ i n € N vrijedi |f(y) — F(y,n)| <27
Stoga za sve x € N' i n € N vrijedi

f(g(x)) — F(g(x),n)| <27". (2.2)

Definiramo H : N'*! — Qsa H(x,n) = F(g(x),n), xe N, ne N,

Prema (2.2) za sve x € N' i n € N vrijedi |f(g(x)) — H(x,n)| < 27". Stoga je dovoljno
pokazati da je H rekurzivna funkcija.

Neka je G : N'*! — NI funkcija definirana sa G(x,n) = (g(x),n), x e N\, n € N,

Iz definicije funkcije H slijedi da je H(x,n) = F(G(x,n)), xe N, ne Npaje H=F oG.
Stoga je prema Propoziciji 2.2.7 dovoljno dokazati da je G rekurzivna funkcija.

Neka su gy, ..., g : N/ — N komponentne funkcije od g. Neka su Gy, ..,Gy1 : Nl - N
komponentne funkcije od G. Neka je j € {1, ..., k}.

Tada je G(x,n) = g;(x), Vx e N.

Stoga je G; kompozicija funkcija g, Ii“, s IIIJrl te je G, rekurzivna funkcija.

Dakle, Gy, ..., Gy su rekurzivne funkcije.

Vrijedi Gy, (x,n) = nzasve xe N, ne N, j. G| = Illill pa je Gy rekurzivna funkcija.
Pokazali smo da su sve komponetne funkcije od G rekurzivne pa je onda i G rekurzivna.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Propozicija 2.3.4. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada su
i funkcije —f,|f| : N¥ — R rekurzivne.

Dokaz. Postoji rekurzivna funkcija F : N¥t! — Q takva da je |f(x) — F(x,n)| < 27", za
sve x € N¥ e N.

Imamo |(—f)(x) — (=F(x,n))| <27

Definiramo G : N**! — Q, G(x,n) = —F(x,n), za sve x € N¥,n € N. Funkcija G je
rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7 te je onda i — f rekurzivna jer vrijedi

(=) (%) = G(x,n)| <277,

zasve x € NK n e N.

Imamo ||f(x)| — |F(x,n)|| < 27", za sve x € N¥, n € N. Zapravo vrijedi

f )] = [F(xn)l| < |f(x) = F(x,n)| <27

Definiramo H : N¥! — Q , H(x,n) = |F(x,n)|, za sve x € N¥,n € N. Funkcija H je
rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7 te je onda i f rekurzivna te vrijedi

[f(x)] = [H(x,n)|| <277,
zasve x € N¥ p e N, O

Propozicija 2.3.5. Neka je k € N te neka su f,g : N¥ — R rekurzivne funkcije. Tada je
funkcija f + g : N¥ — R rekurzivna.

Dokaz. Znamo da postoje rekurzivne funkcije F, G : N¥*! — Q rekurzivne funkcije takve
da je

[f(x) = Flx,n)| <277

lg(x) — G(x,n)| <27, zasvexe N, neN.

Neka je x € N¥, n € N. Imamo

((f +8)(x) = (F + G)(x,n)| = |f(x) + g(x) — (F(x,n) + G(x,n)]
= |f(x) = F(x,n) + g(x) — G(x,n)|
< |f(x) = F(x,n)| + |g(x) — G(x,n)]
<2427 =2.27",

; (f +8)(x) — (F+G)(x,n)| <2 2" zasve x € N\,n € N. Stoga za sve
x € N*, n e N vrijedi

I(f +8)(x)— (F+G)(x,n+1)] <2.27"" =27,
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Definiramo H : N**! — Qsa H(x,n) = (F + G)(x,n + 1),zasve x e N¥, n e N.

Tada vrijedi |(f + g)(x) — H(x,n)| < 27", za sve x € N¥, n € N. Dovoljno je pokazati da
je H rekurzivna.

Definiramo K : N**! — NF1sa K(x,n) = (x,n + 1), za sve x € N¥,n € N, Tada za sve
x € N vrijedi H(x,n) = (F + G)(K(x,n)) paje H = (F + G) o K. Funkcija F + G je
rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7 te je dovoljno pokazati da je funkcija K rekurzivna.
Neka su K, ..., Ky komponentne funkcije od K. Primjetimo da vrijedi

Ki(x,n) = I["'(x,n)

Ki(x,n) = I (x,n)

Kear (xon) = s(IEF) ()

Iz ovoga zakljucujemo da su Ky, ..., K| rekurzivne funkcije te je i K rekurzivna funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 2.3.6. Neka je k € N\{0} te neka je S < N¥*! rekurzivan skup takav da za svaki
x € N¥ postoji y € N takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N
takva da je (x,(x)) € S, za svaki x € N,

Dokaz. Neka je ¢ : N¥ — N funkcija definirana sa ¢(x) = uy((x,y) € S).
Prema Propoziciji 1.3.9 funkcija ¢ je rekurzivna te je oCito da je to upravo trazena funkcija.
O

Lema 2.3.7. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — R funkcija. Pretpostavimo da su
F: N — Qi M : N* — N rekurzivne funkcije te q € {0, 1) tako da je | f(x) — F(x,n)| <
M(x) - q", za sve x € N¥,n € N. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Odaberimo u,v € N\{0} takve daje g < * < 1.

Nekaje S = {(x,n,m) e N*2 | xe N\mne Ni M(x) - (4)" <27}

Dokazimo da je S rekurzivan skup.

Neka je f(x,m,n) : N¥*2 - Q, f(x,m,n) = M(x)- (%)m te neka je g(x, m,n) : N2 — Q,
g(x,m,n) =27", zasve x € N\, m,n e N.

Zapravo imamo

S ={(x,mn) e N xe N\, mneN, f(x,m,n) < g(x,m,n)}.

Funkcija f zapravo je umnozak dviju funkcija, f;, 5 : N¥+2 — Q,

u

Fiwmn) = MG § Flumn) = (1)

1%
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Funkcija f je rekurzivna ako su funkcija f; i f> rekurzivne. Funkcija f; je rekurzivna jer je
definirana kao kompozicija funkcija M i 112, ..., I;"*. Funkciju f, moZemo zapisati kao
fo(x,m,n) = “. Brojnik i nazivnik ovog razlomka mozemo gledati kao funkcije Nf*2 —
N koje su dobivene kompozijom funkcije E, konstantne funkcije i I,’:lz, gdjeje E : N> - N,
E(x,y) = x. Te su funkcije rekurzivne te je tada i f> rekurzivna funkcija.

Funkcija g je oCito takoder rekurzivna. Sad po korolaru vrijedi da je S rekurzivan skup.

Pretpostavimo da su x € N¥ i m, n € N takvi da je (x,m,n) € S. Tada je

u m
M (—) 2"
W (4)" <
paje

f(x) — F(x,m)| < M(x) - ¢" < M(x) - (g)m P

Dakle, za sve
(x,n,m) e S = |f(x) — F(x,m)| <27". (2.3)

Neka su x € N¥in € N. Tvrdimo da postoji m € N takav da je (x,n,m) € S. To je jasno
ako je M(x) = 0.

Pretpostavimo M (x) # 0. Definirajmo & := Nadalje, neka je (z,,) niz realnih brojeva

M(X)
definiran sa z,, = (%)

Zbog toga $to je 0 < % < 1, poznato je da z,, —> 0. Stoga postoji m € N takav da za
svaki m = my vrijedi |z, — 0| < &.

Odaberimo bilo koji m > mo. Tada je z, < & . (4)" < % Sto povladi da je
M(x)- (49" <27

Dakle, (x,n,m) € S te smo time dokazali da za sve x € NfineN postoji m € N takav da
(x,n,m) € S.

Iz Leme 2.3.6 slijedi da postoji rekurzivna funkcija ¢ : N**! — N takva daje (x,n, ¢(x,n)) €
S,zasve xe NFineN,

Sada iz (2.3) slijedi da za sve x € N¥ i n € N vrijedi

[f(x) = F(x p(x,n))| <277 (2.4)

Definirajmo funkciju G : N¥*! — Q, G(x,n) = F(x, ¢(x,n)).

Funkcija G je rekurzivna zato $to je G = F o H, gdje je H funkcija H : NA*! — N+,
H(x,n) = (x,¢(x,n)) (ocito je da su komponentne funkcije od H rekurzivne). Iz definicije
od G1i(2.4)slijedi da je

[f(x) = Gx,n)| <277,

zasve x € N¥ n e N. Iz ovoga se jasno vidi da je f rekurzivna. i
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Lema 2.3.8. Neka je k € N\{0} te neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada postoji
rekurzivna funkcija M : N* — N takva da je | f(x)| < M(x) za svaki x € N¥.

Dokaz. Bududéi da je f rekurzivna funkcija, postoji rekurzivna funkcija F : N**! — Q
takva da vrijedi |f(x) — F(x,n)| <27, zasve x € N*, n e N.
Posebno, za n = 0 vrijedi | f(x) — F(x,0)| < 1.
Nadalje, vrijedi
f(X)] = 1F(x,0) < [f(x) = F(x,0)| < 1

paje

|f(x)] <1+ |F(x,0)|. (2.5)
Definirajmo funkciju G : N* — Q, G(x) = 1 + |F(x,0)|. Koristeéi Propoziciju 2.2.3
zakljuéujemo da je G rekurzivna funkcija. Stoga postoje rekurzivne funkcije u, v, w : N —
N za koje vrijedi G(x) = (—1)*® . 4

v(x)*
Iz (2.5) slijedi da za svaki x € N* vrijedi

f(x)] <G(x) < (_I)W(x)@

v(x)
éwéu(x)<u(x)+l
v(x)
Dakle, | f(x)| < u(x) + 1 za svaki x € N¥,
Definirajmo M : N¥ — N, M(x) = u(x) + 1.
Ocito je M rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.3.9. Neka je x € N\{0} te neka su f,g : N* — R rekurzivne funkcije. Tada
je f - g : N¥ — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Bududéi da su f i g rekurzivne funkcije, postoje rekurzivne funkcije F, G : N**! —
Q takve da vrijedi

If(x) = F(x,n)| <27" i |g(x) — G(x,n)| <27". (2.6)
Prema Lemi 2.3.8 postoje rekurzivne funkcije M, M’ : N* — N takve da vrijedi

g(x)| < M(x) (2.7)

[f(0)] < M'(x).

Neka su x € N¥ i n € N. Koriste¢i (2.6) dobivamo

[F(on)| = f()] < [F(x,n) — f(x)]| <27 <1
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paje
[Fen)] < 1+ [f(x)]
|F(x,n)| <1+ M'(x). (2.8)

Koristeéi (2.6), (2.7), (2.8) dobivamo

[f(x) - 8(x) = F(x,n) - G(x,n)|

f(x)-8(x) = F(x,n) - g(x) + F(x,n) - g(x) = F(x,n) - G(x,n)|
(f(x) = F(x,n)) - g(x) + F(x,n) - (g(x) = G(x,n))|

f(x) = F(x,n)| - [g(x)] + [F(x,n) - g(x)| G(x,n)l

= |
- |
| —
(1 + M(x) + M'(x)).

<27 Mx)+(1+M(x) 27" = (

N —

Dakle,

-9~ (F-G) )| < (1+ ) + 2 - (5)

zasve x € NK n e N.
Prema Lemi 2.3.7 slijedi da je f - g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.3.10. Neka je k € N\{O} te neka je f : N¥ — R rekurzivna funkcija takva da
je f(x) # 0 za svaki x € N*. Tada ]e : N — R rekurzivna funkcija.

Dokaz. Buduéi da je f rekurzivna funkcija postoji rekurzivna funkcija F : N¥f! — Q
takva da vrijedi | f(x) — F(x,n)] <2 zasve xe N¥ine N.

Pomocna tvrdnja 1. Ako su x € NFin,m € N takvi da je m - 27" < |F(x,n)|, onda je
(m—1) <[f(x)].
Dokazimo ovu tvrdnju. Pretpostavimo da je m - 27" < |F(x, n)|.
Tada je
(m—1)-27" <|F(x,n)| —27". (2.9)

Vrijedi |F(x,n)| — |f(x)] < |F(x,n) — f(x)] <27" paje
|F(x,n)| —27" < |f(x)]. (2.10)
Iz (2.9)1 (2.10) slijedi (m — 1) - 27" < | f(x)|. Time je ova pomo¢na tvrdnja dokazana.

Pomocna tvrdnja 2. Ako su x € N¥in,m,n’ € Ntakvidajen' = n,m-27" < |f(x),
ondaje (m—1) 27" < |F(x,n)|.
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Pretpostavimo da je m - 27" < |f(x)|. Tadaje (m — 1) - 27" < |f(x)| — 27"
Vrijedi
FG)] = |Fen)] < |f(x) = Flon)| <27 <27
paje
[f(x)] = 27" < |F(x,n)].

Slijedi (m — 1) - 27" < |F(x,n’)|.
Time je Pomo¢na tvrdnja 2 dokazana.

Neka je x € NK, 1z f(x) # O slijedi |[f(x)] > O pajei ‘f(4—x)‘ > 0. Stoga postoji n € N
takav da 27" < @.
Dakle, 4 - 27" < | f(x)| pa iz Pomocne tvrdnje 2 slijedi da je 3 - 27" < |F(x,n)|.
Imamo sljedeci zaklju€ak: za svaki x € N¥ postoji n € N takav da je 3 - 27" < |F(x,n)|.
Definirajmo

S ={(x,n) e N"lxe N neN,3.27" < |F(x,n)|}.

Neka su f7, g’ : N¥*! — Q funkcije definirane sa f'(x,n) = 3-27"1i g (x,n) = |F(x,n)|.
Funkcija g’ je rekurzivna prema Propoziciji 2.2.3.

Zasve x € N*in € N vrijedi f(x,n) = (—1)°- 2. Koriste¢i Primjer 1.1.8 zakljutujemo da
je f’ rekurzivna.

Vrijedi S = {z € N[ f'(z) < g'(z)}. Skup S je rekurzivan prema Propoziciji 2.2.5.
Znamo da za svaki x € N¥ postoji n € N takav da je 3 - 27" < |F(x,n)|.

Dakle, za svaki x € N* postoji n € N takav da je (x,n) € S. Prema Lemi 2.3.8 postoji
rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je (x,¢(x)) € S, Vx € N¥,

Neka je x € N, Tada je (x,¢(x)) € S paje

3.27°0) < |F(x, 0(x)]. (2.11)
1z Pomo¢éne tvrdnje 1 slijedi da je
2-27¢9 < | f(x)). (2.12)
Neka je n € N. Tada iz Pomocne tvrdnje 2 slijedi da je
2¢09 < |F(x, 0(x) + n)|.

Iz ovoga slijedi da je

1
: ()
F(x,¢(x)+n)#0 i F o0 71 < 2819, (2.13)



34 POGLAVLIJE 2. REKURZIVNOST UR

Iz (2.12) slijedi da je o < 3 20,
Imamo
1 1

fx) Flxe(x) +n)

) ‘F(x,so(X) n) + ()
F() - Fxgplx + m)

= [F(x,¢(x) +n) = f(x)]

~ oG L e
2

1

2
Dakle,

L ! < 27mrel)=l < gmm . el

f(x) F(xe(x) +n)
Definirajmo funkciju F’ : N**!' — Q, F/(x,n) = F(x, ¢(x) + n). Funkcija F’ je rekurzivna
zato $to je ona zapravo kompozicija funkcija F i H, F' = F o H, gdje je H : NF! — Nk+!
funkcija definirana sa H(x,n) = (x,¢(x) + n). Funkcija H je ocito rekurzivna.
Definiramo funkciju G : N¥*! — Qsa G = % Bududi da je F’ rekurzivna funkcija, tada
je 1 G rekurzivna funkcija prema Propoziciji 2.2.3.
Sada definiramo jo$ funkciju M : N¥ — N, M(x) = 2™, koja je kompozicija potencije, ¢
1 konstantne funkcije te je M rekurzivna.
Vrijedi nejednakost:

1 "
— —G(x,n)| < M(x) - (—> :
f(x) 2
Prema Lemi 2.3.7 funkcija }i‘ je rekurzivna. O

2.4 Izracunljivi brojevi

Ako je @ € R, znamo da za svaki n € N postoji ¢ € Q takav da |« — ¢g| < 27" za svaki
neN.

Definicija 2.4.1. KaZemo da je «a izracunljiv broj ako postoji rekurzivna funkcija f : N —
Q takva da vrijedi |a — f(x)| < 27".

Primjer 2.4.2. Svaki racionalan broj je izracunljiv.
Naime, ako je « € Q te f : N — Q konstantna funkcija s vrijednoscu a, onda je ocito

o — f(n)] =0 < 27", za svakin e N.

Iz Primjera 2.2.2 slijedi da je a izracunljiv.
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Propozicija 2.4.3. Neka je k € N\{0}. Neka je f : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je
f(x) izracunljiv broj za svaki x € N*,

Dokaz. Budu¢i da je f rekurzivna funkcija znamo da postoji rekurzivna funkcija F :
NKT . Q takva da vrijedi
[f(x) = F(x,n)| <27".

Neka je x € N¥, Definirajmo g : N — Q sa g(n) = F(x,n), Vn € N,

Neka je ¢ : N — Nt o(n) = (x,n). Funkcija ¢ je o&ito rekurzivna.

Dakle, g(n) = F(x,n) = F(¢(n)), tj. g = F o ¢ te je g rekurzivna prema Propoziciji 2.2.7.
Jasno je daje |f(x) — g(n)| < 27", zasvakin € N.

Stoga je f(x) izraunljiv broj. i

Propozicija 2.4.4. Neka je a izracunljiv broj te neka je k € N\{0}. Neka je f : N — R
funkcija definirana sa f(x) = a za svaki x € N*. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. 1z Cinjenice da je a izraCunljiv broj slijedi dda postoji rekurzivna funkcija g : N —
Q takva da vrijedi
la —g(n)| <277, (2.14)

zasvakin e N.

Definirajmo funkciju F : N**! — Qsa F(x,n) = g(n). Primjetimo daje F = g o
F rekurzivna funkcija.

Iz (2.14) te definicija funkcija f i F slijedi da je |f(x) — F(x,n)| < 27", Vx e N¥,Vn e N,
Slijedi da je f rekurzivna funkcija. O

Ik-i—]

P te je

Propozicija 2.4.5. Neka su « i § izracunljivi brojevi. Tada su —a,|a|,a + B i a - B
izracunljivi brojevi. Nadalje, ako je a # 0, onda je i é izracunljiv broj.

Dokaz. 1z Propozicije 2.4.4 slijedi da su funkcije f,g : N — Q, f(x) = aig(x) =
rekurzivne.

Funkcija f + g : N — R je rekurzivna prema Propoziciji 2.3.5.

Neka je x € N. Iz Propozicije 2.4.3 slijedi da je (f + g)(x) izraCunljiv broj. OCito je
(f +8)(x) =a+p

Dakle, a + 5 je izraCunljiv broj.

Analogno dobivamo da su —a, |@| i @ - B izraCunljivi brojevi.

Pretpostavimo da je @« # 0. Tada je f(x) # 0,Vx € N pa je i }
Analogno, kao i prije zaklju¢ujemo da je é izraCunljiv broj. O

rekurzivna funkcija.






Poglavlje 3

Izracunljivost realnih funkcija

3.1 Nizovno izracunljive funkcije

Definicija 3.1.1. Neka je (x;) niz realnih brojeva. KaZemo da je (x;) rekurzivan niz ako je
(x;) rekurzivan kao funkcija N — R.

Dakle, (x;) je rekurzivan niz ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija F : N> — Q
takva da je |x; — F(i,n)| < 27", zasve i,n € N.

Napomena 3.1.2.  [. Ako je a je izracunljiv broj te (x;) niz definiran sa x; = a, Vi € N,
onda je (x;) rekurzivan niz. Ovo slijedi iz Propozicije 2.4.4 i definicije rekurzivnog
niza.

2. Ako je (x;) rekurzivan niz, onda je x; izracunljiv broj za svaki i € N. Ova tvrdnja
slijedi iz Propozicije 2.4.3.

Definicija 3.1.3. Neka je S < R te neka je f : S — R funkcija. KaZemo da je f nizovno
izracunljiva ako za svaki rekurzivan niz (x;) takav da x; € S za svaki i € N vrijedi da je
(f(x;)) rekurzivan niz.

Propozicija 3.1.4. Neka je S < R te neka je f : S — R nizovno izracunljiva funkcija.
Tada je f(a) izracunljiv broj za svaki izracunljiv broj a € S.

Dokaz. Neka je @ € S izraCunljiv broj. Tada je niz (x;) definiran sa x; = «@,Vi € N
rekurzivan.

Budu¢i da je f nizovno izraCunljiva funkcija i (x;) rekurzivan niz, slijedi da je (f(x;))
rekurzivan niz. Iz Napomene 3.1.2 slijedi da je x;, Vx € N izracunljiv broj, a x; = @, Vie N
te slijedi da je f() izracunljiv broj. |

37
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Napomena 3.1.5. Opcenito, ako je X skup te f,g : X — R, onda definiramo funkcije
fre:X—>Rif-g:X—>Rsa(f+g)(x)=f(x)+g)i(f g =r(x)gx),
za svaki x € X. Nadalje, na ociti nacin definiramo funkcije —f, |f| : X — R te funkciju
ch : X — Rako je f(x) #0, Vxe X.

Napomena 3.1.6. Ako su (x;) i (y;) rekurzivni nizovi, onda su (—x;), (|xi]), (x; + i), (x;: - yi)
rekurzivni.

Nadalje ako je x; # 0, Vi € N, onda je niz (xl’) rekurzivan.

To slijedi iz Propozicije 2.3.4, Propozicije 2.3.5, Propozicije 2.3.9 i Propozicije 2.3.10.

Propozicija 3.1.7. Neka je S < R te neka su f,g : S — R nizovno izracunljive funkcije.
Tada su funkcije —f, |f|, f+g, f-g : S — R nizovno izracunljive. Nadalje, ako je f(x) # 0,
Vx € S, onda je funkcija ch : S — R nizovno izracunljiva.

Dokaz. Neka je (x;) rekurzivan niz takav da je x; € S za svaki i € N. Kako su fig
nizovno izracunljive funkcije, (f(x;)) i (g(x;)) su rekurzivni nizovi. Tada je i (f(x;) +
g(x;)) rekurzivan niz prema Napomeni 3.1.6, tj. niz ((f + g)(x;)) je rekurzivan. Time smo
dokazali da je f + g nizovno iracunljiva funkcija.

Pretpostavimo da je f(x) # 0,Vx € S. Neka je (x;) rekurzivan niz takav da je x; € S,
Vi € N. Bududi da je f nizovno izraunljiva funkcija, f(x;) je rekurzivan niz. Prema

Napomeni 3.1.6 je (ﬁ) rekurzivan niz.

Dakle, (}(xl)) je rekurzivan niz. Slijedi da je ]lc nizovno izracunljiva funkcija. O

Definicija 3.1.8. Ako je X skup, n € N\{0} te fi, ..., f, : X — R, onda definiramo funkcije
fitet it Xo>Rifi- o fi: X > Rsa(fi+..+ f)x) = filx) + o+ fulx) i
(fi s fu)(x) = fi(x) - - fuX), za svaki x € S.

Korolar 3.1.9. Neka je S < R te neka su f, ..., f, : S — R nizovno izracunljive funkcije.
Tada su funkcije fi + ...+ f, : S = Ri fi-...- f, : § — R nizovno izracunljive.

Dokaz. Koristeéi Propoziciju 3.1.7 ova se tvrdnja lako dokaZe matemati¢kom indukcijom.
m]

Primjer 3.1.10. Neka je « izracunljiv broj. Neka je S < R, S # Jtenekaje f : S — R
funkcija definirana sa f(x) = a, za svaki x € S. Tada je f nizovno izracunljiva funkcija.
Naime, neka je (x;) rekurzivan niz takav da je x; € S,¥i € N. Vrijedi f(x;) = a za svaki
i € N paje (f(x;)) rekurzivan (prema Napomeni 3.1.6). Slijedi da je f nizovno izracunljiva
funkcija.

Napomena 3.1.11. Neka su S i T podskupovi od R takvida je S # i S < T. Neka je
f + T — R nizovno izracunljiva funkcija. Tada je ocito f|s : S — R nizovno izracunljiva
Jfunkcija.
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Primjer 3.1.12. Neka je n € N te neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = x" za
svaki x € R. Tvrdimo da je f nizovno izracunljiva funkcija.

Ako jen = 0, onda je f(x) = 1 za svaki x € R pa iz Primjera 3.1.10 slijedi da je f nizovno
izracunljiva.

Pretpostavimo da je n # 0. Neka je id : R — R identiteta. Ocito je id nizovno izracunljiva
funkcija.

Zai€ {1,...,n}, neka je h; = id. Primjetimo da je f = h; - ... - h, pa iz korolara slijedi da
je f nizovno izracunljiva funkcija.

Primjer 3.1.13. Neka je n € N te neka su ay, ..., a, izracunljivi brojevi. Neka je f : R — R
funkcija definirana sa f(x) = a,x" + ... + ajx + ao, za svaki x € R. Tada je f nizovno
izracunljiva funkcija.

Zai€ {0, ...,n} definiramo funkciju h; : R — R, h; = a;x'. Primjetimo da je f = hy+...+h,,
stoga je prema Korolaru 3.1.9 dovoljno dokazati da je h; nizovno izracunljiva za svaki
i €{0,...,n}.

Za svaki i € {0, ...,n} vrijedi da je h; umnoZak funkcije R — R, x — a; i funkcije R — R,
x — x'. Iz Primjera 3.1.10 i Primjera 3.1.12 slijedi da su te funkcije nizovno izracunljive
te je prema Propoziciji 3.1.7, h; nizovno izracunljiva funkcija.

Napomena 3.1.14. Neka je n € N te neka su ay, ..., a, izracunljivi brojevi. Neka je S < R,
S # Jtenekaje f : S — R funkcija definirana sa f(x) = a,x" + ... + a\x + ao, za svaki
x € S. Tada je f nizovno izracunljiva sto slijedi iz Primjera 3.1.13 i Napomene 3.1.11.

Primjer 3.1.15. Neka je f : R — R funkcija definirana sa f(x) = 1+1_x2 Tvrdimo da je f
nizovno izracunljiva funkcija.

Definiramo g : R — R sa g(x) = 1 + x?, za svaki x € R. Tada vrijedi f = é.

Iz Primjera 3.1.13 slijedi da je g nizovno izracunljiva funkcija. Tada je prema Propoziciji
3.1.7 funkcija } nizovno izracunljiva.

3.2 Efektivna uniformna neprekidnost

Definicija 3.2.1. Nekaje S < R, f : S — Rte xo € S. Za funkciju f kaZemo da je
neprekidna u tocki x ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:

ako je |x — xo| < &, ondaje |f(x) — f(x0)| < &.

Definicija 3.2.2. Nekaje S < R, f: S — R funkcija. KaZemo da je f neprekidna ako je
f neprekidna u xy, za svaki xy € S.

Primjer 3.2.3. NekajeS c RiS # .
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1. Neka je c € R te neka je f : S — R funkcija definirana sa f(x) = ¢, za svaki x € S.
Tada je f neprekidna
Naime, ako su xy € S i € > 0, onda za bilo koji 6 > 0 i bilo koji x € S ocito vrijedi
implikacija
[x = xo| <6 = |f(x) = fxo)| <&

2. Nekaje f:S — R, f(x) = x, zasvaki x € S. Neka su xo€ S i € > 0.
Za svaki x € S vrijedi | f(x) — f(x0)| = |x — x0| pa ako uzmemo 6 = € onda je ocito
da vrijedi implikacija

[x — x| <= |f(x) — f(x0)] <e

Stoga je f neprekidna u xy. Dakle, f je neprekidna funkcija.

3. Nekaje f :(0,0) > R, f(x) = %, za svaki x € {0, 0). Tvrdimo da je f neprekidna
funkcija.

Uzmimo xy € {0,0). Neka je € > 0. Definirajmo § = min{%, 2}. Neka je x €
(0, 0) takav da je |x — xo| < 6. Iz definicije od § slijedi da je |x — xo| < 3. Stoga je
iXo—x <3 pajez <x Slijedidaje)lc < %

Koristeci ovu nejednakosti dobivamo da je

1 1 |x — xo|
70 = ] = | - = - 2
1 1 2 1
:‘_x_x0|._._<5._._
X X X0 Xo
)
<e xo'gza
2 X

Dakle, |f(x) — f(x0)| < &.
Time smo dokazali da za svaki x € {0, o0) vrijedi implikacija

= x| < 6= [£(X) — flxo)| < &
Prema tome f je neprekidna u xy. Dakle, f je neprekidna.

Definicija 3.2.4. Neka je S < R, te neka je f : S — R funkcija. KaZemo da je f uniformno
neprekidna ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve x,y € S vrijedi

[x =yl <o=1[f(x) - fO)l <&

Napomena 3.2.5. OCcito je da vrijedi da je svako uniformno neprekidna funkcija i nepre-
kidna funkcija.
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Primjer 3.2.6. Neka je f: (0,00) — R, f(x) = % Tvrdimo da funkcija f nije uniformno
neprekidna. Pretpostavimo da jest.
Tada za € = 1 postoji 6 > 0 takav da za sve x,y € {0, c0) vrijedi

[x =yl <o =[f(x) = f)] <& (3.1)
Odaberimo n € N takav da je 2_15 < n. Tada je
! <4 (3.2)
o : .

Definirajmo x = % iy= ﬁ Ocito su x,y € (0,0) .

Imamo |x — y| = 5= pa je prema (3.2) |x — y| < 6. Slijedi da je |f(x) — f(y)| < &.
Medutim, |f(x) — f(y)|=|n—2n=n>1==¢.
Dosli smo do kontradikcije. Prema tome, funkcija f nije uniformno neprekidna.

Uocimo da je funkcija iz Primjera 3.2.6 neprekidna. Dakle, neprekidna funkcija ne
mora biti uniformno neprekidna.

Propozicija 3.2.7. Nekaje S < Rte f: S — R funkcija. Tada je f uniformno neprekidna
ako i samo ako za svaki n € N postoji m € N takav da za sve x,y € S vrijedi implikacija

[x =y <27 = [f(x) = fO) < 27" (3.3)

Dokaz. Neka je f uniformno neprekidna funkcija. Neka je n € N. Bududi da je f unifor-
mno neprekidna funkcija postoji 6 > 0 takav da za sve x,y € S vrijedi

v =yl <= [f(x) = fO) <27 (3.4)

Odaberimo m € N takav da je 27" < 6.
Ako su x,y € S takvi da je |x — y| < 27, onda je |x — y| < § pa iz (3.4) slijedi da je
[f(x) = fO)] <27

Time smo dokazali da vrijedi (3.3).

Pretpostavimo da za svaki n € N postoji m € N takav da za sve x,y € § vrijedi

[x =yl <27 = [f(x) = fO) < 27" (3.5)

Neka je € > 0. Tada mozemo odabrati n € N takav da vrijedi 27" < &. Prema pretpostavci
postoji m € N takav da za sve x,y € S vrijedi (3.5). Dakle, vrijedi

[y =y <27 = f(x) - f)] <&

Primjetimo da mozemo uzeti 6 = 27" te da vrijedi implikacija

=yl <o=1f(x) = fO)l <&

Time smo dokazali da je f uniformno neprekidna. m|
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Napomena 3.2.8. Neka je S < Rineka je f : S — R. Iz Propozicije 3.2.7 slijedi da je f
uniformno neprekidna ako i samo ako postoji funkcija ¢ : N — N takva da za svaki n € N
isve x,y € S vrijedi

x—y <27 = |f(x) — f)| <27

Definicija 3.2.9. Neka je S < R inekaje f : S — R funkcija. KaZemo da je f efektivno
uniformno neprekidna ako postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da za svaki n € N
i sve x,y € S vrijedi

x—y <270 = | f(x) — f()| <27 (3.6)

Napomena 3.2.10. Ocito je svaka efektivno uniformno neprekidna funkcija ujedno i uni-
formno neprekidna.

Primjer 3.2.11. NekajeS < R, S # .

1. Neka je ¢ € R. Neka je f : S — R funkcija definirana sa f(x) = ¢, za svaki x €
S. Tada je f efektivno uniformno neprekidna funkcija jer za bilo koju (rekurzivau)
Sfunkciju ¢ : N — Ntesvene Nix,yeS vrijedi (3.6).

2. Nekaje f : S — R, f(x) = x, za svaki x € S. Neka je ¢ : N — N identiteta. Tada
Jje ¢ rekurzivna funkcija i ocito vrijedi (3.6). Prema tome f je efektivno uniformno
neprekidna.

Propozicija 3.2.12. Neka je S < R te neka su f,g : S — R efektivno uniformno nepre-
kidne funkcije. Tada su funkcije —f, |f|, f + g : S — R efektivno uniformno neprekidne.

Dokaz. Bududi da je f efektivno uniformno neprekidna, postoji rekurzivna funkcija ¢ :
N — N takva da za svakin € Nisve x,y € § vrijedi

=y <27 = |f(x) = ()] < 27" (3.7)
Ocito je |[(—f)(x) — (=f)y)| = |f(x) — f()|, za sve x,y € S. Stoga vrijedi
=y <279 = |(=f)(x) - (=) <27

Prema tome je funkcija — f efektivno uniformno neprekidna.
Nadalje, za sve x,y € S vrijedi |[f(x)| — [f)|| < |f(x) — f(¥)|. Iz (3.7) dobivamo
implikaciju

o=yl <27 = || f(x)] = [F O] <27
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Prema tome |f| je efektivno uniformno neprekidna.
Zato Sto je g efektivno uniformno neprekidna postoji neprekidna funkcijay : N — N takva
da za svakin € Nisve x,y € § vrijedi

=yl <27 = [g(x) —g(y)| <27". (3.8)
Iz (3.7) 1 (3.8) slijedi da za sve x,y € S vrijede implikacije

lx—y| < 27D = | f(x) — f(y)| < 270+ (3.9)

lx —y| < ¥t lg(x) —g(y)] < 2~ (n+1) (3.10)

Definirajmo funkciju 7 : N — N, 7(n) = ¢(n + 1) + ¢(n + 1). Funkcija 7 je rekurzivna jer
je definirana kao zbroj dvije rekurzivne funkcije.

Pretpostavimo da je n € N te da su x,y € S takvi da je |x — y| <277,

Dakle, y| < 27D+ D) pa je

(n+1) (n+1)

lx —y| <27¢ ijx—yl <27
1z (3.9) i (3.10) slijedi da je
F(x) = ) <2700 i Jg(x) — g ()] < 27, (3.11)

Koristeci (3.11) dobivamo da je

I(f+8)x)— (f+2)V)

[(f(x) +g(x)) — (f(y) +2))]

= [f(x) = f(y) + g(x) — &)

1f(x) = FO) + |g(x) — g(»)]

<2~ (n+1) 42~ (nt+1) _ 2.0- (n+1) _ 2"

Dakle, [(f + &)(x) — (f +g)(y)] <27".
Time smo dokazali da za svakin € Nisve x,y € § vrijedi

=y <27 = |(F+8)(x) — (f+8) ()| <27

ZakljuCujemo da je funkcija f + g efektivno uniformno neprekidna. O

N

3.3 Omedene i izracunljive funkcije

Definicija 3.3.1. Neka je S < R te neka je M € R. KaZemo da je M gornja meda skupa S
ako za svaki x € S vrijedi da je x < M.
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Definicija 3.3.2. Neka je S < R. KaZemo da je S odozgo omeden skup ako postoji barem
Jjedna gornja meda skupa S .

Definicija 3.3.3. Neka je S < R te neka je m € R. KaZemo da je m donja meda skupa S
ako za svaki x € S vrijedi da je m < x.

Definicija 3.3.4. Neka je S < R. KaZemo da je S odozdo omeden skup ako postoji barem
Jjedna donja meda skupa S .

Definicija 3.3.5. Za skup S < R kaZemo da je omeden ako je S i odozdo i odozgo omeden
skup.

Propozicija 3.3.6. Neka je S < R. Tada je S omeden skup ako i samo ako postoji A € R
takav da je |x| < A za svaki x € S.

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden skup. Tada postoje m, M € R takvidaje x < M 1
m < x,zasvaki x € S.
Neka je x € §. Ocito je

x < max{M,—m}. (3.12)

Izm < xslijedi —x < —m pa je
—x < max{M, —mj}. (3.13)

Sada iz (3.12) i (3.13) slijedi
x| < max{M, —m}.

Time smo pokazali da postoji A € R (A = max{M, —m}) takav da je |x| < A zasvakix € S.
Obratno, pretpostavimo da postoji A € R takav da vrijedi |x| < A, za svaki x € S.

Stoga je —A < x < A, za svaki x € §. Ocito je da je § odozgo 1 odozdo omeden skup te je
stoga i omeden. O

Definicija 3.3.7. Neka je X skup te neka je f : X — R funkcija. KaZemo da je f omedena
funkcija ako je Imf omeden skup.

Uoc¢imo da iz Propozicije 3.3.6 slijedi: funkcija f : X — R je omedena ako 1 samo ako
postoji A € R takav da je |f(x)| < A, za svaki x € X.

Definicija 3.3.8. Neka je X skup, f : X — R funkcijate Y < X. KaZemo da je f omedena
na 'Y ako je f(Y) omeden skup.

Uocimo: f je omedena na Y ako i samo ako postoji A € R takav da | f(y)| < A, za svaki
yevr
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Propozicija 3.3.9. Neka je X skup te f : X — R funkcija. Pretpostavimo da je n € N te
da su Yy, ..., Y, skupovi takvi da je X = Yy U ... U Y, te da je f omedena na Y, za svaki
i € {0, ..,n}. Tada je f omedena funkcija.

Dokaz. Zasvaki i € {0, ...,n} postoji A; takav da vrijedi
|f(X)| < A,’, Vx e Y,

Neka je A = max{Ao,...,A;}. Neka je x € X. Tada postoji i € {0,...,n} takav da vrijedi
x € Y;. Slijedi
[f(x)] < A

Tada je |f(x)| < A. Dakle, |f(x)| < A za svaki x € X. i

Lema 3.3.10. Neka su a,b € R,a < b te neka su x,y € |a, b|. Tada vrijedi |x —y| < b — a.

Dokaz. 1. slucaj: x < y.
Vrijedia < x < y < b. Iz a < x mnozZenjem s (—1) dobivamo —x < —a. Sada
dobivenu nejednakost zbrojimo s y < b idobivamoy — x < b — a.
Dakle,
x—y|<b—-a.

2. slucaj: y < x.
Vrijedia < y < x < b. Iz a < y mnoZenjem s (—1) dobivamo —y < —a. Sada
dobivenu nejednakost zbrojimo s x < b i dobivamo x —y < b — a.
Dakle,
x—y|<b—a.

O

Lema 3.3.11. Neka je S < R omeden skup te neka je € > 0. Tada postoje n € N i skupovi
Toy.... T, S Rtakvidaje S = Ty U ... u T, te takvi da svaki i € {0, ...,n} vrijedi sljedece:

ako su x,y € T;, onda je |x — y| < .

Dokaz. Buduci da je S omeden, postoje donja meda a skupa S 1 gornja meda b tog skupa.
MoZemo pretpostaviti da je a < b.
Ocito je da vrijedi S < [a,b] . Odaberimo n € N takav da vrijedi 2=¢ < n. Tada je
b—a
n

<e. (3.14)
Zaic€ {0,...,n} definiramo t;, =a + i - 1%.
Primjetimo da vrijedi

a=1t<..<t,1<t,=b. (3.15)
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Zaic{0,..,n — 1} definiramo T; = [t;, ;11| N S. 1z (3.15) je jasno da je [a, b] = [to, ;] U
.U [t_1,t,] pakad lijevu i desnu stranu “’presijeCemo” sa S dobivamo S = Tou...uT,_.
Nekaje i€ {0,...,n— 1}. Nekasu x,y € T;, tj. x,y € [;, t;41] -
Iz Leme 3.3.10 slijedi

b—a

n

lx—y| <t —t; = <e.

Dakle, dobivamo |x — y| < e.
Slijedi da za sve x,y € T; vrijedi |x — y| < &. i

Teorem 3.3.12. Neka je S < R omeden skup te neka je f : S — R uniformno neprekidna
funkcija. Tada je f omedena funkcija.

Dokaz. Neka je € = 1. Prema definiciji uniformne neprekidnosti postoji 6 > 0 takav da za
sve x,y € S vrijedi

[x—yl <d=1[f(x) = f¥)| < L (3.16)
Prem Lemi 3.3.11 postoje n € N i skupovi Ty, ..., T,, S takvi da je

S=Tou..uT, (3.17)
te za svaki i € {0, ..., n} vrijedi
x,yeT;= |x—y| <6.

Neka je i € {0, ...,n}. Tvrdimo da je funkcija f omedena na 7.

To je jasno ako je T; = .

Inace moZemo odabrati nekiy € 7.

Neka je x € T;. Tada je |x — y| < d te iz (3.16) slijedi da je | f(x) — f(y)| < 1.
Koriste¢i ovu nejednakost dobivamo

f) = 1fx) = fO) = O < 1F ) = fWI+ IF W < T+ [FO)]-

Dakle, |f(x)| < 1+ |f(y)|, za svaki x € T.
Stoga je f omedena na T}, za svaki i € {0, ...,n}. Iz ovoga, (3.17) i Propozicije 3.3.9
slijedi da je f omedena funkcija. O

Napomena 3.3.13. Neka su S,T < R, S < TiS # J. Neka je f : T — R. Lako je
dokazati sljedece tvrdnje.

1. Pretpostavimo da je xo € S te da je [ neprekidna u x. Tada je f|s : S — R
neprekidna u x.
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2. Pretpostavimo da je f neprekidna. Tada je f|s : S — R neprekidna.

3. Pretpostavimo da je f uniformno neprekidna. Tada je f|s : S — R uniformno
neprekidna.

4. Pretpostavimo da je f efektivno uniformno neprekidna. Tada je f|s : S — R efek-
tivno uniformno neprekidna.

Primjer 3.3.14. Neka je f : (0,1] — R funkcija definirana sa f(x) = 1, za svaki
x€(0,1].

Prema Primjeru 3.2.6 funkcija {(0,0) — R, x — i je neprekidna pa iz Napomene 3.3.13
slijedi da je f neprekidna.

Imamo Imf = {f(x)|x € (0,1]} = {1[(0,1]} = [1,0) pa je o¢ito da Imf nije omeden
skup. Dakle, f nije omedena funkcija.

Uocimo da je domena od f, tj. 0, 1] omeden skup. Ovaj primjer pokazuje da pretpos-
tavku iz Teorema 3.3.12, da je f uniformno neprekidna funkcija, ne moZemo zamijeniti
pretpostavkom da je f neprekidna funkcija. Onda tvrdnja ne vrijedi opcenito.

Iz Teorema 3.3.12 slijedi da funkcija f iz prethodnog primjera nije uniformno nepre-
kidna (jer kad bi bila, onda bi teorem povlacio da je omedena funkcija, a vidjeli smo da
nije).

Propozicija 3.3.15. Neka je S < R omeden skup te neka su f,g : S — R efektivno
uniformno neprekidne funkcije. Tada jei f - g : S — R efektivno uniformno neprekidna
funkcija.

Dokaz. 1z efektivne uniformne neprekidnosti od funkcija f 1 g slijedi da postoje rekurzivne
funkcije ¢, : N — N takve da vrijedi

x =y <20 = | f(x) — fFO)] <27, (3.18)

x =y < 2"0) = |g(x) —g(y)| < 27" (3.19)

Iz Teorema 3.3.12 slijedi da su f i g omedene funkcije.
Tada postoje A, B € R takvi da je | f(x)| < Aig(x)| < B,zasvakix e S.
MoZemo pretpostaviti daje A > 01 B > 0. Odaberimo n, € N takav da je

A+ B <2, (3.20)
Iz (3.18) 1 (3.19) slijedi da za svakin € Nisve x,y € S vrijede implikacije

x — y| < 2°0Fm) | f(x) — f(y)] < 270, (3.21)

(n+ng

|x —y| < 2¢0Hm0) — Jo(x) — g(y)| < 270+, (3.22)
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Neka je 7 : N — N funkcija definirana sa 7(n) = ¢(n + ng) + y(n + no). O¢Cito je funkcija
7 rekurzivna.

Nekaje n € Nte nekasu x,y € S takvida je |x—y| < 277", Slijedi da je |x—y| < 27¢(+"0)
i|x—y| <2 ¥ntn),

Iz (3.21) 1 (3.22) slijedi da je

() = fO) <270 i [g(x) — g(y)| < 270+, (323)
Koristeci (3.23) dobivamo da je
(f-8)(x) = (f- 8) W)l

-

— g

= |f(x = f(x)g(y) + f(x)g(y) — fF(»)g)]
S)g(x) —g(xX)| + [gWI[f(x) — f(y)]
-|g(x) —gW)| + B [f(x) = f)]

‘2—(n+n0) +B- 2—(n+n0) _ (A + B) . 2—(n+n0)
< oM. p=(mtno) — p=n,

f(x)g

—_— —
oQ
—~
=
=

NN N
b D>

Dakle, |(f - g)(x) — (f - g)(y)| < 27". Time smo dokazali da za svakin € Nisve x,y € §
vrijedi implikacija

x—y[ <279 = |(f-g)(x) — (f-9) )| <27

Slijedi da je funkcija f - g efektivno uniformno neprekidna. O

Primjer 3.3.16. Neka je f : R — R, f(x) = x za svaki x € R. Prema Primjeru 3.2.11
f je efektivno uniformno neprekidna funckija. Tvrdimo da f - f : R — R nije efektivno
uniformno neprekidna, cak stovise tvrdimo da f - f nije uniformno neprekidna.
Oznacimo g = f - f. Dakle, g(x) = x%, za svaki x € R. Pretpostavimo da je g uniformno
neprekidna.
Neka je € = 1. Tada postoji 6 > 0 takav da za sve x,y € Rvrijedi |x—y| < § = |x* —y*| <
1, 4.

lx—y|<d=|x—y|lx+y <1 (3.24)

Uzmimo n € N takav da je }l < 0. Definirajmo x = n + % iy=n.
Imamo .
[x—y[==-<¢
n

pa (3.24) poviaci da je |x — y||x + y| < 1.
Iz definicije od x i y slijedi

1

1 1
Ix—y!|x+y!=—(2n+ ) =2+—=>1
n n
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Dosli smo do kontradikcije te zakljucujemo da g nije uniformno neprekidna, time ni efek-
tivno uniformno neprekidna.

Napomena 3.3.17. Neka su S < R,n € N te fy,....fn, : S — R efektivno uniformno
neprekidne funkcije. Prema Propoziciji 3.2.12, lako slijedi indukcijom da je tada i funkcija
Jo+ ... + fu 1 S — R efektivno uniformno neprekidna.
Isto tako, koristeci Propoziciju 3.3.15, dobivamo da je fy - ... - f, : S — R efektivno
uniformno neprekidna funkcija ako je S omeden skup.

Propozicija 3.3.18. Neka je S < R omeden skup. Neka je n € N te neka su ay, ..., a, € R.
Neka je f : S — R funkcija definirana sa f(x) = a,x" + ... + a\x + ao. Tada je funkcija f
efektivno uniformno neprekidna.

Dokaz. Zai € {0,...,n} neka je h; : S — R funkcija definirana sa /;(x) = a; - x'. Jasno je
da vrijedi f = hy + ... + h,. Stoga je, prema Napomeni 3.3.17, dovoljno dokazati da je A;
efektivno uniformno neprekidna funkcija za svaki i € {0, ..., n}.

Neka je i € {0, ..., n}. Funkcija h; je umnozak funkcije S — R, x — q; i funkcije S — R,
x +— x'. Funkcija x — a; je efektivno uniformno neprekidna prema Primjeru 3.1.13, a
funkcija x — x' je efektivno uniformno neprekidna po Napomeni 3.3.17 i &injenici da je
funkcija § — R, x — x efektivno uniformno neprekidna pa je, prema Propoziciji 3.3.15,
funkcija h; efektivno uniformno neprekidna. O

Definicija 3.3.19. Neka je S < R omeden skup te neka je f : S — R funkcija. KaZemo da
je f izracunljiva funkcija ako je f nizovno izracunljiva i efektivno uniformno neprekidna.

Primjer 3.3.20. Neka je S < R omeden skup. Neka je n € N te neka su ay,...,a,
izracunljivi brojevi. Neka je f : S — R funkcija definirana sa f(x) = a,x" + ... + a1x + ag
za svaki x € S. Tada je f izracunljiva funkcija.

Ova tvrdnja slijedi iz Napomene 3.1.14 i Propozicije 3.3.18.

Propozicija 3.3.21. Neka su f,g : S — R izracunljive funkcije. Tada su i funkcije
—f\fl, f+ g f-g:S — Rizracunljive.

Dokaz. Nizovna izraCunljivost slijedi iz Propozicije 3.1.7, a efektivna uniformna nepre-
kidnost iz Propozicije 3.2.12 i Propozicije 3.3.15.
ZakljuCujemo da su funkcije —f, | f|, f + g1 f - g izraCunljive. m|

Primjer 3.3.22. Nekaje f : (0,1] — R, f(x) = x. Funkcija je izracunljiva prema Primjeru
3.3.20. Ocito je f(x) # 0 za svaki x € {0, 1]. Tvrdimo da funkcija % : {0, 1] — R nije
izracunljiva.

Ocito je G) (x) = 1, za svaki x € (0, 1].
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo svojstva rekurzivnih funkcija. Tema je podije-
ljena na tri cjeline. U prvom poglavlju uveli smo pojmove inicijalnih i rekurzivnih funkcija
te smo prikazali neka njihova osnovna svojstva. U drugom poglavlju definirali smo rekur-
zivne funkcije N¥ — Z, N¥ — Q i N¥ — R te smo proucavali svojstva tih funkcija. Zatim
smo uveli pojam izracunljivog broja i povukli analogiju s realnim rekurzivnim funkcijama.
Treée poglavlje bavi se nizovno izracunljivim funkcijama, efektivnom uniformnom nepre-
kidnos¢u te omedenim i izracunljivim funkcijama.






Summary

In this master’s thesis we have studied properties of recursive functions. The topic is di-
vided into three parts. In the first chapter, we have introduced the concepts of initial and
recursive functions and presented some of their basic properties. In the second chapter, we
defined the recursive functions N* — Z, N* — Q and N* — R and studied their properties.
Then we have introduced the notion of a computable number and drew an analogy with
real recursive functions. The third chapter deals with sequentially computable functions,
effective uniform continuity and bounded and computable functions.
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