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Uvod

Ukoliko se pokuSava detaljnije razumjeti razvoj matematickog pojma mjere tijekom
prve polovice dvadesetog stoljeca, utoliko taj razvoj ispada zamrSeniji i divergentniji. Ovaj
rad mozZe se shvatiti kao izlaganje dijela jedne grane tog razvoja Ciji je temeljni rezultat
egzistencija 1 jedinstvenost Haarove mjere na lokalno kompaktnoj grupi. Tom rezultatu
prethodili su kljucni rezultati teorije mjere s jedne strane te razvoj teorije Liejevih grupa
1 njihovih reprezentacija s druge. Dok su Liejeve grupe diferencijabilne mnogostrukosti
glatkih grupnih operacija, topoloske grupe su sve grupe opskrbljene topologijom u kojoj
su grupne operacije neprekidne. Topoloske grupe, dakle, mozemo poimati kao poopcéenje
Liejevih grupa i takvo poimanje je uvelike u skladu s povijesnim razvojem uz njih vezanih
teorija.

Na tragu tog razvoja nalazi se i takoreci euklidska motivacija madarskog matemati¢ara
Alfreda Haara. Naime, Jordanova i Lebesgueova mjera zadovoljavaju jedno geometrijski
intuitivno svojstvo - invarijantne su s obzirom na translacije, $to se paralelno odraZava na
razini integrala na nacin da je Lebesgueovo integriranje invarijantno s obzirom na transla-
ciju funkcija. Bilo je ve¢ pokazano da je na strukturno izdaSnim Liejevim grupama takoder
moguce provesti takvu integraciju, stoga se Haar pitao je li to moguce provesti na nekoj
Siroj klasi topoloskih grupa.

Odgovor do kojeg je bio doSao 1933. godine (v. [6]) u svojoj opCenitosti i eleganciji
zacijelo je premasio i o¢ekivanja sdmog Haara: u sustini svaka lokalno kompaktna grupa
posjeduje mjeru invarijantnu s obzirom na translacije - Haarovu mjeru. Tri godine kasnije
John Von Neumann dokazao je da je Haarova mjera na lokalno kompaktnoj grupi jedins-
tvena do na mnoZenje pozitivnim realnim brojem.

Otkrice lokalne kompaktnosti kao apstraktnog, ali vrlo jednostavnog i Cisto topoloSkog
dovoljnog uvjeta za postojanje Haarove mjere narednih je godina intenziviralo napredak
teorije topoloskih grupa i njihovih reprezentacija, Sto je pak kasnije omogucilo razvoj aps-
traktne harmonijske analize kao proSirenja i produbljenja klasi¢ne Fourierove analize.

Doduse, kao Sto je malo prije sugerirano sintagmom “u sustini”’, Haar nije pokazao da
je opcenita lokalna kompaktnost dovoljna za postojanje Haarove mjere: uz lokalnu kom-
paktnost on je, naime, pretpostavio da topologija na grupi zadovoljava drugi aksiom pre-
brojivosti. Medutim, njegov dokaz dao se bez velikih konceptualnih promjena prepraviti
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tako da se Zeljena egzistencija mogla izvesti bez drugog aksioma prebrojivosti. Prvi je to
ucinio André Weil 1940. godine i time pokazao da zaista svaka lokalno kompaktna grupa
ima Haarovu mjeru. Stovise, Weil je pokazao i svojevrstan obrat: svaku grupu s Haarovom
mjerom moguce je snabdjeti lokalno kompaktnom topologijom.

applications” ([10]) prvi na sustavan i suvremenom post-bourbakiovskom citatelju termi-
nolosko Citljiv naCin iznio sadrzaj koji se nalazi i u ovom radu. Premda je primarna refe-
renca nasega rada knjiga ”A Course in Abstract Harmonic Analysis” Geralda B. Follanda
([5]) gdje nadasve pratimo njezino poglavlje “Locally Compact Groups”, zanimljivo je
“baciti oko” 1 primijetiti u kojoj mjeri Follandov tekst, od redoslijeda izlaganja i defini-
ranja pojmova do samih postupaka u dokazima, crpi i prati Weilov tekst. Posljedi¢no,

odnosno tranzitivno, i ovaj skroman rad, moglo bi se reci, ”odiSe” Weilovim duhom.

Ukratko, rad zapocCinje ekspozicijom definicija i rezultata iz opce topologije, teorije
mjere 1 Banachovih algebri koji ¢e nam trebati u nastavku rada, a dobro ih se prisjetiti ili
moZda nisu toliko poznati, poput pojma kompleksne mjere.

SrediSnji dio je drugo poglavlje gdje se uvodi glavni objekt - lokalno kompaktna grupa
1 izvode njezina bitna svojstva. Rijec je, dakle, o topoloskoj grupi lokalno kompaktne
topologije, uz $to najcesce pretpostavljamo da je topologija Hausdorffova i o-kompaktna
s obzirom na neku mjeru na Borelovoj algebri. Opéenito neCemo raditi s komutativnim
grupama, pa ni invarijantnosti mjera s obzirom na lijeve 1 desne translacije opcenito nisu
ekvivalentne. Zbog toga sada ispravljamo sitnu nepreciznost prethodnog dijela teksta - u
ovom radu pokazat ¢emo da svaka lokalno kompaktna grupa ima lijevu Haarovu mjeru,
analogno ce slijediti da ima desnu Haarovu mjeru, no te dvije mjere ne moraju se nuzno
podudarati. Inace, lijeva (desna) Haarova mjera, osim §to je invarijantna s obzirom na
lijeve (desne) translacije, prema definiciji mora biti Radonova. Iako se, kako je kazano,
lijeva 1 desna Haarova mjera ne moraju podudarati, odstupanje lijeve Haarove mjere od
toga da bude desna ponaSa se prilicno pravilno, stoga ¢emo uvesti modularnu funkciju
koja biljezi to odstupanje te demonstrirati kako je modularna funkcija korisna primjerice
prilikom integracije.

Nakon elementarnih primjera lokalno kompaktnih grupa i njima pripadnih lijevih Ha-
arovih mjera, u tre€em poglavlju bavimo se prostorom kompleksnih Radonovih mjera
M(G) i LP(G) prostorima na nekoj lokalno kompaktnoj grupi G. Na prostorima M(G)
i L'(G) uvodimo konvoluciju i pokazujemo kako je konvolucija na M(G) poopéenje ko-
nvolucije na L'(G), dok je dakako konvolucija na L'(G) poopéenje poznate konvolucije
na L'(R). Ispostavlja se da uz konvoluciju * oba prostora M(G) i L'(G) imaju strukturu
Banachove =-algebre te da se L'(G) moZe pravilno uloZiti u M(G).

Posljednje poglavlje je svojevrsna generalizacija drugog poglavlja jer razmatramo ho-
mogene prostore, Sto su topoloski prostori na kojima djeluje lokalno kompaktna grupa G,
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pa nas zanima postojanje G-invarijantnih i kvazi-invarijantnih mjera na homogenim pros-
torima. Dokazujemo da su esencijalno svi homogeni prostori homeomorfni nekom kvo-
cijentnom prostoru grupe G; iskazujemo teorem o postojanju invarijantnih mjera, koje ne
postoje u svim homogenim prostorima, ali uz modularnu funkciju lako se vidi kada postoje,
1 naposljetku teorem o postojanju kvazi-invarijantnih mjera, koje postoje uvijek.






Poglavlje 1

Preliminarni sadrzaii

Poveéi dio odjeljaka 1.1 1 1.2 ovog poglavlja zajedno s dokazima iskazanih tvrdnji
moze se pronaci u ([4]) pa ¢emo samo u protivnom istaknuti literaturu iz koje je izvadena
tvrdnja 1 u kojoj se nalazi njezin dokaz.

1.1 Opéa topologija

Uzmimo dvije razliCite tocke x i y te dva medusobno disjunktna zatvorena skupa A i B
topoloskog prostora X. Topoloski prostor X je:

e T, ako postoji otvoren skup U takav da x € U 1y ¢ U, ekvivalentno, ako je {x}
zatvoren za svaki x € X;

e T, ili Hausdorffov, ako postoje medusobno disjunktni otvoreni skupovi U i V takvi
daxeUiyeV;

e T, ili normalan Hausdorffov, ako je Hausdorffov i ako postoje medusobno disjun-
ktni otvoreni skupovi U iV takvidajeACUiBCV.

Okolina tocke x u topoloSkom prostoru X je skup A € X takav da se x nalazi u unu-
trasnjosti od A, tj. x € Int A. Baza okoline od x € X je familija N otvorenih skupova koja
zadovoljava sljedeca dva svojstva:

i. xeV,zasvakiV e N,
ii. ako je x € U, gdje je U otvoren, postoji V € N takavdaje V C U.

Ako svaka tocka x € X ima kompaktnu okolinu, Hausdorffov topoloski prostor X je lo-
kalno kompaktan. Na lokalno kompaktnom prostoru za svaku (otvorenu) okolinu U neke
toCke x postoji kompaktna okolina K od x takva da je K C U. Posljednju tvrdnju koristit

5
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¢emo presutno tijekom cijelog rada, primjerice pozivat ¢emo se na propoziciju koja garan-
tira postojanje okoline neke tocke i uz to odmah pretpostaviti da je okolina kompaktna.

Nadalje, ako je X jednak nekoj prebrojivoj uniji kompaktnih skupova, tada kazemo da
je X o-kompaktan. Klasa topoloskih prostora s kojom radimo kroz veci dio rada jest klasa
Hausdorffovih, lokalno kompaktnih i o-kompaktnih prostora. Zbog toga uvodimo oz-
naku LKH za Hausdorffove lokalno kompaktne topoloSke prostore.

Slijede dva teorema Cije poznatije verzije vrijede uz pretpostavku da je X potpun me-
tricki prostor u prvom teoremu i normalan prostor u drugom; medutim tvrdnje obaju te-
orema stoje 1 kada je X lokalno kompaktan Hausdorffov prostor:

Teorem 1.1.1 (Baireov teorem za LKH prostore). Neka je X lokalno kompaktan Ha-
usdorffov prostor.

(i) Ako je (Upy)nen niz otvorenih gustih skupova u X, onda je N'2 U, gust u X.
(ii) X nije prebrojiva unija nigdje gustih skupova.
KaZemo da je A C X nigdje gust ako je Int(C1A) = 0.
Za dokaz gornjeg teorema konzultirati [3, str. 193.].

Teorem 1.1.2 (Urysohnova lema za LKH prostore). Neka je X lokalno kompaktan Ha-
usdorffov prostor i K € U C X gdje je K kompaktan i U otvoren. Postoji neprekidna
Sfunkcija f : X — [0, 1] takva da je f =1 na K isupp f C U.

Neka je (X;)e; proizvoljna familija topoloskih prostora. Produktna topologija na
X = Il;;X; je topologija generirana projektivnim preslikavanjima rr; : X — X;, tj. najslabija
topologija na X u kojoj su sva projektivna preslikavanja neprekidna. Predbazu produktne
topologije ¢ine, dakle, skupovi 77! (U;), gdje je U; proizvoljan otvoren skup u X;, a i pro-
izvoljan indeks iz I, $to Ce reci da je svaki otvoren skup produktnog topoloskog prostora
neka unija skupova z; ' (U)).

Promotrimo poseban sluc¢aj X X Y 1 preslikavanje f : X — X XY definirano s x = (x, ),
gdje je y € Y fiksan. Pokazimo ocekivano - da je f neprekidna funkcija. Znamo da je
proizvoljan otvoren skup iz X X Y oblika Uje;U; X V;, gdje je U, otvoren u X, a V; otvoren
u Y. Tada vrijedi:

UUjXVj

jeJ

f—l

= Jriwxvy = Jixexiwnev;xvy=|_Ju,

jeJ jeJ jeJ

Buduc¢i da su praslike otvorenih skupova od f otvorene u X, slijedi da je f neprekidna.
Krucijalan ¢e nam biti sljedeci vrlo netrivijalan teorem:



1.2. TEORIJA MJERE 7

Teorem 1.1.3 (Tikhonovljev teorem). Ako je (X;);c; neka familija kompaktnih topoloskih
prostora tada je X = Il;;X; s produktnom topologijom kompaktan topoloski prostor.

Ako topoloski prostor X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, §to znac¢i da svaka tocka
ima prebrojivu bazu okolina, tada vrijedi poznata karakterizacija zatvaraca skupa: x €
ClA ako i samo ako postoji niz (x,),en U A koji konvergira u x. Takoder, funkcija f :
X — Y, gdje je Y topoloski prostor, neprekidna je u x € X ako i samo ako za svaki niz
(x,)nen koji konvergira u x, preslikani niz f(x,),cn konvergira u f(x). Zanima nas postoje li
generalizacije tih karakterizacija za opceniti topoloski prostor, na §to je odgovor potvrdan.
No, prije toga, trebaju nam dva pojma: usmjeren skup i hiperniz.

Definicija 1.1.4. Usmjeren skup je ureden par (A, <) skupa A s binarnom relacijom < koja
je refleksivna, tranzitivna te zadovoljava sljedece svojstvo “usmjerljivosti”:

Vo, €A, IyeAtd a<yiB<y.
Hiperniz u skupu X je preslikavanje A — X, a > Xx,, krace ga zapisujemo kao (x,)qea-

Primjetno je da je (NN, <) usmjeren skup, a svaki niz (x,),cy U X ujedno je i hiperniz.
Izraz @ < 8 ponekad se zapisuje kao 8 > «. Neka je sada X topoloski prostor.

Definicija 1.1.5. Hiperniz (x,)qea u X konvergira u tocku x € X, ako:
YU okolinuod x, dag € Atd Ya €A, g < a = x, € U.
Konvergenciju jednostavno zapisujemo kao x, — X.
Sada smo spremni iskazati Zeljene generalizacije:

Propozicija 1.1.6. Neka je X topoloski prostor i B C X. Tada je x € Cl B ako i samo ako
postoji hiperniz (x,)qca U B koji konvergira u x.

Propozicija 1.1.7. Neka su X i Y topoloski prostorii f : X — Y. Tada je f neprekidna
u x € X ako i samo ako za svaki hiperniz (x,)qeca koji konvergira u x preslikani hiperniz

(f(x4))aca konvergira u f(x).
1.2 Teorija mjere

Lijep 1 koncizan pregled teorije mjere potrebne za bavljenje lokalno kompaktnim gru-
pama nalazi se u [9]. Poneke formulacije uzete su iz te knjige, medutim esencijalno se
viSe-manje cijeli ovaj odjeljak moZe pronaci u spomenutoj [4].

Neka je X LKH topoloski prostor.
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o-konacne mjere

Borelova o-algebra na X je o-algebra generirana topologijom na X. Oznacavamo ju
s B(X) (preciznije bi bilo oznaciti je s B(X, 7), no nacelno necemo raditi s viSe topologija
na istom skupu). Dakle, ako je 7 topologija na X, tada je B(X) = o(7), $to je najmanja
o-algebra na X koja sadrzi 7. Elemente Borelove o-algebre zovemo Borelovi skupovi, a
mjere na izmjerljivom prostoru (X, B(X)) zovemo Borelove mjere.

Uzmimo sada Borelovu mjeru u na X i Borelov skup B. Mjera u je:

e regularna izvana na B, ako u(B) = inf{u(U)| B C U, U otvoren};

e regularna iznutra na B, ako u(B) = sup{u(K)| K C B, K kompaktan};

e regularna, ako je regularna izvana i iznutra na svim Borelovim skupovima.

KaZemo da je Borelova mjera 4 Radonova ako je kona¢na na svim kompaktnim sku-
povima, regularna izvana na svim Borelovim skupovima i regularna iznutra na otvorenim
skupovima.

Sjetimo se da smo u prethodnom odjeljku napomenuli kako ¢emo nacelno raditi s
topoloskim prostorima koji su LKH, ali i o-kompaktni. Dok je topoloski prostor X o-
kompaktan ako je X prebrojiva unija kompaktnih skupova, mjera na izmjerljivom prostoru
X je o-konacna ako je X prebrojiva unija izmjerivih skupova konacnih u mjeri . Otuda
direktno vidimo da je Borelova mjera na o-kompaktnom skupu koja je kona¢na na svim
kompaktnim skupovima ujedno i o-konacna mjera.

Posebno, Radonova mjera na o-kompaktnom skupu je o-kona¢na. Osim toga, prema
[4, str. 216.], Radonova mjera na o-kompaktnom skupu je regularna.

U nastavku ¢emo iskazati vaZzne rezultate iz teorije mjere, poput Fubini-Tonnelijevog
i Radon-Nikodymovog teorema, koji pretpostavljaju da su mjere na koje se odnose o-
konacne. Kako je na o-kompaktnom prostoru svaka Radonova mjera o-konacna (i regu-
larna), sada je jasnije zasSto nam je pretpostavka da je X, osim Sto je LKH, 1 o-kompaktan,
toliko dragocjeno rasterecujuca.

Sasvim opcenito, neka su (X, ¥, u) 1 (¥, G, v) prostori mjere. Sjetimo se da je njihov
produktni prostor mjera (X X ¥, ¥ ® G, u ® v) definiran na sljedeci na¢in: ¥ ® G je o-
algebra generirana skupovima oblikaA X BzaA € ¥ 1 B € G, au ®v je jedinstvena mjera
na ¥ ® G za koju vrijedi (u® v)(A X B) = u(Ayv(B) zasve A e F i Be G.

Teorem 1.2.1 (Fubini-Tonellijev teorem [8, str. 53.]). Neka su (X,F,u) i (Y,G,v) o-
konacni prostori mjere.
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(i) Nekaje f : X XY — [0, +c0] F Q G-izmjeriva. Tada je:

£ y) d(uev)(x, ) = f ( f f(x,y)dV(y))du(X) _ f ( f f(x,y>du<x>) dvy).
XxY X Y Y X

(ii) Neka je f : X XY — R u ® v-integrabilna. Tada je za u-gotovo svaki x funkcija
y — f(x,y) v-integrabilna, dok je funkcija x — fY f(x,y)dv(y) u-integrabilna. Ana-
logno, za v-gotovo svaki y funkcija x — f(x,y) je u-integrabilna, dok je funkcija
y fX f(x,y)du(x) v-integrabilna. Takoder vrijedi:

£ y) d(uev)(x, ) = f ( f f(x,y)dV(y))dﬂ(x) _ f ( f f(x,y)du(x)) dvy).
XxY X Y Y X

Ponovimo definicije L? prostora, za 1 < p < +0o, na opCenitom izmjerljivom prostoru
(X, F). Ono Sto ¢e u radu najcesce varirati bit ¢e mjere na fiksnom izmjerljivom prostoru,
zato koristimo oznaku L”(u) ili L? ukoliko je mjera podrazumijena. Za izmjerivu f : X —
C definiramo norme:

1
1 2r ) 1=(f|f|pdu) , 1 < p < +oo;
X

I fllzeoey := esssup,x | f(X)| = inf{a > 0|u({x € X ; |f(x)| > a}) = 0}.
Poistovjecujuéi funkcije koje su jednake p-gotovo svuda, definiramo L? prostore:
LP(u) ={f : X — C| f izmjerivai||f]|, < +oo}, 1 < p < +o0.
Ovdje definiramo i uniformnu normu na prostoru ogranic¢enih funkcija f : X — C:

1flleo := sup [ f()].

xeX

Uocimo (samo) izvanjsku sli¢nost uniformne norme na prostoru ogranicenih funkcija, koju
¢emo oznacavati s || - ||, te norme na prostoru L* koju ¢emo uvijek, radi razlikovanja od
uniformne, oznacavati s || - ||z«.

Neka sada LP(u) i LP(v) za 1 < p < +oo oznacavaju L? prostor na respektivno (X, F, u)
i(Y,G,v). Zal < p < +co vrijedi poznata Minkowskijeva nejednakost:

I1f =+ gl < I1AU, + llglly, V.8 € L.

S druge strane, sluzimo se “’integralnom’ nejednakoscu trokuta:

fxfdu sfxmdu.

Sljedeci teorem spaja te dvije nejednakosti:
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Teorem 1.2.2 (Minkowskijeva nejednakost za integrale). Neka su (X, 7 ,u) i (Y,G,v)
o-konacni prostori mjere.

(i) Nekaje f: X XY — [0,+00) F ® G-izmjerivail < p < +oo. Tada je:

A :
[ f ( f f(x,y)dv(y)) du| < f ( f Fonyy? dﬂ(X)) dvy).
X Y Y X

(ii) Nekaje f: X XY - R F ® G-izmjeriva il < p < +oo. Ako je funkcija x— f(x,y)
u LP(u) za v-gotovo svaki y i funkcija 'y — ||f(x, Yll, u L'(v), tada jey — f(x,y) u
L'(v) za p-gotovo svaki x, funkcija x — fy f(x,y)dv(y) je u LP(u), i:

fy Fandy)| < fy LA dv().

Lr(u)

Sretno notorna je Cinjenica da su integrali zapravo linearni funkcionali. Kako bismo,
dakle, preslikavanje ¢ +— f ¢ du razmatrali kao funkcional, potrebno je uzeti neki vektorski
prostor funkcija sa zajedni¢kom domenom X. Mi ¢emo uzeti prostor C.(X).

Podsjetimo se: nosaé (supp) funkcije je zatvara¢ skupa na kojem funkcija poprima
vrijednosti razli¢ite od 0, a znacajan je skup neprekidnih funkcija s kompaktnim nosacem
C.(X); zapiSimo to precizno:

suppy = Cl{x € X |p(x) # 0}, C.X)={p: X — R neprekidna| supp ¢ je kompaktan}.

Dakle, za fiksnu mjeru y na X, ¢ +— f ¢ du je funkcional 1, vektorskog prostora C.(X).
Namece se pitanje odnosa mjera na prostoru X 1 funkcionala na C.(X), odnosno naravi
preslikavanja u — I,. Ispostavilo se korisnim, naime, uzeti za domenu preslikavanja y —
1, skup Radonovih mjera, a za kodomenu skup pozitivnih linearnih funkcionala na C.(X).
Linearan funkcional I na C.(X) je pozitivan linearan funkcional ako je /() > 0, kada je
¢ > 0. Sljedeci teorem objasnjava takav odabir domene i kodomene:

Teorem 1.2.3 (Rieszov teorem reprezentacije). Ako je I pozitivan linearan funkcional
na C.(X), onda postoji jedinstvena Radonova mjera u na X td. I(p) = f wdu za sve
¢ € C(X).

Drugim rijeCima, preslikavanje u +— I, je bijektivno na navedenoj domeni i kodomeni.
Ovaj teorem kljucan je rezultat na koji ¢emo se pozivati tijekom cijelog rada s obzirom da
nam je osnovni cilj pokazati egzistencije stanovitih mjera. Intuitivno, na nekom proizvolj-
nom prostoru Cini se lakSim iznjedriti nekakav linearan funkcional nego mjeru, a Rieszov
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teorem reprezentacije upravo nam omogucuje da dosko¢imo toj teskoci. Osim u pokazi-
vanju egzistencije mjere, ovaj teorem pomaze nam i kod dokazivanja jedinstvenosti mjere,
pa vrijedi izdvojiti jednu njegovu ocitu, ali vrlo korisnu posljedicu:

Korolar 1.2.4. Ako su p i v dvije Radonove mjere na X t.d. f pdv = f wdu za svaki
¢ € C(X), onda je u =v.

Dokaz. Mjere p i v daju dva linearna funkcionala I, i I, koja su jednaka na C.(X), .
I, = I,. Poznato je da je I,(¢) > 0, kada je ¢ > 0, iz Cega slijedi da su /, i I, pozitivni
linearni funkcionali. Sada primjenom prethodnog teorema dobivamo y = v.

]

Neka su u i v proizvoljne mjere na (X, 7). Kazemo da je mjera v apsolutno neprekidna
s obzirom na mjeru u i to oznaCavamo s v < u, ako su svi u-nul skupovi ujedno i v-nul
skupovi, tj.:
u(B)=0 = v(B) =0, YB € B(X).

Uzmimo sada izmjerivu nenegativnu funkciju f : X — R i definirajmo:

uid)= | rn

Gornja jednakost krace se zapisuje kao: duy = fdu, tj. dus(x) = f(x)du(x). Nije tesko
pokazati da je tada yr mjera na (X, F) apsolutno neprekidna s obzirom na y, tj. uy < p.
Obrat ove tvrdnje je Radon-Nikodymov teorem:

Teorem 1.2.5 (Radon-Nikodymov teorem). Neka su yp i v dvije o-konacne mjere na
(X,F). Ako je v apsolutno neprekidna s obzirom na u, v << u, postoji izmjeriva nene-
gativna funkcija f : X — R takva da je v = uy, tj.

v(B) = ffd,u, VB € B(G) (dv= fdu). (1.1)
B

Ako postoji izmjeriva nenegativna funkcija g : X — R takva da je dv = gdu, onda je f = g
u-gotovo svuda. Funkciju f zovemo Radon-Nikodymova derivacija mjere v s obzirom na
mjeru p i oznacavamo s j—;.

ZakljuCujemo da je v < u ako i samo ako postoji izmjeriva nenegativna funkcija f :
X — Rtakvadajev =pus tj. f = ‘di—;.

Posebno, ako je Radon-Nikodymova derivacija mjere v s obzirom na mjeru ¢ pozitivna,
f =% > 0, onda se moze pokazati da je J% Radon-Nikodymova derivacija mjere u s ob-

du
zirom na mjeru v, odnosno % = d—i‘/. Posebno, u <« v te v i u imaju podudarne familije
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nul skupova. U tom slucaju kazemo da su mjere y i1 v ekvivalentne. Ako je uz to Radon-
Nikodymova derivacija j—; neprekidna, kazemo da su u 1 v strogo ekvivalentne.

U duhu Korolara 1.2.4 postavlja se pitanje, ukoliko su u i v Radonove mjere i X LKH i
o-kompaktan, postoji li neki dovoljni “integralni” uvjet uz koji bi vrijedila jednakost (1.3),
a odgovor se nalazi u sljedecoj propoziciji:

Propozicija 1.2.6. Neka su u i v dvije Radonove mjere na X. Ako postoji neprekidna
funkcija f 1 X — (0,+00) t.d. fgpdv = fgofd,u za sve ¢ € C.(X), onda je v = py.
Posebno, v < p.

Realne i kompleksne mjere

U radu ¢e nam trebati norma mjere. Kako bismo bili u moguénosti valjano definirati tu
normu, potrebne su nam opcenitije vrste mjera koje mogu poprimiti negativne realne, od-
nosno kompleksne vrijednosti. Zato, neka je (X, ) prostor mjere, i krenimo s definicijom:

Definicija 1.2.7. Realna mjera na (X, F) je funkcija u : ¥ — [—oco, +00] sljedecih svoj-
stava:

i. w(d) =0,
ii. u postiZe najvise jednu od vrijednosti {—oo, 400},
iii. ako je (Ap)nen niz medusobno disjunktnih skupova iz F, onda p(U'>A,) = e (AL,

(Obicne) mjere ocito su realne te ¢emo ih - jasnoce radi - tijekom rada s realnim ili
kasnije kompleksnim mjerama zvati nenegativne mjere.

Prema vaznom Jordanovom teoremu o dekompoziciji svaka realna mjera 4 moze se
na jedinstveni nacin rastaviti na nenegativne mjere u* iy~ takodajeu = pu"t—pu iyt L u .
Okomitost mjera ovdje je relevantna samo utoliko Sto ju treba navesti radi jedinstvenosti
rastava, stoga je dovoljno spomenuti da okomitost dviju mjera znaci da postoji rastav pros-
tora X na dva disjunktna skupa tako da je jedna mjera O na jednom skupu, a druga mjera 0
na drugom skupu. Mjeru " zovemo pozitivna varijacija od u, a u~ negativna varijacija
od p. Mjeru |u| := u* + 4~ zovemo totalna varijacija od u.

Definicija 1.2.8. Kompleksna mjera na (X, ¥) je funkcija yu : ¥ — C sljedecih svojstava:
i. u@ =0,

ii. ako je (A,)nen niz medusobno disjunktnih skupova iz 7, onda u(U*S5A,) = ¥,51 (A,
gdje red (kompleksnih brojeva) konvergira apsolutno.
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Primijetimo, nenegativna mjera je kompleksna ako i samo ako je konacna. Nadalje,
kompleksna mjera ¢ ima svoj realni i imaginarni dio: konacne realne mjere u, i y; takve
da je u = u, + iy;. Kompleksna mjera nema neku poopéenu Jordanovu dekompoziciju,
medutim moZemo joj definirati totalnu varijaciju:

Definicija 1.2.9. Totalna varijacija kompleksne mjere u je nenegativna mjera |u| definirana
s:

|u|(B):= sup {Z |u(B))| ‘n eN, By,..., B, medusobno disjunktni, B = U;?IIBJ} , BeF.

J=1

Kompleksna mjera ne moze posti¢i beskonacne vrijednosti, no direktno iz definicije
nije jasno vrijedi li isto za njezinu totalnu varijaciju. Ipak:

Propozicija 1.2.10 ([1, str. 2.]). Totalna varijacija |u| kompleksne mjere u je konacna, od-
nosno |u|(X)< + oo.

Integrali nad realnim, odnosno kompleksnim mjerama definiraju se prirodno preko in-
tegrala nad njima pripadnim nenegativnim mjerama i, u,, g i ;. Slijedi propozicija
koja se moZe interpretirati kao joS jedna osobita verzija integralne nejednakosti trokuta:

Propozicija 1.2.11. Za kompleksnu mjeru p i funkciju f : X — Cvrijedi: f je integrabilna
u mjeri u ako i samo ako je integrabilna u mjeri |u|, i u tom slucaju:

fx e fX 1l

Vra¢amo se na Radonove mjere.

Realna Radonova mjera je realna Borelova mjera u kojoj su pozitivna i negativna
varijacija, u* i 4=, (nenegativne) Radonove mjere.

Kompleksna Radonova mjera je kompleksna Borelova mjera ¢ kojoj su realni i ima-
ginarni dio, y, 1 y;, realne Radonove mjere.

Tek je skup kompleksnih Radonovih mjera podatan za elegantnu algebarsku i1 topoloSku
opskrbu, stoga je skup kompleksnih Radonovih mjera na topoloSkom (Borel-izmjerljivom)
prostoru X zasluZzio oznaku M(X). Posebno, na njemu definiramo najavljenu normu mjere:

lluall 2= 1ul(X), € M(X). (1.2)

Vidimo da nam Propozicija 1.2.10 garantira da ||u|| ne moZe poprimiti beskonacne vrijed-
nosti. Osnovno o prostoru M(X) iskazano je u sljedecoj propoziciji:
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Propozicija 1.2.12. Neka je u kompleksna Borelova mjera.

(i) u je (kompleksna) Radonova mjera ako i samo ako je |u| (nenegativna) Radonova
mjera.

(ii) (M(X),|| - ||) je normirani prostor.

Sjetimo se da smo uspostavili bijekciju izmedu nenegativnih Radonovih mjera i pozi-
tivnih linearnih funkcionala na C.(X). Nije neopravdano slutiti da i M(X) pravilno kores-
pondira s nekim prostorom funkcionala. Kao i uvijek (u ovom radu), odgovor na slutnju je
potvrdan, pa definirajmo prvo prostor Co(X):

Co(X) :={¢ : X = Rneprekidna| Ve > 0, K C X kompaktan t.d |p(x)| < &, x € X \ K}.

Ponekad se kaZe da je C((X) prostor funkcija koje trnu u beskonacnosti.

Inace, Cop(X) = Clicx))(Ce(X)), Sto se intuitivno mozZe prilicno lijepo predociti imajuci
u vidu slu€¢aj X = R i spomenuto “trnjenje u beskonacnosti”. Neka sada Cy(X)* oznacava
prostor pozitivnih ograni¢enih linearnih funkcionala prostora Cy(X). Naravno, funkcional
I na Cy(x) je ograniCen ako postoji M > 0 takav da vrijedi:

()] < Mllgllw, Y € Co(X).

Norma ||/|| je najmanji M koji zadovoljava gornje nejednakosti. Za u € M(X) prirodno
definiramo funkcional /,(¢) = fx wdu za ¢ € Cy(X) te konacno iskazujemo izdaSan teorem
koji opisuje (na)slu¢enu korespondenciju:

Teorem 1.2.13 (Rieszov teorem reprezentacije kompleksnih mjera). Preslikavanje y +— I,

Jje izometricki izomorfizam prostora M(X) i Co(X)".

Za kraj odjeljka izlaZemo osnovne rezultate o apsolutnoj neprekidnosti i Radon-Nikodymovom
teoremu za kompleksne mjere, uglavnom analogne onima za nenegativne mjere. Neka je
v € M(X) i u nenegativna mjera na (X, B(X)). KaZemo da je kompleksna Radonova mjera
v apsolutno neprekidna s obzirom na nenegativnu mjeru u, v < u, ako vrijedi:

uB)=0 = v(B) =0, VB € B(X).
Uzmimo f € L'(u) i definiramo:

11/(B) := ffd,u, B € B(X).
B

Tada je py € M(X) 1 up < p. Obrat tvrdnje je sljedeci teorem:
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Teorem 1.2.14 (Radon-Nikodymov teorem za kompleksne mjere). Neka je v € M(X) i
u nenegativna o-konacna mjera na (X, B(X)). Ako je v apsolutno neprekidna s obzirom na
W v < w, postoji f € L'(u) takva da je v = piy, 1j.

v(B) = f fdu, YBe BX) (dv=fdu). (1.3)
B

Ako postoji g € LY () takva da je dv = gdu, onda je f = g u-gotovo svuda. Takoder,
IVl = ||f||L](y)~

1.3 Banachove algebre

Za razliku od prva dva, ovaj odjeljak crpljen je iz poglavlja o Banachovim algebrama
knjiga [2] 1 [5].

Definicija 1.3.1. Asocijativna algebra nad poljem F je uredeni par (A, -), gdje su ‘A vek-
torski prostor nad poljem F i mnoZenje - : A X A — A takvi da su zadovoljena sljedeca
svojstva:

i. x(yz) =((xy)z, ¥x,y,7€ A,
ii. a(xy) = (ax)y = x(ay), ¥x,y € A, Va € F,
iii. x(y+2)=xy+xz, (x+y)z=xy+yz, Yx,y,z € A.

Algebra je komutativna, ako je xy = yx za sve x,y € A, i unitalna, ako postoji e € A
takav da je xe = ex = x za sve x € A.

Pretpostavimo sada da je vektorski prostor A snabdjeven normom || -|| i da je taj normi-
ran prostor Banachov, odnosno da je svaki Cauchyjev niz u A ujedno i konvergentan niz u
A. Takoder, ogranicit ¢emo se na algebre nad poljem C.

Definicija 1.3.2. Banachova algebra je asocijativna algebra A nad poljem C ¢iji je vek-
torski prostor A Banachov prostor s normom koja zadovoljava nejednakost:

lleyll < [lxll1yll, Vx,y € A. (1.4)

Iz gornje nejednakosti slijedi da je mnoZenje na Banachovoj algebri A neprekidno
preslikavanje; ukoliko Banachova algebra A ima jedinicu, tada je invertiranje neprekidno
na grupi invertibilnih elemenata.

Definicija 1.3.3. x-algebra je asocijativna algebra nad poljem C zajedno s involucijom:
preslikavanjem A — A, x = x* sljedecéih svojstava:
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I (x+y)" ' =x"+y", Vx,ye A,
2. (ax)" =ax*, Yx € A, Ya € C,
3. (xy)" =y'x", Vx,y € A,

4. x*=x.VYxe A

C*-algebra je Banachova *-algebra gdje norma zadovoljava jednakost:
" x|| = |Ix|I*, Yx € A. (1.5)

(1.4) i (1.5) spojeni deduciraju jednakost ||x*|| = ||x||, za svaki x € A. Zaista, ||x|]* =
[[x*x]| < |lx*|| [|x]], Sto daje ||x]| < [|x*||. Koristeéi x™ = x analogno slijedi ||x*|| < ||x]|.
Definirajmo za kraj prikladna preslikavanja:

Definicija 1.3.4. Homomorfizam Banachovih algebri A i B je ogranicen linearan opera-
tor ¢ : A — B koji cuva operaciju mnoZenja:

@(xy) = o(x) p(y), Yx,y € A.

Ako su A i B =-algebre, x=~-homomorfizam od A i B je homomorfizam Banachovih algebri
koji komutira s involucijom:
P(x") = p(x)*, Yx € A.



Poglavlje 2

Haarova mjera

Kao $to je najavljeno u uvodnom dijelu, cilj ovog poglavlja je - nakon izlaganja o
topoloskim i posebice lokalno kompaktnim grupama - dokazati egzistenciju lijeve Haarove
mjere na proizvoljnoj lokalno kompaktnoj grupi.

2.1 Lokalno kompaktne grupe

Zapocinjemo s definicijom opcenite topoloSke grupe. Ona je viSe od onog $to se nalazi
u njezinom nazivu: naime, da bi objekt bio topoloSka grupa, nije nam dovoljno da je
istovremeno i topoloski prostor i grupa, ve¢ zahtijevamo da se te dvije strukture nekako
slazu.

Definicija 2.1.1. TopoloSka grupa G je uredena trojka (G, 7 ,-), gdje su (G,T") topoloski
prostor i (G, ) grupa takvi da su grupovne operacije (x,y) — xy i x — x~' neprekidne s
obzirom na topologiju T .

Kako je x — x7! preslikavanje iz G u G, jasno je $to znali da je ono neprekidno.
S druge strane, mnoZenje (x,y) +— xy je preslikavanje G X G — G, stoga nije naodmet
podsjetiti se opisa produktne topologije. Znamo da je ona, u ovom slucaju, generirana
skupom:
{HII(U) N ﬂgl(V) | U, V otvoreni u G} ={U x V| U,V otvoreni u G}.

PokaZimo sada sljedecu propoziciju:

Propozicija 2.1.2. Ako su xy, Yy fiksni elementi topoloske grupe G, tada su preslikavanja
X B xyg iy = Xoy neprekidne bijekcije.

17
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Dokaz. Primijetimo, preslikavanje x — xy, je kompozicija preslikavanja x — (x,y) 1
(x,y) — xy. U preliminarnim sadrZajima (v. str. 6.) pokazano je da je prvo preslikavanje
neprekidno, dok je potonje neprekidno prema definiciji topoloske grupe. Tada je nepre-
kidna i njihova kompozicija x +— xyo. Inverz preslikavanja x - xy, je o¢ito x > xy;',
stoga je bijekcija. Tvrdnja za y — x(y slijedi analogno. O

Definicija 2.1.3. Za A, B C G definiramo skupove:
AB={xy|lxeA,ye B} i Al = (x| xe A

Umjesto A{x} i {x}A zapisivat éemo kraée Ax i xA. Takoder, razlikujemo skupove A? i
AA, jer A? sadrZi samo “kvadrate” elemenata iz A, dok AA sadrzi i umnoske dvaju razli¢itih
elemenata iz A. Ukoliko je A™! = A, re¢i éemo da je skup A simetri¢an.

Napomena 2.1.4. Cini se da se definirane operacije na P(G) ponasaju ”grupovno”, §to je
gotovo tocno. Naime, lako se vidi da se opéenito A~'A i AA™" ne podudaraju s E = {1},
gdje je 1 neutralni element grupe G. Ipak, ocito vrijede neke ”algebarski intuitivne” te
“racunski korisne” relacije:

(AB)' = B'A™", (AB)C = A(BC), AE = EA = A.
Posebno, imamo:
Ax) ' =x7TATL (AT = AT (Ax)y = A(xy), y(xA) = (Yx)A.

Napomena 2.1.5. Vrijedi AN B = () ako i samo ako 1 ¢ A™'B.
Zaista, presjek od A i B je prazan ako i samo ako za svaki x € A te za svaki y € B vrijedi
x#y, tj. x'y # 1, $to upravo znaci da 1 ¢ A™'B. Posebno, vrijedi:

1¢ABoA'NnB=0A"'NnB)"'=B'nA=0s1¢BA.
Osnovna svojstva topoloskih grupa sabrana su u sljedecoj propoziciji:
Propozicija 2.1.6. Neka je G topoloska grupa.

(i) Topologija od G je invarijantna s obzirom na translaciju i inverziju, tj. ako je U
otvoren, tada su za svaki x € G otvoreni lijevi translat xU, desni translat U x te inverz
U~'. Stovise, otvoreni su AU te UA, gdje je A proizvoljan podskup od G.

(ii) Za svaku okolinu U od 1 postoji otvorena simetricna okolinaVod 1td. VV C U.
(iii) Ako je H podgrupa od G, tada je i C1 H podgrupa od G.

(iv) Svaka otvorena podgrupa od G je zatvorena.
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(v) Ako su A i B kompaktni u G, tada je kompaktan i AB.

Dokaz. (i) Prema Propoziciji 2.1.2 funkcija f(y) = x"'y, f : G — G je neprekidna
bijekcija. Tada je xU = f~'(U) otvoren. Analogno se pokaZe da je Ux otvoren.
Sli¢no, U™ = g7 '(U), gdje je g(x) = x~! neprekidna bijekcija na G; dakle U™! je
otvoren. Primijetimo da je AU = U, XA, pa je 1 on otvoren; dakako, analogno slijedi
otvorenost skupa UA.

(i) Neka je f(x,y) = xy. Primijetimo da je tada f(A X B) = AB, A,B C G. Jer je f
neprekidna i f(1,1) = 1, za svaku okolinu U od 1 u G postoji okolina W od (1,1) u
G xX G td. f(W) C U. Prema definiciji okoline 1 opisu otvorenog skupa u produktnoj
topologiji znamo da:

(1, 1) e IntW = || Wi;x Wa;, Wy, Wy, otvoreni u G,
jeJ
stoga postoji j € Jt.d. 1 € W;;i1 € Wy;. Tada se 1 nalazi u njihovim inverzima i
konatno 1 € V:=W;; N Wy, N Wl‘j1 N W2‘j1. V je razvidno simetri¢na, otvorena okolina
od 1 te vrijedi:

VV = f(VX V) C f(W); X Wa;) C f(Int W) C f(W) C U.

(iii) Prema Propoziciji 1.1.6 za x,y € Cl H postoje hipernizovi (x,)eea 1 (¥g)ges U H t.d.
Xo = X1yg > ).
Pokazimo da (x,,ys) — (x,y). Naime, radi se o konvergenciji u G X G s usmjerenim
skupom (A X B, <axp), gdje je (a1, B1) <axp (@2,02) © a1 <p a2 1P <p B>. Neka je
U okolina od (x, y); iz opisa produktne topologije slijedi da postoje U’, V' otvoreni u
Gtd.xeU'iyeV'.Zbogx, — xiys — ypostoje ag € Aipfy € B takvi da vrijedi:

(@0,B0) <axp (@,B) > o <p @iBo<pB2X, €U iys€ V' = (xo,y5) € UXV' C U.

Dakle, (x4, y) — (X, ).

Sada, prema Propoziciji 1.1.7, neprekidne funkcije (x,y) = xy i x — x Cuvaju
konvergenciju hipernizova, stoga x,ys — xy i x;' — x'. Jer je H grupa, ovi hiper-
nizovi su u H, stoga, ponovno zbog Propozicije 1.1.6, xy, x™! € CI H. Dakle, C1 H je
podgrupa od G.

1

(iv) Primijetimo, jer svi lijevi translati podgrupe H pokrivaju cijeli G, vrijedi x ¢ H ako 1
samo ako x € yH za neki y ¢ H, odnosno:
G\ H = U yH.
yeG\H

Ako je H otvoren, tada su, prema (i) dijelu, otvoreni svi yH, pa iz gornje jednakosti
slijedi da je G\ H otvoren, tj. H je zatvoren.
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(v) Ako su A1 Bkompaktni, tada je AX B kompaktan u GXG, §to slijedi iz Tikhonovljevog
teorema (1.1.3). Kako je AB slika od A X B s obzirom na neprekidnu funkciju (x, y) —
xy, AB je takoder kompaktan.

m]

Definicija 2.1.7. Neka je H podgrupa topoloske grupe G, G/H pripadni kvocijentni skup
lijevih klasa te q : G — G/H kanonsko kvocijentno preslikavanje x — xH. Kvocijentnu
topologiju na G/H ¢ini skup svih U € G/H za koje je g~'(U) otvoreno u G.

Napomena 2.1.8. (i) Familija {U C G/H|q ' (U) otvoren u G} ¢ini topologiju na G/H
jer praslika cuva sve skupovne operacije.

(ii) Kanonsko kvocijentno preslikavanje q : G — G/H je neprekidno, Sto slijedi direktno
iz njezine definicije.

(iii) q je otvoreno preslikavanje, odnosno, ako je U otvoren u G, onda je q(U) otvoren u
G/H. Zaista, za U otvoren u G imamo:

g '(q(U)) ={x € G|q(x) € qU)} = {x € G|xH = yH,y € U}
={xeG|xeyHH ' =yH,y e U} = UH.

Iz Propozicije 2.1.6 slijedi da je UH, tj. g~ (q(U)) otvoren u G; dakle q(U) je otvoren
uG/H.

Propozicija 2.1.9. Neka je H podgrupa topoloske grupe G.
(i) Ako je H zatvorena podgrupa, topologija na G/H je Hausdorffova.

(ii) Ako je topologija na G lokalno kompaktna, topologija na G/H je takoder lokalno
kompaktna.

(iii) Ako je H normalna podgrupa, G/H je topoloska grupa.

Dokaz. (1) Neka su xH 1 yH dvije razliCite tocke u G/H. Sli¢no kao u prijasnjim do-

kazima vidimo da je f(z) = x'zy, f : G — G neprekidna funkcija. Kako je
xHy™ ! = f7Y(H), xHy™' je zatvoren, jer je H zatvorena. Relacija xH # yH vri-
jedi ako i samo ako x"'y ¢ H, tj.,y ¢ xH i1 ¢ xHy ' (relacija € Cuva mnoZenje
slijeva 1 zdesna).
Tada je G \ xHy™' otvoren i sadrzi 1, pa postoji okolina U’ od 1 t.d. U’ N xHy ! = 0.
Prema Propoziciji 2.1.6(b) postoji U otvorena simetri¢na okolinaod 1 t.d. UU C U’,
paje UU N xHy ! = (0. Jer je g otvoreno preslikavanje i 1 € U, vidimo da su
q(Ux) = UxH i q(Uy) = UyH otvorene okoline od, respektivno, xH i yH u prostoru
G/H; preostalo je, dakle, pokazati UxH N UyH = 0.
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(ii)

(1)

Primjenjuju¢i Napomenu 2.1.4 i Napomenu 2.1.5, U = U~! te jednakosti HH = H i
H = H™! koje vrijede jer je H podgrupa (posebno, 1 € H), imamo:

UUNxHy'=0e 1¢WUU) ' 'xHy ' = U (UxHy™)
e 1 ¢ (UxHH 'yHYU™ = UxH(UyH)™'
& UxHNUyH = 0.

ZakljuCujemo da je G/H Hausdorffov topoloski prostor.

Neka je K kompaktna okolinaod 1 uG, tj. 1 € Int K. Iz Propozicije 2.1.6(e) znamo da
je Kx kompaktan, dok 1 € Int K = x € (Int K)x C Int(Kx); dakle, Kx je kompaktna
okolina od x. Budu¢i da je g neprekidna, g(Kx) = KxH je kompaktan u G/H, dok
q(x) = xH € Int(Kx)H C Int(KxH), stoga je KxH kompaktna okolina od xH. Dakle,
G/H je lokalno kompaktan topoloski prostor. (Naime, opcenito vrijedi (IntA)B C
Int(AB), jer je (IntA)B otvoreni (IntA)B C AB.)

Poznato je da kvocijentni prostor G/H zajedno s operacijom mnoZenja g(x)q(y)=q(xy)
(inverz g(x) = g(x™')), ukoliko je H normalna podgrupa od G, ¢ini grupu. Da bi grupa
bila topoloska, treba pokazati neprekidnost mnoZenja i invertiranja.

Neka je U okolina od g(xy) = F((g(x),q(y)) u G/H, gdje F oznatava mnoZenje na
G/H. Tada je g'(U) okolina od xy u G. Kako je (x,y) — xy neprekidno, sli¢no
kao u dokazu Propozicije 2.1.6(ii), znamo da postoje otvorene okoline V od x i W
od y, u G, takve da je VW C ¢~'(U). Ponovno, jer je g otvoreno preslikavanje, g(V)
je otvorena okolina od g(x), a g(W) je otvorena okolina od g(y), tj. g(V) X g(W) je
otvorena okolina od (g(x), g(y)) u prostoru G/H. Takoder, vrijedi:

F(q(V) x g(W)) = g(V)qg(W) = gq(VW) C q(g""(U)) C U.

Dakle, mnozenje na G/H je neprekidno, a sli¢no - nesto laksSe, pokaze se da je inverti-
ranje takoder neprekidno na G/H. Ukratko, za okolinu U od g(x)™! = g(x™") u G/H,
postoji otvorena okolina V od x u G t.d. V! ¢ ¢~ '(U), odnosno otvorena okolina
g(V) od g(x) u G/H, td. g(V)™' = gq(V™") € U. Kona&no, zakljuujemo da je G/H
topoloska grupa.

O

Korolar 2.1.10. Ako je G topoloska grupa, onda je Cl{1} zatvorena normalna podgrupa
od G, a G/ C1{1} Hausdorffova topoloska grupa.

Dokaz. Budu¢i da svaka podgrupa sadrzi 1, svaka zatvorena podgrupa mora biti nadskup

od {1

}, a kako je prema Propoziciji 2.1.6(iii) Cl1{1} podgrupa, upravo je Cl {1} najmanja

zatvorena podgrupa od G.
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Pokazimo da je Cl{1} normalna u G. Konjugati podgrupe su podgrupe, a iz dokaza u
Propoziciji 2.1.6(1) jasno je kako su (lijeve i desne) translacije zatvorenog skupa takoder
zatvorene; dakle, x C1{1}x~! je zatvorena podgrupa od G, za svaki x € G. Zbog minimal-
nosti je tada C1{1} € xCI{1}x~! za svaki x € G, odnosno Cl1{1} € G CI{1}G~'. Medutim,
to je ocito ekvivalentno s G C1{1}G™! = G™! C1{1}G < Cl{1}. Dakle, Cl{1} je normalna (i
zatvorena) podgrupa, pa direktno iz Propozicije 2.1.9(1)(ii1) slijedi da je G/ C1 {1} Hausdor-
ffova topoloska grupa. O

Razmotrimo sljedeca dva slucaja: ako G ima T, topologiju, znamo da je {1} zatvo-
ren, tj. Cl{1} = {1}, zbog Cega iz prethodnog korolara slijedi da je G/{1} Hausdorffova
topoloska grupa. Preslikavanje x — x{1}, G — G/{1} evidentno je izomorfizam grupa i
homeomorfizam topoloskih prostora, stoga je i G Hausdorffova topoloska grupa. Drugim
rijeCima, topoloSka grupa je T; ako i samo ako je T, (Hausdorffova).

Ukoliko G nema T, topologiju, {1} € Cl{1}, G nije Hausdorffova topoloska grupa, no
prema prethodnom korolaru, njoj ’bliska” G/ Cl {1} je Hausdorffova topoloska grupa.

Odsad nadalje radit ¢emo s pretpostavkom da je topologija grupe G lokalno kompak-
tna 1 Hausdorffova - pod pojmom lokalno kompaktne grupe podrazumijevat ¢emo da
je topologija i Hausdorffova. Vidimo da prilikom susreta s topoloSkom grupom lokalno
kompaktne, ali ne i T; topologije mozZemo raditi s bliskom joj grupom G/ CI {1} koja jest
LKHG.

Donekle sli¢no, kao Sto je svaka lokalno kompaktna grupa Hausdorffova ili ”skoro”
Hausdorffova, tako je i svaka lokalno kompaktna grupa o-kompaktna ili je pak sastavljena
od medusobno nepovezanih kopija o-kompaktne lokalno kompaktne grupe. Preciznije,
a dokaz te tvrdnje moZe se pronadi u [5, str. 37.], svaka lokalno kompaktna grupa G ima
podgrupu G koja je otvorena, zatvorena i o-kompaktna. Uz to, G je medusobno disjunktna
unija (npr. lijevih) klasa grupe Gy, koje su, dakle, sve otvorene, zatvorene 1 o-kompaktne.
Zbog toga, ukoliko je G povezana, ta unija mora biti jednoclana, pa je u tom slucaju G = G,
o-kompaktna.

Dakle, ako G nije o-kompaktna, moZemo raditi s G, koja jest. Imajuéi to na umu, pod
pojmom lokalno kompaktne grupe podrazumijevat ¢emo 1 o-kompaktnost. U protivhom
¢emo naglasiti da LKHG nije nuzno o-kompaktna.

Objedinjeno iskazano: ako je G opcenita lokalno kompaktna grupa, (G/ Cl{1}), je lo-
kalno kompaktna, Hausdorffova i o-kompaktna topoloska grupa.

Sljedeca definicija koju ¢emo navesti ima smisla za sve funkcije f €ija je domena to-
poloska grupa G, medutim, pod pojmom funkcije na G nacelno pretpostavljamo da se radi o
funkciji f : G — R. Dakako, prilikom razmatranja neprekidnosti te kasnije integrabilnosti
(i izmjerivosti) funkcije f, podrazumijevat ¢emo da na R radimo s klasicnom (Euklidskom)
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topologijom i Borelovom o-algebrom, odnosno da je f (najces¢e) neprekidna i Borelova
funkcija.

Definicija 2.1.11. Neka je f funkcija cija je domena topoloska grupa G iy € G. Tada
definiramo lijevu L, f i desnu R,F translaciju funkcije f:

Lf(x) = fO7'%),  Rf(x) = fxy).
Napomena 2.1.12. Vrijedi: L. f(x) = f((2)"'x) = f (') = L.f(y"'x) = L,L.f(x).

Sli¢no, R,.f = RyR.f. L, i R, su zapravo linearni operatori na vektorskom prostoru S
funkcija f : G — Y, gdje je Y neki vektorski prostor, pa smo shodno tome pokazali da su
y = Lyiy— Ry, homomorfizmi grupa G i L(S), gdje je L(S) prostor linearnih operatora
nas.

Definicija 2.1.13. KaZemo da je f : G — R lijevo (desno) uniformno neprekidna ako
yo1=lLf-flle 20, = 1=IlRf - fllo = 0). 2.1)

Konvergencija u 1 moze djelovati zbunjujuce, zacijelo zbog toga Sto su klasi¢ne alge-
barske strukture s obzirom na koja se izucavaju topoloSka svojstva komutativne, pa je 0
neutralni element. Treba imati na umu da je 1 neutralni element grupe G, stoga za “lijepu”
f na G ima smisla oCekivati da je u nekom smislu L, f ~ L, f = f kaday =~ 1.

Propozicija 2.1.14. Ako je funkcija f € C.(G), onda je f lijevo i desno uniformno nepre-
kidna.

Dokaz. Pokazujemo da je f desno uniformno neprekidna, lijeva varijanta slijedi analogno.
Imajuéi u vidu klasi¢nu topologiju na R vrijedi:

O=>1=2IRf-flloe 20 © (Ve>0,qVok.od1td. ye V=R, f-fllo <&). (2.2)
Takoder, f je neprekidna u x € G ako i samo ako:
Ve > 0,30 okolinaod xtd. ze U' = |f(x) - f(2)| < &,
Sto je, zbog y = x"'zpaze U & y e x'U’ =: U, U okolina od 1, ekvivalentno s:
Ve > 0,3U okolinaod 1 t.d. ye U = |f(x) — f(xy)| < &. (2.3)

Neka je € > 0 proizvoljan i K = supp f. Prema (2.3), za svaki x € K postoji okolina U,
od1td. ye U, = |f(x) - f(xy)l < 5. Iz Propozicije 2.1.6(ii) slijedi da za svaki x € K
postoji otvorena simetri¢na okolina V, od 1 t.d. V.V, C U,. Tada je {xV,|x € K} otvoreni
pokriva¢ kompaktnog skupa K, zbog Cega postoje xi, xz,...,x, € X td K C UL x;V,.
Definiramo V = N;21nV,,. V je otvorena okolina od 1; kako bismo pokazali da zadovoljava

(2.2), uzimamo y € V i razlikujemo tri slucaja:
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1. x € K. Tada postoji j € {1,2,...,n} t.d. x € x;V,, 1 vrijedi:

° Xxy= xj(xj_.lx)y € x;Vyy € x;V,, Vi, € x;U,,, dakle xjflxy € U,,, stoga
[F ) = FOp)l = 1f () = Flxxs o)l < 53
o x;'x eV {1} SV, V. C Uy, stogalf(x;) = f(0) = |f(x)) = fx;(x;'x))] < 5.

Zbrajanjem nejednakosti dobivamo Zeljeno; zay € V:
g &
FGy) = Ol < 1fCy) = fFOpl +1f(x)) = fol < 5 + 5 =& 2.4)

2. xy € K. Sli¢no kao u 1. slu¢aju, postoji x; € K t.d. x;'xy € U, i x;'x € U,,. Zato za
y € V vrijedi (2.4).

3. x¢Kixy¢ K. Ondaje|f(xy) — f(x)|=10-0]=0<e.

Konacno, ako je y € V, tada je |R, f(x) — f(x)| < &, za sve x € G, zbog Cega je zadovoljeno
(2.2). Dakle, f je lijevo (i1 desno) uniformno neprekidna.
O

2.2 Haarova mjera

Neka je G lokalno kompaktna grupa. Kako je G opskrbljena topologijom, takoder
ima pripadnu Borelovu o-algebru, skup Borelovih mjera te njezin znacajni podskup: skup
Radonovih mjera. One mjere, poput Lebesguove, koje su motivirale razvoj pojma apstrak-
tne mjere, osim S$to su Radonove, invarijantne su s obzirom na lijeve i desne translacije.
Ukoliko si dopustimo geometrijsku intuiciju, “micanje” skupa naprosto ne bi trebalo pro-
mijeniti njegovu “veli¢inu”, odnosno mjeru! Stoga je, iako nije definitorno svojstvo mjere
(ni opcenito ne moZe biti, jer translacija pretpostavlja postojanje algebarske strukture), pri-
rodno Zeljeti od mjere da bude invarijantna s obzirom na lijeve i desne translacije. Mjere
koje ispunjuju tu Zelju, kao §to smo spomenuli u uvodu, zovemo Haarove mjere, pa haj-
demo ih prvo to¢no definirati:

Definicija 2.2.1. Lijeva Haarova mjera na G je Radonova mjera u na G koja je razlicita
od 0 i za koju vrijedi u(xB) = u(B) za svaki Borelov skup B na G i svaki x iz G.

Desna Haarova mjera na G je Radonova mjera u na G koja je razlicita od 0 i za koju
vrijedi u(Bx) = u(B) za svaki Borelov skup B na G i svaki x iz G.

Lijevu Haarovu mjeru oznacavat ¢emo katkada s LHM, a desnu s DHM. Ocekivane
veze LHM i DHM te Haarovih mjera i translacija definiranih u prethodnom odjeljku nala-
zimo u iducoj propoziciji, no prije toga jedna kratka napomena:
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Napomena 2.2.2. Definiramo C(G) :={f € C.(G)|f >0, f # 0}

Imajmo na umu da za f € C.G), f # 0, postoje funkcije f* := max{f,0} i f~ :=
max{—f, 0} koje su obje iz C:(G) te f = f* — f~. Posebno, C.(G) je linearno proSirenje od
Ci(G).

Propozicija 2.2.3. Neka je u Radonova mjera na LKH grupi G i ji(E) = u(E™").
(i) uje LHM ako i samo ako fi je RHM.
(ii) u je LHM ako i samo ako je fG L,fdu= fod,u za svaki f € CI(G)iza svakiy € G.

Dokaz. (i) Uzmimo B € B(G)i x € G. Ako je u LHM, ji(Bx) = u(x"'B™") = y(B™") =
f(B), pa je it RHM. Obrat slijedi analogno.

(i1) Zay € G proizvoljan i fiksan definiramo mjeru u,(B) := u(yB), pa vrijedi:

_ -1 ) z=y'x, GG _f
fG Lfdu= fG FO %) du(x) = [ () = dya(yz) = dﬂy(z)]_ ) fdu,. (2.5)

Pretpostavimo da je u LHM, odnosno da je u, = p. Znamo da je C.(G) C L'(u) jer je
1 Radonova mjera (v. [4, str. 217.]), stoga su sve funkcije iz C;(G) integrabilne. Tada
je iz definicije integrala proizvoljne funkcije f iz C;(G) jasno kako je dovoljno poka-
zati jednakost f L,fdu= f fduza f =Xpza B € B(G) proizvoljan. Naime, onda ¢e
zbog linearnosti integriranja i translacije vrijediti jednakost integrala za jednostavne
funkcije, a uzimanjem supremuma, integralna jednakost ¢e vrijediti za proizvoljnu
f € CX(G). Dakle, raCunamo:

f LXpdu = f Xp(y~'x) du(x) = f Xyp(x) dp(x) = u(yB) = uy(B)
G G

G
= u(B) = fXBd.U-
G

Obratno, pretpostavimo integralnu jednakost. Jer je prema Napomeni 2.2.2 C.(G)
linearno proSirenje od C; (G), jednakost f L,fdu= f fdu vrijedi za sve f € C.(G).
Odnosno, prema (2.5), jednakost f fdu, = f fdu vrijedi za sve f € C.(G), zbog
Cega iz Korolara 1.2.4 direktno slijedi u, = u; y € G je bio proizvoljan, pa je u lijeva
Haarova mjera.

O

Napomena 2.2.4. Objasnjenje (x) iz prethodnog dokaza. Vrlo je intuitivno provoditi me-
todu supstitucije prilikom opcenitije integracije onako kako se to Cini, mutatis mutandis, s
Lebesgueovim i Riemannovim integralima. U [11, str. 50.] nalazi se rezultat koji oprav-
dava intuiciju i omogucuje Zeljenu supstituciju. Kasnije se vise necemo pozivati na ovaj
rezultat.
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Uvodenjem sljedece veliCine - stanovite proporcije dviju funkcija kompaktnog nosaca,
u smislu da predstavlja veli¢inu aproksimativnog “’pokrivanja” jedne funkcije linearnom
kombinacijom lijevih translata druge funkcije, priblizavamo se dokazu egzistencije lijeve
Haarove mjere. "Pokrivanje” funkcije f funkcijom g, gdje su f, g € C/(G), formalno znaci
f(x) < g(x), za svaki x € G, Sto emo oznacavati jednostavno s f < g.

Definicija 2.2.5. Za f, ¢ € C!(G) definiramo:

(f ) = inf{z ci'f < Zc,-ingo zaneken € N;x; € G, c;> 0}. (2.6)

i=1 i=1

Napomena 2.2.6. PokaZimo da je prethodna definicija dobra, odnosno da je infimumni
skup u (2.6) neprazan (tada infimum svakako postoji, jer, kako su f, ¢ > 0, infimumni skup
je ogranicen odozdo s 0). Takoder, (f : ¢) > 0.

Dokaz. Nekaje B :={x € G|¢p(x) > %llcpr}. Imamo:

1 1 B 1
Lyp(x) > SlILyglle = Sllplleo © ¢y 'x) > Slello & x € yB.

Jasno, {yB|y € G} je otvoreni pokriva¢ od kompaktnog supp f (iz njegove definicije vidi
se da je B otvoren - kao neprekidna praslika otvorenog skupa; tada su otvoreni i njegovi
lijevi translati). Zato postoje yi,...y, € G t.d. {y;B|i = 1,...n} pokriva supp f, odnosno,
za proizvoljni x € supp f postoji y; € G t.d. x € y;B, pa je L, ¢(x) > %Ilgolloo. Konacno:

1 2] flleo = 2/l fllo
Sllello f(x) < Ly, o0l fllo = f(x) £ ——Lyp(x) = f(x) < ) ——L,p(x), Vx€G.
2 . lelleo ; el
e no_ 2Nl sn . .
Dakle, uz ¢; = ol » Suma D ci = ol Jeu infimumnom skupu te je definicija dobra.

Primijetimo, za proizvoljnu sumu ), ¢; iz infimumnog skupa vrijedi:

02 Y ety < Yellgllo, Vre 6 = L= o3,

— — el — 4
Zbog togajei (f : ¢) > ”J;%, Sto je pak vece od 0 za f, ¢ iz C(G) koji su prema definiciji
razlic¢iti od nul-funkcije. Sve zajedno, dobili smo da vrijedi:

0< Wle (f:e) < 2N,
llplleo llplles
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Definicija 2.2.7. Neka je f, € C!(G) fiksan. Definiramo normalizaciju s obzirom na f
kao:

(f:¢)
(fo:¢)

Iz prethodne napomene vidimo da je (fy : ¢) > 0 pa je definicija normalizacije dobra.
Iduca propozicija sadrzi osnovna svojstva veliCine (f : ¢) i normalizacije I,:

Iw(f) =

, za f,p € CI(G).

Propozicija 2.2.8. Neka su f,¢ € CH(G) i fy € C}(G) fiksan. Vrijedi:
(i) (f @) =(Lyf :¢), zasvakiy € G, tj. I,(Lyf) = L,(f).
(ii) (fi+faie) <(fi:@)+ (o) b L(fi + /) < L) + L(f).
(iii) (cf : @) =c(f: @) zac>0, 4. Lcf) = cl(f), zac > 0.
(v) (fi 1) < (f2: ) kada fi < fo, 4. 1,(f1) < 1,(f2), kada fi < fo.
) (f @) < (f W 2 @), za svakiy € CI(G).
i) (fo: ) <L) < (f = fo)
Drugim rijecima, I, je lijevo invarijantan, subaditivan, homogen i monoton funkcional.
Dokaz. Rutinski je, pa ga izostavljamo. O

Uz o¢itu tvrdnju da je I,(f) > 0, za f € C{(G), kada bi joS I, bio aditivan, a ne samo
subaditivan, odmah bismo imali, uz pomo¢ Napomene 2.2.2, pozitivan linearan funkcional
na C.(G). Medutim, I, je ”skoro” aditivan, na nacin pokazan u sljedecoj lemi:

Lema 2.2.9. Neka su fi, f, € C/(G) i € > 0. Postoji okolinaVod 1 uG t.d.:

suppp €V = L(f1) + L,(f2) < L(fi + o) +&. (2.7)

Dokaz. Direktno iz Urysohnove leme za LKH prostore (1.1.2) slijedi da postoji g € C(G)

t.d. g = 1 na kompaktnom supp(f; + f,). Neka je 6 > 0 konstanta koju ¢emo odrediti
(namjestiti) kasnije. Definiramo:

fi S

h:=fi+fh+06g h ==, hy:==—=

h+h+0g I n’ 2 n

Ocito je hy + hy < 1. Pokazimo da je h; € C/(G), i = 1,2. Jasno je daje h € CI(G) i

h; > 0. Zatim, h;(x) # 0 & fi(x) # 01 h(x) # 0. Posebno, zatvoren supp /; podskup je od

kompaktnog supp f;, stoga je supp h; kompaktan. Jasno je da je h; > 0, stoga je preostalo

pokazati neprekidnost.

, uz hi(x):=0, akoje h(x) =0,i=1,2.
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Ako je h;(x) # 0, tada postoji okolina od x na kojoj su f; 1 & razli¢iti od 0, pa na toj
okolini to¢no vrijedi & = % te je h; neprekidna u x. Ako je h;(x) = 0, jer fi(x) = 0, ali
h(x) # 0, postoji okolina od x na kojoj je & # 0, pa opet na toj okolini vrijedi #; = % i
h; je neprekidna u x. Treci slucaj, kada je h;(x) = O jer h(x) = 0. Primijetimo, tada je
Si(x) + fo(x)+0g(x) = 0, paje fi(x) = 0. Ako x ¢ supp h, tada postoji okolina od x na kojoj
je h = 0,ondaih; = 0, pa imamo neprekidnost u x. Ako x ¢ supp f;, kao i za h, postoji
okolina od x na kojoj je f; = 0, pa h; = 0, 1 h; je neprekidna u x. PokaZimo da se ne moze
dogoditi da je h(x) = 0, x € supph i x € supp f;. Naime, onda bi postojao hiperniz (x,)qsea
t.d. x, = x1 fi(x,) > 0, za sve @ € A. Nadalje, taj hiperniz bio bi zadrZan u supp(f; + f>),
stoga bi h(x,) > 0g(x,) = 6 > 0 za sve @ € A ine bi vrijedilo A(x,) — 0 = h(x); Sto mora
vrijediti jer je & neprekidna. Imamo kontradikciju i time smo pokazali da smo iscrpili sve
slucajeve te pokazali da je h; € C/(G),zai=1,2.

Pozivajuci se na Propoziciju 2.1.14 postoje okoline V; od 1 t.d.:
Y x €V = hi(x) - k()] < 6.
Odnosno, za V = V; N V, okolinu od 1 vrijedi:
yilxeV=hx)-h(y)l <6 i=1,2.
Neka je ¢ € CI(G) t.d. suppe C V. Uzimamo proizvoljnu sumu }’ ¢;L,, takvu da vrijedi

h <} ciLy¢. Tadazai= 1,2 imamo:

n n n

) = h)hi(x) < > cjp0 Dhix) < e (5 Dhix) < e (i) + ).

j=1 j=1 =1
Zbog h; + hy <11 sjetivsi se (2.6) imamo:

n n

Fi@)+ (@) < ) e +0)+ > cilhn(x)+8) = Y (1 +20).

J=1 J=1 J=1

Odnosno:

n n

i+ <1+20) ) cj, Z c;Ly, proizvoljna suma t.d. 2 < Z ciLy;ps

P =1

pa uzimanjem infimuma, uz (2.6), Propozicije 2.2.8(ii),(iii), dobivamo:

(fr : @+(f2 1 9) <(A+20)(h : @) = (1+20)(fi+2+08 1 ) < (+20)(fi+ 12 - ) +0(g = ¢)].
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Zatim dijelimo nejednakost s (fy : ¢) > 0:

L,(f) +1,(f2) < (1 +20)[Up(fi + f2) +61,()] = L,(fi + f2) + [261,(f1 + ) + 6(1 + 26)1,(8)]
1 primjenjujuci Propoziciju 2.2.8(vii) na [, u uglatim zagradama:

1,(f0) + L(f2) < L,(fi + ) + [26(fi + o © fo) + 6(1 +26)(g : fo)l. (2.8)

Sada se treba vratiti na pocetak i sjetiti da je f; fiksan, V okolina od 1, ¢ € C(G) proizvo-
ljan t.d. supp¢ C V; ¢ je "fleksibilna”, pa za proizvoljan € > 0 moZemo odabrati 6 > 0
tako da vrijedi:

20(f1 + f2: fo) +6(1 +20)(g: fo) <e,
a onda zbog (2.8) vrijedi i (2.7). O

Napokon smo spremni za dokaz klju¢ne egzistencije:

Teorem 2.2.10. Svaka lokalno kompaktna grupa G ima lijevu Haarovu mjeru.

Dokaz. Za f € C}(G) definiramo zatvoren interval X, := [(fo : f)™',(f : fo)]. Neka je
X Kartezijev produkt Xs-ova s pripadnom produktnom topologijom, dakle indeksi ovog
produkta su funkcije f iz indeksnog skupa C/(G). Primijetimo da iz Propozicije 2.2.8(vi)
slijedi 1,(f) € Xy za sve ¢ € C;(G) i za proizvoljan indeks f € C!(G). Prema Tikho-
novljevom teoremu (1.1.3) znamo da je X kompaktan, a i dobro je poznato da produktna
topologija cuva Hausdorffovost (v. [4, str. 120.]), stoga je X Hausdorffov. Primijetimo:

X= [] X ={7:CHG) >0, 40 TN € Xy = [(fo : 7 (F 2 )l VF € CHG)).

JeCI(G)

Sada, primjerice, mozemo vidjeti da je prostor pozitivnih linearnih funkcionala na C/(G)
podskup od X; takoder da je I, € X, za svaki ¢ € C(G).

Neka je V okolina od 1 u G; ozna¢imo:
K(V):=Cl{l,| suppp C V}.

Pokazimo da familija svih skupova K(V), gdje je V okolina od 1, zadovoljava tzv. svoj-
stvo konac¢nog presjeka, tj. za proizvoljne n € N1 Vy,...,V, okoline od 1 u G, presjek
Q;?ZIK(Vj) je neprazan. Naime, ako se sjetimo da je opéenito CI(A N B) € CIA N ClB,
imamo:

{I,| suppp C ViNnVo} C{l, | suppe C Vi}N{L, | suppy C Vo} = K(ViNV,) C K(V)NK(V>)
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Induktivno se lako pokaze da isto vrijedi za V/,...,V,. Skup K(V) neprazan je za svaku
okolinu V od 1, a konac¢ni presjek okolina jedinice je okolina jedinice, pa imamo:

0 C K(N'_,V)) C ' K(V),

odnosno svojstvo konacno presjeka je zadovoljeno. Prema jednoj karakterizaciji kompak-
tnog prostora (v. [4, str. 128.]), presjek svih skupova familije na kompaktnom prostoru
koja zadovolja svojstvo konacnog presjeka mora biti neprazan. Drugim rije¢ima, u ovom
slucaju, postoji I € X t.d. I € K(V) za svaku okolinu V od 1.

Pomnije interpretirajmo posljednju tvrdnju. Za proizvoljnu okolinu V od 1:
I € Clx{l,| suppy C V} & YU okolinuod I u X, ¢ € C;(G),suppp C V t.d. I, € U.

Kako je X zapravo produkt intervala iz R indeksiran po skupu C;(G), s dakako klasicnom
topologijom, preciznije je I oznaciti kao (/(f)) rec+ (), dok bez smanjenja opCenitosti moZemo
pretpostavitidaje U =[]}, Kxfj (U(f), &)X 1 tss,..r, Xrzaneken €N, fi,..., f, € CH(G)
1€ >0, gdje Ky 5 oznacava otvorenu kuglu u prostoru X, C R. (Sjetimo se da je produktna
topologija na beskona¢nom indeksnom skupu generirana konacnim produktima otvorenih
skupova, a pod “konac¢ni” produkt misli se na beskonac¢ni produkt skupova od kojih je samo
njih kona¢no mnogo razli¢ito od prostora kojem pripadaju.) Zbog svega toga:

Iy e U U(Mrecio € | | Kx, dFe) x || Xy
J=1 NE I
8 1L(f) € Ky, U(f).8). j=1.....n
o) -l <e j=1,....n

Na pocetku dokaza spomenuli smo da opcCenito vrijedi I,(f) € X, pa to opravdava ekviva-
lenciju pod (x) (zapravo smo intervale X "namjestili”” kako bi to bilo zadovoljeno).

Jer je U bila proizvoljna okolina od 7 u X zapravo smo pokazali da za svaku okolinu V od
1 u G postoji ¢ € CI(G), supp g C V tako da vrijedi:

YneNVfi, ... [ e CHG),Ye > 0, I(f) - L,(f)l <& j=1,....n. (29

Uz pomo¢ toga sada ¢emo dokazati da je I aditivan, homogen (dakle linearan) funkci-
onal koji ujedno komutira s lijevim translacijama.

Poc¢nimo s aditivnoS¢u: neka su fi, o € C/(G) i € > 0 proizvoljni. Lema 2.2.9 daje
nam okolinu V od 1 t.d.:

0 € CHG) suppp C V = IL(fi + f) — L(R) - L(f)] < Z
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Znamo da za taj V postoji ¢, suppy € V t.d. moZemo primijeniti (2.9) na funkcije
Ji, fo, Ji + f21 % te nejednakoscu trokuta dobiti:

I(fr + ) = 1(f) = IR S I(f + o) = L(fi + I+ e (fi + f2) = L(f1) = L(f2)
& &

+ 1,(f) = 1D+ 1) — I(f2)|<4_1+4§1+4+1_8'

Zbog proizvoljnosti od £ > 0 imamo I(f; + f,) = I(f1) + I[(f2).

Buduc¢i da, za razliku od aditivnosti, funkcionali normalizacije I, ve¢ jesu homogeni i
lijevo invarijantni, primjenom (2.9)na fi L, f, tj. ficf (¢ > 0), slicnim, no jednostavnijim
”g-ratunom” nego kod aditivnosti, dobiva se I(L, f) = I(f) te I(cf) = cI(f), c > 0.

Dakle, I : C/(G) — (0, +o0) je lijevo invarijantan i pozitivan linearan funkcional.

Prosirimo I na C}(G). Za f € C.(G) prema Napomeni 2.2.2 postoje f*, f~ € CIH(G)
td. f = f* — f stoga ima smisla definirati / : C.(G) — R s:

1) = I(f) = I(f7).

Moramo pokazati da je definicija dobra utoliko Sto vrijednost od I(f) ne ovisi o izboru
g8.heCi(G)td. f=g—h. Zaista,akoje f = f*— f~ =g—h,tadaje f*+h =g+ f~, pa:

I(f"+ ) =1g+ )= I(f") +1h) = 1(9) + I(f7) = 1(g) = I(h) = I(f") = I(f").

Jasno, za f € CI(G), f = f*, pa I(f) > 0. Dakle, [ jest lijevo invarijantan pozitivan
linearan funkcional na C.(G).

Konacno, prema Rieszovom teoremu (1.2.3) postoji jedinstvena Radonova mjera A na
Gtd.:

1(f) = f FdL Y f e CAG).
G

Jer je I lijevo invarijantan, vrijedi:

f Lyfdd=ILf) = I(f) = f Fd, Vf € CAG), ¥y € G,
G G

stoga iz Propozicije 2.2.3 slijedi da je A lijeva Haarova mjera na G. O

Premda Rieszov teorem garantira jedinstvenost mjere za dani pozitivan linearan funk-
cional, primijetimo da zasad niSta ne znamo o eventualnoj jedinstvenosti funkcionala [ iz
prethodnog dokaza, a onda ni o jedinstvenosti LHM na G. Prije dokaza jedinstvenosti,
jedna propozicija o dva bitna svojstva lijeve Haarove mjere:

Propozicija 2.2.11. Ako je A LHM na G, onda:
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(i) A(U) >0, za svaki U otvoren i neprazan;
(ii) [ fdA >0, zasve f € C/(G).

Dokaz. (1) Pretpostavimo suprotno: neka je U otvoren 1 neprazan t.d. A(U)=0. Tada
je AxU) = AU) = 0, za sve x € G. Ako je K proizvoljan kompaktan skup u G,
familija {xU | x € G} je njegov otvoreni pokriva¢, pa se K moZe pokriti s kona¢no
mnogo skupova mjere 0, tj. A(K) = 0. LHM A je regularna iznutra, zbog Cega je
AG) = sup{A(K)| K kompaktan } = 0, tj. 4 = 0. Dakle, imamo kontradikciju, pa je
A(U)>0.

(i) Za f € C/(G) definiramo U := f~'((31Iflle, +20)) = {x € G| f(x) > 3l flls}. Jer je U
otvoren i neprazan, A(U) > 0 i imamo:

f Fda'’s f fdis f L fled = Sip1ea) > 0.
G U v 2 2

O

Teorem 2.2.12. Ako su A i u lijeve Haarove mjere na lokalno kompaktnoj grupi G, postoji
¢ > 0 takav da u = cA.

Dokaz. Zbog Rieszovog teorema (1.2.3) za ¢ > 0 ekvivalentno je:
pu=clel =1, ffd,u = ffd(c/l) = fcfd/lz cffd/l, Vf e ClHG),
G G G G

a kako je prema Propoziciji 2.2.11 fG fda > 0zasve f € C!(G), za pokazati da postoji
¢ > 0t.d. u = c4, dovoljno je dokazati da za proizvoljne f, g € C/(G) vrijedi:

| fda _ |5 gda
[ fde [ gdu

Uzmimo dakle f, g € C(G) i fiksirajmo simetri¢nu kompaktnu okolinu V; od 1. Defini-
ramo skupove:

(2.10)

A = (supp f)Vo U Vy(supp f), B = (suppg)Vo U Vy(supp g).

Skupovi A 1 B su kompaktni, Sto slijedi iz Propozicije 2.1.6(v). Pokazimo da je zay € Vj
preslikavanje x — f(xy) — f(yx) noSeno na A. Zaista:

x ¢ A= xy ¢ (supp (Vo) yx & (3Vo)supp f) = xy,yx & supp f = f(xy)—f(yx) = 0,
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pa kontrapozicijom dobivamo traZzenu noSenost:

A zatvoren

(xeG|lfxy)—fOx)#0CA = Cl{xeG|f(xy)— f(yx) # 0} C A.
Analogno se pokaze da je za y € V| preslikavanje x — g(xy) — g(yx) noSeno na B.

Neka je € > 0. Bududi da je f uniformno neprekidna, (zbog Propozicije 2.1.14),
postoje simetri¢ne okoline jedinice Vi C Vo iV, C Vp t.d. [IRy(f) — fllo < §zay € Vii

If = Ly fllo < 5 zay € V,. (Naime, uniformna neprekidnost daje nam za neki & okolinu
V’, medutim isto ¢e &initi i simetri¢na okolina V' N(V')'NnV, C V') Zay € Vii=VinV,,
gdje je Vy C V, takoder simetri¢na okolina od 1, imamo:

FO) =0l < 1FO) = FOIHF =A™ 0 S IRy f~flleo+ I f =Ly flloo < & Vx € G.

Analogno za g dobivamo okolinu V,, paje V := V, NV, C V; simetri¢na okolina od 1 za
koju vrijedi:
yeV=Iflxy) - fOnl <e gxy) —glyx)| <&, VxeG. (2.11)

Uzmimo sada h € C}(G) koja je parna (h(x) = h(x"') za sve x € G) i noSena na
V; uz Urysohnovu lemu za LKH prostore (1.1.2) nije teSko pokazati egzistenciju takve
funkcije. U narednom racunu slobodno se koristimo Fubini-Tonellijevim teoremom (1.2.1)
zbog toga Sto integriramo nenegativne funkcije nad kompaktnim skupovima: pozivanje na
njega oznacavamo ovdje s FT. Sada napokon moZemo racunati:

f h(y) du(y) fG £ dac) fG h(y) du) fG (Lo f)(0) dA)
G

i fG fG B F) dACY) du).
Nadalje:

fG h(x) dAx) fG ) du) = fG (L)) dA) fo ) )
u fG fG hO 0 £() dACY) diy)
b pama fG fG h( V) () dA) duy)
T [ s duey) f dA)
-~

L fG L (hO) £ Ce)) da(y) fc ()
T f f B Cxy) dACY) ).
GJG
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Oduzimanjem dobivamo:

f h(x) dAGH) f FO)du(y) - f h(y) du() f £ dA)
G G G G

fG L h()Lf (xy) = f(yx)] dA(x) du(y)

Sada, jer je h noSena na V te je za y € V preslikavanje x — f(xy) — f(yx) noSeno na A,

posljednji integral jednak je:
f f h(y) dA(x) du(y)l
AJv

hzoz,FTgfd/l(x)fh(y)dﬂ(Y)
N v

= 24) [ h) duty)
\%4
Dakle, pokazali smo:

fhd/lffdy—fhdyffd/l Ssxl(A)fhdu /:fhd,uffd/,t>0
G G G G G G G

thd/l fod/l‘ gA(A)

- < .
Johdu [ fdul™ [ fdu

(2.11)
< €

f f L (xy) — FO0] dAC) diay)
AJV

Analogno se dobiva:

J;hda ) ngd/l| _ #AB)

fohdu  [.gdul™ | gdu

Zbrajanjem posljednje dvije nejednakosti slijedi:

Jof 4 fcgdﬂ| g [ AA) _AB) ]
- <e .

Jofdu [ gdu Jofau [ gdu

Izraz pod uglatim zagradama u posljednjoj nejednakosti je konstantan jer je okolina Vj
fiksna, pa su fiksni A i B; s druge strane € je proizvoljno malen, stoga vrijedi Zeljena
jednakost (2.10). O

2.3 Modularna funkcija

Ako je G Abelova lokalno kompaktna grupa, svaka lijeva Haarova mjera na G evi-
dentno je ujedno i desna Haarova mjera. DodusSe, opcenito to nije sluaj. Promatranje
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odstupanja neke LHM A od toga da bude DHM, dakle ispitivanje odnosa A(B) i A(Bx) za
opceniti Borelov skup B i x € G, vodi nas da pojma modularne funkcije A.

Neka je x € G. Promatramo desnu translaciju -x na Borelovoj o-algebri na G. Ova
problematika bila bi pojednostavljena kada bi promjena mjere desno-translatiranog skupa
ovisila samo o translaciji, a ne i o pojedinom desno-translatiranom skupu. Jedinstvenost
lijeve Haarove mjere upravo to implicira.

Naime, A,(B) := A(Bx) je takoder LHM na G, jer A,(yB) = A((yB)x) = A(y(Bx)) =
A(Bx) = A,(B). Kako je x € G fiksan, iz Teorema 2.2.12 slijedi da postoji A(x) > O takav
da A, = A(x)A. Dakle, imamo Zeljeno svojstvo: mjera translatiranog skupa Bx dobiva se
mnoZenjem mjere od B s A(x), za proizvoljni Borelov skup B.

Ako je A’ po¢etna LHM na G, onda postoji ¢ > 0 takav da A’ = cA. 1z toga lako slijedi
A, = ¢y, 1 vrijedi:

Ay = A(X0)A = cAy = A(x)(cA), tj. A, = A(x)A.

Zbog toga A(x) ne ovisi o izboru LHM A na G. Drugim rijeCima, vrijednost A(x) ovisi

samo o x € G i shodno tome dobro smo definirali modularnu funkciju A : G — (0, +o0).
U svjetlu Propozicije 2.2.3 sada ocekujemo da bi se prilikom integracije desno transla-

tirane funkcije trebala pojaviti modularna funkcija, ¢ime se bavi sljedeca propozicija.

Propozicija 2.3.1. Modularna funkcija A je neprekidni homomorfizam iz G u multiplika-
tivau grupu (R, ). Takoder, za svaku f € L'(A) vrijedi:

f R, f(x)dA(x) = Ay™") f fdA(x), ¥y e G (2.12)
G G

Dokaz. Korisno je imati pri umu vrlo jednostavnu ¢injenicu: iako G nije opéenito Abelova,
multiplikativna grupa na R, jest. Pokazimo prvo da je A homomorfizam. Nekasu x,y € G
1 B € B(G); racunamo:

AQG)A(B) = A(B(xy)) = A(Bx)y) = AY)A(Bx) = AWAX)AB) = (AX)A(Y)A(B).

Dakle, A(xy) = A(x)A(y) za sve x,y € G, odnosno A je homomorfizam navedenih grupa.
Prije neprekidnosti pokazat cemo (2.12).

Neka je f = Xg, za B € B(G). Iz xy € B & x € By slijedi Xp(xy) = Xp,-1(x), a potom:
f R X p(x) dA(x) = f Xp(xy) dA(x) = f Xpy1(x)dA(x) = ABy™") = Ay™HA(B)
G G G

=A™ f X 5(x) dA(x).
G
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Jednakost (2.12) onda zbog linearnosti integrala vrijedi za sve jednostavne funkcije, zatim
uzimanjem supremuma za sve f > 0i f € L'(1) (sjetimo se da je f integrabilna ako i samo
ako je |f|integrabilna, tj. f € L'(1)) te konacno, uzrelaciju f = f*—f~, zasvaku f € L'(Q).

Za dokaz neprekidnosti, primijetimo da iz (2.12) slijedi da za fiksnu f € C}(G) vrijedi:
R, fdaA
A(y): ¢ 2 - = fRylfd/L
d G

stoga je dovoljno pokazati da je y fG R f dA neprekidno preslikavanje. Jo§ malo jed-
nostavnije, pokazat ¢emo da je y fGRy f dA neprekidno; s obzirom da je y — y!
neprekidno, onda Ce biti neprekidno iy — fG Ry fdA.

Fiksirajmo simetricnu kompaktnu okolinu V, od 1. Preslikavanje x — f(xy) — f(x)
noseno je na A := (supp f)Vy, kada je y € V,. Jer je f desno uniformno neprekidna, za
proizvoljni € > 0 postoji simetricna okolina V C V; od 1 takva da je [f(xy) — f(x)| < A&)
za svaki x € G, kada je y € V. Jer je A kompaktan, A(A) < +co0. Zay €V je:

fGRyfcu—focm

Dakle, y fGRy f dA neprekidno je u 1. Neka je yy € G proizvoljan. Tada je g :== R, f €
CI(G). Zbog toga Sto rezultat iz prethodnog paragrafa vrijedi za proizvoljnu funkciju iz
C(G), za & > 0 postoji okolina Vod 1 t.d. zaz € V:

fRngxl—fgd/l <8:'fRZ(RyOf)d/l—fRyofd/l‘:‘fRZyofd/l—fRyofd/l
G G G G G G

Kona¢no, za y iz okoline Vy, od yo je z := yy;' € V, zyo = y, pa vrijedi:
fRyfd/l—fRYOfd/l
G G

Definicija 2.3.2. Kazemo da je grupa G unimodularna ako je Ag = 1.

E
- =14 =<
SfAlf(Xy) J)ldA(x) < A AA) =¢

<é&

<é&.

Dakle, ako je Ag = 1, svaka LHM na G je DHM, jer 4, = A(x)1 = A zasve x € G.
Sve Abelove grupe o€ito su unimodularne.

Propozicija 2.3.3. Za kompaktnu podgrupu K od G je A|lx = 1. Posebno, svaka kompaktna
grupa je unimodularna.
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Dokaz. Buduci da je A neprekidni homomorfizam, A(K) je kompaktna podgrupa od (R, -).
Posebno, A(K) je ograni¢en u R. Pretpostavimo da postoji y € A(K) koji je razliitod 1. Jer
je A(K) zapravo multiplikativna grupa, onda je {y" |n € Z} C A(K), pa A(K) nije ogranicen.
Imamo kontradikciju, iz ¢ega slijedi da je Alx = 1. O

Svakoj LHM pripada jedn DHM: ako je A LHM, definiramo p(B) := A(B™') za B €
B(G). p je DHM jer p(Bx) = A(x'B™!) = A(B™") = p(B). O&ekujemo da se A i p ratunski
daju nekako povezati posredstvom A:

Propozicija 2.3.4. Mjere Ai p su strogo ekvivalentne i dp(x) = A(x™")dA(x).
Dokaz. Pokazimo da je funkcional f — fG f(x)A(x~") dA(x) desno-invarijantan. Za f €
C.(G) vrijedi:
fG (R fONAGT) da(x) = [AG) = AQy™ ™) = AMAC) ™) = AWAC) ™|
= A(y) L FOAGy)™ dA(x) = A(y) fG Ry(f()AX)™) dA(x)
@12 f FOAX ) dA(x), VyeG.
G

(Vise puta koristimo A(x™!) = A(x)~! §to vrijedi jer je A homomorfizam.)

Dakle, f +— fG F(X)A(x"") dA(x) je desno-invarijantan, o&ito pozitivan linearan funkcional
na C.(G), stoga je njemu pripadna Radonova mjera u, dobivena iz Rieszovog teorema
(1.2.3), desna Haarova mjera. Teorem o jedinstvenosti lijeve Haarove mjere (2.2.12) ima
evidentno svoju “desnu” inacicu, stoga postoji ¢ > 0 t.d. i = cp jer je p DHM na G.

Dakle, prema Rieszovom teoremu za f € C.(G) imamo:
fG FOAX) dA(x) = fG f)du(x), Vf € C(G).

Primjenjujuci sada Propoziciju 1.2.6 na Radonove mjere A i u te funkciju A(x™!) za B €
B(G) dobivamo:

u(B) = f AGYdA),
B

Sto uz u = cp daje:

f AGYdAG) = (cp)(B) = f ¢ dp(x), VB € B(G),

B B

dakle ¢ dp(x) = A(x") dA(x).
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Preostalo je pokazati da je ¢ = 1. Ako je c razliCito od 1, onda za € :=|c — 1| > 0, jer je
A : G — (0, +0o0) neprekidna u 1, postoji simetricna kompaktna okolina U od 1 na kojoj:

1
x€U=>x_1€U=>|A(x_1)—1|<§:§|0—1|. (2.13)

Takoder, zato jer je U kompaktna simetri¢na okolina, A(U) < +oo i p(U) = AU =
A(U) = A(Int U) > 0 te nalazimo kontradikciju:

lc = HA(U) = |(c = DAU)| = |ep(U) = AU)| = [u(U) — AU)|

f A dA(x) - f dA(x)
U U

Napokon, dobili smo dp(x) = A(x~") dA(x). o

4 213 1 1
< | AT = 11dA(x) < Elc -1JAU)=> 1< 3
U

Napomena 2.3.5. Primijetimo da je dp(x) = A(x™") dA(x) ekvivalentno s:
(i) dA(x™") = A(x7") dA(x),
(ii) dp(x~") = A(x) dp(x).

Naime, p(B) = A(B™") za sve B € B(G) znaci da je dp(x) = dA(x™") i do(x™') = dA(x), iz
Cega direktno slijede (i) i (ii).

2.4 Primjeri

Prvi primjer koji je prvi i utoliko Sto je na neki nacin povijesno motivirao Citavi te-
orijski kontekst unutar kojeg se krece ovaj rad je aditivna grupa realnih brojeva s pripad-
nom Lebesgueovom mjerom. Dakako, to ukljuCuje i viSedimenzionalnu grupu (R", +) s
viSedimenzionalnom Lebesgueovom mjerom A. Grupa (R”, +) je lokalno kompaktna to-
poloska grupa, dok je Lebesgueova mjera A regularna i invarijantna na translacije, pa je
Haarova. Teorem o jedinstvenosti lijeve Haarove mjere potvrduje Cinjenicu da su jedine
Radonove mjere invarijantne s obzirom na translacije na (R”, +) one koje su jednake cA za
neki ¢ > 0. Znamo da postoji Haarova mjera.

Nadalje, multiplikativna grupa realnih brojeva (R \ {0}, -) je takoder lokalno kompaktna,
ali i topoloska grupa: preslikavanja (x,y) — xyix — i su neprekidna na R \ {0}. Premda
znamo da postoji (lijeva) Haarova mjera na (R \ {0}, -), ne vidi se isprva kako je definirana.
NaS Ansatz je sljedeci: radi se o mjeri u = A Ls tj. du(x) = |)1c_| dx, gdje s dx skraceno
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oznac¢avamo dA(x). Uzmimo izmjerivu f € C.(R) 1y € R, pa racunamo:

VCN O

X Z_ Z’
Ly f(x) v f(2) 7=1 e’ —
TRkl o P dx=yde] T @ 1)

mio e M R ya= | L y<o

yaz =
+eo VI R\{0} Izl

y > 0;

Uz Propoziciju 2.2.3 zaklju€ujemo da smo ovime zaista definirali (lijevu) Haarovu mjeru
na (R \ {0}, ).

Sljedeci bitan primjer lokalno kompaktne grupe je multiplikativna grupa na kompleks-
nom torusu, tj. grupa (T, ), gdje je T := {z € C | |z] = 1}. Pokazimo da je T LKH grupa.
Preslikavanje ¢ : R — T, ¢(x) = ¢* je dobro definirana surjekcija, ali i homomorfizam
grupa (R, +) i (T, -) (radi se o funkciji namatanja pravca na kruZnicu). Primijetimo da je
@(x) = ¥ = 1 ako i samo ako je x € Z, stoga je Ker¢ = Z. Koriste¢i Prvi teorem o
izomorfizmu grupa (v. [12, str. 25.]) vrijedi:

R/Z=R/Kerp =Im¢p =T.

S obzirom da je Z normalna, zatvorena podgrupa od R (normalnost slijedi direktno iz
komutativnosti, a zatvorenost iz prebrojivosti), iz Propozicije 2.1.9 slijedi da je kvocijentni
prostor R/Z, a onda i T, lokalno kompaktna Hausdorffova topoloska grupa.

Mjeru na T prenosimo s R takoder pomoc¢u namatanja ¢. Preciznije, pomocu ¢|jo 1} za
koju vrijedi Im¢l;p;; = T. Definiramo mjeru u kao tzv. sliku mjere Lebesgueove mjere
Ajo.1] s obzirom na ¢y 1}, Sto znaci:

1(B) := Apo.11(¢lo.11(B)), B € B(T).

Lako slijedi da je u dobro definirana mjera, a i da vrijedi sljedeca jednakost (v. [11, str.
50.]):

f gy du(y) = f g(e”™™) dx, g izmjerivana T.
T [0,1]

Tehnicki je malo naporno, ali mozZe se pokazati da je mjera u (lijeva) Haarova mjera.

Posljednji primjer je diskretna grupa. Diskretna grupa G je grupa s diskretnom topolo-
gijom, Sto znaci da su svi podskupovi od G otvorenti, tj. topologija na G je njezin partitivni
skup P(G). Posebno, otvoren je skup {1} i ta ¢injenica je srZ osebujnosti diskretne topolo-
gije i grupe. Naime, zbog toga su jedini konvergentni (hiper)nizovi konstantni (hiper)nizovi
i sva preslikavanja na G su neprekidna. Zbog potonjeg je G topoloska grupa. Nije tesko
pokazati da je A € G kompaktan ako 1 samo ako je konacan. Dakle svaka tocka x iz G
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ima otvorenu 1 kompaktnu okolinu {x} koja ju "izolira” od ostatka prostora. Posebno, G je
lokalno kompaktna Hausdorffova topoloska grupa. Posljedi¢no posjeduje lijevu Haarovu
mjeru u. Bududi da je {1} otvoren, iz Propozicije 2.2.11 slijedi da je u({1}) > 0, Sto vodi
do:
LHM
p(xp) = p({1)) =" pd1)), Yx G,

dok za A C G onda vrijedi:

Alu({1}), A konacan,
H(A) = /J( U{x}) = ZN({X}) — {| |n({1}) onacan

+00, A beskonacan.
X€EA X€EA

ZakljuCujemo da skup lijevih Haarovih mjera na diskretnoj grupi ¢ine mjere oblika cv, gdje
je v broje¢a mjeraic > 0.

Sto se modularne funkcije ti¢e, sve Abelove grupe se unimodularne, pa je modularna
funkcija u prva tri primjera konstantna i jednaka 1. Takoder, sve diskretne grupe su unimo-
dularne jer vrijedi sljedece:

Ay = D) A A ey A

aq1y - adly o ady o adlp o adip




Poglavlje 3

LP prostori i konvolucije

U preliminarnim sadrzajima konstatirali smo da je prostor kompleksnih Radonovih
mjera normiran prostor. U ovom poglavlju definirat ¢emo konvoluciju mjera nad lokalnom
kompaktnom grupom G i pokazati da uz nju prostor kompleksnih Radonovih mjera M(G)
postaje Banachova s-algebra. Stovise, definirana konvolucija mjera moZe se shvatiti kao
poopéenje konvolucije na L' prostoru $to ée nas dovesti do glavnog rezultata ovog poglav-
lja: prostor L'(1), gdje je A lijeva Haarova mjera na G, takoder ima strukturu Banachove
x-algebre 1 moZe se uloziti u M(G).

3.1 Algebra i konvolucija mjera

Neka je G lokalno kompaktna grupa i M(G) normiran vektorski prostor kompleksnih
Radonovih mjera na G.

Kako bismo definirali konvoluciju dviju Radonovih mjera u i v iz M(G) prizvat cemo
Rieszov teorem o reprezentaciji kompleksne mjere i (1.2.13), odnosno prvo ¢emo definirati
funkcional na prostoru Cy(G):

I(p) = f f o(xy) du(x) dv(y).
GJG

Jasno je da je I pozitivan i linearan funkcional. Jer je definicija dobra, podintegralna funk-
cija je integrabilna, stoga uz Fubini-Tonellijev teorem dobivamo:

mm=jmfﬂmmemo%Pf f%m@mmmw
G G G G

“?iffwmwmwmwwswufﬂmmfﬂmw
G JIG G G

(12)
= (el IVDlello-

41
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Poznavajuci definiciju norme funkcionala sada zakljucujemo da je I ogranicen pozitivan
linearan funkcional na Cy(G) i ||I|| < ||ull||vll. Stoga iz spomenutog Rieszovog teorema
(Teorem 1.2.13) slijedi da postoji jedinstvena mjera iz M(G), oznacit ¢emo je odmah s
v, za koju vrijedi:

fgo(z) du=v)(z) = f f(p(xy) du(x)dv(y), Yo € Co(G); 3.1)
G G JG
takoder, jer je u ovom Rieszovom teoremu rije¢ o izometrickom izomorfizmu:

[l vIE< el 1111 (3.2)

Izraz (3.1) zapravo definira konvoluciju mjera y i1 v te smo upravo pokazali zasto je defi-
nicija dobra.

Propozicija 3.1.1. Konvolucija * je asocijativna operacija na M(G).

Dokaz. Uzmimo u,v,o € M(G):

[edusoron= [ [ eadundreom= [ ( | <p(x-)d#(x))d(V*U)(Y)
G G JG G G
— f ( f f go(x(yz))du(x))dv(y)dO'(Z)
G G JG
- f ( f f (X)) du(X)dV(y))d(T(z)
G G JG

= fGLsO(YZ) d(u *v)(y)do(2) = fcsod((,u *v) x0), Yo € Co(G).
O

Propozicija 3.1.2. Konvolucija * je komutativna operacija na M(G) ako i samo ako je G
komutativna grupa.

Dokaz. Ako je G komutativna, za u,v € M(G) i ¢ € Cy(G) imamo:

f od(ux) = f f () da(x) dv(y) = f f () dv(y) du(x) = f od(ux ).
G G JG G JIG G

Za obratnu implikaciju uzmimo Diracovu mjeru d u x € G. Prisjetimo se njezine definicije:

1. akox € B
5By =] TSP BeBOG).
0, inace
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Za proizvoljan ¢ € Cy(G) raCunamo:

fwmﬂm:ff}mwwm%m:wm:f?ww
G GJIG G

Dakle, jer je 6, * 6, = 0y, imamo:
0y %0y =0y # 0y = Oy = 0y = Xy = Y.
ZakljuCujemo da je G komutativna. O

Posljednje dvije propozicije pokazuju da je (M(G), *) asocijativna algebra nad poljem
C; komutativna ako i samo ako je grupa G komutativna. Drugo i trece svojstvo iz definicije
asocijativne algebre (1.3.1) slijede direktno iz (3.1). (M(G), *) ima multiplikativni identitet,
tj. jedinicu, Sto je rezultat iduce propozicije:

Propozicija 3.1.3. Asocijativna algebra (M(G), %) (nad poljem C) je unitalna s jedinicom
Diracovom mjerom 6 = 6.

Dokaz. Neka je ¢ € Cy(X) i raunamo:

fwamszQWMmmwwszw@@:fww.
G G JG G G

Naravno, na isti nacin dobiva se u * 6; = u, za svaki u € M(G). |

Nadalje, znamo da je M(G) normiran prostor na kojem vrijedi nejednakost (1.4). Dakle,
ako je (M(G), || - ||) Banachov prostor, (M(G), %) je Banachova algebra; a to stoji. Naime,
prema Rieszovom teoremu o reprezentaciji kompleksne mjere (1.2.13), prostor (M(G), ||-||)
je izometricki izomorfan prostoru (Co(G)*, || - ||), dakako s klasiéhom normom ograni¢enog
funkcionala. Na temelju poznatog rezultat funkcionalne analize (v. [4, str. 154.]) znamo da
je prostor Cy(G)* = B(Cy(G), C), gdje B oznaCava ograniCene linearne operatore, Banachov
zato Sto je C Banachov prostor. Kako izometricka izomorfnost dva normirana prostora cuva
topolosku narav, zakljucujemo da je (M(G), || - ||) Banachov prostor i konac¢no: (M(G), *)
je Banachova algebra. Prostor (M(G), *) zovemo algebra mjera na G.

Definicija 3.1.4. Na algebri mjera (M(G), ) postoji involucija: preslikavanje u +— u*
definirano s:

1 (B) := u(B™), VB € B(G), 1. f

P(x)dy” (x) = f ¢(x™1) d(x), Vo € Co(G).
G G
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Relacija (1.3) objaSnjava zaSto su dva navedena nacina definiranja involucije ekviva-
lentna. Sada se moramo uvjeriti da ovdje definirana involucija jest involucija u smislu de-
finicije involucije na x-algebri (1.3.3) Cineci, dakle, algebru mjera (M(G), =) Banachovom
x-algebrom. Samo trece svojstvo iz definicije zahtijeva raspis, stoga uzmimo u, v € M(G),
¢ € Cy(G) 1 raCunajmo:

fsod(u*V)*=fso(x‘l)du*V(x)=ffso((xy)‘l)dﬁ(x)d?(y)
G G G JG

= f f eO~ 7 dv(y)dp(x) = f f @(yx) v’ (y) du* (x)
G JG G JG

- f‘Pd(v* * 1), Yo € Co(G).
G

Imamo (u * v)* = v* * u*, dakle (M(G), *) je Banachova *-algebra.

3.2 L? prostori i konvolucija funkcija

U ovom odjeljku pretpostavljamo da na lokalnoj kompaktnoj grupi G imamo fiksiranu
lijevu Haarovu mjeru A i zbog toga ¢emo se koristiti kraéim oznakama dx i L” misleéi
pritom na dA(x) i L?(A). Izmjerljiv prostor na kojem ¢emo promatrati L” prostore takoder
¢e biti fiksan - lokalno kompaktna grupa G, a ono Sto Ce varirati bit ¢e mjere iz M(G). Zbog
toga koristimo po potrebi oznake oblika L”(u).

Definicija 3.2.1. Neka su f i g funkcije iz L'. Konvolucija funkcija f i g je funkcija f * g €
L! definirana s:
(f * 9)(x) := f et x) dy. (3.3)
G
Moramo se uvjeriti da je definicija dobra: uz Fubini-Tonellijev teorem (1.2.1) simul-
tano pokazujemo da fG Ff(»g(y'x)dy apsolutno konvergira za gotovo svaki x te da je

f*ge€ L' Prvo, (x,y) — |f(»)g(y"'x)| je nenegativna izmjeriva funkcija. Zbog toga,
prema (1) dijelu Fubini-Tonellijevog teorema, smijemo mijenjati poredak dy 1 dx, tj:

fg(f(;lf(y)g(y_lx)ldy)dx:L(L'f()’)g()’_lx)ldx)dy.

Zasad nismo pokazali da su gornji integrali konacéni, medutim jesu za f, g € L':

—1 _ —1 _ —1
fG ( fG o x>|dy)dx— fG ( fG 080y x>|dx)dy— fG If(y)l( fG 150y x)ldx)dy

LM f |f(y)|( f |g(x)|dx)dy= f FO) gl dy = 11f1 liglhs.
G G G
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Posebno, (x,y) — |f(y)g(y~'x)| je integrabilna, stoga prema (ii) dijelu Fubini-Tonellijevog
teorema, za gotovo svaki x funkcija y — |f(y)g(y~'x)| je integrabilna, tj. integral

(f *9)) = fG FO)g0 0y

apsolutno konvergira za gotovo svaki x. Dakako, tada konvergira i obi¢no, stoga je f * g
dobro definirana za gotovo svaki x.
Takoder, dobili smo:

”f*g”l:fo*g)(x)ldx:f
G G

_1 _
< fG ( fG FO)gly x)ldy)dx—llflllllglh.

Posebno, f * g € L'. Kako na L' prostoru poistovje¢ujemo funkcije koje se razlikuju na
skupu mjere 0, ¢injenica da je (f * g)(x) dobro definirana (samo) za gotovo svaki x iz G je
zanemariva, odnosno mozemo re¢i da je f = g opéenito/svugdje dobro definirana.

dx

fG FO)g0 2 dy

Poznato je da je (L, || - ||;) Banachov prostor, pa imajuéi to u vidu, uz upravo pokazanu
nejednakost:

If * gl < 1If1h llglh, Vf,g € LY,

¢ini se da bi (L!, *) mogao imati strukturu Banachove algebre i biti povezan s algebrom
mjera (M(G), *). Zaista, (L', ) jest Banachova algebra: nije teSko raspisati asocijativnost
konvolucija funkcija na L!, dok su ostala svojstva asocijativne algebre evidentno zadovo-
ljena.

Sto se tice veze s algebrom mjera, uzmimo f € L'(1). Tada je s:

ui(B) = [ Fdx . dugt) = fard
B

dobro definirana py € M(G) (vidi 1.2). Prema Radon-Nikodyomovom teoremu za kom-
pleksne mjere (Teorem 1.2.14) preslikavanje L'(1) = M(G), f +— puy je injektivno. Naime,
ako je py = g, za pp,pe € M(G) i f,g € L'(2), odnosno du; = gdy, slijedi da je f = g
A-gotovo svuda, $to zna¢i f = g u L'(1). Takoder, isti Radon-Nikodymov teorem daje

leagll = NA1s-

Nadalje, preslikavanje I7(¢) := fG e(x) f(x)dx, gdje je ¢ € Cy(G), ocito je linearan funkci-
onal te:

Iy (p)l < flw(X)l If (Ol dx < lelles flf(X)ldx = A1l liellos Yoo € Co(G).
G G
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Dakle, I € Co(G)* (posebno: |[I¢]| < ||f]l;), pa prema Rieszovom teoremu reprezentacije
kompleksne mjere (1.2.13), postoji jedinstven x, € M(G) tako da:

f @(x) dyi(x) = f @(x) f(x)dx, Yo € Co(G) (3.4)
G G

1 ||u}|| = |lI¢]|. Medutim, poznato je da zbog du(x) = f(x)dx imamo:

fG P(x) duyp(x) = j; @(x)f(x)dx, Yo € Co(G). (3.5

Dakle, u notaciji Rieszovog teorema, I, = I,, = Iy, a zbog injektivnosti p + I, slijedi
1, = py. Takoder, ljufll = 1171 = IIfll.

Propozicija 3.2.2. Preslikavanje L' — M(G), f +— p; je injektivan homomorfizam Ba-
nachovih algebri; odnosno postoji ulaganje L' — M(G).

Dokaz. Injektivnost smo ve¢ pokazali. Prema definiciji homomorfizma Banachovih alge-
bri (1.3.4) trebamo pokazati da je f — u, ograniCen linearan operator koji Cuva operaciju
mnoZenja. Primijetimo da f — u; moZemo komponirati kao f +— I, = I, — uy, tj.
kompozicija je linearnih preslikavanja f + Iy te [, — uy (u — 1, je izomorfizam) pa je i
samo linearno. Dakako, ograni¢enost vrijedi jer |||l = || f1]1.

Cuvanje mnoZenja ovdje znadi da vrijedi jednakost u frg = Mf * [, Sto je ekvivalentno

Ly, = Ly, 2asve f, g € L'. Sljededi raspis pokazuje da je to zadovoljeno:

f pd(y 1) 2 f f ) it () dptg(9) f f ) £(3) dy g(x) dx
G GJIG GJG

- f f ) £()g(x) dy dx = f ( f ()g(1) dx) £ dy
G JG G G

t f ( f <p(x)g(y_1x)dX)f()’)dy: f so(X)( f f(y)g(y‘lx)dy)dx
G G G ¢

3.5)

= fG POO(f * g)(x) dx ‘E fG pdpiysg, Vo € Co(G)
O

Ukratko, L' je podalgebra od M(G) i dozvoljeno je identificirati f iz L' s u; iz M(G).
Kako je (M(G), *) Banachova =-algebra, L' takoder ima involuciju, i to takvu da vrijedi:
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s = (uy)*. Dakle:
_ _ -1
[ewawy@ 2 [ outamn = [ oo =57
G G G
= fG pOFO ™) = [y = x] = fG (T de)

235 - _ _
= f‘P(X)f(x DA dx = f‘ﬁ(X)duf*(X), Yo € Co(G).
G —_— G
= ()
Dakle, f*(x) = f(x"")A(x™") je involucija funkcije f, a (L', *) je Banachova x-algebra koju
zovemo L' grupna algebra od G.

Vratimo se na definiciju konvolucije dviju funkcija iz L!. Sada ¢emo izvesti nekoliko
medusobno ekvivalentnih i za racun Korisnih izraza za f * g:

fG fOeg v dy 2 fG FOg((xy) " %) dy = fG Feng ™ dy;

ff()(‘1 )d —H y=h 020 ]—ff(“)( JAG ) dz = [z = ]
o Y&y xyay = dy:d(z“)a';'s)A(z‘])dz_ . Z )8(zx)A(z Z=1z=Yy

= fG FO gAY Hdy;

-1 _ g _|y—= Yy GG -1 -1
fG JOgy X dy = fG Jey)gly )dy—[ dy = AG™) dy]— fG SOy )AL )dy.

Komentar: Primijetimo da je supstitucija obrazloZena u uglatim zagradama u tre¢em racunu
zapravo sazeto zapisan slijed dvije supstitucije drugog racuna (takoder u vanjskim uglatim
zagradama). U drugom racunu supstitucije su izvedene i obrazloZene na “’Skolski nacin”
radi jasnoée. Ubuduce ¢emo obrazloZenje ove supstitucije u potpunosti izostavljati.

Sakupljamo posljednje racune u napomenu:

Napomena 3.2.3. Vrijedi:
(=90 = [ 0 0ds

= fG fOxgy™)dy
= [ ro7emn0as
= [ e ses0 a.
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Ako je G unimodularna:

(Frg)() = fG FOIg X dy = fG Fog ) dy = fG FO g0 dy = f FoorDeo) dy.

G

Prva dva izraza (opcenitog slucaja) moZemo zapisati i preko lijevog, odnosno desnog tran-
slata:

(f * 9)(x) = fG ) Lg(x) dy
= f g R, f(x)dy.
G

Propozicija 3.2.4. Neka su f,g € L' iz € G.
(i) L(f xg) = (L.f) * &
(ii) R(f xg) = f * (R:g).
Dokaz. Naime, lijeve i desne translacije komutiraju, tj. R, L, = L R,:
R\L.f =Ry f(@'%) = f(z"'xy) = Lf(xy) = LR, f.

Zbog toga, uz prethodnu Napomenu (3.2.3):

L(f # 9)() :Lz(xH fc e R dy) _ fG g7 LR, f(x) dy
- fG e R (LA dy = (L)) * 0.

R.(f = g) = f = (R,g) pokazuje se analogno. m|
Propozicija 3.2.5. Nekajel < p < +oo, fe L'ige L”.

(i) (f = g)(x) = fo(y)g(y‘lx) dy dobro je definiran za gotovo svaki x, f x g € LP i
1 gller < NNl lIgller-

(ii) Ako je G unimodularna, (i) vrijedi i za g * f.
(iii) Ako G nije unimodularna, ali f € C.(G), onda je g = f € L”.

Dokaz. (i) Promatramo funkciju y — f(y)L,g(x). PokaZimo da je ta funkcija u L”(dx)
za gotovo svaki y € G. (Koristimo neformalnu oznaku L”(dx) kako bismo naglasili
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(ii)

(iii)

po kojoj varijabli integriramo; naravno i dx i dy odnose se na istu mjeru - fiksiranu
LHM A.)

LHM .
”f(y)L ’g('x)||1£p(dx) = |f()/)|p ”Lyg”]Zp(dx) = |f(y)|p ”g”ip(dx) < +00, Vy €G, Jerg € L.

Nadalje, pokazimo da je funkcija y > ||f(»)L,g(X)llr@y u L'(dy) za gotovo svaki
yeG:

f”f(V)Lyg(x)HLp(dx) dy = f|f()’)| ”g”Ll’(dx) dy = ”g”LP(dx) ||f||L1(dy) < +oo, Yy € G.
G G

Sada smijemo primijeniti Minkowskijevu nejednakost za integrale (1.2.2(ii)): prvo,
funkcija y — f(y)L,g(x) je u L'(dy) za gotovo svaki x € G, ;. fG fO)L,g(x) ap-
solutno konvergira za gotovo svaki x € G. Drugo, (f * g)(x) je dobro definirana za
gotovo svaki x € G. Zato moZemo primijeniti integralnu Minkowskijevu nejedna-
kost:

”f*g”Ll’:‘ f fO)Lyg(x)dy < f fONLyg(X|zriaxy dy = I fller llgllzr-
G Lr(dx) G

Posebno, f x g € L.

Neka je G unimodularna, tj. A = 1. Iz Napomene 3.2.3 znamo da je tada:

(g% ) = f Ry g(0f(3) dy.
G

Kao u (i) dijelu, na y — Ry-1g(x)f(y) primjenjujemo Minkowskijevu nejednakost za
integrale. Naime, kako je G unimodularna, mjera A je i DHM, stoga se analogno kao
u (1) dijelu pokaze da su zadovoljeni uvjeti Teorema o Minkowskijevoj nejednakosti
za integrale (1.2.2). Dakle, (g * f)(x) je dobro definirana za gotovo svaki x € G,

g f €Ll ivrijedillg * fllr < llgller 1f 1l

Neka je K = supp f kompaktan. Pozivat ¢emo se na isti teorem, medutim sada
moramo promatrati funkciju y — Ry-18(x)f(»)A(y™"). Prvo imamo:

1R, 200 FIAG s = LFOIAG™ IRy 1Mo
1O |A<y-1>|( f |Ry1g(x>|pdx)" ~ 1O |A<y—1)|( f Rynlgw(x)dx)p
G G

2.12)

= If(y)IA(y)_l(A(y)flg(X)l” dX)p = 1fOIAG)? lIgll < +o0, ¥y € G.
G
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Zatim:

f IRy &) fMIAGY Mliran dy = f FONAG) " gl dy
G G

y A(y)%_l nepr.

1
— el AW)rtdy <
el | 1A 800 dy L T g Ay Coot komp. K

< Cllglle Ifllzr < 400, ¥y € G.

Prema Minkowskijevoj nejednakosti za integrale (g * f)(x) je dobro definiran za go-
tovo svaki x € G te imamo:

lg * fllr = ‘ fG Ry-g(0)fOAG) dy

< Cllgllzr 1Az
Posebno, g = f € L”.

< fG 1Ry 180 FOIAG e dy

LP(dx)

O

Slijedi propozicija donekle nalik Propoziciji 2.1.14 o lijevoj (desnoj) uniformnoj nepre-
kidnosti funkcija iz C.(G). U narednim rezultatima i dokazima bitno je razlikovati norme

Il Moo 111 MMz
Propozicija 3.2.6. Akoje 1 < p < +c0i f € L?, onda:
y—= 1 = |ILyf = fllr > 0 i [Ryf = fllr = O.

Dokaz. Neka je V simetricna kompaktna okolina od 1 u G. Ideja dokaza je prvo poka-
zati tvrdnju za funkcije iz C.(G) koriste¢i njihovu lijevu i desnu uniformnu neprekidnost
(2.1.14) 1 zatim za funkcije iz L?, uz pomo¢ poznate Cinjenice da je C.(G) gust u L?(G) u
normi || - ||r za 1 < p < 400 (v. [4, str. 217.]).
Dakle, uzmimo g € C.(G) i definirajmo skup:

K := (suppg)V~"' U V(supp g).

Skup K je kompaktan i slicno kao u dokazu Teorema o jedinstvenosti LHM (2.2.12) pokaze
se da su funkcije x > L,g — g = g(y"'x) — g(x) i x > Ryg — g = g(xy) — g(x) noSene u K
kadajeye V (suppg € Kjer 1 € V). Zay € V imamo:

ILyg - gllf, = f ILyg(x) — g(0)I” dx < f ILyg = glI, dx = AK) |ILyg — glIE,
K K

Sada zbog lijeve uniformne neprekidnosti od g imamo:

1
y—>1 = |ILg-glle >0 = |ILyg — gllr < AK)? [|Lyg - gllo = O.
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Sli¢no se pokaze: y > 1 = |IR,g —gllr» — 0.

Neka je sada f € LP(G). Vrijedi ||Lyfllz» = l|f]lz», a u dokazu Propozicije 3.2.5(iii) za-
pravo smo pokazali [[R,f]l.» = A(y)_%ll fll.r. Kako je V kompaktan, a Ar neprekidna,
skup A_ll”(V) je kompaktan podskup od (0, +oc0), pa postoji C > 0 td. je [[R,fllr <
A(y)‘%” fllr < C||f|lr za proizvoljan y € V. Nadalje, zbog navedene gustoée C.(G) u
L?(G), za proizvoljan € > 0 postoji g € C.(G) t.d. ||f — gll.»r < €. Sve zajedno dobivamo:

IRy f = fllr < IRy(f = &ller +lIRyg — gllr + 118 = fllr < (C + De +[IRyg — gllrr
<Cllf-gll
= —8liLp

Zbog proizvoljnosti € > 0 i dokazane tvrdnje za g € C.(G) zaklju¢ujemo:
y—=1 = [lRg—¢gll = 0,¥¢ € C(G) = [IR,f = fllr < (C+ De+]R,g—gllr = 0.

Uz malo jednostavniji raun (|[L, fllz» = |[fllzr), sli¢no slijedi: y — 1 = |[L,f = yllpr —
0. O

Propozicija 3.2.7. Ako je f € L'(G) i g € L*(G), onda je f g lijevo uniformno neprekidna
i g = f je desno uniformno neprekidna.

Dokaz. Prvo pokazujemo da vrijedi:

Prop.3.2.4

L(fxg9)—fxg = (Lfxg)—frg=(LSf-[)*g
Dakako, L.f — f € L'(G) za f € L'(G), pa za proizvoljan x € G vrijedi:

eL™

(et < [ IL-POIe0™0ldy S gl [ 1257100 dy = lghi-lILf o
G G
Kombinirajuéi dobivamo:

I(Lof = 1) * glleo < Mgl IILef = fllir,

i konac¢no:

Prop.3.2.6
=1 = |ILf = flln = 0 = (LS = eglleo < llgll=lILef = fll — 0.

Dakle, f+*g je lijevo uniformno neprekidna, a desna uniformna neprekidnost od g * f doka-
zuje se analogno. m|



52 POGLAVLIJE 3. L? PROSTORII KONVOLUCIJE

Primjer 3.2.8. Diracova funkcija:

1, akox =1,
6(x):{ ako x

0, inace

Jje gotovo svuda jednaka 0, ako je A({1}) = 0. Ako je G diskretna grupa, vrijedi A({1}) > 0,
stoga 0 nije gotovo svuda jednaka 0. Takoder, zbog jedinstvenosti LHM (Teorem 2.2.12)
moZemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti A({1}) = 1, a tada je A({x}) = 1 za sve
x € G (ako je A({1}) = ¢, uzimamo verziju Diracove funkcije u kojoj je 6(1) = c). Dakle,
|6l = fG 8(x)dA(x) = A({1}) = 1, pa je 6 € L'(G). Sada uzimamo f € L'(G) i ra¢unamo:

(f % 0)(x) = fo(y)5(y_IX) dy = f()o(DA{x}) = f(x), Vx € G,
(6 f)(x) = j;5(y)f(y_IX) dy = 6(1)f(x)A{1}) = f(x), Vx € G.

Dakle, § je jedinica u L'(G). Medutim, ako G nije diskretna grupa, (L'(G), *) nema

jedinicu, §to ¢emo sada pokazati. Pretpostavimo suprotno: neka je e € LY(G) jedinica s
obzirom na konvoluciju. Uzmimo neku kompaktnu okolinu 'V od 1 u G i definiramo U =
V\ {1}. Kako G nije diskretna grupa vrijedi A({1}) = 0, stoga je 0 < A(U) = A(V) < +oo0.
Dakle, yy € L'(G)NL™(G) i yy # 0. Buduéi da je prema pretpostavci yy = exxy = xu e,
zbog e € LY(G) i yy € L*(G) iz Propozicije 3.2.7 slijedi da je xy lijevo i desno uniformno
neprekidna. Posebno, yy je (obicno) tockovno neprekidna. Zbog toga je U = )(Z,l({l})
zatvoren u G (jer je {1} zatvoren u C).
PokaZimo da U = V \{1} nije zatvoren. Jer G nije diskretna znamo da {1} nije otvoren skup,
pa G \ {1} nije zatvoren skup. Posljedicno G \ {1} ne moZe biti jednak svojem zatvaracu,
stoga mora vrijediti CI(G \ {1}) = G. Posebno, postoji hiperniz (x,)eea 4 G \ {1} koji
konvergira prema 1. Kako je V okolina od 1, postoji ay € A takva da ay < a implicira
Xo € V, tj. x4 € U jer hiperniz (xu)qea ne sadrzi 1. Drugim rijecima, postoji hiperniz
(Xa)aeaap<e 12 U koji konvergira prema 1 ¢ U; dakle U nije zatvoren. Kontradikcija, iz
koje slijedi da (L'(G), *) nema jedinicu. Konacno, dokazali smo da (L'(G), *) ima jedinicu
ako i samo ako je G diskretna grupa.

Izostanku jedinice u algebri (L'(G), *) pokuSavamo doskogiti sljedeéim pojmom:

Definicija 3.2.9. Neka je U baza okoline od 1 u G. KaZemo da je familija funkcija {yy}yeu
aproksimacija jedinice od G ako su za svaki U € U zadovoljena sljedeca tri svojstva:

i. suppyy je kompaktan i sadrzan u U;

ii. yy20i [ yy=1;
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iit. Yyy(x™h = yy(x), ¥x € G.
Propozicija 3.2.10. Neka je {yy}veu aproksimacija jedinice u G.

(i) akoje f € L’ zal < p < +oo ili je f € L™ i pritom lijevo uniformno neprekidna,
onda:

U—-{l} = u*f—=fli—0.

(ii) ako je f € LP zal < p < +o0 ili je f € L™ i pritom desno uniformno neprekidna,
onda:

U—-{l} = |If*¢v—=fll = 0.

Dokaz. (i) Zbog [ yy = 1 vrijedi:

W * ) = F(x) = fG oL, f() dy -

s

; Yu(y)dy-f(x)

S
=1

- fG PoOLLf() — FO]dy,

Primjenjujemo Minkowskijevu nejednakost za integrale na funkcijuy = yy(y)[L, f(x)—
f(x)] - ovog puta u jednom redu, tj. implicitno i usput ¢emo vidjeti da su zadovoljeni
uvjeti pripadnog Teorema 1.2.2. Dakle:

v * f = flleran = |l fc YuWILyf(x) = f()]dyllrea

< flllﬂu(y)[Lyf(x)—f(x)]lle(dx) dy = f|¢’U(Y)| ILyf = fller dy
G G ~——

Yu20

= f YuWILyf = fllr dy, 1 < p < +co.
supp ¥y

Neka je € > 0. Ako je p < 400, uz poziv na Propoziciju 3.2.6, dok je za p =
+00 pretpostavka propozicije lijeva uniformna neprekidnost funkcije f, stoga u oba
slucaja zaklju€ujemo da postoji okolina V od 1 takva da:

yeV = |IL,f = fllr <&, 1 < p < +o0. (3.6)

Naime, u sluCaju p = +oo0. zay € Vje||IL,f — fll < & prema Propoziciji 3.2.6, no iz
definicije normi je jasno da je onda ||L, f — fllz~ < |ILyf — fllo < &.
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Buduci da je U baza okoline od 1, postoji "dovoljno malena” Uy € U, Uy C V tako
dazasvaki U € U t.d. U C U, vrijedi:

suppyy cUCUyCV

o = f = fllr < f YuWILySf = fller dy < [ i (3.6)

supp ¥y

Yu20
Sef Yu(y)dy < SfWU()’)dy=8, 1 <p<+oo.
supp Yuy G

Drugim rije¢ima, imamo traZeno:
U—-{1} = IWu*f-fllr—0.

Primijetimo da za dokaz tvrdnje nismo trebali svojstvo iii. iz definicije aproksimacije
identiteta. U (ii) dijelu ¢emo pak to svojstvo iskoristiti odmah.

(i1) Sli¢no kao u (1), prvo raCunamo:

(f *Y)@) — f(x) = f ROy dy - f(x) - f Wu(y)dy
G — G
=Yu(y) T

= L[Ryf(x)—f(x)]WU(Y)dY

Ostatak dokaza slijedi analogno kao u (i).
O

Ostavljeno je pitanje postojanja aproksimacije identiteta na opcenitoj lokalno kompak-
tnoj grupi G. Odgovor je da postoji. Zbog lokalne kompaktnosti su familija kompaktnih
okolina od 1 i1 familija simetricnih kompaktnih okolina od 1 baze okolina od 1. Lako vi-
dimo da je tada familija

Yy =AU Xy |U kompaktna i1 simetri¢na okolina od 1}

aproksimacija identitete u G. Naime, supp ¢y = U je kompaktan, ¢y > 0, f AUy =1
te je Yy parna funkcija zbog simetricnosti od U. Familija neprekidnih funkcija moze se
dobiti uz Urysohnovu lemu za LKH prostore.



Poglavlje 4

Homogeni prostori

4.1 Osnovna svojstva homogenih prostora

Neka je G lokalno kompaktna (Hausdorffova) grupa i S lokalno kompaktan Hausdorf-
fov topoloski prostor. U klju¢nim dijelovima ovog poglavlja koristit ¢emo pretpostavku da
je topoloski prostor na G 1 o-kompaktan.

Definicija 4.1.1. (Lijevo) djelovanje grupe G na topoloski prostor S je neprekidno presli-
kavanje G X S — S dano s (x, s) = xs takvo da vrijedi:

i. s xsje homeomorfizamna S, Vx € G;
ii. x(ys)=(xy)s, Vx,ye G, VseS.

Prostor S zajedno s djelovanjem grupe G zove se G-prostor.
Ako za proizvoljne s,t € S postoji x € G takav da je xs = t, kaZemo da je G-prostor
tranzitivan.

Primjer 4.1.2. (i) Trivijalan primjer: LKH grupa djeluje na samu sebe lijevim grupnim
mnoZenjem. Preciznije, djelovanje je GXG — G, (x,y) — xy. Iz Propozicije 2.1.2 sli-
jedi da grupno mnoZenje zadovoljava definiciju djelovanja. Stovise, G je tranzitivan
G-prostor (za x,y € G je (yx Hx = y).

(ii) Neka je H zatvorena podgrupa od G. Tada je s x(YH) := (xy)H dobro definirano tran-
zitivno djelovanje grupe G na kvocijentni prostor G/H. Drugim rije¢ima, kvocijentni
prostor G/ H je tranzitivni G-prostor.

Dokaz. Prisjetimo se prvo Propozicije 2.1.9: G/H je LKH topoloski prostor; doduse
sam nema nuzno strukturu grupe.

55
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Pokazimo da je za fiksni x € G preslikavanje @ : G/H — G/H dano s a(yH) =
(xy)H neprekidno. Neka je @ : G — G/H preslikavanje a(y) = (xy)H. Tada je
a = @ o g. Primijetimo da je a zapravo preslikavanje G - G — G/H dano s y —
xy — (xy)H. Prema Propoziciji 2.1.2 neprekidno je y — xy, a drugo preslikavanje je
zapravo kvocijentno preslikavanje koje je neprekidno prema svojoj definiciji. Dakle,
a je neprekidno kao kompozicija neprekidnih preslikavanja. Za U otvoren skup u
G/H vrijedi:

@ '(U) = {q(y) € G/H|a(q(y)) € U} = {q(y) € G/H | a(y) € U} = g(a”'(U)),

Sto je otvoren skup u G/H jer je a neprekidno, a g otvoreno preslikavanje. Dakle,

@ je neprekidno preslikavanje. Njegov inverz je ocito yH — (x"'y)H, stoga je i on

neprekidan, ¢ime imamo dovoljno za zakljucak da je yH +— (xy)H homeomorfizam

na G/H zasvaki x € G.

Vrijedi x(y(zH)) = x((y2)H) = (xyz2)H = (xy)(zH) za sve x,y € GizH € G/H te je

za proizvoljne xH,yH € G/H, (yx~")xH = yH. Kona¢no, kvocijentni prostor G/H je

tranzitivni G-prostor.

Primijetimo da je, zbog G=G/{1}, primjer (i) zapravo poseban slucaj ovog primjera.
]

Definicija 4.1.3. Neka su S i T dva G-prostora i funkcija f : S — T. KaZemo da je funk-
cija f G-ekvivarijantna ako komutira s djelovanjem grupe G, odnosno, ako zadovoljava

sljedece svojstvo:
f(xs) =xf(s), Vxe G, VseS.

Teorem 4.1.4. Ako je S tranzitivan G-prostor, gdje je G o-kompaktna LKH grupa, onda
postoji zatvorena podgrupa H od G takva da je S homeomorfan kvocijentnom prostoru
G/H. Stovise, izmedu G/H i S postoji G-ekvivarijantan homeomorfizam. Takav prostor S
zovemo homogeni prostor.

Dokaz. Fiksirajmo sy € S pa definiramo funkciju ¢ : G — S s ¢(x) = xso 1 skup H :=
{x € G|lxso = so}. Skup ¢(G) C S zove se orbita od syo, a H C G stabilizator od s,.
Primijetimo, H = ¢~ !({s0}), stoga je H zatvoren podskup od G. Takoder, ako su x,y € H,
onda je (xy™Dso = (xy")(ysg) = x(y"'y)sy = x59 = 50, stoga je xy~! € H. Dakle, H je
zatvorena podgrupa od G.

Nadalje, preslikavanje ¢ je surjektivno zbog tranzitivnosti G-prostora S: za svaki t € §
postoji x € G t.d. t = xs59 = ¢(x). Sli¢no kao u Propoziciji 2.1.2 slijedi da je ¢, tj. x — x5
neprekidno preslikavanje zbog neprekidnosti preslikavanja (x, s) — xs.

G —ts5§

| % (4.1)

G/H
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Gornji dijagram sugerira da Zelimo cijepati/faktorizirati preslikavanje ¢ : G — S kroz
H. Zanima nas, dakle, je li dobro definirano preslikavanje ®(yH) := ¢(y), ¢ime bi gornji
dijagram komutirao (vrijedilo bi ¢ = @ o g). Zaista:

xH =yH & y_lx €eH & (y_lx)so =59 © xS0 = ¥So © @(x) = p(y) © O(xH) = O(YH).

Stovise, pokazali smo da je ® dobro definirana injekcija, a kako je iz definicije oéito
Im® = Img = S, slijedi da je ®@ bijekcija. S obzirom da imamo ¢ = ® o ¢, gdje je ¢
neprekidno, a g otvoreno preslikavanje, slicno kao u Primjeru 4.1.2(i1) pokazuje se da je ®
neprekidno preslikavanje.

Preostalo je pokazati da je ®~! neprekidno, da bi ® bio homeomorfizam. Buduéi da je
® bijektivno, dovoljno je pokazati da je ® : G/H — S otvoreno preslikavanje. Neka je
V otvoren skup u G/H. Jos bolje, tvrdimo da Ce to vrijediti ako je ¢ : G — § otvoreno
preslikavanje. Zaista, neka je V otvoren skup u G/H. Tada je ¢g~'(V) otvoren skup u G, i
ako je ¢ otvoreno preslikavanje, onda je ¢(g~'(V)) otvoren skup u S. S druge strane, zbog
¢ = ® o g imamo:

q surjekcija

P(g (V) =((@og)og H)(V)=0(gog H)V) " =" OV).

Dakle, za V otvoren u G/H, skup je ®(V) je otvoren u S, tj. @ je otvoreno preslikavanje.

Pokazimo onda da je ¢ : G — § otvoreno preslikavanje. Neka je U otvoren u G 1
xo € U proizvoljan. Neka je V kompaktna simetri¢na okolina od 1 t.d. je VV C x;'U, tj.
xoVV C U. Sada koristimo o-kompaktnost od G: postoji (W,,).en niz kompaktnih skupova
koji pokrivaju G. Kako je V okolina od 1, vrijedi 1 € IntV, stoga je {yIntV |y € G} otvo-
reni pokrivaC od G = U'* U,,. Pojedini U,, je kompaktan pa postoje Y1, Ym2; - - - » Ymn,, € G
td. (YmiIntV)zio ., pokriva U, a tada je 1 (yuiV)i=12..., pokrivaC od U,. Dakle,
{ymiVIm € N,i = 1,2,...n,} je oCito prebrojiva familija kompaktnih skupova koji po-
krivaju G. Jednostavnije zapisano, postoji (y,)en Niz u G t.d. niz kompaktnih skupova
(7, V)nen pokriva G. Primijetimo, upravo smo u sustini pokazali ocekivano svojstvo: u o-
kompaktnom prostoru svaki otvoren pokriva¢ ima prebrojiv potpokrivac.

Zbog surjektivnosti od ¢ vrijedi:

S =¢(G) = <p( [jynV) = Cj e(yaV).
n=1 n=1

Primijetimo da homeomorfizam s — y,'s preslikava ¢(y,V) u ¢(V), stoga je ¢(y,V) ho-
meomorfan ¢(V) za svaki n € N. Dakle, S je prebrojiva unija homeomorfnih kopija
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skupa ¢(V). Prema Baireovom teoremu za LKH prostore (Teorem 1.1.1), S ne moze
biti prebrojiva unija nigdje gustih skupova, dakle ¢(V) nije nigdje gust skup. Odnosno,
Int(Cl(V)) # 0. Kako je V kompaktan, ¢ neprekidno, onda je ¢(V) kompaktan, pa i za-
tvoren, stoga je Int (V) # 0.

Uzmimo x; € V za koji je ¢(x;) € Inte(V). Homeomorfizam s +— xoxl‘ls preslikava
skup ¢(V)u <,o(xoxl‘1 V) 1toCku ¢(x1) u ¢(xp). Kako homemorfizam cuva topoloska svojstva,
tada vrijedi implikacija:

x1€V sim.
o(x) € Inte(V) = @(xo) € Inte(xox; V) C - Inte(xoVV) C Int(U).

Sjetimo se: xj je proizvoljna tocka iz U, stoga smo pokazali da je proizvoljna ¢(x) iz ¢(U)
ujedno u Int(U). Dakle, ¢(U) je otvoren skupi¢ : G — S je otvoreno preslikavanje.
Prema svemu pokazanom, zaklju¢ujemo da je ® : G/H — S homeomorfizam.

Pokazimo da je @ G-ekvivarijantno preslikavanje. Primijetimo da djelovanje G na
G/H, x - yH = (xy)H, moZemo zapisati kao x - g(y) = g(xy). Zaxe Giqg(y) = yH € G/H
imamo:

O(x - g(y)) = P(g(xy)) = p(xy) = xyso = x(yso) = x - p(y) = x - D(g(y)).
Dakle, @ je trazeni G-ekvivarijantni homeomorfizam. O

Primjer 4.1.5. Neka je G = R LKH grupa sa zbrajanjem kao grupnom operacijom i dis-
kretnom topologijom, dakle P(R). G-prostor koji razmatramo neka je takoder R, medutim
opskrbljen klasicnom topologijom, s djelovanjem (x, s) — x + s. Pratimo notaciju iz do-
kaza prethodnog teorema (4.1.4). Neka je sy = 0, pa je stabilizator od O skup H = {x €
Rlix+ 0 = 0} = {0}. Zbog toga sto moZemo identificirati R/{0} i R, takoder identifici-
ramo ®/{0} : R - Rig¢ : R —» R. Odnosno, ®(x) = ¢(x) = x+0 = x, za svaki
x € R. Dakle, ®(A) = A za svaki A € P(R), stoga ® ne moze biti otvoreno preslikavanje
R,PR)) — (R,E), gdje je & klasicna topologija na R. Dakle, premda ® jest nepre-
kidna bijekcija, nije otvoreno preslikavanje, pa nije ni homeomorfizam. U vidu prethodnog
teorema, implicitno smo pokazali da (R, P(R)) nije o-kompaktan topoloski prostor. Ekspli-
citno, znamo da je A € P(R) kompaktan u diskretnoj topologiji ako i samo ako je konacan,
a zbog neprebrojivosti R se ne moZe pokriti s prebrojivo mnogo konacnih skupova.

Preko ® : G/H — § identificiramo neki tranzitivni G-prostor S s G/H. Preciznije,
pokazali smo S = ®(G/H) = ¢(G), Sto je orbita proizvoljno odabranog sy € S, a H je sta-
bilizator od s¢. Pitanje je Sto se dogada ako odaberemo neki drugi s, € S. Dakako, imamo
S = ®'(G/H") = ¢'(G), §to jest drugacija identifikacija. Medutim, ove dvije identifikacije
“isprepletene su” na pravilan nacin. Naime, zbog tranzitivnosti postoji xo € G takav da je
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s}, = xo8o. Preslikavanje h : G — G definirano s x — xoxx;' je tada homeomorfizam koji
slika H u H' 1 automorfizam grupe G.

G —" 3G

"l l (4.2)

G/H — G/H

Lako vidimo da 4 inducira homeomorfizam h tako da gornji dijagram komutira. Zelimo
pokazati da je & G-ekvivarijantno preslikavanja, tj. da vrijedi:

h(x - q(v) = h(x) - h(q(»)), Yx,y € G.

Koriste¢i gornji komutativni dijagram (4.2) te Cinjenicu da je 2 homomorfizam, pokaZimo
da je h G-ekvivarijantno preslikavanje:

h(x - yH) = (ho q)(xy) = (¢’ o h)(xy) = ¢'(h(X)h()) = h(x) - ¢ (h(y)) = h(x) - h(yH).

Dalje, oéekujemo da moZemo povezati identifikacije ® i @’ preko k. Koristeéi se komuta-
tivnim dijagramima (4.1 1 njegov analogon za ’; 4.2) za x € G imamo:

(@ ohog)x)= (P oq oh)x)= (¢ oh)x)= go'(xoxxal) = x()xxal A

X050=5, _
= " xpxxy X0 * So = Xo - (x80) = Xo - p(x) = xg - (D 0 g)(x)

Dakle: _
(D" 0 W)(g(x)) = xo - P(g(x)), Vx € G,

stoga, jer je g surjekcija, zaklju¢ujemo:
D oh= X0 O.

Opcenito ¢emo tranzitivne G-prostore identificirati na opisani nacin s kvocijentnim pros-
torima G/H i sada podrobno razumijemo veze izmedu razlicitih identifikacija istog homo-
genog prostora.

4.2 O mjerama na homogenim prostorima

Sada smo ve¢ naviknuti na ¢injenicu da na svakoj lokalno kompaktnoj Hausdorffovoj
grupi postoji do na mnoZenje pozitivnim skalarom jedinstvena lijeva Haarova mjera, t;.
Radonova mjera invarijantna na lijeve translacije. U svjetlu svjeZih rezultata o homogenim
prostorima, postavlja se pitanje mogucnosti nekakvog prijenosa lijeve Haarove mjere iz
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grupe G na homogeni G-prostor. Dakako, znamo da je homogeni G-prostor homeomorfan
kvocijentnom prostoru G/H za neku zatvorenu podgrupu H od G, zbog ¢ega, moglo bi se
reci, za ispitivanje prijenosa mjere iz G na homogeni G-prostor uop¢e ne moramo “izlaziti”
iz grupe G, Sto bitno olakSava rad.

Uzmimo, dakle, proizvoljnu lokalno kompaktnu Hausdorffovu grupu G 1 njezinu pro-
izvoljnu zatvorenu podgrupu H. Kao S$to je ve¢ napomenuto, kvocijentni prostor G/H je
lokalno kompaktan i Hausdorffov topoloski prostor, ali nije nuZno topoloSka grupa, ¢ak ni
grupa uopce (u slucaju kada je H normalna podgrupa, G/H jest topoloska podgrupa). Zbog
toga se ne mozemo pozivati na pokazane teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti lijeve Ha-
arove mjere. Uostalom, strogo gledano, opcenito ne postoji lijeva Haarova mjera na G/H,
jer Haarova mjera pretpostavlja strukturu grupe. Medutim, s obzirom da grupa G djeluje
na kvocijentni prostor G/H preslikavanjem x - (yH) — (xy)H, postoji prikladna definicija
lijeve translacije na G/H:

xB:={x-yH|yH € B}, BC G/H.

Slijedi da je Radonova mjera u na G/H “’lijeva Haarova mjera” - zvat ¢emo je G-invarijantna
Radonova mjera na G/H, ako je u(xB) = u(B) zasve B € B(G/H)isve x € G.

Premda, nazalost, svaki kvocijentni prostor G/H nema G-invarijantnu mjeru (v. kon-
traprimjer u [5, str. 61.]), postoji jednostavan nuzan 1 dovoljan uvjet za njezinu egzisten-
ciju. Dokaz egzistencije G-invarijantne mjere na G/H izvodi se po ve¢ poznatoj ”Spranci’:
pomocu Rieszovog teorema o reprezentaciji mjere funkcionalom. Prevedimo naSe pitanje
iz jezika mjera u jezik funkcionala: zanima nas postoji li lijevo invarijantan pozitivan line-
aran funkcional / na prostoru C.(G/H), znaju¢i da, kako na G imamo lijevu Haarovu mjeru
A, na prostoru C.(G) postoji lijevo invarijantni pozitivni linearni funkcional I,. Stovise,
znamo da je I,(f) = fG fdx (koristimo ponovno skracenicu dx za dA(x)), uz napomenu da
je I, jedinstven do na mnoZenje pozitivnim skalarom.

Primijetimo, kada bismo bili imali surjekciju, oznac¢imo je s P, izmedu prostora C.(G)
1 C.(G/H), mogli bismo pokusSati definirati funkcional I na C.(G/H) preko funkcionala I,
na C.(G). Preciznije, htjeli bismo definirati / takav da donji dijagram komutira.

C.(G) £ C.(G/H)
4.3)
) /
R

Ukoliko ¢ée nas I biti lijevo-invarijantan, pozitivan, linearan i nadasve dobro definiran funk-
cional, Rieszov teorem dat ¢e nam traZzenu G-invarijantnu mjeru u na G/H. Vrijedit Ce,
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takoder, I1(g) = 1,(g) = fG/H gdu, 1 postojat ¢e f € C.(G) t.d. P(f) = g, a uz komutativni
dijagram (4.3), imamo:

f fdx = L(f) = I(P() = L(P(f)) = f P(f)dy = f gdu. (4.4
G G/H G/H
Sto motivira sljedecu definiciju funkcije P(f):

(P(f)(xH) := f f(x€)dé, (d€ je LHM na H). 4.5)
H

Naime, P(f) u to¢ki xH daje integriranu f po xH kao podskupu od G, stoga ima smisla
ocekivati da ¢e integral od P(f) po kvocijentnom prostoru G/H (u prikladnoj mjeri) biti
jednak funkciji f integriranoj po G, odnosno ima smisla ocekivati da ¢e vrijediti (4.4).
Takoder, lako se vidi da se P ponasa linearno, pozitivno i lijevo-invarijantno. NeSto teze se
pak pokaze da je P(f) zapravo u C.(G/H), za f € C.(G).

Ukratko, P je zaista dobro definirano s (4.5), i sada je, dakle, pitanje je li za proizvoljan
P(f) € C.(G/H) dobro definiran funkcional I(P(f)) = I,(f), odnosno, ako je P(f) = P(g),
je i i(f) = Li(g), . fodx = ngdx. Odgovor na ovo pitanje nije uvijek potvrdan
1 samo zbog toga nema svaki kvocijentni prostor G/H G-invarijantnu mjeru. Medutim,
ispada da je odgovor potvrdan ako je Agly = Ay. Stovise, ako pretpostavimo da postoji G-
invarijantna mjera ¢ na G/H, pripadni funkcional 7, na C.(G/H) definira funkcional 1, o P
na prostoru C.(G), stoga vrijedi (4.4), iz Cega pak nije tesSko pokazati da slijedi Agly = Ag.
Dakle, Agly = Ay je najavljeni nuzni i dovoljni uvjet za postojanje G-invarijantne mjere
Radonove mjere na G/H. To je preciznije iskazano u sljedeCem teoremu, Ciji se detaljan
dokaz, koji smo ovdje samo skicirali, moZe pronaci u [5, str. 62.]:

Teorem 4.2.1. Neka je G lokalno kompaktna (Hausdorffova) grupa i H zatvorena pod-
grupa u G. Na kvocijentnom prostoru G/H postoji do na mnoZenje pozitivnim skala-
rom (realnim brojem) jedinstvena G-invarijantna Radonova mjera u ako i samo ako je
Agly = Ay. U tom slucaju, moZemo odabrati pozitivan skalar tako da vrijedi:

f P(f)du = f F@)dx, Yf € CAG). 4.6)
G/H G

Neka je sada Ag|ly # Ay. Znamo da u tom slucaju ne postoji G-invarijantna mjera na
G/H tj. ne postoji mjera y t.d. u(xB) = u(B) zasve x € G1 B € B(G/H). Ipak, postoje
mjere na G/H za koje vrijedi neSto relativno blisko tome. Za pocetak, za x € G definiramo
mjeru u, na G/H:

px(B):=u(xB), B € B(G).
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Promatramo familiju mjera {u,},.c. Dakako, kada bi u bila G-invarijantna, sve mjere u
ovoj familiji bile bi medusobno jednake. Uvjet jednakosti olabavit ¢emo u uvjet ekviva-
lencije nenegativih mjera, koju smo definirali u preliminarnim sadrzajima. Dakle, kazemo
da je mjera u kvazi-invarijantna, ako je {u,},.c familija medusobno ekvivalentnih mjera.

To znaci da je Radon-Nikodymova derivacija fl—’;" > 0, za sve x,y € G. Ekvivalentno
X

receno, bududi da je rijeC o relaciji ekvivalencije, u je kvazi-invarijantna ako je ‘% > (0, za
svaki x € G. Primijetimo da se nul skupovi mjera iz {u,},.¢ podudaraju kada je u kvazi-
invarijantna mjera.

Zatim, kaZzemo da je mjera u strogo kvazi-invarijantna, ako je preslikavanje:

_ du(p)
u(p)
neprekidna funkcija. Prema definiciji iz preliminarnih sadrzaja, w, 1 p su strogo ekvi-
valentne ako je derivacija ‘Z’; pozitivna i neprekidna. Primijetimo, ako je mjera u strogo
kvazi-invarijantna, onda {u,}.c¢ jest familija medusobno strogo ekvivalentnih mjera, medutim
to nije dovoljan uvjet da bi u bila strogo kvazi-invarijantna. Naime, iz definicije vidimo da

odnos x € G i derivacije %’ takoder mora biti neprekidan.

A(x, p)

, 1:GX(G/H) — (0, +00)

Uz ovako olabavljene uvjete imamo egzistenciju: na svakom kvocijentnom prostoru
G/H postoji strogo kvazi-invarijantna mjera. Svaka strogo kvazi-invarijantna mjera ima
pripadnu tzv. p-funkciju, koja predstavlja tezinu koliko je koja kvazi-invarijantna mjera
“kvazi”: to je neka neprekidna funkcija p : G — (0, +00) koja prati nejednakost Agly # Ay
tako da vrijedi:

An(&)
p(x&) Ao
Vidimo da, ako je Ag|ly = Ay, onda je p konstanta na H. Naposljetku, sljedeci teorem daje
opis egzistencije 1 jedinstvenosti strogo kvazi-invarijantnih mjera na kvocijentnom prostoru
G/H 1 svojevrsna je nadgradnja gornjeg Teorema 4.2.1 o egzistenciji 1 jedinstvenosti G-
invarijantne mjere na G/H, §to se vidi iz usporedbe jednakosti (4.6) 1 (4.7).

p(x), Vx e G, Vé € H.

Teorem 4.2.2. Neka je G lokalno kompaktna (Hausdorffova) grupa i H zatvorena pod-
grupa u G. Za svaku p-funkciju para (G, H) postoji strogo kvazi-invarijantna mjera yu na
G/H takva da vrijedi:

f P(f)du = f Jp(x)dx, Vf € C(G). (4.7)
G/H G

Obratno, za svaku strogo kvazi-invarijantnu mjeru u na G| H postoji p-funkcija para (G, H)
takva da vrijedi (4.7). Takoder, sve strogo kvazi-invarijantne mjere na G|/H medusobno su
strogo ekvivalentne.
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Sazetak

U ovom radu bavimo se lokalno kompaktnim grupama kao najop¢enitijim matematickim
objektima koji imaju lijevu (desnu) Haarovu mjeru, tj. Radonovu mjeru invarijantnu s ob-
zirom na lijeve (desne) translacije. Nakon preliminarnih sadrzaja sakupljenih u prvom po-
glavlju, u drugom poglavlju razmatramo osnovna svojstva topoloskih i lokalno kompaktnih
grupa te kao glavni rezultat dokazujemo egzistenciju i jedinstvenost lijeve (desne) Haarove
mjere na proizvoljnoj lokalno kompaktnoj grupi. Iduce poglavlje bavi se algebrom mjera
M(G) i prostorom L!(G), gdje je G neka lokalno kompaktna grupa, i pokazujemo kako s
uvedenom konvolucijom oba prostora posjeduju strukturu Banachove x-algebre. Napos-
ljetku, u Cetvrtom poglavlju predstavljamo dva teorema o egzistenciji i jedinstvenosti inva-
rijatnih 1 kvazi-invarijantnih mjera na homogenim prostorima, $to su prostori snabdjeveni
djelovanjem neke lokalno kompaktne grupe.






Summary

In this paper, we study the locally compact groups as the most general mathematical
objects which have left (right) Haar measure, i.e. left (right) translation-invariant Radon
measure. After the preliminaries assembled in Chapter 1, in Chapter 2 we examine basic
features of topological and locally compact groups and as a main result we prove the exis-
tence and uniqueness of left (right) Haar measure on a locally compact group. Chapter 3
deals with the measure algebra M(G) and space L!(G), where G is some locally compact
group, and following the introduction of convolution, we show that both spaces have the
structure of Banach *-algebra. Finally, in Chapter 4 we present two theorems about the
existence and uniqueness of invariant and quasi-invariant measures on the homogeneous
spaces, which are spaces equipped with an action of some locally compact group.
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1 komparativnu knjiZevnost na Filozofskom fakultetu u Zagrebu.



	Sadržaj
	Uvod
	Preliminarni sadržaji
	Opća topologija
	Teorija mjere
	Banachove algebre

	Haarova mjera
	Lokalno kompaktne grupe
	Haarova mjera
	Modularna funkcija
	Primjeri

	Lp prostori i konvolucije
	Algebra i konvolucija mjera
	Lp prostori i konvolucija funkcija

	Homogeni prostori
	Osnovna svojstva homogenih prostora
	O mjerama na homogenim prostorima

	Bibliografija

