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Uvod

Problem je nezaobilazna pojava u svakodnevnom ljudskom Zivotu. Problemi predstav-
ljaju pitanja na koje je potrebno dati odgovore to jest zadatke koje je potrebno rijesiti.
Stoga je kontinuirano stvaranje novih problema ¢ovjeka natjeralo na njihovo rjeSavanje.
Uslijed takvih okolnosti pojavljuje se izraz ,rjeSavanje problema®, koji pojednostavljeno
oznaCava proces postizanja zadanog cilja savladavanjem prepreka, odnosno proces stva-
ranja Zeljena rezultata. Sira tema ovog diplomskog rada upravo je rjeSavanje problema u
matematici, a uza tema su strategije za rjeSavanje problema koje predstavljaju svojevrstan
alat za rjeSavanje odredenih problemskih situacija.

Cilj je ovog diplomskog rada istraZziti i analizirati strategije rjeSavanja problema u nastav-
nom predmetu Matematika. Sukladno cilju, svrha ovog rada je prezentirati potencijale u
ucenju i pouCavanju strategija za rjeSavanje problema u nastavi matematike. Stoga ovaj rad
ima svrhu ukazati na znacaj razvoja nastavnickih vjestina potrebnih za poucavanje djece
o strategijama za rjeSavanje problema. Time je osobito vazno ukazati na znacaj pristupa
nastavnika tematici rjeSavanja problema. Isto tako, ovim radom Zeli se potaknuti dub-
lje razumijevanje problematike u podrucju izucavanja discipline rjeSavanja problema; kao
jednog od glavnih pokretaca razvoja ljudskog drustva.

Diplomski rad ukupno se sastoji od sedam poglavlja:

1. Uvod

2. Matematicki proces: rjeSavanje problema
3. Pravni i regulatorni okvir

Strategije rjeSavanja problema

Analiza strategija

Primjena strategija u nastavi matematike

N s ks

Zakljucak



SADRZAJ 2

U uvodu je definirana tema, cilj i svrha rada. ObrazloZena je struktura rada, te su ukratko
opisana sva glavna poglavlja.

U drugom poglavlju objasnjen je pojam problema i rjeSavanja problema u opcéenitom
smislu, te su iznesene metodoloske pretpostavke rjeSavanja problema.

U treCem poglavlju predstavljene su najpoznatije strategije rjeSavanja problema u matema-
tici. Poglavlje se sastoji od opCenitog opisa i definicija strategija rjeSavanja problema te od
dijela u kojem je svaka strategija zasebno definirana i pojasnjena.

U Cetvrtom poglavlju predstavljen je pravni i regulatorni okvir u pogledu matematike kao
znanosti i nastavnog predmeta na razini EU i Republike Hrvatske. U ovom poglavlju po-
sebno je istrazen dio zakonske regulative koji se odnosi na rjeSavanje problema i pripa-
dajuce strategije/metode.

U petom poglavlju detaljno su istraZene i predstavljene tri strategije rjeSavanja problema:
RjeSavanje unatrag, RjeSavanje jednostavnijeg analognog problema i Pogadanje i testira-
nje. Za svaku od strategija definirane su osnovne i dodatne karakteristike, te je objaSnjena
njihova potencijalna primjena u svakodnevnom Zivotu. Uz navedeno, za svaku od stra-
tegija predstavljeni su matematicki primjeri sa iskazanim procesom dolaska do konac¢nog
rjesSenja.

U Sestom poglavlju objaSnjena je moguca primjena opisanih strategija. U poglavlju su pri-
kazani ishodi u€enja, definirane su nastavne metode rjeSavanja problema i dane su smjer-
nice odabira matematickih primjera.



Poglavlje 1

Matematicki proces: rjesavanje
problema

1.1 Problem

Problem u Sirem smislu rijeci oznacava pitanje koje ¢eka odgovor i/ili zadatak koji c¢eka
rjeSenje. Najcesce, u danaSnjem drustvu, problem se odnosi na suocavanje s izborom dje-
lovanja koji je tezak, bilo za pojedinca, bilo za drustvo u cjelini. Medutim, problem je
vrlo raSirena druStvena pojava koja se javlja u razli¢itim podru¢jima, oblicima, obujmu, i
sli¢no. Primjerice, u matematici problem predstavlja iskaz koji zahtijeva rjeSenje, obi¢no
matematickim operacijama ili geometrijskim konstrukcijama.

Problemi mogu biti jednostavni, komplicirani, kompleksni ili kaoti¢ni. Neke uobicajene
vrste problema su globalni problemi, osobni problemi i drustveni problemi. S gledista ljud-
skog razmiSljanja, problem generalno predstavlja covjeku nepovoljne okolnosti kojima je
potrebno pronaci i primijeniti odgovarajuce rjesenje.

1.2 Rjesavanje problema

RjeSavanje problema jedna je od osnovnih kognitivnih sposobnosti ljudi koja je usko pove-
zana s raznim procesima poput ucenja, donosenja odluka i rasudivanje [3]. Izraz ,rjeSavanje
problema* (eng. problem-solving) pojednostavljeno oznacava proces postizanja cilja sav-
ladavanjem prepreka tj. rjeSavanjem razliCitih problema. Problemi kojima je potrebno
rjeSenje krecu se od jednostavnih osobnih zadataka (npr. kako ukljuciti uredaj) do slozenih
problema u poslovnom i tehnickom podrucju. RjeSavanje problema moZe se opisati kao
beskonacan skup razli¢itih metoda koje se koriste kako bi se steklo potpuno razumijeva-
nje ljudske okoline, te kako bi se identificirale i provele nuzne promjene tj. zahvati, a sve
kako bi se doSlo do Zeljenog ishoda, odnosno rezultata. S povijesnog glediSta, rjeSavanje

3
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problema moZe se mastovito opisati kao srz ljudske evolucije i glavna pokretacka snaga
razvoja covjecCanstva. Definitivno je jasno kako je ljudsko rjeSavanje problema tijekom po-
vijesti rezultiralo drustvenim, kulturnim, tehnickim, ekonomskim i drugim evolucijama, te
je ujedno jedini izvor svih novih izuma. Isto tako, rjeSavanje problema osnova je za stalno
ucenje, usavrsavanje, komunikaciju i ljudsku interakciju u svrhu daljnjeg ljudskog razvoja
drustva.

Metodoloske pretpostavke za uspjesno rjeSavanje problema temelje se na nekoliko koraka
koji su potrebni kako bi se problem doveo do kona¢nog rjesenja. U pocetku je potrebno
identificirati, te analizirati i opisati (dokumentirati) problem; zatim je potrebno utvrditi
temeljne uzroke 1 razviti alternativna rjeSenja (opcije). U konacnici se odabrano rjeSenje
implementira i mjere se rezultati kako bi se ocijenila uspjeSnost rjeSavanja problema te pro-
nalaska konacnog rjeSenja [10]. Svaki korak u procesu rjeSavanja problema koristi vjeStine
i metode koje doprinose ukupnoj u€inkovitosti utjecanja na promjene i odreduju razinu
sloZenosti problema koji se moZze rijesiti.

RjeSavanje problema izrazito je vazno za djecu, te se smatra jednom od najvaznijih Zivotnih
vjestina koje se uce tijekom rasta i razvoja djece. Prema tome, ljudi uce rjeSavati jednos-
tavne probleme od vrlo rane dobi, primjerice uce jesti, koordinirati pokrete, komunicirati i
sl. Tijekom godina Zivota vjeStine rjeSavanja problema usavrsavaju se, sazrijevaju i postaju
sofisticiranije. Na taj nacin ljudi od najranijeg djetinjstva postaju sposobni rjeSavati sve
kompleksnije probleme te Zivot nastavljaju uz beskonacan potencijal za napredak. Sma-
tra se izrazito vaznim djecu nauciti samostalnom rjeSavanju problema, Sto e rezultirati
donoSenjem zdravih Zivotnih odluka.



Poglavlje 2

Pravni i regulatorni okvir

2.1 Opcenito

Pravni i regulatorni okvir u kontekstu ovog diplomskog rada podrazumijeva skup prav-
nih (zakonskih) i regulatornih dokumenata na razini Europske unije odnosno Republike
Hrvatske, a kojima se definiraju i uspostavljaju uvjeti za podrucje rjeSavanja problema u
matematici.

Europska unija isti¢e matematiku kao izrazito vaznu znanost ¢ija je primjena nuZna za
daljnji razvoj gospodarstva. Stoga tijela EU kroz razliCite inicijative i programe financi-
ranja promicu matematiku te potiCu daljnja istrazivanja. Na europskoj razini donose se
obvezujuce Uredbe, Direktive i Odluke te neobvezuju¢a Misljenja 1 Preporuke, te se na
taj nacin prenose u hrvatsko zakonodavstvo. Analizirani su sljede¢i dokumenti na razini
Europske unije:

e Preporuka o kljuénim kompetencijama za cjeloZivotno ucenje, Europsko vijece, 2018.

e [zvjesce: Matematicko obrazovanje u Europi: Zajednicki izazovi i nacionalne poli-
tike, Europska komisija, 2011.

Zakonska regulativa na razini Republike Hrvatske podrazumijeva skup Zakona, Pravilnika,
Odluka i ostalih propisa koji se odnose na izvornu temu ovog diplomskog rada — rjeSavanje
problema u matematici. Stoga su analizirani sljede¢i dokumenti na razini Republike Hr-
vatske:

e (Odluka o donosenju kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne Skole i
gimnazije u Republici Hrvatskoj, Ministarstvo znanosti 1 obrazovanja, 2019.

e Odluka o donoSenju kurikuluma za nastavni predmet matematika za srednje stru-
kovne Skole na razini 4.2. u Republici Hrvatskoj, Ministarstvo znanosti i obrazova-
nja, 2019.



POGLAVLIJE 2. PRAVNI I REGULATORNI OKVIR 6

e Pravilnik o odgovarajucoj vrsti obrazovanja ucitelja i struénih suradnika u osnovnoj
Skoli, Ministarstvo znanosti i obrazovanja, 2019.

2.2 Zakonski okvir Europske Unije

Kljuéne kompetencije

Na europskoj razini tijela Europske Unije podupiru drzave Clanice u jaCanju osnovnih
vjestina i klju¢nih kompetencija svih gradana. PodrSka se prvenstveno odnosi na olakSavanje
uzajamnog uc¢enja i razmjenu najbolje prakse izmedu drzava ¢lanica EU. S povijesnog as-
pekta, podrska Europske Unije razvoju klju¢nih kompetencija nije novost ve¢ sustavan rad
na procesu jacanja ljudskih resursa tijekom proteklih godina. Europska komisija potice
drzave Clanice da se snaZnije usredotoCe na matematicke kompetencije 1 vjestine stanov-
nika, kako bi se stavio ve¢i naglasak na primjenu matematike u svakodnevnom Zivotu.
Prema tome, 2006. godine Europski parlament i Vijee Europske unije usvojili su Pre-
poruku o klju¢nim kompetencijama za cjelozivotno ucenje. U toj se Preporuci od drzava
Clanica zahtijeva da razvijaju pruzZanje klju¢nih kompetencija za sve gradane. Preporuka
je tada predstavljala klju¢ni referentni dokument za razvoj obrazovanja, osposobljavanja i
ucenja s ciljem stjecanja kompetencija na podrucju drzava ¢lanica EU. Preporuka je izni-
jela vazne smjernice za strategije cjeloZivotnog ucenja, ukljucujudi strategije za postizanje
opce pismenosti; upuéujuci drzave Clanice da se koriste dokumentom i prilagode smjernice
nacionalnom okruzenju.

U svibnju 2018. Europsko vijece donijelo je azuriranu Preporuku Vijeca o kljuénim kom-
petencijama za cjeloZivotno ucenje. U skladu s Preporukom razvoj klju¢nih kompetencija
1 osnovnih vjestina trebalo bi promicati na sljedece nacine[13]:

e pruzanjem visokokvalitetnog obrazovanja, osposobljavanja i cjelozivotnog ucenja za
sve

e podupiranjem nastavnog osoblja u uvodenju pristupa poucavanju i u€enju na temelju
kompetencija

e promicanjem razliCitih pristupa u€enju i konteksta u perspektivi cjeloZivotnog ucenja
e razvojem metoda za vrednovanje i priznavanje klju¢nih kompetencija

Preporuka koju je donijelo Europsko vijece naglaSava da su zahtjevi u pogledu kompeten-
cija danas drukciji s obzirom na to da je sve viSe radnih mjesta podloZno automatizaciji.
Isto tako, istice se da tehnologija ima sve vecu ulogu u svim podrucjima rada i Zivota.
Sukladno tome, poduzetnicke, socijalne i gradanske kompetencije sve su vaznije za 0si-
guravanje otpornosti 1 sposobnosti prilagodbe promjeni. Upravo su vjeStine kao Sto su
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rjeSavanje problema, kriticko razmisljanje, sposobnost suradivanja, kreativnost, racunalno
razmiSljanje 1 samoregulacija istaknute kao krucijalne, te su u principu korisni alati s
pomocu kojih ono §to je nauceno primjenjujemo u praksi za stvaranje novih ideja, teorija,
proizvoda i novog znanja.

Stoga je europskoj razini donesen tzv. ,,Europski referentni okvir* koji predstavlja temeljni
dokument koji se odnosi na podrucje cjelozivotnog ucenja. Okvir se temelji na pretpostavci
da svi imaju pravo na kvalitetno i ukljuivo obrazovanje, osposobljavanje i cjelozZivotno
ucenje, a sa svrhom odrZavanja i stjecanja vjeStina pomocu kojih mogu u cijelosti sudje-
lovati u druStvu i uspje$no se kretati na trziStu rada. Glavni ciljevi Referentnog okvira
su prepoznavanje i1 definiranje kljuénih kompetencija, te osiguravanje podrSke za kreatore
politike, pruzatelje obrazovanja i1 osposobljavanja, nastavno osoblje, savjetnike za profesi-
onalno usmjeravanje, poslodavce, javne sluzbe za zaposljavanje 1 same ucenike. Isto tako,
svrha donoSenja ovakve vrste dokumenta ima za cilj podupirati napore na europskoj, naci-
onalnoj, regionalnoj i lokalnoj razini kako bi se poticao razvoj kompetencija iz perspektive
cjelozivotnog ucenja.

Klju¢ne kompetencije mogu se opisati kao dinami¢na kombinacija znanja, vjestina i sta-
vova koje u€enik treba razvijati tijekom cijelog Zivota, pocevsi od rane dobi nadalje. Razvoj
kompetencija potice se visokokvalitetnim obrazovanjem, osposobljavanjem i cjeloZivotnim
ucenjem. Smatra se da su klju¢ne kompetencije nuZne za postavljanje temelja za stvaranje
ravnopravnijih i demokratskijih drustava. Kompetencije jasno odgovaraju na potrebu za
odrzivim razvojem, socijalnom kohezijom 1 daljnjim razvojem demokratske kulture.
Europski referentni okvir utvrduje sljedec¢ih osam klju¢nih kompetencija:

e kompetencija pismenosti - podrazumijeva sposobnost uc¢inkovitog komuniciranja i
povezivanja s drugima na primjeren i kreativan nacin

e kompetencija viSejezicnosti - podrazumijeva sposobnost prikladne 1 u¢inkovite upo-
trebe razlicitih jezika za komunikaciju

e matematicka kompetencija te kompetencija u prirodoslovlju, tehnologiji i inZenjerstvu
— podrazumijeva sposobnost razvijanja i primjene matematickog misljenja i uvida u
rjeSavanju niza problema u svakodnevnim situacijama

e digitalna kompetencija — podrazumijeva sigurnu, kriticnu i odgovornu upotrebu di-
gitalnih tehnologija i rukovanje njima za uenje, na poslu i za sudjelovanje u drustvu

e osobna i socijalna kompetencija te kompetencija ucenja kako uciti - podrazumijeva
sposobnost promisljanja o sebi, uinkovitog upravljanja vremenom i informacijama,
suradivanja s drugima na konstruktivan nacin, zadrZzavanja otpornosti te upravljanja
vlastitim ucenjem i karijerom
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e kompetencija gradanstva — podrazumijeva sposobnost da se postupa kao odgovoran
gradanin te da se u potpunosti sudjeluje u gradanskom i drustvenom Zivotu na temelju
razumijevanja druStvenih, gospodarskih, pravnih i politickih koncepata i struktura,
kao i globalnih promjena i odrZivosti

e poduzetnicka kompetencija — podrazumijeva sposobnost djelovanja na temelju mogucnosti
11deja te njihovo pretvaranje u dodatnu vrijednost, temelji se na kreativnosti, kritickom
razmiSljanju i rjeSavanju problema, preuzimanju inicijative 1 ustrajnosti te sposob-
nosti suradivanja s drugima

e kompetencija kulturne svijesti 1 izraZavanja — podrazumijeva sposobnost razumije-
vanja i poStovanja nacina na koji se ideje 1 smisao kreativno izraZavaju i prenose u
razlic¢itim kulturama u obliku niza umjetnickih 1 drugih kulturnih formi

U studenom 2019. godine, nastavno na donosSenje preporuka, Europska komisija organizi-
rala je konferenciju o pristupima ucenju i okruZenju u Skolskom obrazovanju. Osnovni cilj
konferencije bio je pruzanje potpore drzava ¢lanicama u kontekstu potporu razvoja klju¢nih
kompetencija njihovih gradana.

Matematicka kompetencija te kompetencija u prirodoslovlju,
tehnologiji i inZenjerstvu

Kao $to je navedeno, kompetencija u matematici te kompetencija u prirodoslovlju, tehno-
logiji 1 inZenjerstvu na europskoj razini identificirana je kao jedna od klju¢nih kompeten-
cija. Specificnije, matemati¢ka kompetencija oznacava sposobnost razvijanja i primjene
matemati¢kog misljenja i uvida u rjeSavanju niza problema u svakodnevnim situacijama.
Temelji se na dobroj matematickoj pismenosti, a naglasak je na procesu i aktivnosti, kao i
na znanju. Smatra se klju¢nom za osobno ispunjenje, proaktivno gradanstvo, prosperitet,
socijalnu ukljucenost 1 zaposljavanje temeljeno na znanju.

Matematicka kompetencija u razli¢itom opsegu ukljucuje sposobnost i spremnost na upo-
trebu matematickih nacina razmisSljanja i prikaza (formule, modeli, nacrti, grafikoni, dija-
grami, i sl.). Za konkurentnost u podru¢ju matematike potrebno je usvojiti osnovna znanja
1 vjestine te steCi stavove povezane s ovom kompetencijom. Potrebno znanje u podrucju
matematike ukljucuje dobro poznavanje brojeva, mjera i struktura, osnovnih operacija i os-
novnih matematickih prikaza, razumijevanje matematickih pojmova i koncepata te svijest
o pitanjima na koja matematika moZe ponuditi odgovore. Pojedinac bi trebao imati vjeStine
za primjenu osnovnih matematic¢kih nacela i procesa u svakodnevnim situacijama kod kuce
i na poslu (npr. financijske vjestine) te za pracenje i ocjenjivanje argumentacijskog slijeda.
Pojedinac bi trebao mo¢i matematicki rasudivati, razumjeti matematicki dokaz i komunici-
rati matematickim jezikom te upotrebljavati odgovaraju¢a pomagala, ukljucujuci statisticke
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podatke i grafikone, i razumjeti matematicke aspekte digitalizacije. Pozitivan stav u ma-
tematici temelji se na poStovanju istine te na spremnosti na traZzenje razloga i procjenu
njihove valjanosti.

Europska komisija naglasava da postoje problemi u pogledu matematicke pismenosti. Ova
tvrdnja dokazuje se Cinjenicom da je opfa matematicka pismenost kod gotovo polovice
odraslih stanovnika EU na najnizoj razini [7]. Isto tako, Cinjenica je da su mnoge europ-
ske zemlje suocene s opadanjem broja studenata matematike, znanosti i tehnologije. Stoga
se naglaSava vaznost hitnosti rjeSavanja problema nedostatka stru¢njaka za matematiku
i srodna polja, jer to u konacnici moZe znatno utjecati na konkurentnost gospodarstava
drzava Clanica Europske Unije. Isti¢e se vaznost daljnjeg jaCanja podrSke metodama koje
promicu aktivno ucenje u€enika i kriticko misljenje, te im se istovremeno pridaje ogroman
potencijal u europskim okvirima razvoja.

Prema Izvjescu Europske komisije [7], Europsko izvjeS¢e pruza jedan oblik nacionalnih
smjernica o pristupima poucavanju matematike. IzvjeSce daje pregled nacionalnih poli-
tika za reformu nastavnih planova i programa matematike, promicanje inovativnih nastav-
nih metoda 1 ocjenjivanje te poboljSanje obrazovanja i osposobljavanja nastavnika. Po-
ziva na sveobuhvatne politike matematickog obrazovanja koje se temelje na kontinuira-
nom pracenju i istraZivanju. Takoder se zalaZze za sveobuhvatne politike podrske za nas-
tavnike, obnovljeni fokus na razli¢ite primjene matematickih znanja i vjestina rjeSavanja
problema te za provedbu niza drugih strategija. Izvjesce takoder donosi preporuke o tome
kako povecati motivaciju za ucenje matematike i poticati razvoj poslovnih karijera pove-
zanih s matematikom. IstraZivanja sugeriraju da u€inkovita poduka matematike ukljucuje
koriStenje razlicitih nastavnih metoda.

2.3 Zakonski okvir Republike Hrvatske

Ciljevi, sadrzaj 1 oCekivani ishodi u¢enja matematickog obrazovanja opcenito su defini-
rani nastavnim planom i programom — koji se naziva kurikulum. Kurikulum za nastavni
predmet matematike za osnovne Skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj jasno definira
odgojno-obrazovne ciljevi u€enja i poucavanja. Prema vaze¢em kurikulumu [16], ucenici
¢e temeljem usvojenih matematickih znanja, vjestina i procesa:

e primijeniti matematicki jezik u usmenome i pisanome izraZavanju, strukturiranju,
analizi, razumijevanju i procjeni informacija upotrebljavajuci razli¢ite nacine prika-
zivanja matematickih ideja, procesa i rezultata u matematiCkome kontekstu i stvar-
nome Zivotu

e samostalno i u suradnickome okruzju matematicki rasudivati logickim, kreativnim i
kritickim promiSljanjem i povezivanjem, argumentiranim raspravama, zaklju¢ivanjem,
provjeravanjem pretpostavki i postupaka te dokazivanjem tvrdnji
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e rjeSavati problemske situacije odabirom relevantnih podataka, analizom mogucih
strategija i provodenjem optimalne strategije te preispitivanjem procesa i rezultata,
po potrebi uz uc¢inkovitu uporabu odgovarajucih alata i tehnologije

e razviti samopouzdanje i svijest o vlastitim matematickim sposobnostima, upornost,
poduzetnost, odgovornost, uvazavanje i pozitivan odnos prema matematici i1 radu
opcenito

e prepoznati povijesnu, kulturnu i estetsku vrijednost matematike njezinom primje-
nom u razli¢itim disciplinama i djelatnostima kao i neizostavnu ulogu matematike u
razvoju 1 dobrobiti drustva.

Matematicki procesi kurikuluma nastavnoga predmeta Matematika vazni su na svim razi-
nama obrazovanja te proZimaju sve domene kurikuluma. Organizirani su u pet skupina:

1. prikazivanje i komunikacija

2. povezivanje

3. logicko miSljenje, argumentiranje i zakljucivanje
4. rjeSavanje problema i matematicko modeliranje
5. primjena tehnologije

Medutim, ucinkovito provodenje ciljeva kurikuluma u praksu u ucionici ovisi, izmedu os-
talog, o mnogim drugim stvarima, poput pruzanja specificne podrske i smjernica uciteljima
i Skolama za isporuku specificnih nastavnih planova i programa.

Pravni 1 regulatorni okvir EU i Republike Hrvatske jasno definira pravila i smjernice u
pogledu matematike kao znanosti i nastavnog predmeta u osnovnim i srednjim Skolama.
Sukladno tome, Kurikulum definira rjeSavanje problema kao jedan od najvaZnijih mate-
mati¢kih procesa, a strategije rjeSavanja problema u matematici kao neizostavan alat u
ucenju. Medutim, iako je samo podrucje vrlo dobro pravno-zakonski regulirano, postoji
odredena praznina odnosno nedoumica u pogledu nastavnic¢kih materijala koji se iskljucivo
bave ovom tematikom. Konkretnije, u prakticnoj primjeni zakonske regulative nedostaje
preporuka sadrZajnog nastavnickog materijala koji bi objasnio budu¢im i sadaSnjim nastav-
nicima koje metode i na koji nacin poucavati. Stoga je na nastavnicima da odaberu nacin
na koji Ce, i kada, predstaviti odredene strategije svojim ucenicima.



Poglavlje 3

Strategije rjeSavanja problema

3.1 Opéenito

RjeSavanje problema opcenito je prihvaceno kao sredstvo za unaprjedenje vjeStina razmisljanja
11ma vrlo vaznu ulogu u procesu ucenja u sklopu kurikuluma matematike. Alat za rjeSavanje
problema naziva se strategija, metoda i/ili tehnika rjeSavanja odredenih problemskih situ-
acija. Bitno je napomenuti da ne postoji jedinstven nacin rjeSavanja matematickog pro-
blema jer se rjeSavanje moZe provesti na viSe nacina, odnosno moguce je upotrijebiti vise
razliCitih strategija za rjeSavanje problema. RjeSavanje matematickih problema te upotreba
strategija pri rjeSavanju za vec¢inu ucenika zna biti teZak i izazovan zadatak, najvjerojatnije
zbog toga Sto problem zahtijeva apstraktno razmiSljanje o situaciji, a zatim modeliranje
rjeSenja koriStenjem matematickih pojmova.

Na temelju dosada$njih istraZivanja u rjeSavanju matemati¢kih problema moze se zakljuciti
da proces rjeSavanja problema zahtijeva skup sustavnih aktivnosti pri ¢emu se koristi logi¢no
planiranje, te se stvaraju alternative i odabiru odgovaraju¢e metode za njegovu provedbu.
Svaki proces rjeSavanja problema zahtijeva metodu ili strategiju za rjeSavanje problema,
konkretan plan za postizanje cilja kako bi se postiglo Zeljeno rjeSenje. U tom kontekstu,
osoba koja rjeSava problem mora odabrati odgovarajuci proces i provesti pretpostavljeni
plan Sto je bolje moguce.

Polazeci od pretpostavke da je opéi cilj obrazovanja osposobiti proaktivne, motivirane i
neovisne gradane za suocCavanje i prevladavanje stalnih izazova, stvaranje kritickog razmisljanja
postaje od primarne vaznosti. Upravo je podrucje rjeSavanja problema, a specifi¢no pro-
blemskih situacija u matematici, vaZzan pokretaC i dio izazova u pronalaZenju rjeSenja za
probleme. Stoga je poucavanje rjeSavanja matematickih problema ucinkovit nacin razvi-
janja vjestina 21. stoljeca, posebice mlade populacije. Time se mladi ujedno i pripre-
maju na rjeSavanje izazovnih Zivotnih situacija i suoCavanje s budu¢im preprekama koje
im nosi poslovni i privatni Zivot, meduljudski odnosi te joS puno toga. Razvoj kritickog

11
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razmiSljanja kroz metode strategijskog rjeSavanja problema moZe koristiti u Sirem kon-
tekstu kako bi se pomoglo ucenicima da steknu moderne vjeStine potrebne za uspjeh u
karijeri. Osim toga, uklju¢ivanjem u proces ucenja i uvjezbavanjem specifi¢nih metoda za
rjeSavanje matematickih problema, ucenici bi mogli nauciti nacin razmisljanja za pristup i
uspjesno rjesavanje problema u Sirem kontekstu.

RjeSavanje problema vrlo je Siroko podrucje u kojem se primjenjuje nekoliko razlicitih stra-
tegija, metoda, tj. tehnika. RjeSavanje matematickih problema ukljucuje nekoliko procesa
koji se koriste stolje¢ima, dok se u aktualnoj literaturi [11] spominju sljedece strategije:

e rjeSavanje unatrag

e pronalaZenje uzorka

e usvajanje drugacijeg pogleda

e rjeSavanje jednostavnijeg analognog problema
e uzimanje ekstremnih slucajeva u obzir

e skiciranje

e pogadanje i testiranje

e uzimanje u obzir svih moguénosti

e organiziranje podataka

e logi¢no rasudivanje

U nastavku diplomskog rada obrazlozZit ¢e se znacenje svake od navedenih strategija,
detaljnije Ce se opisati sljedece tri strategije:

e rjeSavanje unatrag
e rjeSavanje jednostavnijeg analognog problema
e pogadanje i testiranje

Za svaku od ove tri strategije utvrdit ¢e se njihovo osnovno znacenje, karakteristike i do-
datne specificnosti. Prikazat ¢e se njihova primjena u svakodnevnom Zivotu te primjena
u matematici s naglaskom na pristup od strane ucitelja i uenika. Prikazat ¢e se nacini
primjene, predstaviti primjeri primjene u matematickom okruzenju, ali ée se opisati i neke
svakodnevne situacije. Isto tako, za sve e strategije biti detaljno iskazani primjeri na teme-
lju kojih se zeli pribliziti tematika i olakSati proces prenosenja znanja i vjesStina s ucitelja
na ucenika.
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3.2 RjeSavanje unatrag

RjeSavanje problema unatrag oznacava obrnut proces primjenjiv na problemsku situaciju,
odnosno kreiranje rjeSenja polazeéi od krajnjih tocaka te postupno dolazeéi do pocetnih
toCaka nekog procesa. Ova se metoda koncipira na kretanju od kona¢nog rjeSenja i vracanje
korak po korak, kako bi se doslo do pocetka. Osim toga, metoda je karakteristicna po tome
Sto ima suprotan smjer, odnosno zapocinje se sa Zeljenim krajnjim rezultatom na umu,
a zatim se postupno planira kako do njega doci. Osnovna karakteristika ove strategije
je ta da su matemati¢ke operacije obrnute, odnosno inverzne. Prilikom upotrebe metode
rada unatrag, svaka se matemati¢ka operacija mora obrnuti kako bi se uspjesno rijeSila
problemska situacija i pronasli pocetni uvjeti.

3.3 Pronalazenje uzoraka

PronalaZenje uzorka je strategija rjeSavanja problema koju karakterizira ispitivanje poda-
taka s ciljem pronalaska odgovarajuceg uzorka. Uzorak se definira kao manji skup poda-
taka koje istraziva¢ odabire ili koji se razabiru iz veCeg skupa koriStenjem unaprijed defini-
rane metode odabira. Prakti¢no, uzorak sadrzava obiljezja osnovnoga skupa i omogucava
donoSenje zakljucka o cjelini, a moZe se javiti u mnogim situacijama. Uzorkovanje je vrlo
¢esto pojam u statistici, a oznaCava proces u statisti¢koj analizi prilikom kojeg znanstve-
nici uzimaju unaprijed odredeni broj opazanja iz veée populacije kako bi stvorili uvjete za
stvaranje odredenog uzroka.

3.4 Usvajanje drugacijeg pogleda

Usvajanje drugacijeg pogleda odnosno gledista je strategija koju karakterizira sagledavanje
problem iz druge perspektive. Ova je metoda iznimno korisna za rjeSavanje matematickih
problema te omogucuje izbjegavanje nepogodnih situacija upravo iz razloga Sto se proma-
tranjem s drugacijeg glediSta moze na vrijeme uociti izvor problema i do¢i do Zeljenog
rezultata tj. rjeSenja.

3.5 Rjesavanje jednostavnijeg analognog problema

RjeSavanje jednostavnijeg analognog problema je strategija koju karakterizira promjena
fokusa s glavnog problema na manji, jednostavniji i potencijalno rjeSiv problem. Osnovna
ideja ove metode je da se Zeli napraviti odmak od pretpostavki izvornog problema na nacin
da se problem dovoljno pojednostavi i uslijed toga postane rjeSiv. Time Ce rjeSenje jed-
nostavnijeg problema pruZiti Siri uvid u izvorni problem i povecati Sanse za pronalazak
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izvornog rjesenja. Analogno odnosno kontinuirano ili istovjetno rjeSavanje problema po-
drazumijeva da se problem ponovno predstavlja u smislu nekog drugog procesa ili situacije
koja je ,,poznatija‘* odnosno o kojoj se posjeduje vise informacija.

3.6 Uzimanje ekstremnih slucajeva u obzir

Promatranje ekstremnih slu¢ajeva moZze biti vrlo korisna strategija za analizu odredenih si-
tuacija, bez obzira radi li se o matematickom problemu ili ne. Primjenjujuci ovu strategiju,
neke varijable se drze konstantnima dok druge variraju do ekstrema. Tada, ako varijabli
nije propisana nikakva specifikacija, ekstremni slucaj pruza koristan uvid i put k rjeSenju
problema. Neki se problemi mogu puno lakSe rijeSiti razmatranjem ekstreminh slucajeva.
Bitno je joS napomenuti da se uzimaju u obzir krajnosti onih varijabli koje ne utjecu na
stvarnu problemsku situaciju. Dakle, promjenom tih varijabli nece se promijeniti smisao i
svrha zadatka, odnosno problema. Promatranjem ekstremnih slucajeva se zapravo postav-
lja nova situacija, odnosno problemu se pristupa u kontekstu najgoreg moguceg scenarija.
Vecina nas je 1 nesvjesno koristila ovu strategiju u stvarnom Zivotu kada smo se zapitali
Sto je najgore §to se moZe dogoditi? pri donosenju neke odluke. Odnosno, §to je najgore
Sto se moze dogoditi ako nas argument pode po zlu? Taj “najgori moguéi scenarij” je
klasi¢an primjer koriStenja ove strategije koji ponekad moze uvelike pomo¢i u rjeSavanju
problematicne situacije ili problema na inteligentan nacin.

3.7 Skiciranje

Skiciranje je strategija koju karakterizira stvaranje vizualnog prikaza problema. Predstav-
lja gotovo povijesnu te dokazano korisnu i u€¢inkovitu metodu rjeSavanja problema. Dugi
niz godina ovu strategiju istraZivaci u podru¢ju matemati¢kog obrazovanja preporucuju kao
osnovnu 1 jednu od najéesce koriStenih tehnika kod djece i mladih osoba[10]. Smatra se
da je stvaranje crteZa izrazito vazno za rjeSavanje razliCitih problema iz stvarnog svijeta,
a posebice onih problema koja imaju poveznicu s geometrijom[12]. Navedeno proizlazi
iz ¢injenice da se crteZi koje Covjek izraduje oslanjaju na prostornu strukturu koja se pret-
hodno mora konstruirati u ljudskom umu.

3.8 Pogadanje i testiranje

Pogadanje i testiranje oznacava strategiju koja se temelji na pogadanju rjeSenja te naknadno
provjeravanje odgovara li rjeSenje zadanom problemu. U slucaju da nije pogodeno tocno
rjeSenje, nova pretpostavka prilagodava se ponovno dok se ne ispune svi uvjeti, odnosno
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dok se ne pogodi rjeSenje. Vazna karakteristika ove metode je da se svaka sljedeca pret-
postavka temelji na informacijama dobivenim testiranjem prethodne pretpostavke. Ova
strategija istiCe vaZnost sustavnog rada, a upravo sustavan pristup problemu ucenicima
omogucuje da rade na uéinkovit nacin, umjesto da nasumicno biraju brojeve s nadom da
¢e na kraju do¢i do odgovora na problem.

3.9 Uzimanje u obzir svih moguénosti

Strategija koja se naziva ,,Uzimanje u obzir svih moguénosti* Cesto podrazumijeva razradu
svih potencijalnih scenarija te vrednovanje istih sukladno njihovoj izvjesnosti nastanka.
Ovu metodu rjeSavanja problema karakterizira dublje promisljanje i sagledavanje problema
sa viSe aspekata, odnosno uzimanje u obzir svih mogucnosti (scenarija) koji se mogu dogo-
diti u budu¢nosti. Preduvjet za koriStenje ove metode svakako je pretpostavka da problem
ili skup problema moze imati viSe razliitih odgovora. Upotrebom ove metode djecu se
potice na logicko razmiSljanje 1 sustavan rad s ciljem pronalaska rezultata tj. odgovora na
problem. Ova metoda za ucenike vrlo je vazna iz razloga Sto se koriStenjem iste razvijaju
sustavne vjeStine za pronalaZenje svih mogudih rjeSenja za postavljene probleme. Smatra
se da ova strategija kod djece posebno potiCe ustrajnost i razvija Zelju testiranja odnosno
pokusaja primjene razlicitih pristupa rjeSavanju problema.

3.10 Logicno rasudivanje

Logicko rasudivanje, koje se Cesto naziva i logi¢no zakljucivanje, strategija je rjeSavanja
problema koja ukljucuje proces koriStenja racionalnih, sustavnih koraka s ciljem pronala-
ska zakljucka o problemu, odnosno rjeSenja/rezultata. Primjena logike u opéenitom smislu
predstavlja osnovu za rjeSavanje problema, stoga ova strategija nalazi svoju primjenu go-
tovo u svakom aspektu ljudskog Zivota. U matematici se koraci temelje na unaprijed defi-
niranom matemati¢kom postupku, a zakljucci se donose na temelju datih ¢injenica i mate-
matiCkih nacela. Strategije zakljucivanja ukljucuju ucenike u trazenje ucinkovitih strategija
za rjeSavanje osnovnih kombinacija brojeva. Na taj nacin ucenici stjecu sposobnost pro-
matranja brojeva i operacija na mnogo istovjetnih nacina.



Poglavlje 4

Analiza strategija rjesavanja problema

4.1 RjeSavanje unatrag

Karakteristike strategije

Jedna od istaknutijih strategija rjeSavanja problema upotrebom logickog promisljanja sva-
kako je metoda pod nazivom ,rjeSavanje unatrag®, a Cesto se naziva i rad unatrag. U
openitom smislu, rjeSavanje problema unatrag oznaCava obrnut proces, odnosno kreira-
nje rjeSenja polazeci od krajnjih to€aka te postupno dolazeci do pocetnih to¢aka nekog
procesa. Ova metoda izrazito je mocna i u€inkovita u podrucju rjeSavanja problema, te
je klju¢na matematicka strategija koja ponekad moZze zamijeniti dugotrajan i naporan rad.
Za rjeSavanje specificnih problemskih situacija vrlo je vazno znati ispravno identificirati
probleme Cija se rjeSenja dramati¢no olakSavaju radom unatrag. Upravo Siroke upotrebe 1
ucinkovitosti, ova metoda vrlo ¢esto nalazi svoju primjenu u svakodnevnom Zivotu.
Metoda rjeSavanja unatrag koncipira se na zapocinjanju s konacnim rjeSenjem i vraéanjem,
korak po korak, kako bi se doslo do pocetka. Na ovaj naCin postiZe se organiziran i usre-
dotoCen te prije svega ucinkovit proces rjeSavanja problema pri ¢emu je krajnji cilj jasno
definiran. Upravo je kljucan element metode rada unatrag potpuna kristalizacija cilja. Na-
kon §to je rjeSenje pronadeno, rezultati se mogu provjeriti zapocCinjanjem s ovim rjeSenjem
1 provodenjem radnje od pocetka do kraja.

Ova metoda karakteristicna je po tome §to ima suprotan smjer, odnosno zapocinje se s
Zeljenim krajnjim rezultatom na umu, a zatim se postupno planira kako do njega dodi.
Osnovna karakteristika ove strategije je ta da su matematicke operacije obrnute, odnosno
inverzne. Prilikom upotrebe metode rada unatrag, svaka se matematicka operacija mora
obrnuti kako bi se vratila na pocetak. Dakle, ako rad unaprijed zahtijeva zbrajanje, kada
ucenici rade unatrag morat ¢e oduzimati. I ako mnoZe radeci naprijed, moraju dijeliti kada
rade unatrag. Stoga je velika prednost ove metode upravo razumijevanje inverznih mate-
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matickih operacija te koriStenje istih. Jednom kada ucenici razumiju inverzne operacije 1
znaju da moraju poceti s rjeSenjem i vratiti se na pocetak, morat ¢e nauciti prepoznati vrste
problema koji zahtijevaju rad unatrag. Tako ¢e u€enici lakSe prepoznati potencijal upotrebe
ove metode, a na to ¢e ih navesti zakljucak da se problemi koji navode niz dogadaja ili niz
koraka mogu rijesiti radom unatrag. Rad unatrag vrlo dobro funkcionira za probleme u
kojima se izvodi niz operacija na nepoznatom broju i prilikom cega je poznat iskljucivo
konacni rezultat. Stoga ova metoda podrazumijeva da se s konacnim rezultatom pocinje te
se primjenjuju matematicke operacije obrnutim redoslijedom dok se ne dode do pocetnog
broja, tj. uvjeta. Rad unatrag omogucuje logicko razmisljanje i promisljanje o problemu, te
¢e ucenici ucenjem ovakve vrste metode jednostavnije procijeniti Zivotnu situaciju kada je
potrebno koristiti ovaj mo¢ni alat, te uslijed koriStenja opée priznatih matematickih strate-
gija, imati mnogo vece koristi u buduénosti. Vrlo je korisno, s ciljem uspjesnog provodenja
metode omoguditi ucenicima da razgovaraju o svojim razmi$ljanjima o problemu prije
nego zapocinju samostalan rad iz razloga Sto bi trebali razumjeti strukturu problema prije
samog pocetka.

U praksi postoji mogucnost da ¢e vecini uCenika biti teSko svladati ovu strategiju jer su,
sukladno njihovu matematickom obrazovanju, primarno nauceni da po¢nu od pocetka pro-
blema i provedu radnju do kraja, odnosno korak po korak. Od najranijih dana u $koli,
ucenike se obi¢no uci rjesavati probleme na najjednostavniji moguéi nacin. Ovo je nacin
na koji su tipi¢ni problemi iz udZzbenika matematike trebali biti rijeSeni. NaZalost, zna-
tan dio ovog navodnog “’rjeSavanja problema” radi se napamet. ucenici se bore s jednim
problemom, ucitelj tada obi¢no otkriva “model rjeSenja”, a preostali problemi rjeSavaju na
slican nacin. Od ucenika se trazi malo mastovitog razmisljanja. Zapravo, mi to niti ne
smatramo problemima; umjesto toga, mi ih nazivamo vjeZbama, Cija je svrha jednostavno
ucvrstiti odredenu metodu rjeSavanja ponovljenom upotrebom.

Klasic¢an primjer u kojemu se “preSutno” koristi rjeSavanje unatrag su matematicki dokazi.
Ucenici se po prvi puta s time susrecu u srednjoj Skoli pri rjeSavanju geometrijskih zada-
taka u kojima se od njih trazi da dokazu neke tvrdnje, tj da pokaZu da je neSto istinito za
dani geometrijski lik ili tijelo. Tada ucenici traze nacine na koje mogu jednostavno pono-
viti prethodne postupke za rjeSavanje uzastopnih problema umjesto da problemu pristupe
na drugaciji nacin 1 primjene strategiju rjeSavanja unatrag. Osim srednjoSkolaca, Cesto se
1 studenti koji se u sklopu svog studija susreu s viSom razinom matematike, muce s do-
kazima. Ne razumiju ih, u€e napamet bez razumijevanja, ali uvijek ostaje to pitanje: Od
kuda se sad to stvorilo?. Tada je bitno naglasiti da se dokazi piSu obrnutim redoslijedom,
odnosno primjenjuje se strategija rjeSavanja unatrag.
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Primjena u svakodnevnom Zivotu

RjeSavanje odnosno rad unatrag u ovom kontekstu definira se kao matematicka metoda
u podrucju rjesavanja problema, medutim, kao Sto je i navedeno u uvodnom dijelu, vrlo
Cesto se koristi pri svakodnevnom ljudskom odlucivanju. Najces€a primjena ove metode
u svakodnevnom Zivotu, a ¢ega Cesto nismo ni svjesni, podrazumijeva planiranje odnosno
izradu vremenskog rasporeda zadataka. To je izvrstan primjer iz stvarnog Zivota gdje se
klasi¢na metoda rjeSavanja problema u potpunosti uklopila u dnevno izvrSavanje ljudskih
obaveza. KoriStenjem ove metode, ljudi stvaraju rasporede te planove za razliCite zadatke
koji moraju biti dovrSeni do odredenog vremena. Prilikom izrade jednostavnog rasporeda
Cesto se definira Sto to¢no mora biti ucinjeno, te se ponekad biljeZi i procjena koliko bi
svaki zadatak trebao trajati. Zatim se prakti¢no radi unatrag kako bi se dodijelili odredeni
vremenski intervali svakom zadatku s ciljem planiranja odgovaraju¢eg vremena pocetka
rada Sto ujedno oznacava planirani start obavljanja konkretnih zadataka.

Isto tako, primjer svakodnevne primjene ove metode moze se takoder ocitati u policijskom
radu, to¢nije u metodologiji rada prilikom obavljanja oCevida, primjerice prometnih ne-
sre€a. U takvim slucajevima, policijski posao zahtijeva svojesvrstan rad unatrag, odnosno
rekonstrukciju dogadaja kako bi se utvrdilo Sto se tocno dogodilo, odnosno koji su uzroci
prometne nesrece i tko potencijalno snosi odgovornost.

Primjerice, rad unatrag koristi se prilikom pronalazenja najboljeg puta do nepoznatog
mjesta na karti. Tipi€no, prvo se pokusSa locirati odrediSna tocka, a zatim se postupno
vracati kroz mreZu cesta dok se ne dode do poznatog okruZenja.

Specifi¢na primjena ove metode izraZena je u razli¢itim drusStvenim disciplinama. Primje-
rice, u psihologiji se Cesto koristi metoda ,,rjeSavanje unatrag®. Egzaktan primjer odnosi
se na ¢injenicu da je psihoterapija Cesto usmjerena na definiranje konkretnih ciljeva paci-
jenata, ponajvise s ciljem ozdravljenja i rehabilitacije, Sto ukljuuje postupno rjeSavanje
odredenih problema na zadanom putu.

Zakljucak o primjeni ove metode u svakodnevnom Zivotu moZe se poeti¢no opisati, a to je
da ucinkoviti ljudi ”pocinju s ciljem na umu”.[4]

Primjeri

Slijedi nekoliko primjera matemati¢kih zadataka. Svaki ¢e zadatak biti rijeSen na dva
nacina; prvi je algebarski nacin koji svodi dani problem na rjeSavanje jednadzbe ili sus-
tava jednadzbi, a drugi nacin je primjenom strategije rjeSavanja unatrag.

Primjer 4.1.1. Ivan, Josip i Tomislav zajedno imaju 12 000 kn. Ivan polovinu svog novca
podijeli na dva jednaka dijela i da ih Josipu i Tomislavu, a drugu polovinu zadrZi za sebe.
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Nakon Ivana, isto tako postupio je Josip, a zatim i Tomislav, poslije cega sva tri prijatelja
imaju jednak iznos novca. Koliko je novca svaki od djecaka imao na pocetku? [1]

U nastavku, slijedi rjeSenje danog primjera algebarskom metodom, odnosno svodenjem
na sustav jednadzbi s tri nepoznanice.

RjeSenje 4.1.2. Neka x,y i z predstavljaju koli¢inu novaca koju su redom Ivan, Josip i
Tomislav imali na pocetku. Zajedno imaju 12 000 kn Sto se moZe zapisati jednadzbom:

x+y+z=12000.

Ivan polovinu svog novca podijeli na dva jednaka dijela i da ih Josipu i Tomislavu. To
znaci da su Josip i Tomislav dobili po Cetvrtinu iznosa, a Ivanu je ostala polovinja njegova
iznosa. Tablicni prikaz trenutne situacije:

Ivan Josip Tomislav
pocetak  x y Z

Ivanovapodjela 5 y+3  z+73

Tablica 4.1: Ivanova podjela

Radi jednostavnosti kasnije raspodjele, sve vrijednosti u tablici biti ¢e zapisane kao
Jjedan razlomak:

Ivan Josip Tomislav

pocetak  x y z
: X dy+x dz+x
Ivanova podjela 3 7} .

Tablica 4.2: Stanje nakon Ivanove podjele

Nakon Ivana, isto tako postupio je i Josip. To znaci da Josipu ostaje polovina njegova
iznosa, a po Cetvrtinu njegova iznosa dobivaju Ivan i Tomislav. Napomenimo jos da Jo-
sip vise nema isti iznos novaca s kojim je krenuo, nego i nadodanu cCetvrtinu od Ivanova
pocetna iznosa. Dakle, Josipova podjela izgleda ovako:

Ivan  Josip Tomislav

pocetak X y Z
: x 4y+x 4z4+x
Ivanova podjela I \ T,
: : x y+x y+x 7+x y+x
Josipova podjela 5 + = g T+ e

Tablica 4.3: Josipova podjela
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Sredivanjem izraza dobiva se:

Ivan Josip Tomislav

pocetak  x y Z
: x 4y+x 4z+x
Ivanova podjela o2, oL N
. - x+4y y+x x+4y ¥4
Josipova podjela  —¢ S —

Tablica 4.4: Stanje nakon Josipove podjele

Sada, isto tako postupa i Tomislav. To znaci da Tomislavu ostaje polovina njegova
iznosa, a po Cetvrtinu njegova iznosa dobivaju Ivan i Josip:

Ivan Josip Tomislav
pocetak X y Z
: X 4y+x dz+x
Ivanova podjela 3 7} 7
9x+4y 4y+x Sx+4y+16z

Josipova podjela
Tomislavova podjela

16 8 16
9x+4y Sx+4y+16z  4y+x + Sx+4y+16z Sx+4y+16z

16 64 8 64 32

Tablica 4.5: Tomislavova podjela

Sredivanjem izraza dobiva se:

Ivan Josip Tomislav
pocetak X y Z
. 4
Ivanova podjela z L b
Ix+4y 4y+x 4x+16y+16z

Josipova podjela

16 8 16
: : 41x+20v+16;  13a+36y+167  Sx+dyrl6
Tomislavova podjela —=2Xr28 SOV 2X0E e

o4 64 32

Tablica 4.6: Stanje nakon Tomislavove podjele

Nadalje, poznato je da nakon sve tri raspodjele novaca, sva tri prijatelja imaju jednak
iznos, stoga vrijedi:

41x+20y+ 16z  13x+36y+ 16z  5S5x+4y+ 162 64
64 64 - 32
41x+ 20y + 16z = 13x + 36y + 16z = 10x + 8y + 327

Iz produZene jednakosti, dobiven je sustav jednadZbi:

41x + 20y + 16z = 13x + 36y + 167,
13x + 36y + 16z = 10x + 8y + 32z,
41x + 20y + 16z = 10x + 8y + 32z.
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Svodenjem na standardni oblik sustava tri jednadzbe s tri nepoznanice dobiva se:

Tx—4y =0,
3x+28y—-16z=0,
31x+ 12y — 16z = 0.

Rjesavanjem sustava ne dobiva se jedinsveno rjesenje:

('(7 ’Z) ’ ,) ) ’ S IE)A'

Uvrstavanjem x = %y iz = 173y u jednadzbu x +y + z = 12000 postavljenu na samom
pocetku zadatka dobiva se rjesenje:

(x,y,2) = (2000, 3500, 6500).

To znaci da je na pocetku Ivan imao 2 000 kn, Josip 3 500 kn i Tomislav 6 500 kn.

U nastavku, dano je rjeSenje primjera primjenom strategije rjeSavanja unatrag. To je
pogodna strategija jer je poznato da na kraju, poslije svih raspodjela, sva tri djeCaka imaju
jednak iznos novca. Odnosno, poznato je zavrSno stanje, a nepoznato pocetno.

RjeSenje 4.1.3. Djecaci zajedno imaju tocno 12000 kn te nakon svih raspodjela, sva tri
djecaka imaju jednak iznos novca. Stoga, krajnje je stanje:

Ivan Josip Tomislav
kraj 4000 4000 4000

Tablica 4.7: Krajnje stanje
Zadnji od djecaka koji je raspodjeljivao svoje novce je Tomislav, stoga cemo kod rjesavanja
unatrag prvo proci kroz njegovu raspodjelu, ali unatrag, provodeci obrnute operacije. To-

mislav je svoje novce raspodijelio tako da je pola ostavio sebi, a Cetvrtinu dao svakom od
preostalih djecaka. To znaci da je on prije raspodjele imao dvostruko vise novaca:

2 -4000 = 8000.

Cetvrtinu tog iznosa, 2000 kn su dobili Ivan i Josip. Posto se zadatak rjesava unatrag,
provodimo obrnute racunske operacije, odnosno sada taj iznos moramo oduzeti:
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Ivan Josip Tomislav
kraj 4000 4000 4000
prije Tomislava 4000 — 2000 4000 — 2000 8000

Tablica 4.8: Prije Tomislavove raspodjele

Sredivanjem, dobiva se:

Ivan Josip Tomislav
kraj 4000 4000 4000
prije Tomislava 2000 2000 8000

Tablica 4.9: Stanje prije Tomislavove raspodjele

Prije Tomislava, isto je napravio Josip. Dakle, prije njegove raspodjele on je imao
dvostruko vise novaca, 2000 - 2 = 4000, a svaki od preostalih djecaka je imao 4000 - ‘—11 =
1000 manje:

Ivan Josip  Tomislav
kraj 4000 4000 4000
prije Tomislava 2000 2000 8000
prije Josipa 2000 — 1000 4000 8000 — 1000

Tablica 4.10: prije Josipove raspodjele

Sredivanjem, dobiva se:

Ivan Josip Tomislav
kraj 4000 4000 4000
prije Tomislava 2000 2000 8000
prije Josipa 1000 4000 7000

Tablica 4.11: Stanje prije Josipove raspodjele

Prije Josipa, isto je napravio Ivan. Dakle, prije njegove raspodjele on je imao dvos-
truko vise novaca, 1000 - 2 = 2000, a svaki od preostalih djecaka je imao 2000 - i =500
manje:
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Ivan Josip Tomislav
kraj 4000 4000 4000
prije Tomislava 2000 2000 8000
prije Josipa 1000 4000 7000

prije Ivana 2000 4000 — 500 7000 — 500

Tablica 4.12: prije Ivanove raspodjele

Sredivanjem, dobiva se:

Ivan Josip Tomislav
kraj 4000 4000 4000
prije Tomislava 2000 2000 8000
prije Josipa 1000 4000 7000
prije Ivana 2000 3500 6500

Tablica 4.13: Stanje prije Ivanove raspodjele

Stanje prije Ivanove raspodjele zapravo je pocetno stanje. To znaci da je na pocetku
Ivan imao 2 000 kn, Josip 3 500 kn i Tomislav 6 500 kn.

Zadatak je zadan na Skolskom natjecanju iz matematike za peti razred. U nacional-
nom kurikulumu za peti razred se kao razrada odgojno obrazovnog ishoda MAT OS A.5.1.
Brojevnim izrazom u skupu prirodnih brojeva s nulom modelira problemsku situaciju, spo-
minje i tumacenje dobivenog rjesenja u kontekstu problema te racunanje vrijednosti jed-
nostavnih algebarskih izraza. Osim toga, kao razrada odgojno obrazovnog ishoda MAT OS
B.5.1. Rjesava i primjenjuje linearnu jednadzbu, navedeno je kako se od u€enika ocekuje
da prepozna nepoznanicu u problemskoj situaciji, problemsku situaciju zapiSe linearnom
jednadzbom te da izraZava nepoznatu veli¢inu iz jednostavne linearne jednadzbe koristeci
se vezom medu racunskim operacijama [16].U nacionalnom kurikulumu se u ishodima ne
spominje rjeSavanje sustava jednadzbi, niti rjeSavanje jednadzbi u skupu racionalnih bro-
jeva. Stoga, kroz redovnu nastavu ucenik nije mogao steCi potrebno znanje za rjeSavanje
navedenog primjera. No, ishodi dodatne nastave matematike definirani su u Skolskom ku-
rikulumu. Tako Skolski kurikulumi nisu jedinstveni, svakome je cilj proSirivanje znanja
ucenika steCenog na redovnoj nastavi, izmedu ostalog i kroz rjeSavanje problemskih te ne-
tipi¢nih zadataka za redovnu nastavu.

RjeSavanja sustava tri jednadzbe s tri nepoznanice zahtjevan je zadatak za ucenike te dobi.
Osim toga, ucenici petih razreda joS se nisu ni susreli sa sustavima dvije jednadZbe s
dvjema nepoznanicama u redovnoj nastavi matematike, niti su im poznate metode rjeSavanja
sustava jednadzbi (metoda supstitucije te metoda suprotnih koeficijenata). JoS k tome
ucenici petih razreda se do sada nikada nisu susreli s jednadZbama/sustavima jednadzbi
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koje nemaju jedinstveno rjeSenje. S obzirom na sve navedeno, dolazi se do zakljucka kako
je rjeSavanje danog primjera algebarskom metodom prekomplicirano i nedostizno uceniku
petog razreda osnovne skole.

Primjenom strategije rjeSavanja unatrag se uveliko skratilo vrijeme i kompliciranost pos-
tupka rjeSavanja. Izbjegnut je sustav jednadzbi te problem komentiranja jednistvenosti
rjeSenja, a osim toga, u postupku rjeSavanja nije se moralo racunati s razlomcima, veé
samo s cijelim brojevima.

Primjer 4.1.4. U autobusu je bilo 57 putnika. Na prvoj su stanici neki putnici izisli iz
autobusa, a uslo ih je 11. Na sljedecoj je stanici iz autobusa izisla trecina putnika, a usla
su tri putnika. Nakon toga je u autobusu bilo 25 putnika. Koliko je putnika izislo na prvoj
stanici? [9]

RjeSenje primjera algebarskom metodom, gdje se tekstualni zadatak zapisuje mate-
matickom jednadZzbom prikazan je u nastavku.

RjeSenje 4.1.5. Neka x predstavija broj putnika koji su izasli na prvoj stanici. U autobusu
je bilo 57 putnika, te je na prvoj stanici izislo x putnika, a uslo ih je 11. Matematicki izraz
koji predstavlja opisanu situaciju jest:

57T —x+11,
sredivanjem izraza se dobiva:
68 — x.

Na sljedecoj stanici, iz autobusa je izisla trecina putnika. Broj se putnika u autobusu
promijenio u odnosu na pocetno stanje, stoga je potrebno oduzeti tre¢inu novog broja
putnika, ne trecinu od 57. Takoder, usla su tri putnika pa se dobiva izraz:

68—x—68_x

+ 3,

sredivanjem izraza se dobiva:

68 — x
3

Nakon toga, u autobusu je bilo 25 putnika te se dani izraz moZe izjednaciti s 25 i zapisti
pomocu jednadzbe:

71 —x—

71 —x -
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Rjesenje jednadZbe:
71— 2= 82X o5
68 —
x+ 22 46 /-3
3
3x+ 68 —x =138
2x =170 /:2
x =35

Dakle, 35 putnika je izislo na prvoj stanici.

Ponovno je poznato zavr$no stanje, a nepoznato pocetno. Stoga, pogodna je startegija
rjeSavanja unatrag kako bi se od krajnjeg stanja putnika u autobusu izraCunao broj putnika
koji su iziSli na prvoj stanici.

RjeSenje 4.1.6. Na kraju ostaje 25 putnika u autobusu. Na stanici su usla tri putnika, a
posto se sada zadatak rjesava strategijom unatrag, sve matematicke operacije moraju se
zamijeniti njima suprotnim operacijama. Dakle, inace bi se ulazak tri putnika zapisao kao
+3, ali sada se oduzima 3 te se dobiva matematicki izraz:

25-3=22

Trecina je izasla, to znaci da 22 putnika predstavljaju dvije trecine ljudi u autobusu. Od-

nosno u vozilu je bilo:

2
3 22 = 33 putnika.

Na prvoj stanici je uslo 11. Ponovno, primjenom suprotne operaciju dobiva se da je na
prvoj stanici bilo
33 — 11 = 22 putnika.

Prije prve stanice autobus je prevozio 57 putnika, prema tome na prvoj stanici je uslo:
57 — 22 = 35 putnika.

Primjenjujuéi startegiju rjeSavanja unatrag, zadatak je rijeSen u svega par koraka pri
¢emu se moralo paziti samo na obrnute racunske operacije te da se tranformacije provode
unazad, odnosno od krajnjeg stanja prema pocetnom. Cesta greska koja se uCenicima
dogada jest da trecinu putnika koja izlazi na drugoj stanici zapiSu kao trecinu pocetnih
putnika, time se dobiva jednadZba:

57—x+11—5?7+3:25,
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Cije je rjeSenje x = 27. Dobiveno rjeSenje je cijeli broj, bez daljnje provjere, ucenici
bi mogli pomisliti da su dobili to¢no rjesenje. Na primjer, da su rjeSavanjem netocno
postavljene jednadzbe dobili neki razlomak, onda bi shvatili da broj putnika mora biti cijeli
broj, te promislili o postavi jednadzbe i pokusali si pronaci gresku.

Primjer 4.1.7. Ako broju n dodamo 5, zatim rezultat pomnoZzimo sa 5 i na kraju oduzmemo
3, dobiti éemo broj T1. Onda je:

Hn=9 2)n=10 J)n=11 4hn=12
[5]

Zadatak se prvo rjeSava algebarskom metodom postavljanja linearne jednadzbe s jed-
nom nepoznanicom.

RjeSenje 4.1.8. Postava jednadzbe:
(n+5)-5-3=1717,

Sn+25-3=1717,
Sn=T77-25+3,
5n =55,
n=11.

Rjesenje je odgovor 3) n = 11.

Uocimo da je poznat krajnji rezultat, stoga, moZe se koristiti strategija rjeSavanja una-
trag. Kroz postupak rjeSavanja ¢e se od krajnjeg rezultata - broja 77, do¢i do pocetne
nepoznanice - broja n. Sve navedene tranformacije izboditi ¢e se u obrnutom redoslijedu 1
koristiti ¢e se obrnute raCunske operacije.

RjeSenje 4.1.9. Krajnji rezultat je broj 77. U posljednjem koraku oduzima se broj 3, stoga
koristeci strategiju rjeSavanja unatrag, broju 77 dodaje se broj 3:

77 + 3 = 80.
Prije toga smo rezultat se mnoZio5, sada se dijeli s 5:
80:5=16.

Sada, posto je prva tranformacija bila dodavanje broja 5, sada ¢e kranja tranformacija
biti oduzimanje broja 5:
16 -5=11I.

Dobiven je pocetni broj: n = 11 te je tocan odgovor 3) n = 11.
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Navedeni je primjer namijenjen ucenicima osnovnih Skola te postavljanje jednadzbe s
jednom nepoznanicom i nije tako lak zadatak svakom uceniku. Ocekivana greSka u postavi
jednadzbe je izostavljanje zagrada, tj. zapisivanje jednadzbe kao:

n+5-5-3=77.

RjeSavanjem gornje jednadZbe dobiva se rjeSenje n = 55, koje nije niti jedno od ponudenih
odgovora. No, ako bi se zadatak rjeSavao pomocu strategije rjeSavanja unatrag, onda bi se
izbjegla moguénost greske izostavljanja zagrada i dobio tocan rezultat.

4.2 RjeSavanje jednostavnijeg analognog problema

Karakteristike strategije

RjeSavanje jednostavnijeg problema predstavlja istaknutu i znacajnu strategiju rjeSavanja
problema. Ova metoda oznacCava postupak pronalaZenja temeljne poteSkoce u problem-
skoj situaciji, pokuSaj privremenog zanemarivanja te poteskoce, te potom ukljucivanje te
poteskoce natrag u rjeSenje koje se izvodi za pojednostavljeni problem. Osnovna ideja ove
metode je da se Zeli napraviti odmak od pretpostavki izvornog problema na nacin da se
problem dovoljno pojednostavi i uslijed toga postane rjeSiv. Time e rjeSenje jednostavni-
jeg problema pruZiti Siri uvid u izvorni problem i povecati Sanse za pronalazak izvornog
rjeSenja.

Analogija predstavlja apstraktnu paralelu izmedu dvije sasvim razlicite stvari, stoga se ana-
logije javljaju kada postoje paralele izmedu dvije razlicite situacije, odnosno u slucajevima
kada je jedna situacija sli¢na drugoj u odredenim aspektima. Uslijed pronalaska jedne pa-
ralele, Cesto se brzo moze do¢i i do drugih, stoga se smatra da analogije, osim logickog,
na neki nacin razvijaju i kreativno promisljanje. Analogno odnosno kontinuirano ili is-
tovjetno rjeSavanje problema podrazumijeva da se problem ponovno predstavlja u smislu
nekog drugog procesa ili situacije koja je ,,poznatija* odnosno o kojoj se posjeduje vise
informacija.

Primjena u svakodnevnom Zivotu

Prakti¢na primjena ove metode u svakodnevnom Zivotu vidljiva je u razliitim aspektima.
Primjerice, u danasSnje vrijeme vrlo velika veéina ljudi koristi racunala gotovo na svakod-
nevnoj bazi, Sto u svrhu poslu ili zabave, dok u isto vrijeme vecina tih ljudi koristi samo
osnovne funkcije tj. mogucnosti ovako naprednih uredaja. S obzirom da su racunala gene-
ralno izrazito kompleksni strojevi, Covjek nije u moguénosti odjednom usvojiti svo znanje o
upravljanju i moguénostima/potencijalima koje racunalo pruza. Zbog toga, Covjek odabire
rjeSavanje jednostavnijeg problema, te postupno savladava korake tj. operacije na raCunalu
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koji se mogu smatrati kompleksnim; te s vremenom postaju joS i kompleksniji. JoS jedan
primjer koji pokazuje primjenu rjeSavanje jednostavnijeg problema je preraCunavanje vri-
jednosti izmedu temperaturnih skala: Celsius i Fahrenheit. Prakti¢no rjeSavanje problema
odnosi se na upotrebu jednostavnog izracuna kojim se Celsius stupnjevi udvostrucuju te
se dodaje 30 stupnjeva, a umjesto koriStenja klasi¢ne formule F' = %C + 32. Takav prosti
izracun je u principu korektno proracunata procjena temperaturnih vrijednosti, medutim,
u smislu svakodnevnih potreba ljudi funkcionira izrazito uc¢inkovito ¢ime ispunjava svoju
svrhu — te je ujedno i odlican primjer primjene ove metode u svakodnevnom Zivotu.

Primjeri

U nastavku slijede dva primjera matematickih zadataka prigodnih za primjenu strategije
rjeSavanja jednostavnijeg analognog problema. Svaki od primjera bit ¢e rijeSen na dva
nacina; bez primjene i s primjenom strategije.

Primjer 4.2.1. Dvije boce jednakih volumena napunjene su smjesom soka i vode. U prvoj
boci omjer koli¢ina vode i soka je 2 : 1, a u drugoj boci 4 : 1. Ako prelijemo sadrZaje obiju
boca u trecu bocu, koliki ¢e u njoj biti omjer kolicina vode i soka? [2]

Slijedi rjeSenje generalnog problema, bez primjene strategije rjeSavanja jednostavnijeg
analognog problema.

Rjesenje 4.2.2. Neka x predstavlja volumen prve (i druge) boce. Kako je u prvoj boci

omjer kolicine vode i soka jednak 2 : 1, to znaci da se u prvoj boci nalazi %x vode i %x

soka. Za lakse shvacanje i vizualizaciju problema, dana je skica sadrZaja prve boce:

A 4

VODA

x L

xL

Slika 4.1: Prva boca

Analogno, u drugoj boci se tada nalazi ‘5—‘x vode i éx soka. Skica sadrZaja druge boce:
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S 7
VODA fo
5
EESEHEEE L TS }le
N\ D ciiiiiiiiiiiiils ) 5
xL

Slika 4.2: Druga boca

Prebace li se smjese iz prve i druge boce u trecu bocu, tada se u trecoj boci nalazi

§x+ ‘5—‘x = %x vode te %x+ %x = %x soka. Skica sadrZaja trece boce:
2 4 22
VODA “x+-x=—xL

3 5 15

8

........... SOK s x4+ -x=—

\ .................... J

x+x=2xL

Slika 4.3: Treca boca

Omjer vode i soka u trecoj boci jednak je:

voda Hx 22 11

sok  3x 8 4

Slijedi rjeSenje u kojemu je primijenjena strategija rjeSavanja jednostavnijeg analognog
problema. Volumen boce nije definiran, ali bez smanjenja opCenitosti, primjenom strategije
rjeSavanja jednostavnijeg analognog problema, moze se odabrati boca zadanog volumena.
U navedenom primjeru, pogodan volumen bio bi cijeli broj koji se istovremeno lako moze
podijeliti na 3 i na 5 djelova. Odnosno, traZi se najmanji viSekratnik brojeva 3 i 5, broj
15. Bilo koji drugi volumen boce takoder bi polucio tocno rjesenje, ali radi jednostavnosti
izabran je volumen od 15 L.
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RjeSenje 4.2.3. Ako su prva i druga boca volumena 15 L, tada se u prvoj boci nalazi 10 L
vode i 5 L soka. Radi lakSe vizualizacije i shvacanja problema, skicirana je prva boca:

T R
VODA 0L
SEHSEHE SR 5L
CHHHTIHIHHID
15L

Slika 4.4: Prva boca
U drugoj boci je 12 L vode i 3 L soka. Skica:

N\ 4
VODA 121
SEEHEEE - SHEHE 3L
Nl )
5L

Slika 4.5: Druga boca

Sada, ako se sadriaj obiju boca prelije u trecu bocu, u njoj se nalazi 10 + 12 = 22 L
vode te 5 + 3 = 8 L soka.
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S—————7
VODA 10+12=22 L
SRR 5+3=8 L
S )
15+15=30L

Slika 4.6: Treca boca

Omjer vode i soka jednak je:
voda 22 11

sok 8 4
Dakle, omjer kolicine vode i soka u trecoj boci je 11 : 4.

Vecina ucenika krene rjeSavati dani primjer samo zbrajajuci omjere, zadatak rijesSe za
svega nekoliko trenutaka i smatraju da je to¢an odgovor:

2+4):(1+1)=6:2=3:1.

Tesko je sada objasniti uenicima da to nije tocno rjeSenje i promijeniti njihovo misljenje.
Zato se koristi strategija rjeSavanja analognog problema kako bi ucenici na konkretnom
primjeru i uvidjeli da je njihovo prvotno rjeSenje neto¢no, te osim toga, odmah dobili i
generalno rjeSenje zadatka. Dakle, rjeSavanjem analognog jednostavnijeg problema, u na-
vedenom slucaju je to boca zadanog volumena od 15 L, nije dobiveno specificno rjeSenje
koje vrijedi samo za boce tog volumena, vec€ je dobiveno i generalno rjeSenje. Odnosno, u
ovom primjeru se strategija rjeSavanja jednostavnijeg problema svodi na specifikaciju bez
gubitka opcenitosti.

Prvo i drugo ponudeno rjeSenje medusobno su sli¢ni. Razlika je u tome $to je ucenicima
puno jednostavnije odrediti koli¢inu soka i vode u boci odredenog volumena, nego u boci
nepoznatog volumena. Osim toga, kasnije se zbrajaju cijeli brojevi, nije potrebno spretno
baratanje s razlomcima kako bi se doSlo do rjesenja. Valja ponovno napomenuti da nije
doslo do gubitka opéenitosti kada se neodredenom obujmu boce dodijelila konkretnu vri-
jednost. Ipak, ova je promjena ucinila rjeSenje problema mnogo laksSim i rjeSivim. Usva-
janjem drugacijeg gledista, dobiven je jednostavniji, ali analogan problem za rijesiti, onaj
koji je odmah doveo do rjesenja izvornog problema.

Osim svega navedenoga, dani primjer je zanimljiv jer se na njemu jasno vidi Cinjenica
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da za neke probleme postoji Sirok izbor metoda rjeSavanja. Rijetko se samo jedna strate-
gija moze koristiti za rjeSavanje danog problema. Umjesto toga, kombinacija strategija je
najvjerojatnija pojava pri rjeSavanju problema. Tako je u ovom primjeru osim startegije
rjeSavanja analognog jednostavnijeg problema, primijenjena i strategija izrade crteza, od-
nosno vizualnog prikaza. Stoga je najbolje upoznati sve strategije i spretno ih koristiti kada
je to prikladno.

Primjer 4.2.4. Zadana su Cetiri broja: 7 895,13 127,51 873,7 356. Odredi koliki postotak
njihovog zbroja je njihov prosjek. [11]

Direktno rjeSenje zadatka (bez primjene strategije rjeSavanja jednostavnijeg analognog
problema), u kojemu se racuna trazeni zbroj, prosjek i postotak dan je u nastavku
RjeSenje 4.2.5. Zbroj dana Cetiri broja iznosi:

7895+ 13 127 + 51 873 + 7 356 = 80 251.
Prosjek dana cetiri broja iznosi:
7895 + 13127+ 51 873 +7 356
4

Koliki postotak od zbroja je prosjek racuna se pomocu postotne jednadZbe:

=20062,75.

p% - zbroj = prosjek,
p% - 80251 = 20 062,75,

o _ 2006275 _ 1
P ="80051 ~ &
% = 25%.

Dakle, prosjek je 25% zbroja danih brojeva.

Sada slijedi rjeSenje danog primjera pomocu strategije rjeSavanja jednostavnijeg ana-
lognog problema. U ovom rjeSenju, promatrati ¢e se op¢i slucaj i odrediti koliki postotak
zbroja bilo koja Cetiri broja je njihov prosjek.

RjeSenje 4.2.6. Neka x predstavija zbroj Cetiri broja. Tada je njihov prosjek jednak 3.
Sada, uz postavu postotne jednadZbe dobiva se:

p% - zbroj = prosjek,

X
% - x = —,
p70 - x 4
%=2=_
p7 x 4
p% = 25%.

Prosjek je 25% zbroja danih brojeva.
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Dani primjer je poprili¢no jednostavan, ali upravo se na takvim primjerima lakSe moZze
uvidjeti elegantnost i ucinkovitost primjene odredene strategije. Zanimljivo je joS uociti
razliku izmedu prvog i drugog primjera primjene strategije rjeSavanja analognog jednos-
tavnijeg problema. U Primjeru 4.2.1. nam je jednostavniji problem specifikacija zadanog
generalnog problema, dok je u Primjeru 4.2.4. jednostavniji problem zapravo generaliza-
cija zadanog specificnog problema.

4.3 Pogadanje i testiranje

Karakteristike strategije

Pogadanje i testiranje predstavlja svjetski priznatu, izrazito sofisticiranu te ¢esto vrlo ko-
risnu strategiju, a koja se Cesto kolokvijalno naziva i metodom pokusaja i promasaja. Te-
melj ove strategije je na pogadanju rjeSenja te naknadno provjeravanje odgovara li rjeSenje
zadanom scenariju. U slucaju da nije pogodeno to¢no rjeSenje, nova pretpostavka prilagodava
se ponovno dok se ne ispune svi uvjeti, odnosno dok se ne pogodi tocno rjeSenje. Vazna
karakteristika ove metode je da se svaka sljedeca pretpostavka temelji na informacijama
dobivenim testiranjem prethodne pretpostavke.

Ova strategija istiCe vaznost sustavnog rada, a upravo sustavan pristup problemu ucenicima
omogucuje da rade na u€inkovit na¢in, umjesto da nasumicno biraju brojeve s nadom da ée
na kraju doc¢i do odgovora na problem. Ova strategija posebno je korisna u slucaju kada je
nuzno odrediti granicu vrijednosti za varijable kako bi se moglo dalje upravljati rjeSenjem.
Isto tako, ova strategija korisna je u slucaju kada je cijela situacija vrlo komplicirana, te se
fokusiranjem na specifi¢an tj. jedinstven slucaj pokusava do¢i do to¢nog konacnog rjeSenja
problema.

Inteligentno pogadanje i testiranje podrazumijeva donosenje zakljucaka iz neispravnih pokusaja,
a smatra se da ti zakljucci dovode sve bliZe i blize tocnom rjeSenju. Stoga, ne radi se samo
o slijepom odnosno nasumi¢nom pogadanju jer bi uslijed takvog rjeSavanja bilo potrebno
izrazito mnogo vremena, te bi Sanse za pogodak bile smanjene. Umjesto toga, ova me-
toda odnosi na inteligentno pogadanje, testiranje rjeSenja po zadanim uvjetima zadatka te
koriStenje informacija dobivenih prethodnim testiranjem za novo pogadanje. Sam proces
koriStenja ove metode pogadanja na neki nacin tjera na tzv. “pametno” ili inteligentno
pogadanje s ciljem smanjenja broja pogadanja i brzeg dolaska do rezultata.

Primjena u svakodnevnom Zivotu

Ova se metoda vrlo Cesto primjenjuje u svakodnevnom ljudskom Zivotu, a najcesée pot-
puno nesvjesno. Kuhanje je klasi¢an primjer ove strategije, isprobavamo je li jelo dvoljno
peceno ili dovoljno mekano za serviranje. Osim toga, mnogi obrtnici 1 majstori zanata kroz
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svoj svakodnevan posao primjenjuju ovu strategiju. Uzmimo za primjer stolara koji mora
procijeniti veliCinu te oblik komada drveta koji mu je potreban za izradu konstrukcije, a
zatim kontinuiranim ispitivanjem pristaje li obradeno drvo unutar konstrukcije i dodatnim
modificiranjem rjeSava problem.

Primjeri

U nastavku su navedena dva primjera matematickih zadataka pogodna za primjenu strate-
gije pogadanja 1 testiranja. Svaki zadatak biti Ce rijeSen na dva nacina; prvi je algebarski
nacin koji svodi dani problem na rjeSavanje sustava jednadzbi, a drugi nacin je primjenom
strategije pogadanja i testiranja.

Primjer 4.3.1. Znamenka desetica dvoznamenkastog broja veca je za 4 od znamenke jedi-
nica. Ako tom broju pribrojimo broj zapisan istim znamenkama, ali u obrnutom poretku,
dobit ¢emo 154. O kojem je dvoznamenkastom broju rijec? [6]

Prvo je dano algebarsko rjeSenje primjera svodenjem na sustav dvije jednadZbe s dvjema
nepoznanicama.

RjeSenje 4.3.2. Neka je xy traZeni dvoznamenkasti broj gdje su x i y njegove znamenke.
Kako je znamenka desetica toga broja za 4 veca od znamenke jedinica dobivena je prva
Jjednadzba:
x+4=y.
Prije postavljanja druge jednadZbe, korisno je prisjetiti se da ukoliko su x i y znamenke
broja xy, tada je vrijednost toga broja jednaka 10x + y. Stoga, c¢injenicu da je zbroj
pocetnog broja i broja zapisanog istim zanemnkama, ali u obrnutom poretku jednak 154
zapisuje se jednadZbom:
10x+y+ 10y + x = 154,

Ilx+ 11y = 154.

Dobiven je sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

x—-y=4,
Ilx+ 11y = 154.
RjeSenje danog sustava jednadzbi je (x,y) = (9,5) Sto znaci da je traZeni dvoznamenkasti

broj 95.
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Rjesenje navedenog primjer koriste¢i metodu pogadanja i testiranja dano je u nastavku.
Traze se znamenke te je ogranicen skup valjanih pokusaja na skup brojeva {0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8,9},
odnosno suZen je izbor.

Rjesenje 4.3.3. Znamenka je desetica dvoznamenkastog broja za 4 veca od znamenke je-
dinica. Stoga, ako bi znamenka jedinica bila 0 onda bi znamenka desetica toga broja bila
4. Preostaje provjeriti vrijede li i ostali uvjeti zadatka za taj broj:

Desetice Jedinice Broj Obrnuti broj Zbroj=154
4 0 40 04=4 40+4 =44 # 154

Tablica 4.14: Provjera znamenaka

Broj 40 ne zadovoljava sve uvjete zadatka, prelazi se na novi broj. Ako bi znamenka
jedinica bila 1 onda bi znamenka desetica toga broja bila 5. Preostaje provjeriti vrijede li
i ostali uvjeti zadatka za taj broj:

Desetice Jedinice Broj Obrnuti broj Zbroj=154
4 0 40 04=4 40 +4 =44 # 154
5 1 51 15 51+ 15 =066+ 154

Tablica 4.15: Provjera znamenaka

Suma se dvoznamenkastoga broja i broja zapisanog istim znamenkama, ali u obrnutom
poretku, nije znantno povecala, i dalje je dosta manja od 154. Stoga, u iduc¢em koraku
isprobat ¢e se dvoznamenkasti broj Cija je znamenka jedinica za vise nego za 1 veca od
prethodnog broja. Ako bi znamenka jedinica bila 4 onda bi znamenka desetica toga broja
bila 8. Preostaje provjeriti vrijede li i ostali uvjeti zadatka za taj broj:

Desetice Jedinice Broj Obrnuti broj Zbroj=154
4 0 40 04 =4 40 +4 =44 # 154
5 1 51 15 51+15=066# 154
8 4 84 48 84 +48 =132 # 154

Tablica 4.16: Provjera znamenaka

Suma dva broja je sada bliZa traZenom zbroju od 154. Ako se znamenka jedinica po-
novno poveca za 3, ona bi iznosila 7. Onda bi znamenka desetica trebala biti za 4 veca sto
Jje nemoguce jer znamenka ne moze biti 11. Sada se mora odabrati drugi broj za testiranje.
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Ako bi znamenka jedinica bila 5, onda bi znamenka desetica bila 9. Preostaje provjeriti
vrijede li i ostali uvjeti zadatka za taj broj:

Desetice Jedinice Broj Obrnuti broj Zbroj=154
4 0 40 04 =4 40 +4 =44 # 154
5 1 51 15 51+15=66 # 154
8 4 84 48 84 +48 =132 # 154
9 5 95 54 95 +54 =154

v

Tablica 4.17: Provjera znamenaka

TraZeni broj je 95.

Iako je rjeSenje primjenom strategije pogadanja i testiranja malo duze od rjeSenja pri-
mjenom sustava dvije jednadZbe s dvije nepoznanice, ipak je jednostavnije jer su se pro-
vodile jednostavnije racunske operacije. Izbjegnut je najtezi korak, a to je postavljanje
jednadzbe koja mnogim ucenicima stvara poteSkoce. Smatra se da u ovom zadatku nije
problematic¢no rijesiti sustav dvije jednadzbe s dvije nepoznanice, ve¢ je najtezi dio posta-
viti sustav. NajceSca pogreska ucenika u ovom tipu zadatka jest da ne znaju od znamenaka
broja Xy do¢i do njegove vrijednosti 10x + y, ve€ to nespretno zapisuju samo kao x + y ili
xy, Sto naravno nece poluciti ispravan rezultat. Takoder, treba obratiti pozornost na odabir
znamenaka. lako se krenulo s odabirom znamenaka jedinica od manje prema vecoj, nakon
dvije iteracije primijeCeno je da se zbroj ne povecava dovoljno brzo. Tada se donosi za-
kljucak da se neCe sve znamenke provjeravati redom, nego Ce ih se par preskociti kako bi
se ubrzao proces.

Primjer 4.3.4. Zbroj znamenaka dvoznamenkastog broja je 8. Ako znamenke u broju za-
mijene mjesta, dobiveni broj je za 54 veci od pocetnog. Koji je to broj?[15]

U nastavku slijedi rjeSenje primjera svodenjem na sustav jednadZzbi.

RjeSenje 4.3.5. Neka je Xy traZeni dvoznamenkasti broj gdje su x i y njegove znamenke.
Kako je zbroj znamenaka tog broja jednak 8 dobivena je prva jednadZba:

x+y=38.

Koristeci cinjenicu da ukoliko su x i y znamenke broja Xy, tada je vrijednost toga broja
jednaka 10x + y dobiva se i druga jednadZba uz postavljanje uvjeta da ako znamenke u
broju zamijene mjesta, dobiva se broj yx cija je vrijednost 10y + x. Kako je taj broj za 54
veci od pocetnog, druga jednadZba je:

10x+y+54 =10y + x,
9x — 9y = -54.
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Dobiven je sustav dvije jednadZbe s dvije nepoznanice:

xX+y=38,
9x — 9y = -54.
Cije je rjeSenje (x,y) = (1,7) Sto znaci da je traZeni broj 17.

U nastavku je prikazano rjeSenje koriStenjem metode pogadanja i testiranja. TraZene
nepoznanice su znamenke, stoga nam je suzen izbor na skup brojeva {0, 1,2, 3,4,5, 6,7, 8,9}.

Rjesenje 4.3.6. Zbroj je znamenka jednak 8. To znaci da kada bi znamenka desetica bila 1
onda bi znamenka jedinica morala biti 1. Sa znamenkom desetica krece se od 1 iako to nije
najmanji broj u skupu mogucih vrijednosti. Nula kao znamenka desetica se nece testirati,
jer onda taj broj ne bi bio dvoznamenkast te ne bi zadovoljavao pocetne uvjete zadatka.
Preostaje provjeriti vrijede li i ostali uvjeti zadatka za broj 17:

Desetice Jedinice Broj Obrnuti broj Razlika=54
1 7 17 71 71 -17 =54
v

Tablica 4.18: Provjera znamenaka

TraZeni broj je 17.

Ve¢ iz prvog pokuSaja dobiveno je traZzeno rjeSenje. To je sluCajnost jer se krenulo s
testiranjem redom od najmanje prema najvecoj znamenki desetica te je odmah pogoden
traZeni broj. Za neku drugu tehniku odabira znamenaka ne bi se nuZno tocno rjesenje po-
godilo iz prve. Takoder, preporuca se prvo malo promisliti o odabiru znamenaka/varijabli,
a ne samo slijepo krenuti uvrStavati i provjeravati uvjete jer bi to moglo potrajati. Kao Sto
je ve¢ napomenuto u karakteristikama strategije, naglasak je na inteligentnom pogadanju.



Poglavlje 5

Primjena strategija u nastavi
matematike

5.1 Ishodi

Mnogobrojni su ishodi kroz koje se mogu obraditi strategije rjeSavanja problema. Vecina
primjera navedenih u prethodnim poglavljima, naravno izuzevsi one preuzete s matematickih
natjecanja, se mogu obraditi i na redovnoj nastavi matematike osmog razreda kroz odgojno
obrazovne ishode MAT OS B.8.2. Primjenjuje razmjer, MAT OS B.8.3. Rjeava i primje-
njuje linearnu jednad?bu, MAT OS B.8.4. Rjesava i primjenjuje sustav dviju linearnih jed-
nadzbi s dvjema nepoznanicama. U srednjoj Skoli se svi navedeni primjeri mogu obraditi u
bilo kojem razredu, ali moZda najprikladnije bi bilo u prvom razredu gimnazija kroz ishode
MAT SS A.1.1., MAT SS E.1.1. Raduna s realnim brojevima, MAT SS B.1.3. Primjenjuje
proporcionalnost, postotke, linearne jednadzbe i sustave [16]. Osim toga, u prvom razredu
strukovnih $kola kroz ishode MAT SS A.1.1., MAT SS E.1.1. Primjenjuje ralunanje u
skupu realnih brojeva, MAT SS B.1.3. Primjenjuje proporcionalnost, linearne jednadzbe,
nejednadZzbe i sustave[17].

5.2 Nastavne metode

Nastavne metode matematike predstavljaju nacine i sredstva prenoSenja odredenog sustava
matematickih znanja i umijeca [14]. Ne postoji samo jedna ispravna nastavna metoda kroz
koju se u€enicima mogu objasniti strategije rjeSavanja problema. No, najprikladnije su:

e problemska metoda

e heuristicka metoda

38
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Kako bi nastavnik mogao primijeniti neku nastavnu metodu u nastavnom procesu, mora
biti dobro upoznat sa svim karakteristikama odabrane metode.

Problemska metoda nastave polazi od Cinjenice da svi matematicki sadrzaji u sebi sadrze
problem. Stoga je pri obradi matematickog sadrzaja moguce najprije stvoriti problemsku
situaciju 1 pred ucenike postaviti problem. RjeSavanje problemskih zadataka preporucen je
nacin postupnog uvodenja problemske nastave u nastavu matematike. Problemska nastava
predstavlja zahtjevan nastavni proces koji iziskuje usredotocenost nastavnika na iskljucivo
jednog ucenika (ili manju skupinu). Ovaj nastavni sustav vrlo je u¢inkovit i ima znacajan
broj prednosti, medutim za njega u modernom Skolstvu jednostavno nema dovoljno vre-
mena.

Heuristi¢ka nastavna metoda nastala je iz potrebe da se uvodenjem samostalnog rada ucenika
prevlada predavacka nastava i generalno poboljSa nastavni proces. Prilikom provodenja
heuristicke nastave aktivnost i samostalnost u¢enika su smanjene. Medutim, sposobnog
prac¢enja nastave i umnog rada ucenika i dalje se razvija putem nastavnikovog misaonog
vodenja. Heuristicka metoda primjenjuje se kada se problemska metoda ne moZze, odnosno
ne stigne primijeniti. U modernom Skolstvu od u€enika se ocekuje da se dodatno interesira,
stoga se primjenom heuristicke metode moZze vrlo i raspoznati potencijal kod ucenika.

5.3 Odabir primjera

Vaznost poznavanja raznih strategija rjeSavanja problema vec¢ je istaknuta u prethodnim
poglavljima. No, podjednako je vazno znati kako poucavati strategije te na kojim ih pri-
mjerima predstaviti svojim ucenicima. Primjeri kroz koje ¢e ucenici upoznati strategije
rjeSavanja problema trebaju biti prikladni njihovoj dobi, razvoju, sposobnostima i intere-
sima. Osim toga, trebaju biti zanimljivi i izazovni ucenicima. Tako ¢e neki primjeri, tj.
zadaci biti prikladni za ucenike ve¢ tako kako su predstavljeni u literaturi, dok neki ne. Ti
primjeri se ipak mogu lako prilagoditi tako da postanu zanimljivi i prikladni razredu na
nacin da se promjeni jedan ili viSe uvjeta kako bi postali jednostavniji ili sloZeniji, ovisno
o sposobnosti ucenika. Zanimljivi i izazovni problemi trebali bi:

e potaknuti interes i entuzijazam ucenika za rjeSavanje matematickih problema
e prosiriti u¢enikovu matematicku intuiciji te razviti njihov uvid
e upoznati uCenike s vaznim matematickim idejama

e pruziti prilike za iskustvo zabave, zadovoljstva i uzbudenja otkri¢a povezanog s kre-
ativnim rjeSavanjem problema[8]

Bez nepotrebnih komplikacija i pretrpavanja uc¢enika novim dodatnim materijalima, do-
voljno je samo zaviriti u ve¢ postojece materijale, pocevsi od propisanih udzbenika, zbirki
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1 radnih biljeZnica koje sadrZze pozamasnu koli¢inu problemskih zadataka povezanih s te-
mom koja se trenutno obraduje na satovima matematike.

Osim propisane literature i raznih priru¢nika, u€enici takoder mogu biti vrijedan izvor za-
dataka ukoliko ih se potakne da sami stvaraju probleme. Ova aktivnost je izrazito motivi-
rajuca, ali sudjelovanje u€enika i sama koli¢ina zabave ove aktivnosti se moze joS dodatno
povecati ukoliko se od ucenika zatrazi da rijeSe zadatke od svojih kolega. Takoder, stvara-
nje i kreiranje problemskih zadataka pomaZe ucenicima izoStriti vlastite vjestine rjeSavanja
problema. Bilo bi korisno kroz sate matematike i obradu problemskih zadataka, skrenuti
paznju ucenicima na alternativne strategije rjeSavanja problema te ih motivirati da isti za-
datak rijeSe na nekoliko nacina te sami zakljuce koja im se strategija ¢ini najboljom.



Poglavlje 6
Zakljucak

RjeSavanje problema kao Zivotni proces neizostavan je ¢imbenik ljudske evolucije, te je
zasigurno glavna pokretacka snaga covjeCanstva. Ljudsko rjeSavanje problema kroz povi-
jest rezultiralo je druStvenim, kulturnim, tehnickim, ekonomskim i drugim evolucijama, te
je ujedno jedini izvor svih novih izuma. Isto tako, rjeSavanje problema osnova je za stalno
ucenje, usavrSavanje, komunikaciju i ljudsku interakciju u svrhu daljnjeg ljudskog razvoja
drustva.

Ve¢ samo identificiranje problema vrlo je korisno za razvoj opazanja kod djece i mladih
osoba. Sukladno tome, djeca postavljaju pitanja kako probleme rijesiti i dolaze do odredenih
odgovora/rezultata. Taj proces podrazumijeva primjenu razli¢itih metoda odnosno tehnika
koje se nazivaju strategijama rjeSavanja problema. Strategije su izuzetno vazne, ali i ujedno
vrlo korisne iz razloga Sto drasticno pomaZzu tj. olakSavaju skratiti proces rjeSavanja zada-
taka.

Ne postoji strategija koja je pogodna za rjeSenje svakog zadatka (bilo kojeg) zadataka, ali se
zadatak moze rijeSiti primjenom viSe strategija. Kombinacija primjene vise vrsta strategija
kod djece je vaZna za razvoj upoznavanja razlicitih vjestina i usvajanje razlicitih procesa
rjeSavanja zadatka tj. pronalaska Zeljenog odgovora.

Literatura u podrucju poucavanja rjeSavanja problema za nastavnike je nedostatna i ne-
sadrZajna. Iz tog razloga, nastavnici trebaju sami osmiSljavati nacine kako svoje ucenike
upoznati s razli¢itim strategijama. Primjeri najbolje prakse pokazuju da se upoznavanje
ucenika sa strategijama treba odvijati polako i postupno, odnosno da se kroz nastavu tre-
baju povremeno poucavati strategije rjeSavanja problema na nasumiénim primjerima.
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Sazetak

Osnovna tema diplomskog rada je rjeSavanje problema u matematici. Za uc¢inkovito rjeSavanje
problema primjenjuju se razliCite strategije. Diplomski rad posebno je usredotocen na stra-
tegije usko vezane za rjeSavanje odredenih problemskih situacija i njihovo poucavanje u
nastavi matematike.

Cilj ovog diplomskog rada je istraziti 1 analizirati strategije rjeSavanja problema u nas-
tavnom predmetu Matematika. Svrha ovog rada je prezentirati potencijale u ucenju i
poucavanju strategija za rjeSavanje problema u nastavi matematike. Time je osobito vazno
ukazati na znacaj pristupa nastavnika tematici rjeSavanja problema. U radu su predstav-
ljeni prakti¢ni primjeri koje nastavnici mogu koristi pri pouCavanju strategija za rjeSavanje
problema. Ovim radom Zeli se potaknuti dublje razumijevanje problematike u podrucju
poucavanja strategija rjeSavanja problema.

Kljucne rijeéi: problem, rjeSavanje problema, strategije rjeSavanja problema, prakti¢ni
primjeri



Summary

The basic topic is problem solving in mathematics. Different strategies are used to effecti-
vely solve the problem. This document is particularly focused on strategies closely related
to solving certain problem situations and teaching them in mathematics classes.

The aim of this thesis is to investigate and analyze strategies for problem solving in the
teaching subject Mathematics. The purpose of this paper is to present potentials in lear-
ning and teaching strategies for problem solving in mathematics teaching. With this, it is
particularly important to point out the importance of the teacher’s approach to problem sol-
ving. The paper presents practical examples that teachers can use when teaching problem
solving strategies. This work aims to encourage a deeper understanding of the problem in
the area of teaching problem solving strategies.

Keywords: problem, problem solving, problem solving strategies, practical examples
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