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Uvod

U mnogim podrucjima znanosti, pa tako i u mehanici kontinuuma, postoje odredeni
problemi koje zZelimo optimizirati. Za njih je nerijetko potrebno definirati odgovarajuci
model, koji pojednostavnjuje fizikalnu prirodu stvari. Kao konkretan primjer promotrimo
konstrukciju mosta, pod utjecajem sile teZa. Pretpostavimo da je dana ukupna raspoloZiva
koli¢ina materijala za njegovu izgradnju. Zanima nas koja raspodjela materijala rezultira
time da most bude najkruéi. Odgovor na to pitanje dobivamo tako da 3D model mosta
aproksimiramo pojednostavljenim 1D modelom Stapa, za kojeg zatim definiramo Zeljeni
optimizacijski problem (u ovom slu¢aj njegove debljine), koji je moguée numericki rijesiti.
Ovakav pristup Cesto se koristi pri modeliranju stenta.

Rad je podijeljen u tri dijela. U prvom poglavlju predstavljamo stacionarni problem za
zakrivljeni Stap, koji aproksimiramo ravnim Stapi¢ima. Najprije razvijamo diferencijalnu
formulaciju modela, koja je opisana elasticnim jednadZbama, kontaktnim uvjetima Stapica
i rubnim uvjetima Stapa. Iz nje dalje definiramo prostore rjeSenja za pomak i rotaciju
zakrivljenog Stapa te izvodimo klasi¢nu i mjeSovitu slabu (varijacijsku) formulaciju.

U drugom poglavlju navodimo problem optimizacije debljine. Za odabranu funkciju
cilja i prostor ograni¢enja, postavljamo minimizacijsku zadacu i pokazujemo postojanje
njenog rjeSenja. Na kraju, prezentiramo jednostavan algoritam iteracija u svrhu odredivanja
optimalne debljine Stapa.

U treem poglavlju, numericki simuliramo djelovanje vanjske sile na zakrivljeni Stap,
pomocu metode konacnih elemenata. Dodatno, odredujemo njegovu optimalnu debljinu u
skladu s postavljenom minimizacijskom zadaéom. Navodimo nekoliko razli¢itih primjera,
koje testiramo u programskom jeziku Matlab.

Detaljan izvod modela elasticnosti za neproduljivi i nesmicljivi (zakrivljeni) Stap te
dokaz egzistencije 1 jedinstvenosti rjeSenja pripadne zadace dajemo u dodatku.



Poglavlje 1

Model zakrivljenog Stapa

1.1 Diferencijalna formulacija

Matematicki opis

Stap je elasti¢no tijelo kojemu je jedna dimenzija (duljina) znatno veéa od druge dvije.
Iako ga je uobicajeno promatrati u tri dimenzije, za formulaciju stacionarnog (ravnoteznog)
problema odlucujemo Kkoristiti pojednostavljeni jednodimenzionalni Antman-Cosseratov
model, dobiven linearizacijom nelinearnog trodimenzionalnog modela za neproduljive i
nesmicljive elasti¢ne Stapove. Pripadni sustav jednadzbi, dan u jednoj varijabli, moguce
je zapisati kao limes sustava jednadzbi danog u sve tri (kada debljina poprecnih presjeka
tezi k nuli), zbog Cega ovaj model pruza dobru aproksimaciju za dovoljno tanke Stapove.
Dodatno pojednostavljenje mozemo dobiti zamjenom zakrivljenog Stapa familijom ravnih
Stapica. Pored elasti¢nih jednadzbi, za diferencijalnu formulaciju potrebno je joS postaviti
odgovarajuce kontaktne uvjete medu Stapi¢ima te rubne uvjete na krajevima Stapa.

Slika 1.1: Zakrivljeni Stap s oznacenom centralnom linijom i baznim funkcijama
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Jednadzbe elasti¢nosti

Oznacimo sa @ : [0,¢] — R? prirodnu parametrizaciju centralne linije zakrivljenog
Stapa. Za nju definiramo Frenetovu bazu {t, n, b}, gdje je t jedini¢na tangenta, a n i b
normala i binormala, kojima je odredena ravnina u kojoj se nalaze poprecni presjeci Stapa
(vidi sliku 1.1). Neka su zadane linijske gustoée vanjske sile f : [0, €] — R3 i vanjskog
momenta m : [0,£] — R3, koje djeluju na elasti¢ni $tap. Uvodimo vektorske funkcije
jedne varijable (parametrizirane sa s € [0, £]), koje predstavljaju nepoznanice modela:

e u:[0,£] —» R3, pomak centralne linije $tapa,
e w:[0,¢] — R?, infinitezimalna rotacija poprecnog presjeka Stapa,

p : [0, ] — R3, kontaktna sila Stapa,

q : [0, {] — R3, kontaktni moment $tapa.

Mehanicko ponasanje zakrivljenog elasti¢nog Stapa opisujemo linearnim sustavom obi¢nih
diferencijalnih jednadZbi prvog reda (ukupno 12 jednadzbi s 12 nepoznanica):

O0=0,p+ f (1.1)
0=0,gq+txp+m (1.2)
0=0,w-QH'Q"q (1.3)
O=0,u+txw (1.4)

na segmentu [0, £]. Detaljan izvod diferencijalne formulacije moZe se prona¢i u Dodatku
A.1. Ovakav model odreduje pomak centralne linije te infinitezimalnu rotaciju poprecnog
presjeka pri deformaciji. Jednadzbe (1.1) 1 (1.2) predstavljaju redom zakone ravnoteze sila
i ravnoteZe momenata, dok jednadzbe (1.3) i (1.4) opisuju konstituivnu relaciju elasticnog
Stapa (ukljucujuci uvjete neproduljivosti i nesmicljivosti), dobivenu iz zakona ponasanja.
Matri¢ne funkcije @ i H, zadane na segmentu [0, ], opisuju elasti¢na svojstva materijala
Stapa te lokalnu geometriju poprecnih presjeka. Definiramo ih na sljedeéi nacin:

uk 0 0
Q=I[tnb], H=|0 El EbL;|,
0 ElIxs EIn

gdje su 5, @, B € {1,2} 1 K redom momenti inercije 1 torzijska krutost popre¢nog presjeka
Stapa. Materijalne parametre A i u nazivamo Laméove konstante, a £ = u(34 + 2u) /(A + p)
Youngov modul elasti¢nosti. Debljinu kvadratnog popre¢nog presjeka zakrivljenog Stapa
mozemo biljeziti funkcijom h : [0, ] — R, koja je zadana u svakoj tocki parametrizirane
centralne linije.
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Aproksimacijski model

Zbog jednostavnije numericke implementacije, jedan zakrivljeni Stap Zelimo prikazati
unijom kona¢no mnogo (malih) ravnih Stapi¢a. Standardni model Stapa, opisan regularnom
centralnom linijom, zamijenjujemo novim aproksimacijskim modelom, koji je opisan po
dijelovima glatkom centralnom linijjom. U [5] je pokazano da familija rjeSenja stacionarnih
problema zakrivljenog Stapa za glatke krivulje konvergira prema (jedinstvenom) rjeSenju
ekvivalentnog problema za po dijelovima glatku krivulju. Kako (iste) ocjene vrijede i u
obrnutom sluc¢aju, postupak aproksimacije po dijelovima glatkom krivuljom u potpunosti
je opravdan (i istovjetan je spajanju ravnih Stapica).

Odredujemo diferencijalnu formulaciju za zakrivljeni Stap, sastavljen od ravnih Stapica.
Za proizvoljan N € N, koji oznaCava njihov ukupan broj, zadajemo diskretizaciju domene:

O=so<s1<...<sy="¢.

Neka je @ € C([0, £];R?) neprekidna parametrizacija centralne linije zakrivljenog Stapa,

koja je definirana kao po dijelovima afina funkcija na segmentima [s;_y, s;],i = 1,...,N.
Buduc¢i da ona nije glatka na cijeloj svojoj domeni, moZemo promatrati sustav elasti¢nih
jednadzbi (1.1) - (1.4) zadan jedino na uniji otvorenih intervala (s;_y,s;), 7 = 1,...,N.

Ravne Stapice predstavljamo kao dijelove zakrivljenog Stapa na kojem je funkcija @ afina.
Preciznije, njihove centralne linije parametriziramo funkcijama

O =D e C'([sie, si;RY, i=1,...,N.

[si-1,s8:]

Zabiljezimo sa f' i m/' restrikcije vanjske sile f i vanjskog momenta m, na segment
[si—1, si], na kojem je definiran i-ti ravni $tapi¢, za i = 1,..., N. Kako je @' afina funkcija,
lako uo¢avamo da su pripadna tangenta, normala i binormala konstantne po iznosu. Tada za
svakii = 1,...,N vrijednost matrice @ na segmentu [s,_;, s;] ozna¢imo sa Q' = [t' n' b'].
Ako jo§ zadamo jednake Laméove konstante na svakom ravnom Stapicu, onda na isti nacin
moZemo uvesti oznake H®, i = 1,..., N za konstantne vrijednosti matrice H. Sada za i-ti
ravni Stapi¢ mozemo iskoristiti nepoznate funkcije

i

i._ i._ i L
u-=u [si-1,8:]° w = [si=1,8:1° p=p q:=4q

[si-1.5:1 [si-1,8i]

kako bismo ogranicili sustav elasti¢nih jednadzbi (1.1) - (1.4) na pripadni segment [s;_y, s;],
i=1,...,N. Primijetimo da su funkcije ravnih Stapiéa u', w', p' i ¢’ derivabilne na cijeloj
svojoj domeni, dok funkcije zakrivljenog Stapa u, w, p i q to nisu. Na kraju pretpostavimo
da svaki ravni Stapi¢ ima konstantnu debljinu. Tada umjesto funkcije koja opisuje debljinu
zakrivljenog Stapa, moZemo definirati vektor b = (h!, ..., hV).
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Kontaktni uvjeti

Bududi da sustav elasti¢nih jednadzbi (1.1) - (1.4) nije definiran u tockama sy, ..., Sy,
u njima je potrebno zadati odredene uvjete. Primijetimo da su to¢ke sp = 01 sy = €
rubne tocke zakrivljenog Stapa, dok su tocke s;, zai = 1,..., N — 1 dodirne tocke ravnih
Stapi€a. Sada predstavljamo fizikalne uvjete kontakta, koji podrazumijevaju neprekidnost
funkcija u, w, p i q u dodirnim tockama. Pritom razlikujemo dvije vrste: kinematicke
i dinamicke kontaktne uvjete. Kinematicki kontaktni uvjet zahtijeva da pomak srediSnje
linije i infinitezimalna rotacija poprecnog presjeka budu neprekidni na zakrivljenom Stapu:

u'(s) =u"'(s), w(s)=w"(s), i=1,...,N-1, (1.5)
dok dinamicki kontaktni uvjet osigurava ravnotezu kontaktnih sila i kontaktnih momenata:

p's)=p"'(s), qGs)=q""(s), i=1,...,N-1. (1.6)

Rubni uvjeti

Uz kontaktne uvjete (1.5) i (1.6), definirane na presjecima domena Stapica, rjeSenje
problema zakrivljenog Stapa jedinstveno je tek do na translaciju i rotaciju. Zbog toga je
potrebno zadati prikladno ponasSanje u njegovim rubnim toCkama. Tamo gdje je pojedini
kraj Stapa uklijeSten (u€vrSéen na progib i rotaciju), zadajemo Dirichletove rubne uvjete,
a gdje je slobodan (slobodan na progib i rotaciju) Neumannove. Promatramo dva slucaja:
ako su oba kraja Stapa uklijeStena imamo rubne uvjete

u'(0)=w'(0) =0, u"()=w"()=0, (1.7)
a ako je lijevi kraj uklijeSten, a desni slobodan onda

u'(0)=w'(0) =0, p"()=g"©)=0. (1.8)

1.2 Slaba formulacija: klasi¢na i mjesovita zadaca

Diferencijalnu formulaciju za stacionarni problem zakrivljenog Stapa posve smo zadali
sustavom jednadzbi (1.1) - (1.4) na intervalima (s;_y, s;), i = 1,..., N, kontaktnim uvjetima
(1.5)1 (1.6) u tockama s;, i = 1,...,N — 1 te jednim tipom rubnih uvjeta (1.7) ili (1.8) u
tockama s¢ 1 sy. Sljedece Sto Zelimo je odrediti varijacijsku formulaciju i definirati pripa-
dajuce slabo rjesenje, koje se koristi u numerickoj aproksimaciji modela.
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Varijacijska formulacija za ravni Stapié¢

Prvo formuliramo slabu (varijacijsku) zadaéu za pojedini ravni Stapi¢. Kako nepoznate
funkcije moraju biti dovoljno glatke (barem neprekidno derivabilne), prostore rjeSenja za
pomak 1 infinitezimalnu rotaciju i-tog Stapic¢a definiramo kao potprostore Soboljeva, koji
zadovoljavaju uvjet neproduljivosti 1 nesmicljivosti:

V= {(ui,wi) € H' (si_1, s R X H (si_1, 55 R?)  0u’ + ' x w' = 0}, i=1,...,N.

Klasi¢na slaba (varijacijska) zadaca za i-ti ravni Stapi€ tada se svodi na trazenje funkcije
(u!, w') € V;, koja zadovoljava jednakost

S S S;
f QH' (Q’)T dw' - 0,0 ds = floal+ f m' &+ pi(s) - a@l(s)
Si-1 Si-1 Si-1
= P'(sic) - @(sim1) + q'(s) - @'(si) — q'(si-1) - D' (5i-1),
(1.9)
zasvaki (@', &) € V;. Detaljan izvod klasi¢ne formulacije za jedan Stap proizvoljne duljine,
kao 1 dokaz egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja zadace, moZe se pronaci u Dodatku A.2.
Kako ogranicenja na prostore rjeSenja, zadana uvjetima neproduljivosti i nesmicljivosti,
nije jednostavno numericki implementirati, potrebno je uvesti mjeSovitu slabu formulaciju,
u kojoj ih zadajemo posebnom jednadZzbom. Definiramo nove prostore:

V= Hl(Si—l,Si;R3) X Hl(Si—l,Si§R3), 0= Lz(si—lasi;R3), i=1,...,N.

MjeSovita slaba (varijacijska) zadaca za i-ti ravni Stapi¢ sada se svodi na traZzenje funkcije
(y',p') € V; X Q;, za koju vrijedi

Si

f QH' Q’) d,w' - 8wds+f pi-(asﬂi+tix®i)ds

Si—

f fi- uds+f m -&'ds, Vg eV, (1.10)
f ((9s'u, +t’><w)ds—0, Vp' e Q..
Si-1

Slabu (varijacijsku) formulaciju cijelog zakrivljenog Stapa dobivamo sumiranjem svih
slabih formulacija pojedinih ravnih Stapi¢a. Pritom se vrijednosti funkcija na granicama u
klasi¢noj slaboj zadac¢i medusobno poniSavaju zbog kinematickih (1.5) i dinamickih (1.6)
kontaktnih uvjeta. Ako dodatno uklju¢imo (tocno) jedan od rubnih uvjeta (1.7) ili (1.8),
tada osiguravamo egzistenciju 1 jedinstvenost rjeSenja (ista tvrdnja vrijedi 1 za problem
napisan u diferencijalnom obliku).
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Varijacijska formulacija za zakrivljeni Stap

Sada definiramo slabu (varijacijsku) zadacu za cijeli zakrivljeni Stap, koji se sastoji od
ravnih Stapica. Najprije uvodimo vektorsku funkciju

ys = (', YY) = (uhwh),. . (@, W) e R,

koja opisuje pomake centralnih linija i infinitezimalne rotacije popre¢nih presjeka ravnih
Stapi¢a. Kinematicki kontaktni uvjet, koji definira neprekidnost rjeSenja ys, ukljucujemo
u definiciju prostora rjeSenja:

N
Hl(O,f;RﬁN) = {ys = (yl,..-,yN) € HHI(Si—l,si;R6) . yi(Si) = yiH(Si),i = 1,---,N—1}
i=1

1 kazemo da je zadovoljen u jakom smislu. Za razliku od njega, dinamicki kontaktni uvjet,
koji predstavlja ravnotezu sila p i momenata g, postavlja se slabo, tako da ga uvrstimo
u formulaciju koriStenjem parcijalne integracije. Dirichletove rubne uvjete na krajevima
Stapa uvrStavamo u prostor rjeSenja, a Neumannove u varijacijsku jednadzbu. Prema tome,
za dani uvjet (1.7) definiramo normiran prostor

Vs = {yS = ...,y") e H(0,6;R%) : y'(0) = yV(¢) = 0},
aza(1.8)
Vs = {ys =@',...,y") e H'(0,;R™) : y'(0) = 0},

s pripadnom normom

N

N

2 _ 2 _ 2 2

sty = DI smey = D (00 sy + 190 )
i=1 i=1

Dodatno, uvodimo pomo¢ni normirani prostor

N N
Os = L0, R = [ | L2(siot, 53R, lpsliy, = D 1P,z

i=1 i=1

Na prostorima Vs i Qg definiramo bilinearne forme:
N S;
5 o AT . :
ks : Vg x Vs = R, ks(ys,ys)=2f QIHI(QZ) o,w' - 0,0" ds, (1.11)
i=1 Vsi-1

N s; . ' ' .
bs : Qg X Vs — R, bg(pg,gg)=2f P’ (0,0 +t' x &) ds, (1.12)
i=1 VSl
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te linearni funkcional:

N Si N Si
Is: Vs >R, Is(§s) = Zf ff-afds+Zf mi- &' ds. (1.13)
i=1 v Si-1 i=1 vYsi-1

Mjesovita slaba (varijacijska) zadaca za zakrivljeni Stap sada glasi: nadi (ys, ps) € Vs X Qs
tako da vrijedi
ks(Ys,Ys) + bs(pPs, Ys) = ls(Ys), VYYs € Vs,

- - (1.14)

bs(ps,ys) =0, VYps € Qs.
Ovdje funkcija ps = (p', ..., pV) € Qg predstavlja Lagrangeove multiplikatore, koji
osiguravaju uvjete neproduljivosti i nesmicljivosti, dok funkcija ys = (y',...,y") € Vg

definira rjeSenje za stacionarni problem zakrivljenog Stapa. Ako uvedemo dodatni prostor

VEe = (g5 € Vs : bs(Ps, Ps) = 0, ¥YPs € Os},

tada klasi¢na slaba (varijacijska) zadaca za zakrivljeni Stap kaZe: nadi ys € V&< takav da

ks (ys, Js) = Is(gs), Vs € Vg (1.15)

Primijetimo da su gornje varijacijske formulacije ekvivalentne, odnosno rjeSenje jedne
zadade u potpunosti odreduje rjeSenje druge (i obratno). Preciznije, ako funkcija ys € Vg
zadovoljava (1.15), tada postoji ps € Qg tako da (ys,ps) € Vs X Qs zadovoljava (1.14),
dok se s druge strane lako vidi da je za rjeSenje mjeSovite (slabe) zadace (ys, ps), funkcija
ys ujedno i rjeSenje klasi¢ne. Dodatno se moze dokazati da za svaki linearni funkcional
s € Vg, postoji jedinstveno rjeSenje 1 jedne 1 druge zadace. Za klasi¢nu zadacu, taj se
rezultat dobiva primjenom Lax-Milgramove leme: potrebno je pokazati da su bilinearne
forme kg 1 bg, te linearni funkcional /g neprekidni (ograniceni), pri ¢emu kg joS mora biti
V&er-elipti¢na (koercitivna na prostoru V). Egzistencija i jedinstvenost mjeSovite zadace
slijedi pak iz Brezzi-Fortinovog teorema, jer bs zadovoljava inf-sup uvjet (vidi [3]).



Poglavlje 2

Problem optimizacije

2.1 Optimalna debljina zakrivljenog Stapa

Minimizacijska zadaca

Nakon §to smo predstavili model ravnoteZe zakrivljenog Stapa, Zelimo pronadi idealnu
formu za zadanu vanjsku silu (pretpostavljamo da vanjskog momenta nema, odnosno da
iznosi nula). Ispitujemo utjecaj debljina pojedinih Stapi¢a na mehanicka svojstva cijelog
Stapa. Cilj nam je prilagoditi debljinu Stapa tako da bude najkruci (za zadanu silu posjeduje
najmanju mogucu energiju pri ravnoteznoj deformaciji). Pri postavljanju minimizacijske
zadace, koristimo mjeSovitu formulaciju, danu u terminima debljina ravnih Stapica.

Prije nego Sto definiramo problem optimizacije za zakrivljeni Stap, prvo analiziramo
njegovu ovisnost o parametru debljine. Primijetimo da se varijable A’ pojavljuju jedino u
elementima matrica H',i = 1,..., N. Ako ozna¢imo sa S; = [-1h', 1h/]* popre¢ni presjek
i-tog ravnog Stapica, onda momente inercije i torzijsku krutost racunamo formulama:

_ . 1 . 1 .
L, = f 223dzadz3 =0, I, = f Hdzndn = —M0), Ly = f B dzdz = —(h')?,
5, 5, 12 5, 12

1 - (hiy* n
K=-h)Y}+32Y ———|2k-1)=-21th
()" + ; (( )3

(2k — 1)°m° 2

(2k — 1)71)

Neka su Laméove konstante i Youngov modul elasti¢nosti jednaki na cijelom Stapu. Sada
matrice H' moZemo zapisati izrazima H' = (W)*H', i = 1,...,N, gdje je H' definirana za
konstantni poprecni presjek S; = [—%, %]2, skaliran faktorom /' s obzirom na svoje srediste.
Pri rjeSavanju optimizacijskog problema pretpostavljamo da vanjska sila f = (f!,..., fV)
ne ovisi o debljinama Stapica, ¢ime efektivno zanemarujemo njihovu teZinu.

9
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Za dani vektor debljina h = (h',...,h"), mjeSovita varijacijska zadaéa (1.14) zapisana s
parametrima h glasi: nadi (ys, ps) € Vs X Qg tako da vrijedi

ks(h)(ys,Ys) + bs (ps,Ys) = Is (ys), Yys € Vs,

bs (ps,ys) =0, Vps € Os.
Mozemo primijetiti da bilinearna forma bg ne ovisi o rjeSenju ys, pa onda niti o debljini h.

Promatramo minimizacijsku zadacu, gdje funkcija cilja mjeri sveukupnu elasti¢nu energiju
zakrivljenog Stapa, koja odgovara umnosku njegove sile i pomaka:

2.1)

N Si
J:Vsx Qg >R, J(yg,ps):Zf foulds. (2.2)
i=1 vl

Trazimo h € R" takav da rjeSenje zadace (2.1) da minimalnu vrijednost funkcionala (2.2).
Pri tome definiramo skup ograni¢enja W c R”, koji propisuje minimalnu i maksimalnu
debljinu Stapica te ukupni volumen materijala od kojeg je Stap izraden:

N
W = {h eRY i hpin <H < hypax, i = 1,...,N, Z(hi)2(si — i) = vo}. (2.3)
i=1

Uoc¢imo da je skup W ogranicen i zatvoren. Za odabranu vrijednost vektora h € R, koja
zadovoljava uvjet iz skupa (2.3), oznacimo s (ys(h), ps (h)) pripadno_rjeéenje zadace (2.1).
Problem optimizacije debljine zakrivljenog Stapa sada glasi: odredi h € R takav da

J(ys(h), ps(h)) = min J (ys (), ps(h)),
gdje je (ys(h), ps(h)) jedinstveno rjesenje zadade (2.1).

(2.4)

Pokazuje se da je ovako definirana minimizacijska zadaca dobro postavljena.

Egzistencija rjeSenja

Postojanje minimizatora optimizacijskoga problema (2.4) bazirano je na odredenim
svojstvima skupa W i funkcionala J. Pritom je ovisnost od J o varijabli h = (h!, ..., 1Y)
poZeljno zapisati eksplicitno. Zato uvodimo novu oznaku za funkciju cilja:

N si
I = dyspsh) = Y, [ 7wy as @5)
i=1 /sl

gdje je (ys(h), ps(h)) rjeSenje zadace (2.1) za parametar h € W. Za odrediti neprekidnost
funkcionala J s obzirom na h, dovoljno je provjeriti da je preslikavanje h — wu(h) ne-
prekidno. Trebamo pokazati da familija (ys(h,), ps(h,)), rjesenja zadace (2.1) konvergira
prema rjesenju (ys(h), ps(h)) kada h, — h. Najprije navodimo pomo¢nu lemu:
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Lema 2.1.1. Neka su (fll)ﬂ i (ff),l familije funkcija iz prostora Qs i (h)), C W. Za svaki
Ys € Vs, oznacimo sa F, € V¢ neprekidni funkcional definiran formulom

N S . . N Si ) )
(F,9s) = Zf foloaids + Zf i 0,e' ds.
i=1 VY Si-l i=1 vYSi-1

Neka su (yg”, pg“) 1 C Vs X Qg jedinstvena rjesenja problema

ks (h)(y™, §s) + bs (D™, §s) = (F., §s),  Fs € Vs, 06
bs(Ps,yi) =0, Ps € QOs. '

1. Ako postoji konstanta C > 0 (neovisna o A) za koju je zadovoljen uvjet
1f gy 1£3llo, < C, onda postoji C' > O takva da vrijedi: Ily&liv;» lIp§'llo, < C'.

2. Ako familije funkcija (fll),l i (ff),l konvergiraju prema nuli u normi prostora Qy,
kada h, — h, tada dodatno yg“ — Qu Vg-normi i p;“ — 0 u Qg-normi.

Za dokazivanje gornje tvrdnje koristimo sljedeci (opceniti) rezultat, vidi [3]:

Teorem 2.1.2 (Brezzi-Fortin). Neka su V i Q Hilbertovi prostori sa pripadnim normama
Il 2 ||-llg. Pretpostavimo da bilinearne forme k : VXV — Rib : VXQ — R zadovoljavaju

(1) lk(u, V)| < Aollullv|vlly, Yu,v €V,

(2) 1b(u, p)l < Bollullvlipllg, Yu € V, ¥p € O,

(3) k(u,u) > aollull?, Yu € V takav da b(u, p) =0, ¥p € Q,

b(u,
(4) inf sup _blu.p) > o,
re0 yev lullvllpllo
za pozitivne konstante Ay, By, @ i Bo. Neka je dodatno f € V'. Tada postoji jedinstveno
rjeSenje (u, p) € V X Q mjesovite zadace
k(l/l, V) + b(V, p) = <f’ v>V’,V7 VV € ‘/7

- - 2.7
b(u,p)=0, VpeQ.

StoviSe, za njega vrijede ocjene:

1 1 (A
el < —[lfllv»lipllo < Z (a—o + 1) 1Ay (2.8)
0 0

0
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Ako pokazemo da postoje konstante Ay, By, @ 1 5y, takve da problemi (2.6) zadovoljavaju
pretpostavke Teorema 2.1.2 (uniformno za sve A), tada obje tvrdnje Leme 2.1.1 direktno
slijede iz nejednakosti (2.8). Napomenimo da inf-sup uvjet implicira da je prostor funkcija
{p € Q:b(,p)=0,Vi e V} trivijalan, ¢ime je rjeSenje formulacije (2.7) jedinstveno.

Dokaz. Za pocetak primijetimo da bilinearna forma bg ne ovisi o h, paondai A. U [3]
je pokazano da postoje konstante By > 01 Sy > 0 takve da vrijede pretpostavke Teorema
2.1.2 za bg. Preostaje jo§ argumentirati neprekidnost i koercitivnost forme kg. Prisjetimo
se njene definicije:

N ‘Yl ~ . . . .
s e (ws.9) = ) (1) [ @E(Q) 0l -0, as. 2.9)
i=1 Si-1

Neprekidnost slijedi direktno iz ograni¢enosti matrica H'. Preciznije, ako ozna¢imo sa
C > 0 konstantu takvu da vrijedi ||[H||, < C, zasvei = 1,..., N, tada kori$tenjem uvjeta
Bpin < W' < gy 1 primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti imamo:

ks (Ba) (ys Gis) <l Z Q0w 25,z 1QDs@ 12, 2

i=1

b %
~1112
<t (Znawnws R] [Z||f”‘sw’||u<s,-_1,s,.;Rs>J
i=1

4
hmaXC”wS ||H1(Si,1,si;R3) ||wS ”Hl(s,-,],sl-;]l@) — maxcllys ||VS ||yS ||Vs

Odabirom konstante A := h? C pokazujemo traZenu neprekidnost. Koercitivnost forme
ks dobivamo pak iz koercitivnosti matrice H' (pripadni koeficijent ozna¢imo s ag > 0) i
Poincaréove nejednakosti:

N

2
sty < Cp > (1001 mny + 10501, o)

i=1

N
] 112
Z (000" + 8 x WP o + I X W + 101 o))

(Si=1,8i3

N
Z 10,w 120, s < Crae 4 > () f QH(Q) 0w d,w'ds

m1n11

Cpél()

ks (h) (Ys,ys) ,

min

gdje smo u tre¢em redu iskoristili jednakost d,u’ +t' Xw' = 0iz uvjeta b(u, p) = 0, ¥p € Q.

Mozemo vidjeti da je koercitivnosti od ks zadovoljena za konstantu @ = hmm/ (Cpay). O
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Nadalje, imamo sljedeci bitan teorem:

Teorem 2.1.3. Neka je (ys(h), ps(h)) familija (parametrizirana sa h) jedinstvenih rjesenja
zadace (2.1). Tada za svaki fiksni h, familija rjesenja (ys(h,), ps(h,)), konvergira prema
riesenju (ys(h), ps(h)) u normi prostora Vg X Qg kada h, — h.

Dokaz. Da naglasimo zavisnost o parametru A, uvodimo oznaku (F,, §s) umjesto Is(gs)
te pomocu nje zapisujemo zadacu (2.1) na sljedeci nacin:

ks(h)(ys(ha), gs) + bs(ps(hy), §s) = (Fp, ¥s), VYGs € Vs,

- - (2.10)
bs(ps,ys(hy) =0, Vps € QOs.

Koristeéi prvu tvrdnju Leme 2.1.1 za funkciju f neovisnu o A, dobivamo da je familija
rjeSenja (ys(h,), ps(h,)), (uniformno) ograni¢ena nekom konstantom M > 0 u normi
prostora Vg X Qg . Dalje pokazujemo da (ys(h,)—u(h), ps(h,)—p(h)) — Okada h, — h.
U tu svrhu izvodimo sustav jednadZzbi za razliku (ys(h,) — u(h), ps(h,) — p(h)):

ks(h) (ys(ha) — ys(h), gs) + bs(ps(ha) — ps(h), gs)
= ks(h)(ys(ha), Gs) + bs(ps(ha), Gs) — (ks (h)(ys(h), s) + bs(ps(h), §s))
= ks(h)(ys(ha), Us) + bs(ps(ha), Gs) — Is(Gs)
= ks(h)(ys(ha), Us) — ks(h)(ys(h,), Gs)

N

(- 0t) [ @A(Q) o0,

i=1

gdje smo iskoristili redom Cinjenice da su ys(h) i ys(h,) takoder rjesenja zadace (2.1).
Prema tome, funkcija (ys(h,) — w(h), ps(h,) — p(h)) zadovoljava mjesovitu zadacu:

ks(h)(ys(hay) — ys(h), §s) + bs(ps(hay) — ps(h), §s)
N . : Sio AT . .
= > () = ) f QH'(Q) dwi(hy-0,&'ds, VgseVs, (211)
i=1 Si-1
bs(Ps,ys(hy) —ys(h)) =0, Vps € QOs.

MoZemo zakljuciti da je gornja formulacija oblika (2.6) za desnu stranu

N .
Futo) = 3 (00 = 00') [ QA (@) oty 0,50 as

i=1 Si—

Lako se pokazuje da je tako definiran funkcional neprekidan na prostoru V.
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Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti i ograni¢enosti matrica H' ocijenjujemo:

N
KF2 Gl < D |yt = B A0 rllizcs iz 1058 s, iz
i=1

< CM max ()" = | I1gs s

gdje smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili uvjet ||ys(ha)lly;, < M za procjenu izraza
l0,wi(h )| 12(s;1.5:8%)- Kako desna strana nejednakosti tezi k nuli, kada h, — h, iz druge
tvrdnje Leme 2.1.1 slijedi konvergencija funkcija (ys(h,) — w(h), ps(h,) — p(h)) — 0,
odnosno (ys(h,), ps(h,), — (ys(h), ps(h)) u normi prostora Vg X Qs. O

Time je zavrSen dokaz neprekidnosti preslikavanja h +— J(h). Sada moZemo iskazati
glavni rezultat naseg problema optimizacije.

Teorem 2.1.4. Postoji rjeSenje minimizacijske zadace (2.4).

Dokaz. Skup W c RY je zatvoren i ograniCen, stoga je kompaktan. 1z Teorema 2.1.3 slijedi
neprekidnost funkcionala J. Dakle, J posjeduje ekstremnu to¢ku (minimum) na W. O

Algoritam iteracija

Bududi da smo pokazali da postoji (barem jedno) rjeSenje minimizacijske zadace (2.4),
sljede¢i nam je zadatak osmisliti algoritam za njegovo pronalazenje. Za zadani h Zelimo
promijeniti debljine tapi¢a bez povecavanja funkcije cilja J. Po¢injemo tako da za fiksni
vektor h € W promotrimo perturbaciju g € R" za koju vrijedi

J(h +g) < J(h). (2.12)

Ukoliko pretpostavimo da je funkcional J diferencijabilan (u nekoj okolini tocke k), tada
ga mozemo razviti u Taylorov red, odnosno polinom odredenog stupnja:

J(h + g) = J(h) + dyJ(h)g + O(h) < J(h).
Ovdje je d;,J(h)g Geteauxova derivacija funkcionala J u smjeru vektora g, koja iznosi

Jth+g)=Jth) _ S Fuith+ Agyds = B U f1wi(hyds
1—0 A

dpJ(h)g = lim

N i i i N ;
. i ul(h+Ag) —uih S
<y [ R R = 3 [ daingas
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Dakle, ako Zelimo smanjiti vrijednost funkcije cilja (da dobijemo ,,bolje” rjeSenje zadace),
moramo pronadi vektor g € RY koji zadovoljava uvijet:

N si
dyJ(h)g = Z f fi - dpui(h)gds < 0. (2.13)
i=1 Vi1

Ovaj nas postupak dovodi do gradijentne metode. Preostaje jo§ pobliZe odrediti ¢lan pod
integralom. Preciznije, uvodimo sustav jednadzbi kojeg zadovoljava izraz d,u'(h)g. Nova
formulacija slijedi direktno iz zadace (2.11) za vektor h, := h + 1g. Nakon dijeljenja prve
jednadZzbe sa A 1 uzimanja limesa 4 — 0 imamo:

h) - h . h, — h
ks (h) (}11_{% Ys ( A)/l Ys ( ), ﬂs) + b (}11_1’)1(1) Ps ( /l)/l Ps ( ), ﬂs)
N hi 4 hi 4 Si L . _ '
- }11—{% Z (()%) Si-1 QlHl (Ql)T 9sw'(hy) - 050" ds,

i=1

ks(h)(dyys(h)g, ys) + bs(dyps(h)g, ys)

N S
=->auiys | QH(Q) awith)-a.@ids
i=1

= —dyks(h)g(ys(h), ys) = ks(hy)(ys(h), ys),

gdje je (hy) = —4(h')*g', i = 1,...,N. Buduéi da forma bs ne ovisi o h (¢ime je njena
derivacija nula), dijeljenjem druge jednadzbe s A i uzimanjem limesa 4 — 0 dobivamo:

be e Tim 28 (hy)) —ys(h)) _ lim bs (Ps, Ys (ha) = bs(Ps, ys(h)) _
s | Ps> am 1 = 1
bs(ps,dyys(h)g) = dybs(ps,ys(h))g = 0.
Prema tome, funkcija (d,ys(h)g, d,ps(h)g) € Vs X Qg zadovoljava mjeSovitu zadacu:

ks(h)(dyys(h)g, ys) + bs(dyps(h)g,¥s) = ks(ho)(ys(h),ys), VYys € Vs,
bs(ps,dyys(h)g) =0, Vps € Q.

Kako ne mozemo unaprijed zakljuciti postojanje gornjih derivacija, prethodni je postupak
potrebno opravdati sljede¢im tehnickim rezultatom:

0,

(2.14)

Teorem 2.1.5. Neka je (ys(h), ps(h)) familija (parametrizirana sa h) jedinstvenih rjesenja
zadace (2.1). Tada postoje sljedeci limesi:

1 1
drys(h)g := glg(l) 1 (ys(h + Ag) —ys(h)), dyps(h)g := 933 y (ps(h + Ag) — ps(h)),

koji su jedinstvena rjesenja zadace (2.14).
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Dokaz. Za svaki fiksni vektor h, ozna¢imo sa (d,ys (h)g, d,ps(h)g) rjesenje zadace (2.14)
(primijetimo usput da je formulacija (2.14) zapravo oblika (2.7) pa Teorem 2.1.2 garantira
egzistenciju i jedinstvenost). Zelimo pokazati da je ono u stvari limes niza

1
(v5-95) 1=~ (ws (e + Ag) — ys (). ps (h + Ag) — ps(h).

kada A — 0. Prvo uo¢imo da su funkcije (y¢, p?) rjeSenja zadace (2.6) za desnu stranu

N Si
Futs) = 3,3 (00 2"~ 00) f QH(Q) 0w/ (h+1g)- 0.6 ds.
i=1 Si-1

Promotrimo sada faktor koji mnozi integral. Za proizvoljni ¢ > 0 uvodimo funkcije:
1
d(t) = 1 ((t + o)t — t4) =48¢ + 62 A% + 4122 + 2P

Lako se vidi da su ¢,(¢) uniformno ogranicene na segmentu [/yin, Amax] za dovoljno mali
A te da konvergiraju prema funkciji ¢o(f) = 4¢°c, kada 4 — 0. Slijedi da je familija F,
takoder uniformno ogranicena, buduc¢i da smo u dokazu Leme 2.1.1 pokazali konvergenciju
funkcija (ys(h + Ag) — u(h), ps(h + 1g) — p(h)) — 0 u normi prostora in Vg X Qs, (kada
A — 0), koja dodatno povlaci uniformnu ogranicenost integrala. Dakle, prema prvoj tvrdnji
Leme 2.1.1 dobivamo da su funkcije (y¢, ps) uniformno ograniene. Kona¢no, uzmimo
funkcije (y¢ — drys(h)g, pt — dpps(h)g) i uotimo da su one rjesenja zadace (2.6) za

(g = Yo N (T e (o . |
(Fx,ﬂs>=2(( i gA) w —4(h’)3g’) f QH(Q) 0wi(h+1g)-9,&' ds.
i=1 Si-1

Sli¢no kao prije, moze se pokazati da funkcije F, konvergiraju prema nuli. Druga tvrdnja
Leme 2.1.1 sada povlaci da (y§ —dyys(h)g, p§ —d,ps(h)g) — 0 u normi prostora Vs X Qs,
¢ime je dokaz zavrSen. O

Kako je d,ys(h)g rjesenje zadade (2.14), koja je oblika (2.10), mozemo iskoristiti slicne
argumente kao u dokazu Teorema 2.1.3 da pokaZzemo neprekidnost funkcije d,ys(h)g s
obzirom na h. Iz toga slijedi da je J Fréchet diferencijabilna i klase C'. Napokon, nakon
Sto smo odredili d,u’(h)g, koristeéi (2.14) dodatno pojednostavljujemo ratun za (2.13):

N s
diJ(hyg = ) f - dyui(h)g ds = Is(dyys (h)g)
i=1 VYSi-1
= ks(R)(Ws (h), dyys (R)g) + bs(ps (h), dyys (h)g) = ks(h)(dyys(R)g, ys ()

S s i A (A i i
= ks(hy)(ys(h),ys(h)) = — E 4(h'y’g f QH (Q ) o,w'(h) - 0,w'(h)ds
i=1 Sic1
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Iz prethodne jednadZbe vidimo da se smanjenje vrijednosti funkcije cilja J u zadaéi (2.4)
svodi na traZenje vektora g € R" koji zadovoljava:

N N3l (ST i Ei i\ i i
-S4ty [T QH Q) a,wi(h) - dwi(h)ds <0, 015
gdje ys (h) rjeSava zadacu (2.1) za dani h.

S; .~ AT . . o . . v
Bududi da je forma fs y Q' H' (Q’) O,w'(h) - d,w'(h) ds pozitivno definitna, zakljucujemo
da svaki vektor g = (g!,...,g"), koji se sastoji od nenegativnih komponenti, smanjuje
vrijednost funkcionala J. Ipak, metoda najbrzeg silaska dobiva se za izbor:

¢ =) f ) QH (Qi)Taswi(h)-aswi(h)ds, i=1,....N. (2.16)

Konac¢no, moramo uzeti u obzir uvjete za minimalnu i maksimalnu debljinu Stapica te
ukupan volumen zakrivljenog Stapa. To ¢inimo tako da konstruiramo projektor Py na skup
ogranicenja W 1 primijenimo iterativni postupak (do konvergencije):

D = Pu(h® + ag), k> 0, (2.17)

gdje je @ > 0O veliCina koraka gradijentne metode, kojeg odredujemo Armijo metodom,
vidi [2]. Sada predstavljamo algoritam za optimizaciju debljine zakrivljenog Stapa:

INICIJALIZACIJA
1. Postavi pocetnu vrijednost h®
2. Odredi rjesenje (ys(h), ps(h©)) zadade (2.1)

3. Izradunaj vrijednost funkcionala J(h®) danog izrazom (2.5)

ITERACIJE

1. Izracunaj g prema formuli (2.16)

2. Azuriraj h**P = h® + ag za odgovarajuéi parametar o

3. Izracunaj projekciju Py (h**D) na skup ograni¢enja W definiran s (2.3)
4. Odredi rjesenje (ys(h**D), ps (h**D)) zadade (2.1)

5. Izratunaj vrijednost funkcionala J(h**D) danog izrazom (2.5)




Poglavlje 3

Numericka implementacija

3.1 Metoda konacnih elemenata

Elementarna matrica za ravni Stapic

Kako stacionarni problem zakrivljenog Stapa nije mogude rijesiti egzaktno, jedan od
nacina aproksimacije modela predstavlja metoda konacnih elemenata, koju primijenjujemo
na mjesovitu slabu (varijacijsku) formulaciju. Osnovna ideja je prostor rjeSenja nase zadace
aproksimirati nekim kona¢nodimenzionalnim potprostorom (kojeg unaprijed odaberemo)
te numericko raCunanje svesti na rjeSavanje matricnog sustava jednadzbi. Ovdje opisujemo
odredeni postupak, koji se moze pronaci u [4].

Za pocetak izvodimo racun elementarne matrice (zadanu za problem jednog Stapica) u
metodi konacnih elemenata. Promatramo mjesovitu slabu zadacu (1.10) za i-ti ravni Stapi¢,
definiranu na segmentu [s,_;, s;] i traZimo aproksimaciju njenog rjeSenja (y', p‘) € V; x Q..
Radi lakSeg racunanja, od sada pa nadalje izostavljamo indeks Stapi¢a. Matri¢ni sustav
jednadzbi stoga izvodimo za proizvoljan ravan Stap duljine ¢ (bez smanjenja opcenitosti,
parametrizaciju centralne linije Stapa moZemo definirati na segmentu [0, £]). Neka je

H:=VxQ=H\,0R%xL0,;R?

zadani prostor rjeSenja mjeSovite zadace za stacionarni problem jednog Stapa, kojeg Zelimo
aproksimirati kona¢nodimenzionalnim potprostorom

PI = ‘A/ X Q = Pm(o, f; R)6 X Pn(oa f; R)37

gdje su P,(0,¢;R) i P,(0, ¢; R) prostori polinoma stupnja manjeg ili jednakog m € N,
odnosno n € N, definirani na segmentu [0, £]. Ako su {¢y,...,dp1}1{1,. .., 0,1} redom
baze za P, (0, ¢;R) 1 P,(0, £;R), onda bazu za H moZemo zadati elementima:

18
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Di-1)6+1 = (¢:,0,0,0,0,0,0,0,0), Cm+1)-6+(j-1)-3+1 = (0,0,0,0,0,0,¢;,0,0),
wi-ne+2 = (0,¢;,0,0,0,0,0,0,0), Com+ye+(j-13+2 = (0,0,0,0,0,0,0,y;,0),
ei-ne+3 = (0,0,¢;,0,0,0,0,0,0), Cm+1)6+(j-13+3 = (0,0,0,0,0,0,0,0, ¢),
@i-16+4 = (0,0,0,¢;,0,0,0,0,0),
wi-16+s = (0,0,0,0,¢;0,0,0,0),
@i-16+6 = (0,0,0,0,0,¢;,0,0,0),

zasveindeksei = 1,...,m+11ij=1,...,n+ 1. Oznacimo sa P, : R’ — R® projektor
na prostor V, asa P, : R — R? projektor na prostor Q. Pomoéu njih, nepoznate funkcije
prikazujemo u (novoj) bazi prostora H:

+1 6 n+l 3

Y= Xi-1y6+j - P1®i-1)6+j» P = Z Z X 1)y6+i-1)3+) - P2@msy6+i-1)3+5-  (3.1)
e im1 j=1

3

Il
—_

i
Mjesovita zadaca za metodu konacnih elemenata, dana u terminima novih prostora glasi:
nadi (y, p) € H takav da vrijedi

Ky, )+ b, 9) =G, YgeV,
b(B,y) =0, VpeQ.

gdjesuformek: VxV —->R,b: OxV = Ril:V — R definirane na sljede¢i nadin:

(3.2)

£
Ky, §) = f QHQ 0w - 0,& ds,
0

4
b(p,y)=f p-(Osu+txw)ds,
0

I(y) = ff-uds.
0

UvrStavanjem izraza (3.1) u jednadzbe (3.2) imamo:

m+l 6
k (Z Z X(i=1)6+j " P1P(i-1)6+js P1¢k)

i=1 j=1

n+l 3
+b (Z Z X+ 1)-6+(-1)3+) * Po@ms1)-64(i=1)3+ s P1¢k) =IPi¢), k=1,...,(m+1)-6,

i=1 j=1

m+l 6
b(P2¢k,sz(i_1).6+j : P1¢(i_1).6+j): 0, k=(m+1)-6+1,....(m+1)-6+@n+1)-3.

i=1 j=1
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Ako jos iskoristimo bilinearnost formi &k i » dobivamo:

+1

3

6
Z X(i-1y6+j * kK(P1®-1)6+js P16r)
=
n+1

i

1 j=1

m+1

’M‘“‘ i

—_

i=1 j=

3
+ Z Xn+1)6+(i-1)3+j * D(P2@ms1y6+i=1y3+j» P1d) = (P1i), k=1,...,

20

(m+1)-6,

X(i l)-6+j'b(P2¢k,Pl¢(i—l)-6+j):Oa k:(m+1)-6+1,...,(m+1)-6+(n+1)-3.

Gornje jednadzbe definiraju jedinstveni matricni sustav, u kojem komponente x;, i = 1,.. .,
(m+1)-6+ (n+1)-3 predstavljaju njegove nepoznanice. Koeficijenti matrice dane su
vrijednostima bilinearnih formi k i b, dok je desna strana zadana funkcionalom [ (iz prve
jednadzbe) i nulama (iz druge). Usput je vazno primijetiti da forma k ovisi samo o vektoru

infinitezimalne rotacije w, koji je odreden preko druge tri komponente vektora y.

Za konkretan ra¢un koristimo polinome drugog stupnja za prostor V i prvog stupnja
za prostor Q. Neka je baza prostora P,(0, ¢; R) odredena rubnim to¢kama i poloviStem:

¢1(S)—— (s——) (s—{’)—zs —%s+1
¢2(S)—— s (S—ﬁ)—%sz—%s

4 4 4
¢3(s)——— s - (s—f)——ﬁs +ES

a baza prostora P, (0, £; R) samo rubnim to¢kama Stapa:

1
Yi(s) = —Z(S - 1),

1
Uo(s) = 75
U tom slucaju, elementarna matrica i elementarna desna strana dane su sa
0 0 0 0 0 0 B'' B'?]
O All 0 A12 0 A13 BZ] B22
0 0 0 0 0 0 B3 B3
O A21 O A22 O A23 B41 B42
M=o 0 o o 0 0 B B2

0 A3l 0 A32 0 A33 B61 B62
(BII)T (BZI)T (B31)T (B41)T (BSI)T (B61)T 0 0
»(BIQ)T (BZZ)T (B32)T (B42)T (BSZ)T (B62)T 0 0 ]

S O O

(3.3)

(3.4)

, (3.5)
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¢iji su elementi definirani kao matrice 1 vektori dimenzije 3:

“B = k((0, pp€)), (0, dge;)), a€{l,2,3}, peil,23}
2" Y= b(yge, (deei, 0), a€{1,2,3}, Be{l,2),
Zaﬂ = b(Ygej, (0,dq¢:), a€{l,2,3}, Befl,2],

Dj.’ = lgqe), a€{l,2,3}.

Prvi blok redak elementarne matrice M odgovara test funkciji za pomak u, a drugi test
funkciji za infinitezimalnu rotaciju w, koji su pridruzeni lijevom rubu Stapa. Treci i Cetvrti
blok redak odgovaraju test funkcijama v i w, pridruZene desnom rubu, dok (analogno)
sljedeca dva blok retka test funkcijama pridruzenim polovistu Stapa. Zadnja dva blok retka
odgovaraju test funkcijama p za redom lijevi i desni rub. Identi¢nu strukturu posjeduje i
vektor desne strane F'.

Bududi da smo sustav definirali za ravni Stap, pripadne matrice @ i H su konstantne
na segmentu [0, £]. Oznac¢imo sa A, matricu, za koju vrijedi A;x = t X x. Gornji se izrazi
tada mogu svesti na egzaktno integriranje polinoma:

4
~ (... 0036 = [ QHQO0ue))- 0030 ds
4 {
- [ QHQ @ep- Gerds = [ 4.4,QHQT e erds 30

¢
= (QHQ"), fo 9, (5)g(s) ds,

B = b(ype), (¢ra-16:,0)) = f Yge; - (Bspra-rej +1 X 0)
=f0 l//ﬁej'(¢§a_1€j+At0)dS=f(; Ypds,_ (e e))ds (3.7)
=5 f f Yp(5) Bra-1(5) s,

B}’ = bWgej, (0, ¢raei)) = f Ygej - (0+1 X (gh,e)) ds
=fol/'ﬁ€j'(0+At(¢'za€j))dS=L Yps, (e - Arer)ds (3.8)

¢
:(At)j,ifo Yp(s) ¢, () ds,
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4 (
DY = I(¢e;) :f f-poeids = ﬁf bo(s)ds. (3.9)
0 0

Matrica sustava za zakrivljeni Stap

Nakon $to smo odredili elementarnu matricu za pojedini ravni Stapic, sada sastavljamo
matricu sustava za cijeli zakrivljeni Stap. Ideja je objediniti elementarne matrice u jednu
veliku matricu, tako da dobijemo matri¢ni sustav koji rjeSava (stacionarni) problem za
zakrivljeni Stap. Za pocetak se prisjetimo da su ravni Stapi¢i medusobno povezani u rubnim
toCkama. Zbog toga, vektori pomaka w i infinitezimalne rotacije w u rubnim tockama ovise
o oba ravna Stapica, koja se spajaju u toj to¢ki. Definiramo matricu sustava Mg, koja je blok
matrica (sastavljena od 3 X 3 matrica) ukupne dimenzije 6 - (N +1)+6-N + 6 - N, Cije
elementi, koji odgovaraju izrazima (3.6), (3.7) i (3.8) za svaki ravni Stapi¢, ubacujemo na
odgovarajuée mjesto. Analogno odredujemo i vektor desne strane Fg. Usput primijetimo
da ako se matrica A% nalazi u n-tom blok retku i m-tom blok stupcu, tada se matrica A”®
nalazi u m-tom blok retku 1 n-tom blok stupcu. Sli¢no, ako se matrica B nalazi u n-tom
blok retku i m-tom blok stupcu, tada se matrica (B?*)” nalazi u m-tom blok retku i n-tom
blok stupcu. Sada navodimo pozicije elemenata, definirane za i-ti ravni Stapi¢, i = 1,..., N
(zbog prethodno objasnjene simetrije, dajemo samo retke u kojima se nalaze):

e B B2 D'uretcima6-(G—1)+{1,2,3}
o Al A AB B2 B uretcima6-(i—1)+{4,5,6)

e B3 B¥ D?>uretcima6-i+{1,2,3)

A?, A% AB B*, B*? uretcima 6 -i + {4, 5, 6}
B, B2, D3 uretcima 6(N + 1)+ 6- (i — 1) + {1,2, 3}

A3 AR AP, B, B? uretcima 6(N + 1)+ 6-(i— 1) + {4,5, 6}

(BT, (BHYT, (B3, (BT, (B5)T, (BT u retcima 6(N+1)+6N+6-(i—1)+{1, 2, 3}
o (BT, (B®)T, (B3, (B, (B2, (B®)T uretcima 6(N+1)+6N+6-(i—1)+{4, 5, 6}

MozZemo zakljuciti da prvih 6(N + 1) redaka odgovaraju funkcijama y, koje su pridruZene
dodirnim to¢kama ravnih Stapica, a sljedecih 6 N redaka funkcijama vy, koje su pridruZene
njihovim polovistima. Posljednjih 6N redaka odgovaraju test funkcijama p, pridruZene
ravnim Stapi¢ima. Konacno, rjeSavanjem matricnog sustava Mg X = Fg, dobivamo trazenu
aproksimaciju rjeSenja.
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3.2 Rezultati testiranja

Tehnicke specifikacije

Sada kada smo definirali metodu kona¢nih elemenata za zakrivljeni Stap, prikazujemo
neke osnovne primjere (njegovih) deformacija, pod utjecajem vanjske sile. Odredujemo
pomake centralnih linija u tockama diskretizacije Stapa te racunamo vrijednosti optimalnih
debljina (svakog) Stapica u skladu s minimizacijskom zadacom. Za prvi primjer uzimamo
Stap Cija su oba kraja uklijeStena, dok za drugi primjer uzimamo Stap s jednim uklijeStenim
i jednim slobodnim krajem. Budu¢i da iterativni algoritam teZi (samo) prema lokalnim
ekstremima, nemamo rezultat jedinstvenosti rjeSenja.

U naSim testovima, koristimo aproksimaciju zakrivljenog Stapa sa ukupno N = 50
ravnih Stapi¢a. Uzimamo da je svaki od njih izraden od istog materijala - Celika, za kojeg
Youngov modul elasti¢nosti iznosi E = 2.1 - 10!, a Laméova konstanta u = 8.3 - 10'°,
Zbog jednostavnosti, neka je vanjska sila f jednaka na svakom Stapicu i ima konstantan
iznos. Algoritam zapoc¢injemo tako da zadamo pocetnu distribuciju debljina, konkretno
uniformnu sa A’ = 0.001, za svakii = 1,...,N. Dodatno, stavimo da je hy;, = 0.5 - A’
i hmax = 1.5h" (debljine mogu odstupati za najvise 50%) te pretpostavimo da je volumen
nepromijenjiv. Iteracije izvrSavamo dok relativna greska funkcije cilja J ne padne ispod
zadane granice ili dok ne dodemo do maksimalnog broja koraka, u nasem slucaju 200.
Na sljede¢im slikama, plavom bojom je prikazana nedeformirana, a crvenom i zelenom
deformirana centralna linija Stapa, redom za uniformnu i optimalnu debljinu Stapi¢a. U
donjoj tablici navedene su pocetna i konacna vrijednost funkcije cilja J (izraCunate u prvoj
i posljednjoj iteraciji algoritma) za zadanu parametrizaciju Stapa @ i vanjsku silu f.

H Primjer | Pocetna vrijednost Jy ‘ Konacna vrijednost J;, | Ukupan broj iteracija H

Slika 3.1 1.10-1073 6.51-107* 200
Slika 3.2 2.20-1073 1.30-107° 200
Slika 3.3 1.53-1072 9.00- 1073 16
Slika 3.4 5.60-1072 3.30-1073 17
Slika 3.5 1.60 - 1072 6.65-107* 53
Slika 3.6 8.08-107* 3.33-107* 109
Slika 3.7 2.57-107* 1.34-107* 200
Slika 3.8 1.30- 1072 4.37-107* 200

Tablica 3.1: Vrijednosti funkcije cilja iz algoritma
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Primjer 1: uklijestena oba kraja Stapa

156
o -
14F = -
00 I =
19— =
0.02 -— -
11 - -
003 7l - -
1 - —— -
0ol - -
0.8 - _— -_ -
- 0.8 = =
0.6 - -
07 - -
0.4
02 R S psr
¥ —— G 0.8 1 05 Y S S (S NV S|
v 02 g4 O 01 02 03 04 05 06 07 08 09
x
(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapica

Slika 3.1: Parametrizacija ®(s) = (s, s,0), s € [0, 1], sila f = (0,0, —0.05)

15[
1 -
1.4 - -
_ -
13 - =
12 T i
- -
11 - -
i, - -
- r—— =
|- - -
0.9 T Py T u
o -
DA - =
= e
07 - -
sl — - -
s I | I | | A
O 01 02 03 04 05 06 07 08 09

(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapica

Slika 3.2: Parametrizacija ®(s) = (s, 0, s), s € [0, 1], sila f = (0,0, -0.1)

24
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08

08 -~ - - -

07 = —

06 — -

%y 0‘5 1| 1.‘5 2|_ 25 3
(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapiéa

Slika 3.3: Parametrizacija ®(s) = (—cos(s), 0, sin(s)), s € [0, x], sila f = (0,0, -0.5)

0.14 - -

08

08

07 -— -

06

0.5 - L I I I | | I o
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 08 09 1

(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapica

Slika 3.4: Parametrizacija ®(s) = (s,0,0.5s(1 — s)), sila f = (0,0, -0.5)
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Primjer 2: jedan kraj Stapa uklijeSten, drugi kraj Stapa slobodan

a

-0.1

N
02

0.3
1 -

09 -

0.8 -
08 fEe

07

Y s
=

0.6

0.6
0.4
02 [, W
y \f——*ﬁ_;—\ 08 1 05 I ! I I I I I =
L 0.2 a4 ’ 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X

(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapica

Slika 3.5: Parametrizacija ®(s) = (s, s,0), sila f = (0,0, -0.01)

15
1 —

14 T

-
L 131 T
-

12 -
06 -

11 —

N —-—
04 4 -
-
i

09 o
02 -

08| -

-

0. 07 =
1 =

06 -

1 0.5 | L | | I L =
0 01 02 03 04 05 06 07 08B 09

(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapica

Slika 3.6: Parametrizacija ®(s) = (s, 0, 5), sila f = (0,0, -0.01)
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08 — 1.3,—\“““

0.6
0.4 ; -—

0.2 -
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08 -

07

06

04 0.5 : L
¥ 4 74 o8 U8 0 05 1 15
X

(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapiéa

Slika 3.7: Parametrizacija ®(s) = (—cos(s), 0, sin(s)), sila f = (0, 0, —0.005)

08

08

07

06

0.5 2 -
0 05 1 15

(a) Prikaz nedeformiranog i deformiranog Stapa (b) Prikaz optimalnih debljina Stapica

Slika 3.8: Parametrizacija ®(s) = (s, 0, s?), sila £ = (0,0, —0.0025)
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Dodatak A

Teorija elasticnosti

A.1 Sustav jednadzbi zakrivljenog Stapa

U ovom dodatku izvodimo jednodimenzionalni linearizirani Antman-Cosseratov model
elastinosti, definiran za ravnotezni problem zakrivljenog Stapa. Pritom se ogranicavamo
na promatranje (relativno) malih deformacija, koje nastaju pri dovoljno slabom vanjskom
djelovanju. U nedeformiranom stanju zakrivljeni Stap geometrijski opisujemo (prirodnom)
parametrizacijom centralne linije ¢ : [0,£] — R? te familijom popre¢nih presjeka D(x),
dobivenih presjekom Stapa i ravnine okomite na centralnu liniju. Ako su poprecni presjeci
pravilnog oblika, centralnu liniju moZemo izabrati tako da prolazi kroz sva njihova tezista.
Za razvoj matematickog modela moZemo iskoristiti sljedece fizikalne pretpostavke:

1. Svaki poprecni presjek pri pomaku ostaje nedeformiran, odnosno pomice se kruto.
2. Svaki poprecni presjek poslije pomaka ostaje okomit na pomaknutu centralnu liniju.
3. Centralna linija pri deformaciji ostaje neproduljena.

Oznacimo sa p i g redom kontaktnu silu i kontaktni moment na D(x), kojim desni komad
Stapa djeluje na lijevi. Neka je f linijska gustoéa vanjske sile, a m vanjskog momenta.
Definiramo nepoznate funkcije u,w : [0,£] — R3, koje opisuju pomak centralne linije i
infinitezimalnu rotaciju poprecnog presjeka pri deformaciji. Polozaj deformiranog Stapa
potpuno je odreden pomakom njegove centralne linije. Kako je t(x) := ¢(x) jedini¢na
tangenta, postoje neprekidne vektorske funkcije n i b takve da je skup {t(x), n(x), b(x)}
ortonormirana baza. Vektori n(x) i b(x) razapinju ravninu okomitu na centralnu liniju (u
kojoj se nalazi D(x)), i zovu se normala i binormala. Zakrivljeni Stap u nedeformiranom
poloZaju sada moZemo parametrizirati funkcijom:

®:[0,(]xS - R, ®(x,y,2) = p(x) + yn(x) + zb(x).

28
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Dodatno, neka je U : R* — R? vektorska funkcija pomaka svake tocke zakrivljenog Stapa.
Tada deformirani polozaj 3D tijela moZemo parametrizirati zbrojem funkcija ®(x,y,z) +
U (x,y,z). Prema principu ravnoteZe, ukupna sila i ukupni moment na svaki komad tijela
nuzno mora biti nula:

P -pO)+ [ F@de=o0,
g0 + (9() + () X p(x) — q(0) — (P(0) + u(0)) X p(0)
« [ (&) + () + ul) X F©) dE = 0.
Deriviranjem gornjih jedr(l)adibi te uvrStavanjem prve u drugu dobivamo diferencijalni oblik:
p+f=0, (A.1)

qg+u xp+m=0. (A.2)

Buduc¢i da Zelimo dobiti linearni model, u (A.2) smo zanemarili nelinearni ¢lan u’ X p.
Prema prvoj pretpostavci modela, poprecni presjeci Stapa mogu jedino translatirati 1 rotirati
pri deformaciji, pa je

D +U =¢p+u+ROn +zb).

R ovdje predstavlja matricu rotacije, koja se moze zapisati u eksponencijalnom obliku
R:eA:I+A+lA2+lA3+
2! 3!

gdje je A antisimetricna matrica. Linearnom aproksimacijom gornjeg izraza dobivamo:
U-u=({R-Dyn+zb)~AQyn +zb) = w X (yn + zb),

jer za svaku antisimetri¢nu matricu A postoji jedinstveni vektor w takav da Av = w X v.
Drugu pretpostavku matematicki raspisujemo na sljedeéi nacin:

O=+u) - (P+U —(p+u))
=(t+u) - (yn+zb+w X (yn + zb))
=yt-n+zt-b+t-wx(n+zb)+yu -n+zu’ -b+u -wx(yn+zb)
~w-(n+zb)xt+yu' -n+tu’ -b
=w-(-yb+zn)+yu -n+zu - b,

zasve (y,z) € §. Pritom smo Koristili svojstva skalarnog 1 vektorskog produkta te ¢injenicu
da su vektori £, n i b medusobno okomiti. Zadnja jednakost implicira uvjete nesmicljivosti:

—w-b+u' n=0, w-n+u -b=0.
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Treéa pretpostavka kaze da se Stap pri deformaciji ne rasteze, §to znaci da imamo jedino
translaciju u tangencijalnom smjeru:

u -t=0.

Ovo svojstvo nazivamo uvjet neproduljivosti centralne linije. Posljednje tri jednadzbe, koje
opisuju materijalnu restrikciju Stapa, moZemo zajedno napisati na sljedeci nacin:

u +tXxw=0. (A.3)

Za potpuni opis modela zakrivljenog Stapa, potrebno je jos definirati zakon ponasSanja (koji
slijedi iz 3D teorije elasti¢nosti):

g=QHQ"w'.

Matrica @ opisuje lokalnu geometriju Stapa, a matrica H elasti¢na svojstva materijala, te
svojstva poprecnih presjeka D(x):

ukK 0 0
Q = [t’nb], H=|0 EI33 E123 .
0 EbLs Eln

E > 0 nazivamo Youngov modul elasti¢nosti, a 4 > 0 modul smicanja. Momenti inercije
b, I5 1 I; te torzijska krutost K definirani su formulama:

L(x) = f vidydz, Ii(x)= f Fdydz, In(x)= f yzdydz,
D(x) D(x) D(x)

K = f (Byr — 2 + @or +y) dydz,
D(x)

gdje je r jedinstveno rjeSenje Neumannove zadace: naéi r € H'(D(x)), fD(x) r = 0 tako da

((8yr — )0 + (0.1 +y)0v)dydz =0, v e H'(D(x)).
D(x)

Kako je @ ortogonalna matrica, zakon ponasanja moZemo jos zapisati i sa
W -QH'Q"q=0. (A4)

Model zakrivljenog Stapa odreden je Cetirima diferencijalnim jednadZbama prvog reda
(A.1), (A.2), (A.3)1 (A.4). Za dobro postavljenu zadacu, potrebno je joS zadati odredene
rubne uvjete (uvjete na krajevima Stapa). Dirichletov ili kinematicki uvjet zadaje pomak i
rotaciju, a Neumannov ili dinamicki uvjet kontaktnu silu i moment. Ako vrijednost rubnog
uvjeta iznosi nula, kazemo da je on homogen, a u suprotnom je nehomogen (napomenimo
da se svaki nehomogeni rubni uvjet moze homogenizirati). Istaknimo najcesce sluCajeve:
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(a) uklijesten kraj je uvrscen na progib i rotaciju: u(0) = w(0) =
(b) slobodan kraj je slobodan na progib i rotaciju: g(0) = p(0) =
(c) Sarnirani kraj je ucvrscen na progib i slobodan na rotaciju: u(0) = q(0) =0

(d) uZlijebljen kraj je slobodan na progib i u¢vrscen rotaciju: p(0) = w(0) =

A.2 Postojanje i jedinstvenost rjeSenja

Promatramo sustav elasti¢nih jednadzbi zakrivljenog Stapa (A.1) - (A.4) na segmentu
[0, ¢]. Zelimo dokazati da postoji jedinstveno rjeSenje ukoliko je na lijevom kraju zadan
(homogeni) Dirichletov rubni uvjet, a na desnom (homogeni) Neumannov rubni uvjet:

w(0) = w(0) =0, p() =q(6) =0

Neka su v, w € H'(0,£)*, v(0) = w(0) = 0 funkcije takve da vrijedi uvjet v’ +t X w = 0.
Ako pomnozimo jednadZzbu (A.1) s v, a jednadzbu (A.2) s w, zatim ih obje integriramo po
njihovoj domeni te na kraju zbrojimo dobivamo:

¢
fp’-v+f-v+q'-w+t><p-w+m-w=0.
0

Parcijalnom integracijom prvog i treceg ¢lana pod integralom imamo:

¢ ¢ ¢ ¢ ¢
—fp~v’+(p- +ff-v—f g -w+(q-w) +ft><p-'w+fm-'w:0,

0 o Jo 0 o Jo 0

¢ ¢
—fp-(v’+t><w)—fq-w’+ff-v+fm-w:O,
0 0 0 0
¢ ¢ ¢
fq-w’:f f-v+fm-'w,
0 0 0

pri cemu smo uvrstili oba rubna uvjeta te primijenili svojstva test funkcija v i w. Ako
iskoristimo jo§ zakon ponaSanja, dolazimo do sljedece varijacijske (slabe) zadace: naci
(u,w) € V:={(w,w)e H(0,6)® x H'(0,¢)* : v(0) = w(0) = 0, v’ + t X w = 0} takav da

fQHQTw 'w—ff 'v+fmw Y(v,w) € V. (A.S)
Primijetimo da je norma na prostoru V definirana formulom
I, Iy = llllg, + llwll7,

Postojanje jedinstvenog rjesenja slabe formulacije slijedi primjenom Lax-Milgramove leme.



DODATAK A. TEORIJA ELASTICNOSTI 32

Teorem A.2.1. (Lax-Milgram) Neka je (V, ||:||) Hilbertov prostor. Nekaje B:V XV — R
neprekidna i koercitivna bilinearna forma, tj. postoje konstante a, 8 > 0 takve da vrijedi:

(1) (neprekidnost) |B(u,v)| < allull|VIl, Yu,v € V,
(2) (koercitivnost) B(v,v) > B|v|[>, Vv €V,

te L : V — R neprekidan (ogranicen) linearan funkcional. Tada postoji jedinstveni u € V
takav da je B(u,v) = L(v), za svaki v € V. Dodatno, ako je bilinearna forma B simetricna,
tada je to rjesSenje ujedno i minimizator funkcionala J : V. — R, J(v) = %B(v, v) — L(v).

Teorem A.2.2. Neka su f,m € L*0,¢;R?) i H uniformno pozitivno definitna. Tada
varijacijska zadaca (A.5) ima jedinstveno rjesenje.

Dokaz. Pokazimo prvo da je V Hilbertov prostor. Dovoljno je dokazati da je V zatvoreni
potprostor Hilbertovog prostora H' x H' (produktni prostor Hilbertovih prostora je i sam
Hilbertov). Neka je (u,, w,), C V niz koji jako konvergira prema (u,w) € H' x H'. Tada
posebno v, — v i w, — w u H'-normi pa zbog v,(0) = w,(0) = 0,n € N slijedi v(0) =
w(0) = 0. Kakoje v, +txXw, =0,n € Nte fj(v,’ﬁtan)-cp — foe('u’+t><w)-<p, VpeV,
primjenom osnovne leme varijacijskog raCuna dobivamo v’ +t Xw = 0. Dakle, (u,w) € V.
Definiramo sada (simetri¢nu) bilinearnu formu B i linearni funkcional L na prostoru V:

¢ ¢

B((u,w), (v, w)) = f QHQ'W -w', Lw,w)= f fro+m-w.

0 0
PokaZimo da je bilinearna forma B koercitivna i neprekidna.
I, Iy < CillwlI7, + Callw'l7, < Crlllw + & X wllg, + 11t X wll,)* + Callw’II7,
< Cillwliy, + Gllw'll7, < C1(1 + Cy)llw'II7, < ClIQW'|I7

c [ C

H T, . T, 7 —
/lmin ‘[Ov Q “ Q “ A

gdje smo primijenili redom Poincaréovu nejednakost i nejednakost trokuta, invarijantnost
norme na ortogonalne matrice te ¢injenicu da je H uniformno pozitivno definitna.

1B((u, w), (v, w))| < HQ"W'||2IQ"w'll> < | HIl-lIQ & | 21Q7 w2
< Hlsllewllz2llwllz2 < HH lsollwllglwllm < HH [l ll(w, w)llvll(v, w)lly

<

I1B((u, w), (v, w))l

min

Za kraj pokazimo joS neprekidnost linearnog funkcionala L.

[rde] e

< fllzllvllg + llmellellwlim < ALflle + llmllz) 1o, w)lly.

IL(v, w)| < < Ifllzllvllzz + llmllzllwll
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Sazetak

U ovom radu prezentiramo optimizaciju forme elasticnog zakrivljenog Stapa. Najprije
uvodimo jednodimenzionalni Antman-Cosseratov model, definiran za neproduljive i ne-
smicljive Stapove, koji je zadan sustavom diferencijalnih jednadzbi. Zakrivljeni Stap je
zatim aproksimiran kona¢nom unijom ravnih Stapi¢a. Uz odredene rubne uvjete, izvodimo
slabu (varijacijsku) formulaciju naSeg problema (prvo za pojedini ravni Stapi¢, a onda i za
cijeli zakrivljeni Stap). Glavni zadatak je pronaci optimalnu debljinu Stapa, za koju je Stap
najkruci, kada na njega djeluje vanjska sila. Iz mjeSovite formulacije, definiramo minimi-
zacijsku zadacu koristeci podatljivost kao funkciju cilja. Takoder pokazujemo da postoji
rjeSenje zadanog problema. Za racunanje optimalne debljine prezentiramo iterativni algo-
ritam. Na kraju, definiramo metodu konac¢nih elemenata za zakrivljeni Stap, koju koristimo
za numericko odredivanje rjeSenja.



Summary

In this paper we present the optimization of the form of an elastic curved rod. First, we
introduce a one-dimensional Antman-Cosserat model, defined for inextensible and unshe-
arable rods, which is given by a system of differential equations. The curved rod is then
approximated by a finite union of straight rods. Using certain boundary conditions, we
derive a weak (variational) formulation of our problem (firstly for a single straight rod, and
then for the entire curved rod). The main goal is to find the thickness of rod for which the
rod is the most stiff, when an external force acts on it. From the mixed formulation, we
prescribe minimization problem using compliance as a cost function. We also show that
there is a solution to the given problem. For calculating the optimal thickness, we present
an iterative algorithm. Finally, we define the finite element method for a curved rod, which
we use to numerically calculate the solution.



Zivotopis

Roden sam 17. studenoga 1998. godine u Zagrebu. Nakon zavrSene Osnovne Skole
Josipa Racica, obrazovanje nastavljam u zagrebackoj V. gimnaziji, gdje maturiram 2017.
godine s odli¢nim uspjehom. Zbog sklonosti prema matematici, iste godine upisujem pred-
diplomski studij matematike (inZenjerski smjer) na Prirodoslovno-matematickom fakultetu
u Zagrebu, koji zavrSavam u rujnu 2020. godine i stjeCem akademski naziv sveuciliSnog
prvostupnika. Nakon toga, zapoCinjem diplomski studij Primijenjene matematike na istom
fakultetu. Zanima me fizikalna primjena matematike poput teorije elasticnosti i mehanike
fluida, te podrucje raCunalnog vida i obrade podataka. Nakon zavrSetka fakulteta planiram
se zaposliti u struci.
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