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Uvod

U odnosu na ro¢nu strukturu kamatnih stopa, teorija nepostojanja arbitraze ima dvije na-
mjene. Prva je odredivanje cijene svih obveznica bez kupona razli¢itih dospijeca preko
konacnog broja osnovnih ekonomskih varijabli, tzv. varijabli stanja. Druga je odredivanje
cijene svih slucajnih zahtjeva osjetljivih na kamatnu stopu uzimajuci cijene obveznica bez
kupona kao zadane. Ovaj rad predstavlja opcu teoriju i objedinjujuci okvir za razumijeva-
nje teorije arbitraznog odredivanja cijena za sve postojece modele arbitraznog odredivanja
cijena koji su specijalni slu¢ajevi ovog modela. U ovom modelu, mi nameéemo egzogenu
stohasticku strukturu na forward kamatne stope, a ne na cijene obveznica bez kupona kao
Sto je napravljeno u Hoovom i Leejevom modelu. Ova promjena perspektive olakSava ma-
tematiCku analizu i takoder bi trebala olakSati empirijsku analizu modela. Doista, buduéi
da je cijena obveznice bez kupona fiksni iznos pri dospijecu, njihove se volatilnosti mo-
raju mijenjati tijekom vremena. Nasuprot tome, konstantna volatilnost forward kamatne
stope je konzistentna s fiksnom vrijednoséu obveznice bez kupona pri dospijeu. Model
u ovom radu uzima kao zadanu pocetnu krivulju forward kamatne stope. Zatim specifi-
ciramo op¢i stohasti¢ki proces u neprekidnom vremenu i pratimo njegovo kretanje. Kako
bismo osigurali da model ne dopusta arbitrazu, koristimo karakterizaciju uvjeta za proces
forward kamatne stope da postoji jedinstvena ekvivalentna martingalna mjera. Pod ovim
uvjetima, trziste je potpuno. Rad je podijeljen u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju formu-
liramo temeljne postavke HIM pristupa te iznosimo formulu za kretanje cijene obveznice.
U drugom poglavlju traZimo uvjet koji osigurava nepostojanje mogucnosti arbitraze za sve
obveznice razlicitih dospije¢a. U treCem poglavlju razmatramo Gaussovski HIM model,
model u kojem pretpostavljamo da je volatilnost o forward kamatne stope deterministicka.
Pokazat ¢emo kako trZiSne cijene rizika u potpunosti ispadaju iz arbitraZnih vrijednosti
izvedenica osjetljivih na kamatnu stopu. U Cetvrtom poglavlju ispitujemo opcije na obvez-
nice bez kupona te iznosimo eksplicitnu formulu za arbitraznu cijenu call opcije na dionicu.



Poglavlje 1
Postavke HJM modela

Promatramo vremenski neprekidni model kamatnih stopa s intervalom trgovanja [0, 7]
za T > 0 na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P), Cija je nezavisna varijabla cijela kri-
vulja forward kamatne stope. Uz vjerojatnosni prostor (€, F,P), dan nam je i neopa-
dajuci niz o-algebri sadrzanih u #: F, C ¥, za svaki n < m. Takvu familiju o-algebri
F ={F, : t € [0, 7]} zovemo filtracija.

Definicija 1.1. Neka je (Q, T, P) vjerojatnosni prostor, te (S, S) izmjeriv prostor. Za svaki
t > 0 neka je X, : Q — S funkcija izmjeriva u paru o-algebri (¥,S). Familija X =
(X; : t > 0) zove se slucajni proces s neprekidnim vremenom i skupom stanja S .

Definicija 1.2. Slucajni zahtjev je slucajna varijabla C na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P) takva da je

0<C<oo P-gs.

Definicija 1.3. Slucajni proces X = (X, :t € [0,7]) je adaptiran u odnosu na filtraciju
F = (F,:t €[0,7]) ako je za svaki t € [0, 1], slucajna varijabla X, izmjeriva u odnosu na
o-algebru F,.
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Definicija 1.4. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B, : t > 0) je
Brownovo gibanje ako vrijedi:

(i) Putovit — B, (w) su neprekidne funkcije sa R, uR (za g.s. w € Q).
(ii) By = 0.
(iii) Za sve m e NiQ =1ty < t) < ... <1, suprirasti
B, =B, -B,,B,-B,,...B, — B, ,
nezavisni.
(iv) Za sve O < s < t je prirast B, — B; normalno distribuiran s ocekivanjem nula i

varijancomt — s.

Definicija 1.5. Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (B, : t > 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F = (¥;,t > 0)
o-algebri koja zadovoljava

(i) Za sve 0 < s < t, ¥y C F,;, odnosno informacija kasnije ne moZe biti manja od
informacije ranije.
(ii) (Adaptiranost) Za svaki t > 0, B, je F,-izmjeriva slucajna varijabla.

(iii) (Nezavisnost buducih prirasta) Za sve 0 < s < t, prirast B, — B nezavisan je od F.

Neka je za fiksirano pozitivno vrijeme 7 > 0 B = (B, : t € [0, 7]) Brownovo gibanje
zajedno s Brownovskom filtracijom F = (¥, : ¢t € [0,7]) te neka je H = (H, :t € [0,7])
adaptiran slucajni proces s obzirom na F.

Definicija 1.6. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0, T]) zove se jednostavan proces
ako je

n—1
Hi= ¢il[,,,)®, (1.1)
=0

za neku particiju I1 = {0 = to < t; < ... < t, = 7} intervala [0, 7] i omedene slucajne
varijable ¢;, j = 0,1,....,n = 1, takve da je ¢; F,-izmjeriva. S &, oznacimo familiju svih
adaptiranih jednostavnih sluc¢ajnih procesa na [0, T].

Definicija 1.7. Za slucajni proces H € &, definiran s (1.1) definiramo slucajni proces
I=U :te[0,7])s

I, = Z b; (Btj+1/\t - Bt_,/\t) . (1.2)
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Proces I zovemo Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje
B i oznaavamo ga s

I = f H,dB, = (H - B),. (1.3)
0

Sada je cilj prosiriti definiciju Itovog integrala tako da definicija bude konzistentna. Za
prostor op¢ih integranada uzimamo familiju F-adaptiranih slu¢ajnih procesa
H = (H, : t € [0, 7]) koji zadovoljavaju sljedeci tehnicki uvjet:

Ef Hdt < oo, (1.4)
0

Ovu familiju procesa oznacavamo s Li ” .Ei , J& vektorski prostor sa skalarnim produktom
T
2
(H,K)p2 = E[\fo H,thtl, H Ke L,
Iduéa lema govori nam kako proces H € LZ , moZemo aproksimirati nizom jednostavnih

procesa H™ € &, i navodimo ju bez dokaza.

Lema 1.8. Za slucajni proces H € Lﬁ , Postoji niz (H("))HGN C &, jednostavnih procesa
takav da je

lim ||[H™ - H|?,
=00 L

ad

= limE f \H"™ — H,[dr = 0, (1.5)
n—0oo O

() L2,
odnosno H —H, n — oo.

Definicija 1.9. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = (¥, : t > 0) pri-

druZena filtracija. Itov proces je slucajni proces X = (X, : t > 0) oblika

t !
X, =Xo+ f HdB; + f Vids, (1.6)
0 0

gdjeje Xo e R,aH = (H,:t>0)iV = (V,:t>0) su adaptirani proces td. H € de i
' |Vilds < o0 g.s5. za sve t > 0.
0 8

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza. Za skicu dokaza pogledati [5, Teorem 2.21].
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Teorem 1.10. (It6va formula za Itov proces)
Neka je X = (X, : t > 0) Itov proces dan formulom (1.6) i neka je f (t, x) funkcija s nepre-
kidnim parcijalnim derivacijama f; (t, x), f (¢, x) i fox (¢, x). Tada za svaki T > 0,

f@X:) = f(0,Xo) + f Je @, X,)dt + f fo (8, X)) dX,
0 0
1 T
+ Ef Jox (8, X) d(X),
0
= f(0,Xp) + f fi @, X)) dt + f f (6, X)) HdB,
0 0
T 1 T
- f fe(t, X) Vidt + 3 f fu (8, X)) HEdt
0 0
Napomena 1.11. It6va formula jednostavnije se pamti u diferencijalnom obliku:
1
df (t,X,) = f, (6, X)) dt + f. (1, X,) dX, + Efxx (1, X)) dX, - dX, (1.7)

Pristup Heatha, Jarrowa i Mortona modeliranju ro¢ne strukture temelji se na egzogenoj
specifikaciji promjene trenutnih neprekidnih forward kamatnih stopa f (¢, 7). Za svako
fiksno dospijece T' < 7, promjena forward kamatne stope f (¢, T) dana je izrazom

df ,T)=a@t,T)dt+ 0@, T)dW, (1.8)

gdje su a i o adaptirani stohasticki procesi s vrijednostima u R i R? redom, a W je d-
dimenzionalno standardno Brownovo gibanje s obzirom na temeljnu vjerojatnosnu mjeru
P. Filtracija F = F" je po pretpostavci neprekidna zdesna i potpuna verzija prirodne filtra-
cijeod W.

Za svako fiksirano dospijece T, pocetno stanje f (0, 7T) odredeno je pomocu trenutne vri-
jednosti neprekidne forward kamatne stope za buduci trenutak 7 koji prevladava u trenutku
0.

Cijena obveznice bez kupona koja dospijeva u trenutku 7 < 7, B(t, T), moZe se izraCunati
koriStenjem formule

T
B, T)=exp (—f @t uw a’u), Vte[0,T], (1.9)

pod uvjetom da integral s desne strane izraza (1.9) postoji P-g.s.
Pretpostavljamo da se trguje u neprekidnom vremenu u intervalu [0, 7] za neko fiksirano
vrijeme 7. U poziciji smo formulirati temeljne postavke HIM pristupa.
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(HJM.1) Za svaki fiksirani 7 < 7, promjena trenutacne forward kamatne stope f (¢,T)
dana je izrazom

f(t,T):f(O,T)+fa/(u,T)du+fO'(M,T)qu, Ve (0,T], (1.10)
0 0

za Borel-izmjerivu funkciju £ (0,-) : [0,7] — Rifunkcijea : CXxQ — Rio : CxQ — R?
gdieje C ={(u,1)] 0<u<t<rt}

Obicno se koristi diferencijalni oblik od (1.10):

df &, T)=a@,T)dt+o (t,T)dW,
(HJM.2) Za svako dospijeée T, a (-,T) i o (-, T) su adaptirani procesi takvi da vrijedi

T T
f o (u, T) |du + f lo (u, T) Pdu < co, P-gs.
0 0

Koeficijente @ i oo moZemo predstaviti kao funkcije forward kamatne stope, tako da
awT)=aWT,f@T), ocwTl)=0cwT,f(tT))

Uvest ¢emo 1 pojam Stednog racuna B, t € [0, 7].

Za ovu svrhu, pretpostavimo da postoji izmjeriva verzija procesa f (t,1), t € [0, 7]. Tada je
prirodno zahtijevati da kratkoro¢na kamatna stopa zadovoljava r, = f (¢, ) za svaki .
Posljedi¢no, Stedni racun je jednak

B,:exp(ff(u,u)du), Yt e [0, 1].
0

Sljedeca pomocna lema bavi se promjenom procesa cijene obveznice, B(¢,T), s obzirom
na vjerojatnost P. Uoc¢imo da koeficijenti drifta i volatilnosti u promjeni procesa B(t, T) se
mogu izraziti pomocu koeficijenata a i o, promjene forward kamatne stope 1 kratkoro¢ne
kamatne stope f (¢, ).

Prije nego iskazemo i1 dokazemo lemu, navest cemo Fubinijev teorem i Fubinijev sto-
hasticki teorem koji se koriste u dokazu leme.

Teorem 1.12. (Fubini)

Neka je f : [a,b] X [c,d] — R integrabilna funkcija. Pretpostavimo da je funkcija s [c,d] u
R dana s y — f (x,y) integrabilna na [c,d] za svaki (fiksirani) x € [a, b]. Tada je funkcija
g :la,b] » Rdana s

d
g(x)zf £ () dy
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integrabilna na [a, b), i vrijedi

b b
f‘ f=fgmm:f(fﬂmwﬁm
[a,b]x[c,d] a a ¢

Analogno,ako pretpostavimo da je funkcija s [a,b] u R dana sa x — f (x,y) integrabilna
na [a, b] za svaki (fiksirani) y € [c,d], tada je funkcija h : [c,d] — R dana s

b
hw:ffmwm

integrabilna na [c,d), i vrijedi

d b
f f=fh@@=fm[ﬂmWﬂw
[a,b]x[c.d] c c a

Definicija 1.13. Neka je H Hilbertov prostor. Prostor L) (H) zovemo prostorom Hilbert-
Schmidtovih operatora s H u H, odnosno prostor omedenih linearnih operatora
®:H—> Htd. je

101y, 2= D 19711 < oo, (1.11)
jeN

gdje je &/ = © (gj), a {g;: j € N} standardna ortonormirana baza u H.

Teorem 1.14. (Fubinijev stohasticki teorem)

Neka je (E, &) izmjeriv prostor, neka je @ : (t, w, x) = @, (w, x) izmjerivo preslikavanje sa
(R+ XQxE,PE 8) u (Lg (H),8B (Lg (H))) i neka je u konacna pozitivna mjera na E.
Pretpostavimo da

T
[ [ 100y < 0 pgs
E JO

Tada postoji Fr Q) & izmjeriva verzija & (w, x) stohastickog integrala fOT O, (x) dW, koja je
u-integrabilna P-g.s. takva da

T
ff(x),u(dx):f (f(l),(x),u(dx))dW,, P-g.s.
E o \Je

Lema 1.15. Promjena cijene obveznice B (t,T) odredena je izrazom

dB(t,T)=B(t,T)(a(t,T)dt+b(t,T)dW,), (1.12)
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gdje su a i b zadani sljedecim formulama
1 .
at,T)y=ftt)—a (t,T)+ Elo’s &, b, T)=-0"(T), (1.13)
pri cemu je
T T
at,T)= f a(t,u)du, o @T)= f o (t,u) du. (1.14)
t t

Dokaz. Oznacimo I, = In B (¢, T). Prema formulama (1.9) i (1.10) imamo

T T t T t
I, =- f fO,u)du - f f a (v,u)dvdu — f f o (v, u)dW,du.
t t 0 t 0

Primjenom Fubinijevog standardnog i Fubinijevog stohastickog teorema, dobivamo da
vrijedi sljedece:

T ! T t T
I = _f f(O,u)du—ff a(v,u)dudv—ff o (v, u) dudW,
t 0 t 0 t
ili ekvivalentno
T i T ! T
I = _f f(o,u)du—ff a (v, u)dudv—ff o (v,u) dudW,
;0 t ° t ! 4 Ot '
+ f F(0,u) du+f f a (v, u)dudv+f f o (v, u) dudW,
0 0 Jv 0 Jv

Posljedi¢no,

t t T t T
I, =1+ f r,du — f f a (u,v)dvdu — f f o (u,v)dvdw,,
0 0 u 0 u

gdje smo koristili

r. = f(u,u) :f(O,u)+fua(v,u)dv+fu0'(v,u)de. (1.15)
0 0

KoriStenjem jednadzbi (1.14), dobivamo

! ! !
I, =1+ f r.du — f a (u,T)du — f o (u, T)dw,. (1.16)
0 0

0

Kako bismo provjerili da (1.12) vrijedi, dovoljno je primijeniti [tdvu formulu. O



Poglavlje 2

Odsustvo arbitraze

Definicija 2.1. Portfelj ili strategija je F-adaptirani sluc¢ajni proces ¢ = ((gb?, ¢t1) 1€ [0, T]),
gdje je ¢° koli¢ina novca (ili obveznica) u trenutku t, a ¢! je koli¢ina dionica u trenutku t.

Definicija 2.2. Vrijednost portfelja u trenutku t dana je s
Vz¢ = ?R, + ¢zlSt’

gdje je R, = eV, U, = fot rds, a S = (S, :t€[0,7]) je F-adaptirani slucajni proces koji
predstavlja vrijednost dionice u trenutku t.

Napomena 2.3. (i) S V¢ oznacavamo proces diskontiranih vrijednosti portfelja ¢, odnosno
V¢ =D,V
gdje je D, = e~ fyrods slucajni proces koji nazivamo proces diskontiranja.

(ii) Diskontiranu vrijednost dionice oznacavat éemo s S = (5 .t € |0, T]), gdje je

Definicija 2.4. KaZemo da je portfelj ¢ = (( 0, gb,l) ;1 €0, T]) samofinancirajuci ako je
f |0 |dt + f ¢/ [*dt < 0o P-g.s. (2.1)
0 0
teza svet € [0, 1]
t !
Vi=V0+ f ¢2dR; + f ¢'dS, P-g.s.
0 0
Navest ¢emo i jednu karakterizaciju samofinancirajuceg portfelja.

9
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Propozicija 2.5. Neka je ¢ adaptirani slucajni proces za koji vrijedi (2.1).
Tada je ¢ samofinancirajuci portfelj ako i samo ako je za svaki t € [0, 1]

de = ¢!dS, P-gs.

Dokaz. Podsjetimo se prvo stohasticke diferencijalne jednadZbe za §,. Koristenjem
[tove formule za produkt dobijemo

dS,=d(D,S,)) = dD,dS, + D,dS, + dD,dS,
= —I’,D,S [dt + DtdS[.

Odredimo sada stohasticku diferencijalnu jednadzbu za Vo = (Vf’ 1€ [0, T]),

dV! = d(D,V!) = dD,V! + DAV +dD; - V!
D, (R, + ¢1S.) dt + DV +0
—r,¢%dt + ¢'dS, — D¢ dS, + D,dV’

= ¢tld§l + D, (thqj - ‘P?th - ¢t]dst) s

gdje smo u tre¢em redu koristili da je DR, = 1. Slijedi
dv? = ¢!dS, = dV? = ¢°dR, + ¢'dS,.
O

Zelimo odrediti samofinancirajucu strategiju ¢ takvu da V¢ = C i Vfb >0 P-gs. Ako
takav portfelj postoji, kazemo da je slucajni zahtjev C dostiZan.

Definicija 2.6. Model triista bez arbitraZe je potpun ako je svaki slucajni zahtjev dostiZan.

Definicija 2.7. Vjerojatnosna mjera P* na (Q, 7) je ekvivalentna martingalna mjera za P
ako jeP* ~Py i § = (S, :te |0, T])je P*-martingal.

Teorem 2.8. (2. fundamentalni teorem odredivanja cijena). Pretpostavimo da trZiste ne
dopusta arbitraZu. Tada je triste potpuno ako i samo ako postoji jedinstvena martingalna
mjera za P.

U sadaSnjem okruZenju, beskonacno mnogo obveznica s razli¢itim rokovima dospijeca
dostupno je za trgovanje. Pretpostavit cemo, medutim, da svaki odredeni portfelj ukljucuje
ulaganja u proizvoljan, ali kona€an, broj obveznica.

Za svaku kolekciju dospije¢a 0 < T} < T, < ... < Ty = 1, s 7 oznatavamo vektor
(T1, ... Ty).
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Zgodno je prosiriti k-dimenzionalni proces B(-,7) = (B(-,Ty), ..., B(-, T;)) na vremenski
interval [0, 7] postavljanjem B (¢, T) = 0 za svaki t € (T, 7] i svako dospijee 0 < T < 7.
Pod strategijom trgovanja obveznicama podrazumijevamo par (¢, 7 ), gdje je ¢ predvidiv
k-dimenzionalni stohasticki proces za kojeg vrijedi ¢! = 0 za svaki t € (T;,7] i svaki
i=1,..,k

Za strategiju trgovanja obveznicama kazemo da je samofinancirajuca ako vrijednost port-
felja V (¢), koja je jednaka

k
V(@)= B, T)= ) $BLT)
i=1

zadovoljava

¢ k ¢
V,(9) = Vo(¢) + fo $udB,T) = Vo (@) + Y fo $,dBw,T)),
i=1

zasvakit € [0, T].
Definicija 2.9. Samofinancirajuci portfelj ¢ je arbitraza ako je
Vg =0, Vt¢ > 0,P-g.5. zasvet € [0, 7] iP(Tf > O) > 0.

Iduéu propoziciju iskazujemo i dokazujemo te je ona ujedno i dokaz jedne implikacije
teorema kojeg navodimo bez dokaza nakon nje.

Propozicija 2.10. Ako na (Q, F,) postoji ekvivalentna martingalna mjera P*, tada triste
ne dopusta arbitraZu.

Dokaz. Neka je ¢ samofinancirajuci portfelj takav da je Vf’ >0 P-gs.zasver e [0,7]1
P (Vf > 0) > (. Kako je P* ekvivalentna s P, slijedi da je za sve ¢ € [0, 7],

P (V2 0)=1iP (V¢ >0)>0. (2.2)
Po propoziciji 2.5 slijedi da je \7,'” Itdv integral u odnosu na S,
dv? = ¢lds,.
Kako je § P*-martingal, slijedi dajei V¢ P*-martingal. Stoga je
Vg =7y =E|V|>0

pa ¢ nije arbitraza. Time smo pokazali da trziSte ne dopusSta arbitraze. m|
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Teorem 2.11. (1. fundamentalni teorem odredivanja cijene imovine). Triste ne dopusta
arbitraZu ako i samo ako postoji ekvivalentna martingalna mjera.

Iskazat ¢emo joS i1 Girsanovljev teorem jer ¢e nam biti potreban za narednu diskusiju.

Teorem 2.12. (Girsanovljev teorem). Neka je B = (B, : 0 <t < 1) Brownovo gibanje na
vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P), te neka je F = (F, : 0 < t < 1) filtracija za to Brownovo
gibanje. Za adaptirani slucajni proces ® = (0, : 0 < t < 1) takav da je

EU 02 ds
0
! 1 !
Z =expi— | ©,dB,—= | ®*du}, Z=2,
2 u
0 0

!
Bf:B,+f®udu.
0

< 00,

definiramo

Ako vrijedi

E f O, Zxdu < o,
0

tada je slucajni proces B* = (B; : 0 < t < 1) Brownovo gibanje obzirom na vjerojatnost P*

definiranu formulom

P*(A):fZ(w)dP(w):E[lAZ], AefF,
A

gdje je Z nenegativna slucajna varijabla takva da je EZ = 1.

Kako bismo osigurali da je model trziSta obveznicama bez arbitraZze, moramo ispitati
postojanje martingalne mjere.
Pretpostavimo, jednostavnosti radi, da je koeficijent o u (1.10) ograni¢en. Trazimo uvjet
koji osigurava nepostojanje moguénosti arbitraze za sve obveznice razlicitih dospijeca.
Uvedimo pomo¢ni proces Fp definiran formulom:

B, T)
Fept, T,7T) = ——, Vre[0,T].
B ( 7) B(t.7) €[0,T]
KoriStenjem izraza (1.12) dobivamo sljedece:
dFgt,T,7)=Fgt,T,7) (@, T)dt+ (b, T) - b(t,7))dW)), (2.3)

gdje je za svaki t € [0, T]
at,Ty=a@t,T)—at,T)-b(t,1)- (b, T)-b(t,1)).
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Definicija 2.13. Funkcija T : Q — Ny U {oo} zove se vrijeme zaustavljanja s obzirom na
filtraciju F ako vrijedi {T < n} € F, za sven > 0.

Za slucajni proces X = (X,,),=0 moZemo definirati i proces zaustavljen u viemenu T,

XT = (XT)n>O kao

n

T
X, = Xounr = Xolpery + Xrlpory-

n

Definicija 2.14. Za slucajni proces kaZemo da je cadlag ako g.s. ima puteve koji su nepre-
kidni zdesna i imaju limese slijeva.

Definicija 2.15. Funkcija f : [0,t] — R koja je neprekidna zdesna je funkcija ogranicene
varijacije ako je

k
Vi =sup ) 1f (1;) = f (1)1 < o,
J=1

gdje se supremum uzima po svim k € N i svim particijama
O=t<H<..2H4 15 =

segmenta [0, t]. Ako je gornji supremum beskonacan, kaZemo da je f funkcija neogranicene
varijacije.

Definicija 2.16. Neka je A = (A;)o cadlag proces. KaZemo da je A proces konacne
varijacije ako su putevi od A g.s. ogranicene varijacije na svakom kompaktnom podskupu
odR,.

Definicija 2.17. Adaptirani, cadlag proces X je lokalni martingal ako postoji niz vremena
zaustavljanja (T,), ., koji zadovoljava sljedeéa svojstva:

(i) (T,),-g.s. raste, tj. P(T, < Tpy1) = 1 za svakin > 0,
(ii) im T, = oo g.s.,
(iii) zaustavljeni proces X" = (Xiu1,) 5 je martingal (s obzirom na filtraciju (Fiar,) o)

za svakin > 0.

Definicija 2.18. Neka je (X,),so slucajni proces adaptiran s obzirom na filtraciju (%;)o.
(X))o je semimartingal ako ga moZemo rastaviti kao

X, =M, + A, za svaki t > 0,

gdje je (M,)s( lokalni martingal, a (A,) je proces konacne varijacije.
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Definicija 2.19. Difuzijski proces rjesSenje je stohasticke diferencijalne jednadZbe vodene
Brownovim gibanjem. To je neprekidni Markovljev proces s g.s. neprekidnim putovima.

Razmotrimo realni semimartingal U, definiran na (Q, ¥, P), s Uy = Uy_ = 0.
Oznacavamo s & (U) Doléans-Dade eksponencijal od U; odnosno jedinstveno rjesSenje sto-
hasti¢ke diferencijalne jednadZbe

d& (U) =&, (U) dU,, (2.4)

s & (U) = 1. Definirajmo kvadratnu varijaciju od U postavljanjem
!
[U], = U? - 2f U, dU,,Nte]0,1].
0

Rjesenje jednadzbe (2.4) dano je pomocu

& (U) = exp(U, - % [U];‘) 1_,[ (1 + AU) exp (-AU),

gdje je A,U = U, — U,_ 1 [U]" je po dijelovima neprekidni dio od [U].
Pretpostavimo da

AU > -11Ep (E,(U)) = 1.

Tada je & (U) strogo pozitivan, uniformno integrabilan martingal s obzirom na P.
Znamo da svaka vjerojatnosna mjera [P ekvivalentna vjerojatnosnoj mjeri P na (Q, 7,) za-

dovoljava
dP ' g 1 (7
— =& f h,dW,| = exp f hy - dW, — = f \h*du), P-g.s. (2.5)

za neki predvidivi d-dimenzionalni slucajni proces h = (h, : t € (0, 7)). Za viSe detalja vidi
[1,88.2].

Fiksiraymo dospijece T. Lako vidimo iz Girsanovljevog teorema i (2.3) da je Fp(¢,T,7)
martingal s obzirom na mjeru P, pod uvjetom da za svaki ¢ € [0, T'] vrijedi

at,T)—at,t)=b@1)—h) - b@T)-Db(t,1)). (2.6)

Kako bi se iskljucile mogucnosti arbitraze izmedu svih obveznica s razliitim rokovima
dospijeéa, dovoljno je pretpostaviti da se martingalna mjera@moie izabrati istovremeno za
sve rokove dospijeca. Sljedeca dva uvjeta su stoga dovoljni uvjeti za nepostojanje arbitraze
za sve obveznice. U nastavku ¢emo pokazati i da su ta dva dovoljna uvjeta ekvivalentna.
Kao 1 obi¢no, ograni¢avamo pozornost na klasu prihvatljivih strategija trgovanja.
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Uvjet (M.1) Postoji d-dimenzionalni adaptirani proces h = (h, : t € (0, 7)) takav da je

Ep{& ( Iz qu)} -1,

Nadalje, za svaki T < 1 zadovoljena je jednakost (2.4), Sto se primjenom (1.13) svodi na

T 1 T T
fa/(t,u)du+§|fa(t,u)du|2+h,-fG(I,u)du:O,zasvakitsTS‘r.
T T T

Parcijalnim deriviranjem po 7', dobivamo

a(t, T)+o(T)- (h, + fT o (t,u) du) =0, 2.7
T

zasvaki0 <t <T <.

Za svaki proces h koji zadovoljava uvjet (M.1), vjerojatnosna mjera P dana izrazom (2.3)
¢e se kasnije interpretirati kao forward martingalna mjera za vrijeme 7.

Navodimo i sljedeéi uvjet nepostojanja arbitraZe.

Uvjet (M.2) Postoji adaptirani d-dimenzionalni proces A = (4, : t € (0, 7]) takav da

efo [} -1

1, za svako dospijee T < 7, imamo
1
" (t,7) = 5l (1,T) -, T)-A, Yt<T.
Diferenciranje posljednje jednakosti s obzirom na 7' daje jednakost

at,T)=c@,T)(c"@t,T)-1), Vtel0,T], (2.8)

koja vrijedi zasve T < 7.
Vjerojatnosnu mjeru P* koja zadovoljava

dP* '
=&| | Adw,| P-gs.

za neki proces A koji zadovoljava uvjet (M.2) zovemo spot martingalna mjera za HIM
model 1, u ovom kontekstu, proces A povezan je s premijom za rizik.
Definirajmo P*-Brownovo gibanje W* s

t
Wt*:Wt—f/ludu, Vi e [0,T].
0
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Sljedeci rezultat iz [1, §11.2.1] bavi se dinamikom cijena obveznica i kamatnih stopa s
obzirom na spot martingalnu mjeru.

Korolar 2.20. Za svako fiksirano dospijece T < 1, dinamika cijene obveznice B(t,T) s
obzirom na martingalnu mjeru P* dana je pomocu

dB(t,T)=B(t,T)(rdt—o"(t,T)-dW;), (2.9)
a forward kamatna stopa zadovoljava
df ¢, T)=c@,T)-c"t,T)dt +o t,T)-dW;. (2.10)

Konacno, kratkorocna kamatna stopa r, = f (t,t) dana je izrazom

r,:f(O,t)+f0'(u,t)'0'*(u,t)st+fO'(u,t)dW;, (2.11)
0 0

sto slijedi kombiniranjem izraza

ru:f(u,u):f(O,u)+fu0/(v,u) dv+fu0'(v,u)-de
0 0

at,T)=c@,T)(c" (t,T)- 1), Vtel0,T]

i uz pretpostavku da je volatilnost cijene obveznice B (t, T) deterministicka dva puta nepre-
kidno diferencijabilna funkcija s obzirom na dan dospijeca T.

Iz (2.10) slijedi da ocekivanje buduce kratkorocne kamatne stope s obzirom na spot
martingalnu mjeru P* nije jednako trenutnoj vrijednosti trenutacne forward kamatne stope
f(0,T); to jest, opCenito vrijedi f(0,7T) # Ep- (r,).

Uskoro ¢emo vidjeti da je f (0, 7) jednako ocekivanju od 7, s obzirom na forward martin-
galnu mjeru za vrijeme 7.

Koristenjem (2.7), dobivamo da relativna cijena obveznice Z* (t,T) = Bt.D)

=B zadovoljava

dz*(t,T)=-2"(t,T)oc" (t,T)-dW;, (2.12)

gdje smo s B, oznadili vrijednost Stednog racuna definiranog na str.6. KoriStenjem relacije
2, T) = %”T) 1(2.12), dobivamo sljedece:

t 1 t
Z (t, T):B(O,T)exp(— f ol (u,T)dW;:—5 f lo* (u, T) |2du)
0 0
ili ekvivalentno

! 1 !
InB(,T)=InB(0,7T) + f (ru - 5'0-* (u,T) IZ) du — f o (u,T)dwW,.
0 0
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Napomena 2.21. Moguce je i¢i i obrnutim putem, odnosno, pretpostaviti apriori da je
dinamika od B (t,T) s obzirom na martingalnu mjeru P* dana pomocu

dB(t,T)=B(t,T)(rdt+b(t,T)dW;),

gdje je r = (r; : t € [0, 7)) proces kratkorocne stope, a koeficijent volatilnosti b je diferen-
cijabilan s obzirom na dospijece T.
Tada vrijedi

! 1 !
InB(,T)=InB(,T) + f (ru - Elb (u,T) |2) du + f bw,T)dw,.
0 0
Objasnit cemo vezu izmedu In B (t,T) i f (¢, T). Koristenjem (2.9) i (1.14) imamo sljedece:
dB(, T
B ((t T)) =rdt+ b, T)dW; =a(t,T)dt + b(t,T)dW;. (2.13)

Nadalje, koristenjem (1.13), (1.14) i (2.13) moZemo izvesti sljedece:

a(it,T)=r
T 1
a(t,T)zf(t,t)—f a/(t,u)du+§|b(t,T)|2.

Izjednacavanjem desnih strana jednadzbi dobijemo

T
r,:f(t,t)—f a(r,u)du+%|b(t,T)|2,

a buduci da je r, = f (t,1), zakljucujemo da vrijedi

T 1
f a(t,T) = §|b t,T) %

Deriviranjem po T, dobijemo
1 0k
t,T)= -—,
«1) =557
gdje je k(t,T) = |b(t,T)|>. Nadalje, deriviranjem druge jednadzbe iz (1.14) po T te
koristenjem druge jednadzbe iz (1.13), dobivamo da vrijedi sljedeca jednakost:

ob
ot,T)= —a—T(t, T).

Konacno, dobivamo da je dinamika forward kamatne stope s obzirom na vjerojatnosnu
mjeru P* jednaka

! T ' T
k1), f ObuT) e (2.14)
0

1
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Lema 2.22. Uz odredene tehnicke pretpostavke, uvjeti (M.1) i (M.2) su ekvivalentni.

Dokaz. Skicirat cemo dokaz. Pretpostavimo da vrijedi uvjet (M.1). Definirajmo proces A
kao

/l,:ht—b(t,r):h,+fcr(t,u)du, Yt e [0, 1],
t

i provjerimo da je za takav proces uvjet (2.6) zadovoljen. Doista, za desnu stranu izraza
(2.6), dobivamo

o, T) (", T)-A4,) = —O'(I,T)-(ht+f70'(t,u)du) =a,T),
T

gdje zadnja jednakost slijjedi iz (2.5).
Obratno, za dani proces A koji zadovoljava (2.6), definiramo proces & kao

h=4+b1), Vtel01].

Tada proces h zadovoljava izraz (2.5), budu¢i da vrijedi

O'(I,T)-(ht+fT0'(t,u)du) =ct,T)- A4, -0 ", 7)) =-a,T),
T

gdje zadnja jednakost slijedi is izraza (2.6). O

Od sada nadalje pretpostavljamo da vrijedi sljedeca pretpostavka.
(HJM.3) Uvjet nepostojanja arbitraze (M.1) (ili ekvivalentno (M.2)) je zadovoljen.

Ne pretpostavljamo da je martingalna mjera za trziSte obveznicama jedinstvena, sve dok
nam nije bitno da je model koji promatramo potpun. Podsjetimo se da ako trziSni model
ne dopusta arbitrazu, svako dostiZzno potraZivanje ionako dopusta jedinstvenu arbitraznu
cijenu (jedinstveno je odredena repliciraju¢om strategijom) bez obzira je li trziSni model
potpun ili ne.

Na primjer, u Gaussovskom HIM modelu, neki slucajni zahtjevi kao $to su opcije na obvez-
nicu ili na dionicu su dostiZni, sa replicirajuom strategijom danom izrazom u zatvorenoj
formi.

Moze se tvrditi s prakti¢nog stajaliSta, da je moguénost eksplicitne replikacije vecine
tipi¢nih slucajnih zahtjeva vaznija znacajka modela od njegova teorijske potpunosti.
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Napomena 2.23. Kao sto smo spomenuli ranije, Cini se vjerojatnim da bi o mogao ovisiti
eksplicitno o forward kamatnoj stopi. To odgovara sljedecoj dinamici forward kamatne
stope

df ¢, T)=a @, T,f(t,-)dt+0o@T,f@T))dw, (2.15)

gdje je deterministicka funkcija o : C X R — R regularna tako da stohasticka diferenci-
jalna jednadzba (2.12)(s koeficijentom drifta a danim izrazom (2.14)) dopusta jedinstveno
rjeSenje za bilo koje fiksno dospijece.

Podsjetimo se da koeficijent drifta «, s obzirom na martingalnu mjeru P*, zadovoljava
sljedece

T
at,T,ft,-)=c@T,f(tT)) f o (t,u, f(t,u))du. (2.16)

Posljedicno, s obzirom na martingalnu mjeru P, stohasticka diferencijalna jednadzba
(2.12) moZe se napisati i na sljedeci nacin:

T
df ¢, T)=0c T, f@T)) (f o(tu, f(t,u)dudt+ dW:‘). (2.17)

Pretpostavimo, na primjer, da koeficijent o zadovoljava

gdje je vy fiksirani d-dimenzionalni vektor.
Uz takvu pretpostavku, izraz (2.15) postaje

! T !
FT) = FO.T) + f WP F (@, T) f £ v)dv du + f £, T)yd W,
0 u 0

za svaki trenutak dospijeca T € [0, T].
Buduci da koeficijent drifta brzo raste kao funkcija forward kamatne stope, posljednja
stohasticka diferencijalna jednadZba ne dopusta globalno rjeSenje. Za detalje vidjeti [3].

Zanimljivo je primijetiti da pod nekim pretpostavkama regularnosti, proces kratkoro¢ne
kamatne stope odreden HIM modelom trenutacnih forward kamatnih stopa prati nepreki-
dan semimartingal ili ¢ak difuzijski proces. Sljedeca propozicija moZe se smatrati prvim
korakom u tom smjeru.

Propozicija 2.24. Pretpostavimo da koeficijenti a (¢, T) i o (¢, T) i pocetna forward krivulja
f (0, T) su diferencijabilni s obzirom na dospijece T, s ogranicenim parcijalnim derivaci-
jama ar (t,T), or (t,T) i fr(0,T). Tada kratkorocna kamatna stopa r prati neprekidni
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semimartingal s obzirom na P. Preciznije, za svaki t € [0, 7] imamo

! !
ry=ro+ f L, du + f o (u,u)dw,, (2.18)
0 0

gdje { oznacava sljedeci proces

{,:a(t,t)+fr(0,t)+faT(u,t)du+fO'T(u,t)qu.
0 0

Dokaz. Primijetimo prvo da r zadovoljava

rt:f(t,t):f(O,t)+fa/(u,t)du+f(7(u,t)qu.
0 0

Primjenom stohasti¢kog Fubinijevog teorema na Itdv intergal, dobivamo

fa(u,t)qu:fO'(u,u)qu+f(o'(u,t)—O'(u,u))qu
0 0 0

! ! !
:f(r(u,u)qu+ffO'T(u,s)ds-qu
0; 0; us
:f(f(u,u)qu+ffO'T(u,s)dWMds.
0 0o Jo

! t t U
f a(u,t)du = f a (u,u)du + f f ar (s,u)ds du
0 0 0 Jo

f©O,n= ro+flfr (0, u) du.
0

Nadalje,

1 konac¢no

Kombiniranjem ovih formula, dobivamo izraz (2.16). O



Poglavlje 3
Gaussovski HJM model

U ovom odjeljku, pretpostavljamo da je volatilnost o forward kamatne stope determi-
nistiCka; takav slucaj nazivat ¢emo Gaussovski HIM model. Ova se terminologija odnosi
na ¢injenicu da forward kamatna stopa f (¢, T') i spot kamatna stopa r, imaju normalnu raz-
diobu s obzirom na martingalnu mjeru P*. Nas cilj je pokazati da se arbitrazna cijena bilo
kojeg dostiznog zahtjeva osjetljivog na kamatnu stopu mozZe procijeniti svakim od sljedecih
postupaka:

1. Pocinjemo s proizvoljnom dinamikom forward kamatne stope tako da je uvjet (M.1)
(ili (M.2)) zadovoljen. Zatim pronalazimo martingalnu mjeru P* i primjenjujemo
formulu za vrednovanje neutralnu na rizik.

2. Pretpostavljamo da je pripadna vjerojatnosna mjera [P zapravo spot (odnosno forward)
martingalna mjera. Drugim rijeCima, pretpostavljamo da je uvjet (M.2) (odnosno
(M.1)) zadovoljen s procesom A (odnosno /) jednakim nuli.

Bududi da oba postupka daju iste rezultate vrednovanja, zaklju¢ujemo da specifikacija pre-
mije za rizik nije relevantna u kontekstu arbitraznog vrednovanja izvedenica osjetljivih
na kamatnu stopu u Gaussovskom HJM okviru. Drugacije receno, kada je koeficijent o
deterministicki, moZemo pretpostaviti, bez smanjenja opCenitosti, da je

at,T)=0c@,T)o" (t,T). (3.1)
Primjetimo da kombiniranjem zadnje jednakosti s izrazom (1.13), dobivamo da je
Q’(t, T) = f(t’t) = rt'

Da bismo iskazali rezultat koji formalno opravdava gornja razmatranja, moramo uvesti
neke dodatne oznake.

21
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Neka je funkcija @ dana izrazom (2.6) s 4 = 0, ;.
aot, T)=0@,T)- 0", T) VYtel0,T] (3.2)
tako da

T
1
a; (1,T) = f @y, T)du = 5o (0, T)
t

Konacno, ozna¢avamo s By (t, T) cijenu obveznice odredenu jednakoS¢u

T
By (t,T) = exp (— f Jo(t,u) du)

gdje je dinamika s obzirom na P trenuta¢ne forward kamatne stope f; (¢, T)

fo(t,T):f(O,T)+fao(u,T)du+f0'(u,T)qu.
0 0

Neka su

B, T By (t,T
ZH(t,T) = (B ), 7o) = O(B )
t t

b

gdje je 7 = (T}, ..., Ty) bilo koja konac¢na kolekcija datuma dospijeca.

Propozicija 3.1. Pretpostavimo da je koeficijent o deterministicki. Tada za svaki izbor
T datuma dospijeca i spot martingalne mjere P*, razdioba procesa Z* (t,7 ), t € [0,T*] s
obzirom na martingalnu mjeru P* se poklapa s razdiobom procesa Z;(t,7 ), t € [0,T*] s
obzirom na martingalnu mjeru P.

Dokaz. Tvrdnja lako slijedi iz Girsanovljevog teorema. Doista, za svaki fiksirani 0 < T <
T* dinamika od Z* (¢, T) s obzirom na spot martingalnu mjeru P* = P* je

az* (t,T)=-Z"(t,T)o" (t,T) - dW}, (3.3)

gdje je W* standardno Brownovo gibanje s obzirom na P*. S druge strane, s obzirom na
vjerojatnosnu mjeru P imamo

dZ; (1, T) = -Z: (t, T) o (t, T) dW,. (3.4)
Stovise, za svaki 0 < T < T*
Z°(0,T) = B(0,T) = e~h fO0du — B (0. T) = Z: (0,T).

Buduci da je o deterministicki, tvrdnja lako slijedi iz (3.2)-(3.3). O
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Kako bi se pokazala neovisnost arbitraznog odredivanja cijena trzZiSnih cijena rizika u
nesto opcenitijem okruZenju, prikladno je koristiti Stedni racun.
S obzirom na bilo koju martingalnu mjeru P, imamo sljedece:

T
df ¢, T)=0c@T,f@T))- (f o(t,u, f(t,u)dudt+dW;]. (3.5)

Pretpostavljamo da koeficijent o zadovoljava pretpostavke regularnosti, tako da stohasticka
diferencijalna jednadZzba (3.4) dopusta jedinstveno globalno rjeSenje. Buduci da vrijedi

T
B T) :exp(—f f(t,u)du), VYt e [0,T]

B,:exp(ff(u,u)du), Yt e [0,T7],
0

jasno je da je zajednicka vjerojatnosna distribucija procesa B (-, T) i B jedinstveno determi-
nirana s obzirom na vjerojatnosnu mjeru P*. Nadalje, iz toga slijedi da je arbitrazna cijena
IT, (X) bilo kojeg europskog sluc¢ajnog zahtjeva X koji ovisi o kratkoro¢noj kamatnoj stopi
i cijenama obveznice jednaka

1, (X) = Bz (XB;'|F),

te je oCito neovisna o trziSnim cijenama rizika. To ne znaci da su trziSne cijene rizika
potpuno zanemarene u HIM pristupu. One su joS uvijek prisutne u specifikaciji stvarnih
fluktuacija cijene obveznice. Medutim, za razliku od tradicionalnih modela kratkoro¢ne
kamatne stope, u kojima dinamika kratkoro¢ne kamatne stope i procesa obveznica nisu za-
jednicki specificirani, HIM metodologija pretpostavlja istovremeni utjecaj trziSnih cijena
rizika na promjenu kratkoro¢ne kamatne stope i na sve cijene obveznica. Posljedi¢no u
ovom slucaju, trziSne cijene rizika u potpunosti ispadaju iz arbitraznih vrijednosti izvede-
nica osjetljivih na kamatnu stopu.



Poglavlje 4

Europske spot opcije

Prvi korak prema eksplicitnom vrednovanju europskih opcija je primijetiti da sljedeca
lema daje jednostavnu formulu koja izraZava cijenu europske call opcije na imovinu Z =
(Z; : t € [0, 7]) kojom se trguje, u smislu procesa forward cijene Fz (t,T) i forward vjero-
jatnosne mjere.

Lema 4.1. Arbitrazna cijena dostiznog slucajnog zahtjeva X u vremenu T dana je formu-
lom

I, (X)=B(tT)Es, (X|F), Vtel0,T]. 4.1)
Zaista, za svaki ¢t € [0, T] imamo
I, ((Zr - K)") = B(t, ) Ep, (Fz(T,T) = K)" |7, 4.2)

bududi da ocito vrijedi da je Zy = Fz (T, T).

Da bismo ocijenili uvjetno ocekivanje na desnoj strani izraza (4.2), prvo moramo pronaci
dinamiku, s obzirom na forward vjerojatnosnu mjeru Py, forward cijene F7 (¢, T). Sljedecu
lemu navodimo bez dokaza.

Lema 4.2. Za bilo koji fiksni T > 0, proces W' dan formulom
!
Wl =w; - f bu,T)du, ¥tel0,T], (4.3)
0

Jje standardno d-dimenzionalno Brownovo gibanje s obzirom na forward vjerojatnosnu
mjeru Pr. Proces forward cijene za dan dospijeca T obveznice bez kupona koja dospi-
jeva u trenutku U zadovoljava

dFg(t,U,T) = Fp(t,U,T)(b(t,U) - b(t,T)) - dW/, (4.4)

24
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te ovisi i o vrijednosti Fg(T,U,T) = B(T,U). Forward cijena dionice S zadovoljava
Fs (T, T)=Srivrijedi

dFs (1,T) = Fs (0, - b(1,T)) - dW], (4.5)
gdje je o, trenutna volatilnost cijene dionice.

Sljedeci rezultat, koji koristi HIM okvir, pokazuje da je hipoteza o¢ekivanog prinosa do
dospijeca zadovoljena za bilo koje fiksno dospije€e T s obzirom na odgovarajucu forward
vjerojatnosnu mjeru. Ova znacajka samo je podsjetnik na klasi¢nu hipotezu da je, za svako
dospijece T, trenutna forward kamatna stopa f (0, T') nepristrana procjena, s obzirom na
stvarnu vjerojatnost P, buduce kratkorocne kamatne stope r;.

Korolar 4.3. Za svaki fiksni T € [0, 7], forward kamatna stopa f (0, T) jednaka je ocekivanoj
vrijednosti spot kamatne stope ry s obzirom na forward vjerojatnosnu mjeru Pr.

Dokaz. Primijetimo da, s obzirom na (2.9), imamo sljedece:

T T
rT:f(O,T)+f O'(I,T)-(O'*(I,T)dt+a’Wf):f(O,T)+f o (t,T)-dW/,
0 0

buducidaje o* (¢+,T) = =b (¢, T). Posljedi¢no, Ep, (rr) = (0, 7). O

Opcije na obveznice

Sada ¢emo ispitati opcije na obveznice bez kupona. Na dan dospijeca T, isplata europske
call opcije na obveznicu bez kupona koja dospijeva u trenutku U > T jednaka je

Cr=B(T,U)-K)". (4.6)

Buduéida je B(T,U) = Fp(T,U,T), isplata Cr se alternativno moZze iskazati i na sljedeci
nacin:

CT = (FB(T’UaT)_K)+ = FB(T’U’T) 1D_I{lDa
gdje je
D={(B(T,U)>K}={Fz(T,UT) > K}

skup izvrSenja opcije. Sljedeca propozicija daje izraz zatvorenog oblika za arbitraznu ci-
jenu europske opcije na obveznicu. Radi jednostavnosti izlaganja, pretpostavljamo da su
volatilnosti ograni¢ene; medutim, ova pretpostavka moZze se i oslabiti.
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Propozicija 4.4. Pretpostavimo da su volatilnosti cijena obveznica b(-,T)i b (-, U)
ogranicene deterministicke funkcije. Arbitrazna cijena u trenutku t € [0, T] europske call
opcije na obveznicu bez kupona s danom dospijeca T i cijenom izvrSenja K, koja dospijeva
u trenutku U > T, jednaka je

C,=B(t,U)N(h (B(t,U),1,T)) = KB(t,T)N (h, (B(t,U),1,T)), (4.7)
gdje je
In(2)-InB(T) = v (1. T)
hia(b,t,T) = o (4.8)
za(b, 1)) e R. x[0,T]i
T
v (t,T) = f b, U) —bu,T)*du, Vte[0,T]. (4.9)

Arbitrazna cijena odgovarajuce europske put opcije na obveznicu bez kupona jednaka je
P, =KB#,T)N(=hy(B(t,U),1,T)) - B(t, UYN (-h (B(t,U),1,T)).

Dokaz. S obzirom na opcu formulu za vrednovanje europske opcije (4.2), jasno je da mo-
ramo procijeniti uvjetna ocekivanja

C,=Bt,T)Ep, (Fp(T,U,T)1p|F) — KB(t,T)Pr (D|F,) =1, — L.

Iz Leme 4.2 znamo da je dinamika od Fp (t, U, T) s obzirom na Py dana formulom (4.4) pa
je

T 1 T
Fp(T,UT)=Fp(U, T)exp(f y(u,U,T)-dW, - Ef ly (u, U, T) Izdu),
t t
gdjejey (u, U, T) = b(u,U) — b(u,T). Ovo se moZe napisati na sljedeci nacin:
1
FB (T’ U’ T) = FB (t, U’ T) exp ({ (t’ T) - Ev%/ (L T)) 5

gdje je Fg(t,U,T) F-izmjerivai { (¢, T) = ftT vu,U,T) - quT je, s obzirom na P7 nor-
malna slu€ajna varijabla, nezavisna od ¥, s oCekivanjem 0 i varijancom Varp, ({(¢,T)) =
v, (1, T). KoriStenjem svojstva uvjetnog o¢ekivanja, dobivamo sljedece:

F 1
PHDIF) = Pr{C (1,T) < 1“(}) A
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gdje je F = Fp(t,U,T), pa imamo

Fp(t,UT) 1.2
BK )_Evu(t’T)]

ln(
IL=KB(t,T)N s

Kako bismo procijenili 1;, uvest éemo pomoénu vjerojatnosnu mjeru P ~ Py na (Q, F7)
postavljanjem

dP

T 1 T
T _ exp (f ’y(u, Ur)- dWMT — —f |’)/(l/t, UT) |2du) = 7.
dPT 0 2 0

Koristenjem Girsanovljevog teorema, jasno je da je proces W7, koji je jednak

!
WtT:WtT—fy(u,U,T)du, Yt e[0,T],
0

standardno Brownovo gibanje s obzirom na ;. Takoder treba imati na umu da forward
cijena Fg (T, U, T) dopusta sljedeci prikaz s obzirom na vjerojatnosnu mjeru Py

T B 1 T
Fy(T,UT)=Fg(t,UT) exp( f y(u,U,T)-dW" + 3 f ly (u, U, T) |2du)
t t
tako da imamo sljedece:

Fy(T,U,T) = Fy(t,UT)exp (Z t,T)+ %v%, (t, T)) , (4.10)

gdje smo oznatili £ (,T) = [ "y, U,T) - dWT. Slutajna varijabla Z (1, T), s obzirom
na vjerojatnosnu mjeru Pr, je normalna slu¢ajna varijabla s o¢ekivanjem 0 i varijancom
v, (1, T); takoder je nezavisna od #,. Nadalje, ponovnim koristenjem Leme 4.2 dobivamo

7)

T 1 T
Il = B(Z’ U)EIP‘T{IDGXP (f Y(M’ U’ T) dW; - Ef b/(u’ U’ T) |2d1/t)
t t

te
Iy = B(t,T)Ez, (777, ' 1plF7)

Zahvaljuju¢i Bayesovom pravilu, nalazimo da I; = B(¢,U) Pr{D|F,). Uzimajuci u obzir
(4.10), zaklju¢ujemo da

Py (DIF) = Pr (Z (t,T)<In (W) + %v%] (t, T)) ,
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te

In (£2420) 4 12 (1,T)

Vu (t, T)

Il = B(t, U)N

Ovime je dovrsen dokaz formule za vrednovanje (4.7). Formula koja daje cijenu put opcije
moze se uspostaviti na isti nacin. Alternativno, da bi se pronasla cijena europske put opcije
na obveznicu bez kupona, moZe se kombinirati formula (4.7) s jednakoScu koja se naziva
call-put paritet:

C,—-P,=72-B(t,T)K Vtel[0,T]. (4.11)
O
Formulu (4.7) mozemo izraziti i na sljedeéi nacin:
C, = B(t,T)(F.N(di (F.t,T)) - KN (d (F,,1.T))). (4.12)
gdje piSemo skraceno F, kao oznaku za forward cijenu Fp (t,U,T) 1
F 2

B (R0 T) = 2 (Ev)ui(:‘}gt’ D (4.13)

za (F,t) e R, X [0,T] gdje je vy (¢, T) dan s (4.9). Treba imati na umu da imamo sljedece

dPr  dPr dPr fT 1 fT s
= = b . d - = b d .

Stoga je ocito da je pomoéna vjerojatnosna mjera P, ustvari restrikcija forward vierojat-
nosne mijere Py na Fr. Buduéi da skup D pripada F7, imamo P; (D|F;) = Py (D|F).
Formula (4.7) stoga dopusta sljedei alternativni prikaz

C,=B(t,U)Py (D|F;) — KB(t,T)Pr (D|F,). (4.14)

Opcije na dionice

Isplata po isteku call opcije na dionicu S = (S, : ¢ € [0,7]) jednaka je Cr = (St — K)*,
gdje je T vrijeme dospijeca opcije, a K cijena izvrSenja. Sljedeci rezultat, koji je izravna
generalizacija Black-Scholesove formule, daje eksplicitnu formulu za arbitraznu cijenu

call opcije na dionicu. Pretpostavljamo da je dinamika od S s obzirom na martingalnu
mjeru P* jednaka

dS,:St(l’,dl+O','dWl*),

gdje je o : [0, 7] — R deterministicka funkcija.
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Propozicija 4.5. Pretpostavimo da su volatilnost cijene obveznice b (-, T) i volatilnost ci-
Jjene dionice o ogranicene deterministicke funkcije. Tada je arbitrazna cijena europske call
opcije na dionicu S, s danom dospijeca T i cijenom izvrSenja K jednaka

C,=S,N(h(S,t,T)— KB, T)N (h, (S,,1,T)), (4.15)
gdje je
In($)-InB(T)+ 1t T)
hiy(s,1,T) = 6T (4.16)
za (s,) e R, x[0,T]1i
T
V(@ T) = f lo, = b, T)Pdu Vte[0,T]. 4.17)

Primjer 4.6. Ispitajmo poseban slucaj formule za odredivanje cijene utvrdene u prethod-
noj propoziciji. Neka je W* = (Wl*, Wz*) dvodimenzionalno standardno Brownovo gibanje
na vjerojatnosnom prostoru (, F,P*). Pretpostavljamo da cijena obveznice B(t,T), s ob-
zirom na vjerojatnosnu mjeru P*, zadovoljava sljedecu relaciju:

dB(1,T) = B(t,T)(rdt + b (t,T) (p, V1 - p2) - dW;),

gdjeje b (-,T) : [0,T] — R realna, ograni¢ena, deterministicka funkcija, a dinamika cijene
dionice S dana je s

dS,=S,(rdt+ (6 (1),0) - dW))

za neku funkciju & : [0,7) — R. Uvedimo realne stohasticke procese W' i W? postavlje-
njem W' = W' i W? = pW!'* + \[1 — p2W?*. Nije tesko provjeriti da su W' i W? standardna
Jjednodimenzionalna Brownova gibanja s obzirom na martingalnu mjeru P* i da je njihov
skalarni produkt jednak (W', W?), = pt za t € [0, 7]. OCito je da vrijedi

dB(t,T) B(t,T)(rdt + b (t,T)dW}) (4.18)
i
ds, =S, (rdt+ & (1) dW,). (4.19)

Primjena Propozicije 4.5 daje sljedeci rezultat.
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Korolar 4.7. Pretpostavimo da su dinamika cijene obveznice i dinamika cijene dionice
dane formulama (4.18) i (4.19) redom. Ako su koeficijenti volatilnosti b i & deterministicke
funkcije, tada je arbitraZna cijena europske call opcije na dionicu S dana pomocu (4.15)-
(4.16), gdje je

T
V(t,T) = f (62 ) = 206 ) b (u. T) + B? (u, T)) du.

U poziciji smo formulirati rezultat koji obuhvaca oba gore proucena slucaja. Pretpos-
tavlja se da je dinamika spot cijene Z imovine kojom se trguje dana izrazom

dZ, =Z,(rdt + & -dW;).

Bitno je pretpostaviti da je volatilnost & — b (¢, T) forward cijene od Z za dan dospijeca T
deterministicka.

Propozicija 4.8. Arbitrazna cijena europske call opcije na imovinu Z, s danom dospijeca
T i cijenom izvrsenja K je dana sljedecom formulom:

C =Bt T)(F(t. T)N(d\ (F£(.T),1.T)) - KN (dy (F7 (. T),1,T))),
gdje je
In(£)+ 12 .T)
v(t,T)

671,2 (F,1,T) =

za(F,H) eR, x[0,T] i

T
V(1 T) = f &, — b, T)|Pdu Vte[0,T].

Neka P, predstavlja cijenu europske put opcije na imovinu Z u trenutku ¢t < 7, €iji je
dan dospijeca T, a cijena izvrSenja K. Tada vrijedi sljedeci rezultat.

Korolar 4.9. Vrijedi sljedeci put-call paritet:
C,—-P,=72-B(t,T)K Vte[0,T].
Dokaz. Koristimo se metodom mjerenja unaprijed. Imamo sljedece:
C,—-P,=B(t,T)Ep, (F,(T,U,T)-K|F)),
te dobivamo
C,—-P,=Bt,T)F,t,UT)-Bt,T)K=72-B(,T)K

zasvakit € [0, T]. O
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Sazetak

Ovaj rad predstavlja pregled metodologije za odredivanje cijene slucajnih zahtjeva prema
ro¢noj strukturi kamatne stope. Uzimajuci u obzir pocetnu krivulju forward kamatne stope
1 mehanizam koji opisuje kako ona fluktuira, razvijamo model arbitraznog odredivanja
cijena koji daje procjene vrijednosti slu€ajnih zahtjeva koji ne ovise eksplicitno o trziSnim
cijenama rizika. U prvom poglavlju formulirali smo temeljne postavke HIM pristupa te
smo pronasli formulu za promjenu cijene obveznice. U drugom poglavlju pronasli smo dva
dovoljna uvjeta za nepostojanje moguénosti arbitraze za sve obveznice razlicitih dospijeéa
te smo zakljucili da su ta dva uvjeta ekvivalentna. U treCem poglavlju pretpostavili smo
da je volatilnost o forward kamatne stope deterministiCka funkcija te smo pokazali kako
trziSne cijene rizika u potpunosti proizlaze iz arbitraznih vrijednosti izvedenica osjetljivih
na kamatnu stopu. U Cetvrtom poglavlju dobili smo izraz zatvorenog oblika za arbitraznu
cijenu europske opcije na obveznice uz pretpostavku da su volatilnosti ogranic¢ene. Takoder
smo iskazali eksplicitnu formulu za arbitraznu cijenu call opcije na dionicu te dokazali da
vrijedi formula za put-call paritet.



Summary

This thesis presents an overview of the methodology for pricing contingent claims on the
term structure of interest rates. Given an initial forward rate curve and a mechanism which
describes how it fluctuates, we develop an arbitrage pricing model which yields contingent
claim valuations which do not explicitly depend on the market prices for risk. In the first
chapter, we formulated the basic postulates of the HIM approach and we derived the for-
mula for the dynamics of the bond price. In the second chapter, we present two sufficient
conditions for the absence of arbitrage for all bonds of different maturities, and we con-
clude that these two conditions are equivalent. In the third chapter, we assumed that the
volatility o of the forward rate is a deterministic function and we showed that the market
prices for risk are derived from arbitrage values of interest rate-sensitive derivatives. In the
fourth chapter, we obtained a closed-form expression for the arbitrage price of a European
bond option under the assumption that volatilities are bounded. We also presented an ex-
plicit formula for the arbitrage price of a call option on a stock and proved that the formula
for the put-call parity is valid.
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