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Uvod

U ovom diplomskom radu bavit ¢emo se opisivanjem modela rizika u aktuarstvu. Kako
bi osiguravatelj mogao upravljati svojim kapitalom potrebno je znati koje su mu obveze,
tj. koliku Stetu, koja proizlazi iz polica osiguranja, mora platiti osiguranicima. Proucavat
¢emo individualni 1 kolektivni model rizika. Oba modela nastojat ¢e opisati ukupni iznos
zahtjeva S (tj. skupnu Stetu) koja proizlazi iz danog portfelja polica osiguranja u nekom
fiksnom vremenskom periodu. Diplomski rad sastojat ¢e se od 2 poglavlja.

Prvo poglavlje ée se baviti kolektivnim modelom rizika. Promatrat ¢emo portfelj po-
lica osiguranja koji ¢emo gledati kao jednu cjelinu koja stvara slu€ajni broj N zahtjeva u
odredenom vremenskom periodu. Ukupni iznos svih N zahtjeva ¢emo oznaciti sa S te ¢e
cilj biti pronaci funkciju distribucije slucajne varijable S'. Nakon uvoda o prikladnim distri-
bucijama za N te opcenito o sloZenim distribucijama promotrit éemo Panjerovu rekurziju.
To je algoritam za izraCunavanje raspodjele vjerojatnosti neke sloZene slucajne varijable.
Na kraju poglavlja ¢emo pokazati kako se funkcija distribucije od S moZe aproksimirati
pomocu prilagodbe momenata translatirane gama slucajne varijable te normalne slucajne
varijable.

U drugom poglavlju ¢emo opisati individualni model rizika. Pretpostavit ¢emo da se
portfelj sastoji od n polica, a iznos zahtjeva koji proizlazi iz police k ¢emo oznaciti sa X;.
Ukupni iznos zahtjeva S ¢e biti suma svih X;-ova. Kao i u prvom poglavlju Zelimo pronaci
funkciju distribucije ukupnog iznosa zahtjeva S. Pretpostavljajuci da su rizici X; (tj. zah-
tjevi po pojedinoj polici) u portfelju nezavisne slu€ajne varijable koristit éemo konvoluciju
kako bi izracunali distribuciju njihove sume. Kako to u praksi Cesto nije prakti¢no uvest
¢emo De Prilovu rekurzivnu formulu, a potom i pokazati jednu aproksimativnu metodu za
racunanje distribucije od S. Na kraju poglavlja ¢emo pokazati kako se ukupni zahtjevi S
mogu aproksimirati sloZenom Poissonovom distribucijom.

Oba poglavlja ¢e pomocu primjera nastojati pribliziti prethodno prikazane teoretske
rezultate.






Poglavlje 1

Kolektivni modeli rizika

Pretpostavimo da imamo portfelj polica osiguranja te da promatramo koliko zahtjeva i
u kojem iznosu e biti podneseno od strane osiguranika u nekom fiksnom vremenskom
razdoblju. Na pocetku tog razdoblja osiguravatelj ne zna koliko zahtjeva Ce biti podneseno
te u sluaju podnoSenja koliko Ce iznositi Steta. 1z tog razloga potrebno je konstruirati
model koji ¢e uzeti u obzir ta dva izvora varijabilnosti. Ime kolektivni model rizika dolazi
od toga Sto promatramo rizik (ukupnu Stetu) kao cjelinu. Preciznije, brojimo zahtjeve koji
proizlaze iz Citavog portfelja polica osiguranja, a ne iz individualnih polica.

1.1 Model

Definiramo sluc¢ajnu varijablu S kao ukupni iznos zahtjeva koji proizlaze iz danog portfelja
polica, a s N oznaCavamo slu¢ajnu varijablu koja predstavlja broj zahtjeva u nekom vre-
menskom periodu. Takoder, s X; ozna¢imo iznos i-tog zahtjeva. Tada varijablu S mozemo
zapisati kao
N
S=> X
=1

1

Uz dogovor da vrijedi da je S = 0 ako je N = 0 (ako je broj zahtjeva jednak nuli onda
je 1 iznos ukupne koli¢ine zahtjeva jednak nuli). Kroz ovo poglavlje pretpostavljamo da
su individualni iznosi zahtjeva X; nenegativne sluCajne varijable s pozitivnim ocekivanjem.
Takoder, druge dvije vaZne pretpostavke su da je {X;}°| niz nezavisnih i jednako distribu-
iranih sluCajnih varijabli te da je sluCajna varijabla N nezavisna od niza {X;}?”,. Rijecima,
ove pretpostavke kazu da iznos bilo kojeg zahtjeva ne ovisi o iznosu bilo kojeg drugog
zahtjeva te da broj zahtjeva nema utjecaja na njihov iznos.

3



4 POGLAVLIJE 1. KOLEKTIVNI MODELI RIZIKA

1.1.1 Distribucija od S

Neka G(x) = P(S < x) oznacCava distribuciju agregatnih zahtjeva S, F(x) = P(X; < x)
distribuciju pojedinih iznosa zahtjeva te neka su p, = P(N = n) takvi da je niz {p,}
funkcija vjerojatnosti za broj zahtjeva N.

Funkciju distribucije od § moZemo izvesti ako primijetimo da se dogadaj {S < x} dogodi
ako se podnese n zahtjeva te suma njihovih iznosa nije veca od x. To znaci da dogadaj
{S < x} moZemo prikazati kao uniju disjunktnih dogadaja:

(s <x}:U{S <x, N =n).

n=0

Sada funkciju G moZemo zapisati kao

G(x) = P(S < x) = ZP(S <x, N=n).
n=0
Vrijedi
P(S < x,N =n) = P(S < x|N = n)P(N = n)

te .
PS <x|N=n)=P

X;<x|=F"%)

i=1
gdje je F™(x) n-struka konvolucija distribucije F(x). Uo¢imo da je F'*(x) upravo jed-
nako F(x), dok se F*(x) definira kao 1 za sve nenegativne vrijednosti od x te 0 inace. Iz
navedenog slijedi da je, za sve x > 0,

G(x) = ) paF" (). (L1)
n=0

Problem sa formulom (1.1) je taj da konvolucija F"*(x) ne postoji u zatvorenoj formi za
mnoge distribucije pojedinih iznosa zahtjeva X; koje su od prakti¢nog interesa, kao Sto su
to npr. Paretova ili log-normalna distribucija. Takoder, ¢ak i ako postoji zatvorena forma 1
dalje ju je vrlo Cesto tesko 1 neprakti¢no raunati.

Uz pretpostavku da varijable X; poprimaju vrijednosti u skupu prirodnih brojeva te imaju

funkciju gustoce f, funkciju gustoe od § moZemo reprezentirati nizom {g,}>. , za koji
vrijedi da je gy = po te
gx=anf;* zax=1,23,... (1.2)
n=1

gdje je fI* = P(3L, X; = x). Formula (1.2) je takoder neprakti¢na za racunanje, no
uz odredene distribucije od N vrijednosti od g, se mogu izraCunati rekurzivno za x =
1,2,3,... koristeci poCetnu vrijednost go. U poglavlju 1.3 ¢emo reéi nesto vise o tome.
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1.1.2 Momenti od S

Momenti i funkcije izvodnice momenata od S se mogu izraunati koristeéi uvjetno ocekivanje.
Znamo da za bilo koje dvije slucajne varijable Y i Z, za koje postoji ocekivanje odnosno
varijanca, vrijede sljedece dvije formule:

E[Y] = E[E[Y|Z]] (1.3)

te
Var[Y] = E[Var[Y | Z]] + Var[E[Y | Z]]. (1.4)

Iz jednadZbe (1.3) odmabh slijedi da je
E[S] = E[E[S | N]].

Sa yy = E[X{‘] ozna¢imo momente od X; zak = 1,2,3,.... Tada je

E[S |N = n] = [Zx] Z]E[X]—n,ul

Konacno,

E[S]=E[E[S |N] = Z]E[S |N = n]P(N =n)

n=0
= Z nP(N = n)
n=0

= mE[N].

(1.5)

Ovaj rezultat nam govori da je oCekivanje iznosa ukupnih zahtjeva jednako umnosku
oc¢ekivanja broja zahtjeva te iznosa svakog od zahtjeva.

Sada racunamo varijancu varijable S . Koristeci ¢injenicu da su {X;}, nezavisne sluCajne
varijable slijedi,

n

Var[S [N = n] = Var [Z Xi] = > VarlX;] = n(uy - 1}).
i=1

i=1
Zbog toga vrijedi Var[S | N] = N(u, — ,uf). Koriste¢i formulu (1.4) dobivamo izraz za
varjjancu od S':
Var[S] = E[Var[S | N]] + Var[E[S | N]]
= E[N(u2 — )] + Var[Nu] (1.6)
= E[N](uy — 1) + Var[N1u3.
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Iako formula (1.6) nema logi¢nu interpretaciju kao formula ocekivanja (1.5) iz nje se sve-
jedno moze vidjeti da ona ovisi i o distribuciji od N, ali i o distribuciji od X;.
Na isti na¢in moZemo dobiti i funkciju izvodnicu momenata od S :

Ms(r) = E|e®| =E|E[e“ |N]].
KoristeCi ¢injenicu da je niz sluCajnih varijabli {X;}°, nezavisan i jednako distribuiran

slijedi:

Ele|N=n|=E [exp{tzn: X,-}} = ﬂ E[e™] = My (1)
i=1 i=1

gdje smo s My oznacili funkciju izvodnicu momenata od X;. Sada je

M (1) = E[Mx()"]
=E [exp{log Mx(t)N}]
=E [exp{N log MX(t)}]
= My[log Mx(1)].

(1.7)

Dakle, My je izrazen u terminima My 1 My.
Ako je X; diskretna sluCajna varijabla s vrijednostima u Ny i s funkcijom izvodnicom
vjerojatnosti Py, onda isti argumenti kao i ranije dovode do jednadZbe:

Pg(r) = Py[Px(r)]. (1.8)
gdje su Py 1 Py funkcije izvodnice vjerojatnosti za S 1 N.

Napomena 1.1.1. Kroz ¢itavu prethodnu diskusiju o distribuciji i momentima slucajne
varijable S pretpostavijali smo da sve velicine u formulama koje smo izveli postoje. Ako
se dogodi da to ipak nije slucaj, npr. ne postoji ocekivanje slucajne varijable N, tada ne
postoji niti ocekivanje varijable S .

Primjer 1.1.2. (SloZena distribucija sa zatvorenom formom funkcije distribucije)

Neka je N ~ G(p) geometrijska slucajna varijabla s parametrom p € (0,1) te neka su
varijable X; ~ Exp(1) zai = 1,2,3,... eksponencijalne s parametrom 1.

Oznacimo sa q = 1 — p te prvo racunamo funkciju izvodnicu momenata od S .

Za gé' < 1, odnosno t < —log g imamo:

[ee)

My(5) = )" €"pq" =

n=0

pP
1—ge

(1.9)
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Kako su individualni iznosi zahtjeva X; eksponencijalno distribuirani s parametrom 1
vrijedi da je njihova funkcija izvodnica momenata jednaka

1
Mx(t) = —.
x(7) 1=
Zbog toga i jednakosti (1.7) slijedi:
P p
Mg(t) = My(log Mx(t)) = —————— =p+qg—. 1.10
s() = My(log Mx(1)) =M P (1.10)

Vidimo da se funkcija izvodnica momenata od S moZe prikazati kao konveksna kombina-
cija funkcije izvodnice konstante O i varijable s eksponencijalnom razdiobom s parametrom
p. Kako znamo da funkcija izvodnica momenata jedinstveno odreduje distribuciju iz jed-
nadzbe (1.10) moZemo zakljuciti da je funkcija distribucije od S jednaka

Fx)y=p+qg(l—-eP)=1-ge ™, zasvex>0. (1.11)

To je distribucija koja ima korak velicine p u 0, a inace je eksponencijalna. Ovaj pri-
mjer je jedinstven po tome Sto predstavlja jedinu netrivijalnu sloZenu distribuciju koja ima
zatvorenu formu za funkciju distribucije.

1.2 Slozene distribucije

U ovom poglavlju razmotrit ¢emo razlicite sloZene distribucije kojima modeliramo ukupni
iznos zahtjeva S . Prikazat ¢emo najprikladnije te najcesce koriStene distribucije broja zah-
tjeva N, a zatim i pogledati kako se u odnosu na to mijenja slozena distribucija od S'.

1.2.1 SloZena Poissonova distribucija

Prvo ¢emo promatrati slucaj u kojem broj zahtjeva N ima Poissonovu distribuciju s para-
metrom A, tj. N ~ Poi(1). Poznato je da tada vrijedi:

E[N] = Var[N] = A4,
My (1) = exp{d(e’ — 1)}.

Pomocu formula iz sekcije 1.1 te prethodne dvije formule vrlo lako moZemo do¢i do for-
mula za ocekivanje, varijancu te funkciju izvodnicu momenata od S. Iz jednadZbe (1.5)
slijedi:

E[S] = w4, (1.12)
iz (1.6)

Var[S] = w4 (1.13)
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te iz formule (1.7) slijedi
M (1) = exp{A(Mx(t) — 1)}. (1.14)

Zadnja stvar koja nam je od interesa je koeficijent asimetrije

_ EI(S —EIS]’]

. (1.15)
VarlS ]2

Ys

koji nam govori je li distribucija od S simetricna. Prvi korak je izracunati tre¢i centralni
moment od S, tj. E[(S — E[S])*]. Kako bi to napravili upotrijebit éemo funkciju izvodnicu
kumulanata log Mg(¢) od S,

3 3

d d
E[(S —EISD1 = ElS —md)’] = —zlog Ms(n)] = —zlogMx(n| = dus
t=0 t=0

gdje treca jednakost proizlazi iz (1.14). Sada slijedi da je koeficijent asimetrije od S
vs = Auz/(Au)*?. Ta formula pokazuje da je distribucija od S pozitivno asimetri¢na
jer je tre¢i moment u3 od X; nenegativan kako je i sama varijabla X; nenegativna. Takoder,
kada parametar 4 — oo onda yy teZi u O Sto znaci da je za velike vrijednosti od A distribu-
cijaod § vrlo blizu simetri¢noj distribuciji.

Primjer 1.2.1. Neka S ima sloZenu Poissonovu distribuciju takvu da je broj zahtjeva N ~
Pois(100), a varijable individualnog iznosa zahtjeva X; neka imaju Paretovu distribuciju
s parametrima « = 4 i 5 = 1500, tj. X; ~ Pareto(4,1500). Izracunajmo ocekivanje,
varijancu te koeficijent asimetrije sloZene slucajne varijable S .

Znamo da za X ~ Pareto(a, B) vrijedi da je E[X] = B/(a—1), E[X?] = 28%/((a— 1)(@—2))
te B[X?] = 68°/((a — 1)(a = 2)(a — 3)). Stoga, pomoéu ranije izvedenih formula za sloZenu
Poissonovu distribuciju slijedi:

1500
B[S = 100 —— = 50000,
2. 15002
Var[S] = 100-% =75.10

te

E[(S —E[S])’] = 100 - 1500 = 1.5° - 10"

Sto dovodi do
1.5% - 10!
Vs = 5—0% =0.5196.
(7.5-107)2
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Jedno vrlo vazno svojstvo sloZene Poissonove distribucije je da je zbroj nezavisnih
sloZenih Poissonovih slucajnih varijabli takoder sloZena Poissonova slu€ajna varijabla. U
sljede¢em teoremu tu ¢injenicu zapisujemo formalno.

Teorem 1.2.2. Neka su S1,S,,...,S, nezavisne sloZene Poissonove slucajne varijable s
parametrima A; te distribucijama zahtjeva F;, i = 1,2,...,n. Tada S = }\_, S; ima sloZenu
Poissonovu distribuciju s parametrima A = Y 4; i F = + Yy AiF;.

Dokaz. Kako bi dokazali ovu tvrdnju koristit ¢emo funkciju izvodnicu momenata od S'.
Pri tome imamo na umu da vrijedi:

Elexp{tS}] = Elexp{t(S1 + S+ ...+ S)}] = l—[ Elexp(zS )]
i=1

jer su varijable S,S,,...,S5, medusobno nezavisne. OznaCimo sa M; funkciju izvod-
nicu momenata slu¢ajne varijable Cija je funkcija distribucije jednaka F;. Tada, jer S; ima
sloZenu Poissonovu distribuciju, vrijedi:

Elexp{rS;}] = exp{A:(Mi(1) — D)}

te stoga

n

Efexp{tS 1] = | | explaMi) - 1}

i=1

. exp{i A0 - 1)
i=1

_ o AM(1)
= exp{A[i:1 . l) }

Slijedi da slucajna varijabla S ima sloZenu Poissonovu distribuciju zbog jedinstvenosti
funkcije izvodnice momenata i ¢injenice da slucajna varijabla s distribucijom ¥ ima funk-
ciju izvodnicu momenata jednaku

o 1 n 1 n 0 1 n
My (1) = f ¢ A =1 D A f s =+ 3 )
0 i=1 i=1 0 i=1

gdje je f; gustoca distribucije F;. O

Primjer 1.2.3. Neka S| ima sloZenu Poissonovu distribuciju s parametrom A, = 10 i dis-
tribucijom individualnog iznosa zahtjeva F(x) = 1 —e™*, x > 0. Varijabla S , neka takoder
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ima sloZenu Poissonovu distribuciju s parametrom A, = 15 te distribucijom individualnog
iznosa zahtjeva F,(x) = 1 —e™“(1 + x), x > 0. Uz pretpostavku da su S, i S, nezavisne,
Zelimo pronaci distribuciju zbroja S| + S ».

Kako varijable S | i S, zadovoljavaju sve uvjete teorema 1.2.2 moZemo zakljuciti da varija-
bla S|+ S, ima sloZenu Poissonovu distribuciju s parametrom A = ;1 + 4, = 10+ 15 = 25.
Takoder, distribucija individualnog iznosa zahtjeva je

A A
?zfﬂm+f&m
2

-x 3 -x
5(1—6 )+§(1—e (1+x))

3
=1-e7(1+ o).

Primjer 1.2.4. Neka polica A ima sloZenu Poissonovu distribuciju s parametrom A, = 2
te neka individualni zahtjevi iznose 1 s vjerojatnoscu 0.6, a 2 s vjerojatnoséu 0.4. Polica B
neka takoder ima sloZenu Poissonovu distribuciju, ali s parametrom g = 1. Individualni
zahtjevi za policu B neka iznose 1 s vjerojatnoscu 0.7, a 3 s vjerojatnoséu 0.3. Zahtjevi koji
proizlaze iz tih dviju polica su nezavisni.

Zelimo odrediti vierojatnost da je ukupni iznos zahtjeva koji proizlaze iz polica A i B jednak
2.

Koristeci teorem 1.2.2 ukupni iznos zahtjeva S = S o + S p takoder ima sloZenu Poissonovu
distribuciju s parametrom A = Ay + g = 2+ 1 = 3. Funkciju gustoce fx, individualnih
zahtjeva X; moZemo izracunati na sljedeci nacin:

A s . 2 I
fr(D) =506+ 207 =3-06+3-07=06333,

A Ap 2 1
2)="2.04+22.0=2.04+--0=02
fr(@= 04+ 720=2-04+5-0=02667,

A g 2 1
3= 0+2:03=2-04503=0.L

Sada, zbog nezavisnosti od N i X; te nezavisnosti individualnih zahtjeva X; medusobno,
slijedi,

PS=2)=PIN=1,X,=2)+PIN=2,X,=1,X, =1)
1 2

23 5 3 2
=7¢ 0.2667+5e 0.6333

=2.605¢73 = 0.1297.
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TraZenu vjerojatnost moZemo izracunati i bez koristenja teorema 1.2.2 tako da svaku policu
gledamo posebno. Za policu A vrijedi:

2, 2
P(SA:O):ae =e -,

7l
P(S,=1)= F(3—20.6 =1.2¢72,
21 22
P(S,=2)= Fe-20.4 + 5e—20.62 =1.52¢72.
Sli¢no, za policu B je

1 -1 -1
P(SBZO):ae =e .,

11
PSpz=1)= Fe-lo.7 =0.7¢7",
12
P(Sz=2)= 5e—‘0.72 =0.245¢7".
Dakle,

P(Ss+Sp=2)=PS4=0,8S=2)+PS,=1,S5=1)+P(S,=2,55=0)
= e72(0.245¢7") + 1.2¢72(0.7¢7") + 1.52¢7%(e7")
=2.605¢7 = 0.1297.

1.2.2 Slozena binomna distribucija

Zamislimo policu grupnog osiguranja Zivota koja pokriva n Zivota. Pretpostavimo da za
sve osigurane Zivote vrijedi da imaju isti intenzitet smrtnosti te da su nezavisni u odnosu
na smrtnost. U takvom slucaju dobar izbor distribucije za broj zahtjeva N je binomna
distribucija, N ~ B(n, p) zaneke n € N te p € (0, ). Poznato je da vrijedi:

E[N] =np
Var[N] = np(1 — p) (1.16)
My(t) = (pe' + 1 - p)".
VaZno je primijetiti da kada biramo binomnu distribuciju za broj zahtjeva da onda pos-
toji gornja ograda n. Pomocu formula iz sekcije 1.1 te formula (1.16) moZemo izracunati

izraze za ocekivanje, varijancu te funkciju izvodnicu momenata za slucajnu varijablu S
koja sada ima sloZenu binomnu distribuciju.

E[ST = npu (1.17)
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VarlS1 = np(us — 1}) + np(1 = p)ui = npu> — np’u; (1.18)
Iz formule (1.7) dobivamo:

M;(1) = (pMx(®) +1 - p)". (1.19)

Koeficijent asimetrije ponovno racunamo po formuli (1.15). Kako bi izracunali tre¢i cen-
tralni moment, kao i ranije, koristimo funkciju izvodnicu kumulanata i nakon malo racunanja
dobivamo:
d3
EI(S —EISD*] = BI(S —np)’] = —=log Ms(D)| = npys = 3np*papts + 20’4
t=0
Slijedi da je koeficijent smjera ys dan formulom:

npps = 3np>pop + 2ngu
(nppa — np*ui)*?
Za razliku od sloZene Poissonove distribucije sloZena binomna distrbucija moZe biti nega-

tivno asimetri¢na. Jedan takav slucaj je kada su svi iznosi Steta jednaki B. Tada je S = BN
i vrijedi da je treci centralni moment od S jednak:

E[(S —E[S])’] = B’E[(N - E[N])*].

Ys =

Iz toga slijedi da je S negativno asimetri¢na ako je p > 0.5 jer je tada binomna distrbucija
negativno asimetri¢na.

1.2.3 SloZena negativna binomna distribucija

Jos§ jedan Cest primjer distribucije broja zahtjeva N je negativna binomna distribucija. Ta
distribucija je alternativa Poissonovoj, a jedina prednost koju ima pred Poissonovom distri-
bucijom je ta da joj je varijanca veca od ocekivanja. To znaci da se moZe bolje prilagoditi
podacima kod kojih takoder vrijedi da je varijanca uzorka veéa od ocekivanja uzorka. Za
N negativno binomno distribuiranu, tj. N ~ NB(k, p) vrijedi:

k+n-1
p(N:n):( T )pkq" zan=0,1,2,...
n

pri ¢emu je parametar k > Oteje p+qg =110 < p < 1. Specijalan slucaj k = 1 vodi na
geometrijsku distribuciju. Vrijede sljedece formule:

E[N] = k—q, (1.20)
p
Var[N] = %, (1.21)

My(0) = p*(1 — ge) ™. (1.22)
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U ovom slucaju slucajna varijabla § ima sloZenu negativnu binomnu distribuciju, a iz
formula (1.20), (1.21) 1 (1.22) te formula iz sekcije 1.1 dobivamo slijedece izraze:

k
E[S] = ;"m, (1.23)
k kg
VarlS1= Ly + —L 12, (1.24)
Pt p
pk
Ms(1) = (1.25)

(1 — gMx®)F

Kao 1 za prethodne distribucije tre¢i centralni moment od S trazimo pomocu funkcije iz-
vodnice kumulanata:

d3
E[(S - E[SD*] = E[(S — kqu1/p)’] = —=

_ 3kqP g 4 2kq’; 4 kqus
- an '

=0 p p p

UvrStavanjem u formulu (1.15) dobivamo koeficijent asimetrije ys. Kako su parametri
distribucije k 1 p pozitivni, a isto vrijedi i za momente distribucije individualnih iznosa
zahtjeva X; dobivamo da je sloZena negativno binomna distribucija uvijek pozitivno asime-
tri¢na.

1.3 Panjerova rekurzija

Harry Panjer je u svom radu iz 1981. godine predstavio kako moZemo rekurzivno racunati
vjerojatnosti g, iz formule (1.2), odnosno vrijednosti gustoe agregatnih zahtjeva S uz
pretpostavku da individualni iznosi X;,i = 1,2,3,... poprimaju vrijednosti u skupu N te
da broj zahtjeva N pripada (a, b, 0) klasi distribucija.

1.3.1 Klasa distribucija (a, b, 0)

Distribucija broja zahtjeva N pripada (a, b, 0) klasi distribucija ako se funkcija vjerojatnosti

[e9)

{Pn};7, moze izraCunati rekurzivno pomocu iduce formule:

pn:(a+l—7)p,,_1 zan=1,2,3,..., (1.26)
n

gdje su a1 b konstantni. Izraz 0’ u (a, b, 0) dolazi od toga da je po€etna vrijednost rekurzije
jednaka py. Pretpostavljamo da je p, strogo vecée od 0.

Postoje tocno tri netrivijalne distribucije u (a, b, 0) klasi distribucija koje se mogu izvesti
promatranjem mogucih vrijednosti parametara a i b. Te distribucije su:
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1) Poissonova,
2) negativna binomna,
3) binomna.

U tablici 1.1 zapisane su vrijednosti parametara a i b u ovisnosti o parametrima Poissonove,
negativno binomne i binomne distribucije.

H Poi(Q) \ NB(k, p) \ B(k, p)
all 0 1-p —p/(1=p)
b A (I=-p)k=1) | (k+1)p/(1 - p)

Tablica 1.1: Vrijednostia i b
Izvedimo funkciju izvodnicu vjerojatnosti od N ¢ija funkcija distribucije pripada (a, b, 0)
klasi. Vrijedi:
Py(r) = po+ ) 7'pu.

n=1

Deriviranjem prethodne jednakosti i uvrStavanjem formule (1.26) dobivamo:

P, (r) = i n"p, = i nr'! (a + Z)p,,_l

n=1 n=1
(o) o0 (o)
=a Z n"p,_i +b Z P lpi=a Z nr" 1 pa_i +bPy(r).
n=1 n=1 n=1
————

()
Koristedi trivijalni identitet n = n + 1 — 1, () postaje:

[

) =a)y =D "p+a) P
n=1

n=1

=ar Z(n — l)r"_zpn_l + aPy(r)
n=2

arPy(r) + aPy(r).
Dakle, vrijedi jednadZzba

Py(r) = arPy(r) + (a + b)Py(r). (1.27)
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1.3.2 Rekurzivna formula

Panjerova rekurzivna formula je jedan od najvaznijih rezultata u teoriji rizika. Ona nam
dopusta racunanje funkcije vjerojatnosti agregatnih zahtjeva u slucaju da distribucija broja
zahtjeva pripada (a, b, 0) klasi distribucija te kada individualni iznosi zahtjeva imaju dis-
kretnu funkciju vjerojatnosti { fj};io- U izvodu formule ¢emo dopustiti f, > 0 iako zahtjev
iznosa nula u praksi uopce ne bi bio zabiljeZen kao zahtjev.

Kako pretpostavljamo da individualni zahtjevi imaju vrijednosti u skupu N, onda to isto
vrijedi i za varijablu S. Nadalje, S = 0 akoje N =0iliakoje N =ni Y X; = 0. Suma
> X; je jednaka nuli samo ako je svaki X; = 0, a zbog nezavisnosti slijedi

P(Zn:Xi:O):f(?.
i=1

Iz navedenog i definicije distribucije od S u sekciji 1.1 dobivamo pocetnu vrijednost rekur-
zije:

80 =pot Z pufy = Pn(fo) (1.28)
n=1
JednadZbom (1.8) je dana funkcija izvodnica vjerojatnosti od S, kada nju deriviramo po r

dobivamo:
P (r) = Py[Px(n]Py(r). (1.29)

Formulu (1.27) ubacimo u (1.29) s time da argument r u (1.27) zamijenimo s argumentom
Px(r):
Ps(r) = [aPx(r)Py[Px(r)] + (a + D)Py[Px(r)]] Px(r).

Zatim, koriste¢i (1.8) i1 (1.29) dobivamo:
P(r) = aPx(r)Ps(r) + (a + b)Ps(r)Py(r). (1.30)

Po definiciji, funkcije izvodnice vjerojatnosti Py i Py moZemo zapisati u obliku sume

Ps(r)= ) rlg; i Px(r)= ) rf
j=0 k=0

deriviranjem gornjih izraza dolazimo do:

Py =) jr g i Py = ) kT
k=0

Jj=0
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Ubacivanjem gornjih izraza u jednadzbu (1.30) 1 mnoZenjem sa r dobivamo sljedeci izraz:

[ee) [e9)

i jrjgj = a[z rkfk) [i j”jgj] +(a+Db) [Z ”jgj] (i k’kfk} (1.31)
=0 =0 k=0

k=0 Jj=0

Kako bi dobili formulu za g,, x = 1,2,3,... iz jednadzbe (1.31), potrebno je izjednaciti
koeficijente uz potencije od r s lijeve 1 desne strane. Na lijevoj strani jednadZbe imamo
da je koeficijent uz r* jednak xg,. Na desnoj strani jednadZzbe koeficijente uz r* za prvi
produkt dobivamo mnoZenjem izraza uz r* u prvoj sumi za izrazom uz r*~* u drugoj sumi i
to ¢inimo za sve k = 0, 1, ..., x. Dakle, koeficijent uz r* u prvom produktu suma je jednak

a ) filx =g
k=0

Za drugi produkt suma slicnim postupkom dobivamo da je koeficijent uz r* jednak

(@+b) > kfiger.
k=0

Izjednacavanjem slijedi,
xge=a ) filx = K)gei +(@+b) Y kfiges
k=0 k=0

= afoxge+a ) fix—0gei+@+b) ) kfige,
k=1 k=1

prebacivanjem svega uz g, na lijevu stranu i dijeljenjem s (1 — afy)x dobivamo

1 = bk
8x = 1—afy Z (a + ;)fkgx—k- (1.32)

k=1

Formula (1.32) je Panjerova rekurzivna formula. Ona izraZava vrijednost g, pomocu vri-
jednosti go, g1,-..,8x1- Prednost te formule u odnosu na formulu (1.2) je ta da ovdje
ne trebamo raCunati konvolucije te je stoga pomocu nje efikasnije odrediti vrijednost g,.
Pomocu iduéa dva primjera pokaZimo kako koristiti prethodno izvedenu formulu.

Primjer 1.3.1. Neka broj zahtjeva N ima Poissonovu distribuciju s parametrom A = 2 te
neka vrijedi da individualni zahtjevi imaju funkciju vjerojatnosti jednaku f; = 0.6(0.47~")
za j=1,2,3,.... Izracunajmo vrijednosti od g, za x = 0, 1,2, 3.
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Kako vrijedi da je 372, f; = 1 imamo da je fo = 0, a zbog toga i go = po. Nadalje, iz
tablice 1.1 vidimo da je a = 0 i b = 2. Sada formulu (1.32) moZemo zapisati u obliku:

&
8x = — Z kfkgx—k-
X k=1

Uvrstavanjem dobivamo,

20
8o =po=PN=0)= ae_z =e¢2=0.1353

81 = 2f1g0 =0.1624
g = fig1 +2/80=0.1624

2
83 = g(flgz +2/281 + 3f380) = 0.1429.

Primjer 1.3.2. Neka ukupni iznos zahtjeva S ima sloZenu binomnu distribuciju gdje su
parametri binomne distribucije jednaki k = 10 i p = 0.6. Iznosi individualnih zahtjeva
imaju sljedecu funkciju vjerojatnosti:

fi=04, £=035 f;=0.25.

Zelimo izracunati vjerojatnost da ukupni iznos zahtjeva bude barem 5, tj. trazimo vrijed-
nost P(S > 5). Znamo da vrijedi

4 4

P(S>5)=1-P©S <5)=1-P(S <4):1—ZP(S:x):1—ZgX.

x=0 x=0

Koristimo Panjerovu rekurzivnu formulu. Kako je broj zahtjeva N binomno distribuiran s
parametrima k = 10 i p = 0.6 iz tablice 1.1 slijedi da je a = —1.5, a b = 16.5. Pocetna
vrijednost gy = po = P(N = 0) = 0.4'°. Formula (1.32) poprima oblik:

X

S
ge= 2 (-15+1652) fige.

s=1

U tablici 1.2 su ispisane vrijednosti za g, za x = 1,2,3,4 koje su dobivene uvrstavanjem
u gornju formulu. Koristeci sve izracunate vrijednosti dobivamo da je traZena vjerojatnost

Jjednaka:
4

P(S >5)=1- Z g. = 1-0.0224 = 0.9776.

x=0
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x| v | 2 | 3 | 4
g« || 0.0006 | 0.0022 | 0.0061 | 0.0134
Tablica 1.2: Vrijednosti od g,

Panjerova rekurzivna formula nam omogucava racunanje funkcije vjerojatnosti agre-
gatnih zahtjeva §. Opcenito, ne postoji rekurzivna formula za funkciju distribucije od S .
Iznimka je slucaj u kojem varijabla broja zahtjeva N ima geometrijsku distribuciju s pa-
rametrom p € (0, 1] i vjerojatnostima p, = pq" zan = 0,1,2,.... Takva geometrijska
distribucija je slucaj negativne binomne distribucije s parametrima k = 11 p = p. Iz tablice
1.1 ocitavamo da je vrijednost parametra a = g, a parametra b = 0. Prema tome, formula

(1.32) u tom slucaju glasi:
q X
8x = Ss8xs-
1-qfo SZ::‘

Zay=1,2,3,... funkcija distribucije od S je jednaka:

Y
G(y>=2gx—o+21 fZﬁg“
x=0 x=
Y Y
PTOIONE
Z

—5).

—go+

Dakle, u ovom posebnom slucaju funkcija distribucije od S, kao i funkcija vjerojatnosti od
S, moZe biti izraCunata rekurzivno.

Napomena 1.3.3. (ProSirenja Panjerove rekurzivne formule)

Panjerovu rekurzivnu formulu smo izveli za posebnu klasu distribucija, tzv. (a, b, 0) klasu.
Valja napomenuti da se slicna formula moZe izvesti za jos neke klase distribucija. Navest
¢emo (a, b, 1) te Schroterovu klasu distribucija.

1) (a,b, 1) klasa distribucija
Distribucija broja zahtjeva pripada (a, b, 1) klasi ako se njena funkcija vjerojatnosti
{qn};., moZe izracunati pomocu formule

b
qn:(a+r—l)qn_1 zan=2,3,4,..., (1.33)
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gdje su a i b konstante. Ova klasa se razlikuje od (a, b, 0) klase po tome sto je pocetna
vrijednost rekurzije q,, za koju pretpostavljamo da je strogo veca od 0. Izraz '1’ u
(a, b, 1) ukazuje na to da je q, pocetna vrijednost rekurzije. Rekurzivna formula je
ista za obje klase. Clanove (a,b, 1) klase moZemo konstruirati modificirajuci masu
vjerojatnosti u O kod distribucija klase (a, b, 0). Postoje dva nacina na koja se to moZe
napraviti, jedan je skracivanje nule (eng. zero truncation), a drugi je modificiranje
nule (eng. zero modification).

2) Schroterova klasa distribucija
Distribucija pripada Schroterovoj klasi ako se njena funkcija vjerojatnosti moZze
izracunati rekurzivno pomocu formule

b
pn:(a+—)pn_1+£pn_2 an=1,23,..., (1.34)
n n

gdje su a i b konstante, a p_, definiramo kao 0. Za ovakvu klasu distribucija moguce

je izvesti rekurzivnu formulu slicnu formuli (1.32), no s jednom bitnom manom. Ta

mana je da za racunanje vjerojatnosti g, rekurzivna formula za ovu klasu distribuciju

zahtjeva racunanje vrijednosti od { ff*};f:l. Dakle, u ovom slucaju nije izbjegnuto
racunanje konvolucija kao u sluc¢aju klasa (a, b,0) i (a, b, 1).

Vise detalja o ovim dvjema klasama distribucija i izvodu rekurzivnih formula za njih moZe

senaciu [2].

1.3.3 Diskretizacijske metode

Da bismo izveli rekurzivnu formulu za vjerojatnosnu funkciju od § morali smo pretpos-
taviti da individualni iznosi zahtjeva poprimaju isklju¢ivo nenegativne cjelobrojne vrijed-
nosti, tj. da su oni diskretne slucajne varijable. U praksi se iznosi individualnih zahtjeva
najcesce modeliraju neprekidnim distribucijama kao Sto su to Paretova ili log-normalna
distribucija. Kako bismo mogli primijeniti rekurzivnu formulu u takvim sluc¢ajevima po-
trebno je neprekidnu distribuciju zamijeniti prikladnom diskretnom distribucijom na skupu
Ny. Taj postupak se zove diskretizacija distribucije.
Postoji viSe nacina na koje se neprekidna distribucija F, s F(0) = 0 moZe diskretizirati. Je-
dan nacin je izjednacavanje vjerojatnosti. Diskretna distribucija s funkcijom vjerojatnosti
{h j};il moze se definirati kao

hij=F()—-F@(-1). (1.35)

ObrazloZenje za ovaj nacin aproksimacije lezi u tome da su za x = 0, 1,2,... vrijednosti
funkcija distribucija jednake u cjelobrojnim vrijednostima, odnosno vrijedi

H() = ) hj=F(x), xeN.

J=1
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Tada, za x > 0 koji nisu cjelobrojni, vrijedi da je H(x) < F(x), tj. H je donja meda za F.
Analogno, moZemo definirati distribuciju H, koja je gornja meda za F, tako da definiramo
funkciju vjerojatnosti {4;}32, sa hg = F(1) 1

hj=F(G+1)-F() zaj=1,23,....
Zbog toga vrijedi
A=) hj=Fx+1), xeN,
j=0

Dakle, H(x) < F(x) < H(x) za sve x > 0. Alternativni pristup diskretizaciji je iz-
jednacavanje momenata diskretne i neprekidne razdiobe definiranjem vjerojatnosne funk-
cije {h;}, koja ima funkciju distribucije H jednaku

X x+1
H(x):Zﬁj:f FOo)dy zax=0,1,2,....
J=0 *

Tada, ako je X ~ Fi Y ~ H onda je

0 x+1 00
B[Y]= ) (1-A) =), f (1= F(»)dy = fo (1= F(»)dy = E[X].
x=0 YX

x=0

Dakle, u ovom slucaju diskretizacijski postupak Cuva ocekivanje.

1.4 Aproksimacije distribucije iznosa zahtjeva S

Do sada smo vidjeli da se funkcija distribucije ukupnog iznosa zahtjeva S moZe egzaktno
izracunati pomocu konvolucije ili rekurzivno pomocu Panjerove formule. No, problem kod
oba ta pristupa je da mogu biti dosta vremenski zahtjevna za racunalo. Takoder, Panjerova
formula se moze koristiti u sluc¢aju da su nam poznate ili da se bar mogu dobro procijeniti
distribucije od N 1 X;, a kada to ne moZemo formula postaje beskorisna. Stoga, aproksi-
macija funkcije distribucije od S mozZe biti uvelike korisna. Predstavit ¢emo dvije metode
aproksimacije od kojih obje mogu vrlo lako biti implementirane pomoc¢u racunala.

1.4.1 Normalna aproksimacija

Ideja normalne aproksimacije je u sustini vrlo jednostavna: ako znamo ili moZzemo pro-
cijeniti ocekivanje i varijancu varijable S tada distribuciju od § moZemo aproksimirati
normalnom distribucijom s istim ocekivanjem i varijancom. Po centralnom grani¢nom te-
oremu, ako sumiramo velik broj jednako distribuiranih slucajnih varijabli, njihova suma bi
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trebala priblizno biti normalno distribuirana. NaSa suma, tj. varijabla S je slu¢ajna suma,
no ipak je razumno ocekivati da ako imamo velik broj zahtjeva N, da ¢e suma S konvergi-
rati prema normalnoj distribuciji. U nastavku navodimo centralni grani¢ni teorem i teorem
kojim pokazujemo kako za specijalan slucaj u kojem je S slozena Poissonova slucajna
varijabla vrijedi taj grani¢ni teorem.

Teorem 1.4.1. (Centralni granicni teorem)
Ako su X, X, ... nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable s ocekivanjem yu i
konacnom varijancom o > 0 tada vrijedi:

noX -
lim P[M < x| = o). (1.36)
n—oo o \/ﬁ
Dokaz. Dokaz teorema moze se naci u [4]. |

Teorem 1.4.2. Neka je S sloZena Poissonova slucajna varijabla s parametrom A i funkci-
jom distribucije F individualnih iznosa zahtjeva, za koju vrijedi da ima konacnu ne-nula
varijancu. Tada, uz oznake B[S = p i Var[S] = o2, vrijedi:

S —
lim P[ £ < x] = O(x). (1.37)
A—> 0 (o3

Dokaz. Ako je Ni, N, ... niz nezavisnih Poissonovih varijabli s parametrom 1 te ako su
Xij,i=1,2,3,...,j = 1,2,3,... nezavisne sluCajne varijable s funkcijom distribucije F,
tada za cjelobrojni A vrijedi:

1 N

S~ > > X, jerje iN]wN. (1.38)

j=1 i=1 j=1

Kako je u formuli (1.38) S prikazan kao suma A nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih
varijabli moZemo direktno primijeniti teorem 1.4.1. Primijetimo kako cjelobrojni A nije
smanjenje opcenitosti jer za velike A njegov decimalni dio nece imati utjecaj na zakljucak
teorema. ]

Sljede¢im primjerom ¢emo pokazati kako parametar A kod sloZene Poissonove distri-
bucije utjece na to¢nost aproksimacije.

Primjer 1.4.3. Neka je S sloZena Poissonova slucajna varijabla s parametrom A te neka
su individualni iznosi zahtjeva log-normalno distribuirani s ocekivanjem 1 i varijancom
1.5. Koristeéi normalnu aproksimaciju Zelimo pronaci x takav da je vjerojatnost da je S
manja od tog x jednaka 0.95. Neka je u slucaju (a) A = 10, a u slucaju (b) A = 100.
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Pomocu formula izvedenih u sekciji (1.2) dobivamo da je E[S] = A = A te Var[S] =
A = (1 +1.5)1 =2.54. Stoga,

x—4
P(S <x)zP(Z< )
V2.51

gdje je Z standardna normalna sluc¢ajna varijabla. Pomocu tablicnih vrijednosti za nor-
malnu distribuciju moZemo vidjeti da je P (Z < 1.65) = 0.95 pa slijedi:

x—A
=1.65=x=A1+1.65V2.5A.
V2.54

TraZeni x je tada:
(a) 1=10= x=18.23

(b) 1 =100 = x = 126.

0.10
0.09 Slozena Poissonova
0.08
0.07 Norma.lna )
0.06 | aproksimacija
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01 1

0.00

0 4 8 12 16 20 24 28 32
Slika 1.1: 4 =10

Na slikama' 1.1 i 1.2 su prikazane funkcije gustoce sloZene Poissonove distribucije te
normalne distribucije s o¢ekivanjem A i varijancom 2.51 kojom smo aproksimirali distri-
buciju od S. Mozemo uociti kako na slici 1.1 gdje je 4 = 10 aproksimacija nije dobra.
Prvo, prava distribucija od S je izrazito pozitivno asimetri¢na dok je normalna distrbucija,

ISlike 1.1 i 1.2 su preuzete iz [2].
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kao 1 uvijek, simetri¢na. Drugo, kod normalne aproksimacije s grafa mozemo ocitati kako
je vjerojatnost da je S < 0 strogo veca od 0 Sto nije istina za pravu distribuciju od S. Za
drugi slucaj, u kojem je A = 100 aproksimacija je puno to¢nija. Na slici 1.2 i dalje moZemo
uociti da je aproksimativna distribucija od S pozitivho asimetri¢na, no puno manje nego
u prvom slucaju. Takoder, aproksimativna vrijednost vjerojatnosti P(S < 0) je sada puno
blize 0. Problem kod oba slucaja je da normalna aproksimacija procjenjuje vjerojatnosti
P(S > x) za velike vrijednosti x premalima, a to su dosta Cesto vjerojatnosti koje su od
znaajnog interesa osiguravateljima.

0.028 -

Slozena
0.024 Poissonova

Normalna

0.020 aproksimacija
0.016 1
0.012 4

0.008 -

0.004 -

0.000 : " " " . . . = .
50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

Slika 1.2: 4 = 100

1.4.2 Translatirana gama aproksimacija

Normalna aproksimacija je temeljena samo na prva dva momenta varijable S, stoga ne
moze dobro predociti asimetri¢nost njene prave distribucije. Translatirana gama distri-
bucija uzima u obzir prva tri momenta od S te tako nastoji bolje prikazati njenu pravu
distribuciju. Ideja je aproksimirati distribuciju od S slu¢ajnom varijablom Y + k gdje je
Y ~ I'(a, B) gama slu€ajna varijabla s parametrima « i 3, a k je neka konstanta. Parametre
a, B 1 k nalazimo izjednaCavanjem ocekivanja, varijance i koeficijenta asimetri¢nosti va-
rijable S 1 Y + k. Iako nemamo neku teoretsku podlogu za aproksimaciju translatiranom
gama distribucijom, ocekujemo da ¢e ona ipak biti bolja od normalne aproksimacije zbog
izjednaCavanja prva tri momenta. Koeficijent asimetrije gama slucajne varijable s parame-
trima a 15 je jednak ia, a translacijom za k se taj koeficijent ne mijenja. Dakle, parametre
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a, B 1 k nalazimo iz sljedecih formula:

Var[S] = %
_ 2
Ys = \/5'

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Primjer 1.4.4. Pretpostavimo da varijabla S ima istu sloZenu Poissonovu distribuciju kao
u primjeru 1.4.3. Koristeci translatiranu gama aproksimaciju Zelimo pronaci x takav da je
vjerojatnost da je S manja od tog x jednaka 0.95. Ponovno uzimamo u obzir dva slucaja:

(a) A =10i (b) A = 100.

Prvo moramo izracunati parametre aproksimativne distribucije, a za to nam treba trec¢i mo-
ment log-normalne distribucije. Znamo da se momenti log-normalne distribucije racunaju
kao , = exp{nu + 1/2n0?%} gdje su u i o parametri odgovarajuée normalne distribucije.

Kako je
=1 = explu +0?/2)

W = 2.5 = exp{2u + 207}
slijedi da je u = —0.4581, a o = 0.9572. Dakle,
us = exp{3u + 90?/2} = 15.625.
Iz jednadzbe (1.41) imamo:

Ay _ 2 _ 4/1#3

— = = o« .
)~ a 2

Nadalje, iz (1.40) slijedi,
a 2y
A = — = = —,
Ho 7 B o
Konacno, jednadzba (1.39) daje:

Sto vodi do izraza:

Uvrstavanjem dobivamo da za slucaj:
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(a) 1 =10jea = 2.56, = 0.32, ak = 2. Izjednacavajuc¢i S =Y +k gdjejeY ~ I'(a,f)
imamo
P(S <x)=P(Y <x—k).

Koristeci software poput R-a moZemo lako pronaci inverz gama funkcije distribucije te
dobiti da je P(Y < 17.59) = 0.95, stoga je traZeni x jednak 17.59 + k, odnosno 19.59.
Slicno, za slucaj

(b) A =100 je a = 25.6, B =3.2, ak =20. Sada za Y ~ I'(a, B) vrijedi:
P(Y < x+ k) =P <107.7) = 0.95.

TraZeni x je jednak 127.7.

0.10 4 Translatirana gamma
.06 o aproksimacija

0.08 1
0.07 1
0.06 1

Slozena Poissonova
0.05 1
0.04 1
0.03 1
0.02 1
0.01

0.00 T ™ v T v . : "
0 = 8 12 16 20 24 28 32

Slika 1.3: 1 =10

Na slikama?® 1.3 i 1.4 su prikazane gustoée sloZene Poissonove distribucije te translati-
rane gama distribucije u slucaju kad je 4 = 10, odnosno kad je 4 = 100. Primijetimo kako
na slici 1.3 gusto¢e imaju vrlo slican oblik te da je aproksimativna gusto¢a iznad egzaktne
za velike vrijednosti na x-osi §to je suprotno u odnosu na normalnu aproksimaciju. Na
slici 1.4 moZemo uociti kako je za slucaj 4 = 100 aproksimacija vrlo dobra te se uvelike
poklapa s egzaktnom gustoom varijable S .

Velika prednost translatirane gama aproksimacije u odnosu na normalnu aproksimaciju
je taj da uzima u obzir asimetri¢nost distribucije od S koja se Cesto javlja u praksi. Mana
je da trebamo jedan podatak viSe za njezino provodenje. Takoder, treba istaknuti da je u

2Slike 1.3 i 1.4 su preuzete iz [2].
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0.028 1

Slozena Poissonova

0.024

Translatirana gamma

0.020 S
aproksimacija

0.016 1
0.012
0.008

0.004 -

0.000

50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

Slika 1.4: 2 = 100

primjeru 1.4.4 u oba slucaja k pozitivan, ali to nije uvijek slucaj. Zbog toga translatirana
gama aproksimacija moze dovesti do toga da vrijednosti od P(S < 0) nisu jednake 0 kao Sto
bi trebale biti. Uz prethodne opaske, translatirana gama aproksimacija je vrlo jednostavan
i dobar nacin za procjenu distribucije ukupnog iznosa zahtjeva S .



Poglavlje 2

Individualni modeli rizika

U individualnom modelu rizika Zelimo pronaci distribuciju agregatnih zahtjeva S koji pro-
izlaze iz danog portfelja polica osiguranja u nekom fiksnom vremenskom razdoblju. Za
razliku od kolektivnog modela rizika, kojeg smo proucavali u prethodnom poglavlju, kod
individualnog modela ukupni iznos zahtjeva promatramo kao sumu iznosa zahtjeva po in-
dividualnim policama koje ¢ine portfelj.

2.1 Model

Pretpostavit ¢emo da portfelj ima n polica, as X;,i = 1,..., n ¢emo oznaciti rizik (pladanje)
po polici i. Kao iranije, slucajnu varijablu koja oznacava ukupni iznos zahtjeva oznacavamo

sa S te je ona jednaka
S = ZX,-. 2.1)
i=1

Pretpostavljamo da su rizici X; nezavisne, ali ne nuzno i jednako distribuirane slucajne va-
rijable.

Na formulu (2.1) moZemo gledati kao na sumu svih gubitaka koji su proizasli iz n osigu-
ravajucih polica. Individualni model rizika je originalno bio razvijen za Zivotno osiguranje
u kojem je vjerojatnost smrti unutar godinu dana jednaka g; te fiksna naknada isplaena za
smrt osobe i jednaka b;. U tom slucaju, distribucija rizika X; za i-tu policu je jednaka:

1-¢q, x=0,
gXi(x) =
qi, x=b;.

Kako su varijable X; nezavisne lako slijedi:

E[S] = Z bigs
i=1

27
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Var[S1= ) blqi(1 - g).
i=1
Takoder, lako se dobije da je funkcija izvodnica vjerojatnosti ukupnog iznosa zahtjeva
jednaka

Ps) = | =g+
i=1

Individualni model rizika se mozZe i1 generalizirati. Neka je X; = I,B;, gdje su I, I», ..., 1,,
By, B,, ..., B, nezavisne sluCajne varijable. SluCajna varijabla /; je indikatorska varijabla
koja poprima vrijednost 1 s vjerojatnoscu ¢;, a vrijednost O s vjerojatno$¢u 1 — g;. Ona
oznacava je li i-ta polica proizvela zahtjev za Stetu. Slucajna varijabla B; ima funkciju
distribucije F; takvu da je F;(0) = O te joj je ocekivanje jednako y;, a varijanca o2. Ona
reprezentira iznos Stete (tj. placanja) koje je proizvela i-ta polica, a pod uvjetom da je
zahtjev podnesen. Kod Zivotnog osiguranja je B; jednostavno fiksni iznos b;, tj. B; je
degenerativna slucajna varijabla. Kako broj zahtjeva po i-toj polici ; moZzemo modelirati
s Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom s parametrom g; odmah slijedi da X; ima sloZenu
binomnu distribuciju. Pomocéu formula (1.17), (1.18) i (1.19) te Cinjenice da su varijable
X; nezavisne dobivamo formule za ocekivanje, varijancu i funkciju izvodnicu momenata
varijable S:

E[S1= ) g
i=1

Var[$1= ) (g0} + (1 - gud) (2.2)
i=1

n

M;s(z) = l—[[l - qi + qiM3,(2)].

i=1

Primjer 2.1.1. Promotrimo ugovor o grupnom Zivotnom osiguranju s naknadom za smrt
uzrokovanu nesretnim slucajem. Pretpostavimo da je za sve ¢lanove tog osiguranja vjero-
Jjatnost smrti u sljedecoj godini jednaka 0.01 i da je uzrok 30% smrti nesretni slucaj. Za
50 zaposlenika naknada za prirodnu smrt je 50000 dok je za smrt nastalu zbog nesrece
naknada 100 000. Za preostalih 25 zaposlenika su naknade jednake 75000 i 100 000, res-
pektivno. Modelirajmo ovakav ugovor pomocu individualnog modela rizika te odredimo
ocekivanje i varijancu ukupnog iznosa zahtjeva S .

Za sve zaposlenike vrijedi da je vjerojatnost smrti jednaka q; = 0.01. Kod 50 za-
poslenika varijabla B; ima vrijednost 50000 s vjerojatnoscu 0.7, a vrijednost 100000 s
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vjerojatnoséu 0.3. Za njih vrijedi da je u; = 65000 te 0'% = 525000 000. Kod preostalih
25 zaposlenika varijabla B; poprima vrijednost 75000 s vjerojatnoscu 0.7 ili vrijednost

150000 s vjerojatnoséu 0.3. U tom slucaju je ocekivanje jednako u; = 97 500, a varijanca
je O'i2 = 1181250000. Uvrstavanjem u (2.2) dobivamo:

E[S]=50-0.01-65000 + 25 -0.01-97500
= 56875

Var[S]=50-0.01 - 525000000 + 50 - 0.01 - 0.99 - 65 000>
+25-0.01- 1181250000 + 25 - 0.01 - 0.99 - 97 5007
= 5001984 375.

Primjer 2.1.2. Tablica 2.1 (preuzeta iz [2]) prikazuje strukturu jednog portfelja polica
Zivotnog osiguranja u kojem su pojedinci neovisni u odnosu na stopu smrtnosti.

Grupa i ‘ Stopa smrtnosti g; ‘ Osigurana suma b; | Broj pojedinaca n;

1 0.001 1 100
2 0.002 1 300
3 0.002 2 200

Tablica 2.1: Podaci o portfelju

Izracunajmo ocekivanje i varijancu ukupnog iznosa zahtjeva S. Police unutar ovog portfe-
lja imaju fiksni iznos naknade b;, a pojedinci unutar iste kategorije imaju jednako ocekivanje
iznosa rizika. Dakle, ocekivanje od S je jednako:

3

Z nb,q;

=1
00-0.001-1+300-0.002-1+200-0.002-2
S.

E[S]

I
Pk p—

Sli¢no, varijanca je jednaka:

3
Var[S] = Z nibiqi(1 — )

i=1
100-1-0.001 -0.999 + 300 - 1 -0.002 - 0.998 + 200 - 4 - 0.002 - 0.998
2.2955
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Pretpostavka da je broj zahtjeva po polici jednak O ili 1 je neprikladna za veéinu oblika
nezivotnog osiguranja, no vrlo dobro predstavlja situaciju u Zivotnom osiguranju koju smo
ranije opisali. Stoga, u ostatku poglavlja koristimo terminologiju Zivotnog osiguranja.
Stopu smrtnosti za vlasnika police i cemo oznacavati s g;. Naknada e biti fiksnog iznosa b;
pa ¢e y; predstavljati sumu osiguranu policom i, a o> = 0 za svaki i. Takoder, pretpostavka
nezavisnosti ¢e implicirati da imamo » razli¢itih osoba u portfelju. Cilj je pronac¢i formulu
za funkciju distribucije agregatnih zahtjeva S s prethodnim pretpostavkama. Tehnike koje
¢emo prikazati se mogu prosiriti i na sluc¢ajeve kada imamo slucajne naknade B;.

Napomena 2.1.3. Distribucija od S se moZe pronaci koristenjem konvolucije distribucija
od {X;}_,. U praksi je Cesto broj polica n velik pa je racunanje konvolucije mukotrpan
posao. Iz tog razloga cesce koristimo neke druge metode koje cemo prikazati u sljedecim
sekcijama.

2.2 De Prilova rekurzija

U aktuarskoj literaturi postoji nekoliko razli¢itih rekurzivnih metoda za racunanje distri-
bucije agregatnog iznosa zahtjeva S u individualnom modelu. Neke od njih su egzaktne
metode dok se druge koriste aproksimacijom. Jedna od poznatijih egzaktnih metoda je De
Prilova rekurzivna formula.

Kako bi izveli De Prilovu formulu potrebno je podijeliti portfelj osiguravajuéih polica
na temelju dvije kategorije: stopa smrtnosti i iznos osigurane sume. Pretpostavljamo da je
iznos osigurane sume prirodan broj izmedu 1 i /, a da je stopa smrtnosti jednaka jednoj od
J razlicitih stopa. OznacCimo s n;; broj polica ¢ija je osigurana suma jednaka i te je stopa
smrtnosti imatelja police jednaka g;. Neka je g, vjerojatnost da varijabla § poprimi vri-
jednost x = 0, 1,2, .... Za policu kojoj je iznos osigurane sume jednak i, a stopa smrtnosti
imatelja police jednaka g; funkcija izvodnica vjerojatnosti je jednaka:

Pij(l") = 1 —qj'+q]'7"i.

Zbog nezavisnosti polica vrijedi:

[ee)

I J
Ps(r) = l_l l_l(l —qj+q;r')" = Z r'gx
i=1 j=1 x=0

Prethodnu jednadzbu logaritmiramo:

1 J
log Ps(r) = > > mijlog(l - g; +q;7"). (2.3)

i=1 j=1
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Kako bi dobili formulu za g, prvo ¢emo izvesti identitet koji povezuje funkciju iz-
vodnicu vjerojatnosti Ps 1 njenu derivaciju, a zatim ¢emo taj identitet izraziti u terminima
potencija od r. Tako ¢emo, izjednaCavanjem koeficijenata uz potencije od r, dobiti formulu
za g,. Prvo, deriviramo jednadzbu (2.3),

/

d
d—logPS(r) =

1
g;ir'
;Znul_‘;‘“q}rl

j=1
iz Cega slijedi:

rPy(r) = PS(r)ZZn”l] 4 +q =
it 4]

11]1

i\l
_PS(T)ZZ”U I—q ( lq_jrqj)

i=1 j=1

i 0 i k-1
_ L qir ket [ 45T
- 3] St S ()

i=l j=1 J k=1

gdje zadnja jednakost vrijedi ako je zadovoljen uvjet

eri .
< 1zasveli,j.

1-g;

Prethodni uvjet ne ogranicava u vecini slucajeva u praksi jer su vrijednosti stopa smrt-
nosti g; vrlo male. Dakle, imamo identitet:

I J 00 ) k
rPS(r) = Ps(r) Y. ) myi Y (=1F 1( 9 ) k. 2.4)
i=1 j=1 k=1

Definiramo

B k) = i1 S (gl =g, zai=1,2,...,1
’ 0, 1inace

te sada (2.4) mozemo zapisati kao

I o
rPy(r) = Ps(r) ) > P, k). (2.5)

i=1 k=1
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Kada napiSemo Pg(r) i P (r) kao sume, jednadzba (2.5) postaje

[

Z xrxgx = i rxgx /

x=1 x=0 i

I o
> i, k). (2.6)

=1 k=1

Zax =1,2,3,... koeficijenti uz r* na lijjevoj strani (2.6) su jednaki xg,, dok su na desnoj

strani jednaki sumi svih g, _ih(i, k) takvih da za i 1 k vrijedi da je 1 < ik < x. Dakle,

dobivamo jednakost

x Lx/i]
xXg, = ; ; 8x—ikh(i, k),

odnosno
x |x/il

1
x = _ wikh(i, k).
8x = ; kzz; 8-ikh(i, k)
Konacni oblik De Prilove rekurzije dobivamo kad uzmemo u obzir da smo (i, k) definirali

sOzai>1I:
min{x,/} [ x/i]

1
ge== > > gk zax=12.3,.... 2.7)
X
i1 k=l
Pocetna vrijednost rekurzije je

1 J
so=] ][ Ja-apm (2.8)

jerkad je S = 0 nemamo niti jedan zahtjev po niti jednoj polici, tj. nitko od imatelja polica
nije doZivio smrt.

Za velike portfelje s mnogo polica raCunanje vjerojatnosti pomocu De Prilove formule
moZe biti zahtjevno. S ciljem smanjenja vremena raCunanja moguce je odbaciti male vri-
jednosti od h(i, k). U praksi su Cesto vrijednosti stopa smrtnosti male, a posljedi¢no 1
vrijednosti od h(i, k).

2.3 Kornyina metoda

U slucajevima kada nije potrebno znati egzaktnu vrijednost distribucije agregatnih zah-
tjeva § mozemo ju raunati pomocu neke od aproksimativnih metoda. Jednu od poznatijih
metoda predstavio je matematicar P. S. Kornya u svom radu iz 1983. godine. Kako bi pre-
zentirali ovu metodu (po uzoru na [2]) zadrzat ¢emo pretpostavke o modelu iz prethodne
sekcije.
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Ako uvedemo novu oznaku p; = 1 — g;, funkciju izvodnicu vjerojatnosti od § moZemo

zapisati kao:
1 J
P = ] |+ .
i=1 j=1

Izraz p; + q;r' zapidimo na sljedeéi nacin, koristeci ¢injenicu da je p; + g; = 1:

C opitqir VAR . 7!
pj+qu’zupj:(l+ﬂr’)(—) :(1+&r’)(1+&) :
pj Pj J\Pj Pj Pj

Sada Pg(r) zapisujemo kao:

1 J q . njj q N\ My
Ps(r) = (1 + —’r") (1 + —’) :
1;[ l;l Pj Pj
Od sada pretpostavljamo da je g; < 1/2 za sve j iz Cega proizlazi da je |q ir'/p j| <1li

J
log Ps(r) = Z Zn,-.,- [log(l + %r’) - log(l + %)

-3 5 ) - (4]
25 -]

Definirajmo Qg = log Py 1

i=1 j=1
Tada je
i (_1)k+1
Qs(r)=; i)

Uz to definiramo i
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tj. izraz Qg sadrzi prvih K sumanada od Qs. Kao i kod De Prilove rekurzije i ovdje
Zelimo izjednacavanjem koeficijenata uz r* dobiti izraz za g,. Ovom metodom to ¢inimo
aproksimativno, koristeci prvih K elemenata izraza Qg, odnosno log Pg. Znamo da vrijedi

[0e]

Ps(r) = exp Os(r) = ) | r'g.

x=0

te definiramo

Px(r) = exp Qk(r) = Y r'g. 2.9)
x=0
Zelimo pronaéi vrijednosti od g% i koristiti sumu o 18| za aproksimaciju sume }*_ g..
Koristimo apsolutne vrijednosti od go jer ne znamo jesu li sve vrijednosti o pozitivne.
Kako bi pronasli g zapisimo Qx(r) na sljede¢i nain:

[0e]

Ox(r) = > r'p®

x=0
(2.10)
) K (—1)k+! I qjik qjk
= k Z I’ll‘j —.r - — .
k=1 =1 j=1 Pj Pj
Izraz za koeficijente bECK) zax = 0,1,2,,... dobivamo izjednacavanjem potencija od r u

jednadzbi (2.10). Za x = 0 imamo

K I !
-1 k+1 X

- RS (2]
= kG =1 Pj

Kako bi pronasli koeficijente uz r* za x = 1, 2, 3, . . . trebamo promotriti u kojim slu¢ajevima
je produkt ik jednak x da moZemo sumirati ¢lanove oblika

_1 kvl q; k
2l

j=1 /

po odredenim vrijednostima od k.
Razmotrimo S§to sve utjeCe na odabir parametra k.

e Produkt ik mora biti jednak x pa slijedi da k mora dijeliti x.

e (donja granica) Kako bi odredili donju granicu sumacije prisjetimo se da broj i
reprezentira iznos osigurane sume te da ona moZe biti najviSe I. Zbog toga, ako
vrijedi ik = xii < I onda x < kI, tj. k > x/I. To znaci da ¢e donja granica sumacije
biti najmanji cijeli broj koji je veci ili jednak od x/1, a koji uz to dijeli x. Na primjer,
ako je x = 101 I = 6 tada su jedine mogucnosti za k jednake 2,51 10.
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e (gornja granica) Gornja granica sumacije ¢e biti manji od brojeva x i K. Takoder,
primijetimo da ako je gornja granica K da ¢emo imati neSto dodati sumi za k = K
samo ako je K i djelitelj od x. Na primjer, ako opet postavimo daje x = 10,al =6
te stavimo da je K = 6, tada ¢e gornja granica sumacije biti 5, a ne 6 jer 6 ne dijeli
x =10.

Imajuéi na umu sve prethodne ograde na k nalazimo da je

® _ mln{Kx}( 1)k+1 J qj
B = ) an,kj . 2.11)

[x/11, klx j=

U slucaju da je x < [ donja granica sumacije je 1. Sada kada smo izveli formulu za

koeficijente b zax =0,1,2,..., mozemo iskoristiti njihove vrijednosti za izraCunavanje
koeficijenata gX) za x = 0, 1,2, . ... U tu svrhu derivirajmo jednadzbu (2.9) i zapi§imo ju u
formi sume:

Pi(r) = Qk(nPk(r),

Z x—1 gch) _ Z o bch) Z P g;K).
x=1 x=1 y:O

Izjednacavanjem koeficijenata uz r* na lijevoj 1 desnoj strani dobivamo rekurzivnu formulu:

(K) _ ZJ pK (K) zax=1,2,3,.... (2.12)

xj

Uocimo, u jednadzbi (2.11) je donja granica sumacije veca od gornje u slucaju da je
x > IK, stoga je X =0 za x > IK. Sada moZzemo zapisati konacnu rekurziju:

in{x,
1
gl == b(K) (K) =1,2,3,.... 2.13
x; 8 zax=123, (2.13)

JoS preostaje odrediti pocetnu vrijednost g ). Ona j je jednaka g(K) = exp béK) jer vrijedi:
P(0) = g = exp Qk(0) = exp b}

Kornyina metoda nam daje aproksimaciju distribucije agregatnih zahtjeva S'. Parametar K
odreduje kolika ¢e biti preciznost te aproksimacije, a u praksi se pokazalo da vrijednost
K = 4 daje vrlo dobre rezultate. Ova metoda je laka za primjenu te nije toliko dugotrajna
u usporedbi s De Prilovom formulom koju smo prethodno izveli.
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2.4 Slozena Poissonova aproksimacija

U prethodnoj sekciji smo pokazali jedan naCin aproksimacije funkcije distribucije agre-
gatnih zahtjeva §. Sada ¢emo pokazati joS jedan, u praksi popularan, nacin: sloZena
Poissonova aproksimacija. Pomoc¢u nje ¢emo individualni model zamijeniti kolektivnim
modelom rizika te tako olakSati pronalazak funkcije distribucije od S .

Racunanje distribucije agregatnih zahtjeva § pomocu individualnog modela rizika je
racunski dosta zahtjevno pa se Cesto koristi aproksimacija slozenom Poissonovom distri-
bucijom. Ona dopusSta racunanje distribucije od S koristec¢i jednostavnu rekurziju koju smo
vidjeli u poglavlju 1. Za ovaj tip aproksimacije napustamo pretpostavku o fiksnom iznosu
zahtjeva te zato viSe ne mozemo klasificirati imatelje polica po stopi smrtnosti i iznosu
osigurane sume.

U opisu individualnog modela rizika smo zakljucili da rizici X; = I;B; imaju sloZenu bi-
nomnu distribuciju G; za sve i = 1,2,...,n. 1z toga slijedi da je distribucija od S, koju
moZemo oznaciti s G, zbroj sloZzenih binomnih distribucija. Ne postoji jednostavna repre-
zentacija konvolucije sloZenih binomnih distribucija G;. Ideja ove aproksimacije je aprok-
simirati funkcije G; sa slozenom Poissonovom funkcijom distribucije. Tada bi aproksima-
tivna funkcija distribucije od S isto tako bila sloZzena Poissonova po teoremu 1.2.2.

Dakle, umjesto originalnog individualnog modela

S=) Xi=> LB gdieje ]~ B(l,q), (2.14)

i=1 i=1

promatramo funkciju distribucije sljedeée aproksimativne sluc¢ajne varijable S :

n N;
§=>% gdiejeY,=NB=) B i N;~Poi(d). (2.15)

i=1 j=1

Sada S po teoremu 1.2.2 ima sloZenu Poissonovu distribuciju s parametrima A = Y7, A; i
P = % >, A;P; gdje su P; funkcije distribucijeod Y; zai = 1,2,...,n.

Postoji viSe nacina na koje mozemo odabrati parametar A; Poissonove distribucije. Prvi
nacin je da postavimo da je A4; = ¢; za svaki i = 1,2,...,n. Za tako odabran parametar
A; oCekivani broj zahtjeva je isti za egzaktnu i aproksimativnu distribuciju agregatnih zah-
tjeva. Alternativni nacin je izjednaciti vjerojatnost da nece biti podnesen niti jedan zahtjev.
Za egzaktnu, tj. binomnu distribuciju je to vrijednost 1 — g;, dok je za aproksimativnu,
odnosno Poissonovu exp(—4;). IzjednaCavanjem tih dviju vrijednosti dobivamo da je para-
metar A; = —In(1 — ¢;). U praksi nije bitno koju metodu odaberemo jer su razlike vrlo male
ako odaberemo male vrijednosti stopa smrtnosti. Nadalje, obje metode daju vrlo dobru
aproksimaciju binomne distribucije s parametrima 1 i g; u slucaju kad su vrijednosti od ¢;
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male. Vjerojatnost da imamo viSe od jednog zahtjeva nije jednaka O za svaku od aproksi-
mativnih Poissonovih distribucija, no dovoljno je blizu 0 da ju moZemo zanemariti.

Ako pretpostavimo da su iznosi naknada fiksni i jednaki b; za i = 1,2,...,n, onda lako
moZemo zakljuciti da su o&ekivanja od S i S jednaka:

E[S]= ) qib; =E[S]. (2.16)

i=1

Za varijance modela vrijedi sljedece:
VarlS1= ) qib}, VarlS1= ) qi(1 - )b} = VarlS]- > (qib:)’. (2.17)
i=1 i=1 i=1

Iz gornjih jednadZbi moZemo vidjeti da ako S aproksimiramo tako da izjednatavamo
ocekivani broj zahtjeva, da tada aproksimativni model ima vecu varijancu u odnosu na
egzaktni model. Kako bi ilustrirali ovaj tip aproksimacije navest ¢emo dva primjera.

Primjer 2.4.1. Grupna polica osiguranja pruZa naknadu za smrt u roku godinu dana za-
poslenicima neke tvrtke. Za potrebe osiguranja zaposlenici su podijeljeni u dvije grupe na
temelju broja godina radnog iskustva. Smatra se da su pojedinci nezavisni s obzirom na
stopu smrtnosti. Tablica 2.2 (preuzeta iz [2] ) pokazuje broj zaposlenika u svakoj katego-
riji, naknadu i stopu smrtnosti.

Kategorija ‘ Broj polica ‘ Iznos naknade ‘ Stopa smrtnosti

A 225 60 0.95¢
B 300 45 q

Tablica 2.2: Podaci o grupnoj polici osiguranja

Za pocetak, pronadimo egzaktne izraze, u terminima od q, za ocekivanje i varijancu agre-
gatnih zahtjeva opisane grupne police osiguranja.

Za zaposlenike u kategoriji A vrijedi da imaju fiksnu naknadu u iznosu od 60 te da im je
stopa smrtnosti jednaka 0.95q. S druge strane, zaposlenici u kategoriji B u slucaju smrti
dobivaju fiksnu naknadu 40 te im je stopa smrtnosti jednaka q. Pomocu formula (2.2)
dobivamo:

E[S] =225-60-0.95¢ + 300-45- ¢
= 26325¢

Var[S] = 225 - 60% - 0.95¢(1 — 0.95¢) + 300 - 45% - g(1 — q)
= 1377000g — 13385254°.
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Sljedece, Zelimo aproksimirati ukupan iznos svih zahtjeva S sloZenom Poissonovom dis-
tribucijom. To Cinimo tako da za parametar Poissonove distribucije svake police uzmemo
njenu ocekivanu vrijednost, odnosno stopu smrtnosti. Tako dobivamo da je parametar Po-
issonove distribucije za kategoriju A jednak 0.95q, a za kategoriju B jednak q. Ukupni
parametar A aproksimativne sloZene Poissonove distribucije je jednak zbroju parametara
po svim pojedincima unutar grupne police osiguranja, tj.

A =225-0.95g +300g = 513.75¢.
Sada Zelimo izracunati ocekivanje i varijancu aproksimacije S te ih usporediti s egzaktnim
vrijednostima. Kako su naknade fiksne moZemo koristiti formule (2.16) i (2.17). Dakle,
slijedi:
E[S]=225-0.95¢-60 + 300 - g - 60
= 26325q¢,
Var[§] =225-0.95g - 60* + 300 - ¢ - 45°
= 1377 000q.

Ocekivanje aproksimacije je jednako egzaktnom ocekivanju dok je varijanca aproksimacije
S veéa za 1338 5254

Primjer 2.4.2. Osiguravajuce drustvo ima portfelj nezavisnih jednogodisnjih Zivotnih po-
lica. Struktura portfelja je prikazana u tablici 2.3 (preuzeta iz [5] ). Aktuar je aproksimirao
Razred ‘ Broj polica ‘ Iznos naknade ‘ Stopa smrtnosti
1 500 X 0.01
2 500 2x 0.02

Tablica 2.3: Struktura portfelja

distribuciju zahtjeva individualnog modela koristeci sloZeni Poissonov model, u kojem je
ocekivani broj zahtjeva jednak ocekivanom broju zahtjeva u egzaktnom modelu. Dakle,
pomocu podataka iz tablice 2.3 dobivamo da je parametar A jednak

A =500-0.01 +500-0.02 = 15.

Odredimo vrijednost x tako da varijanca aproksimativnog modela S nije manja od 4500.
Kako su naknade fiksne moZemo koristiti formulu (2.17) te dobiti da je varijanca jednaka:

Var[S]=500-0.01- x>+ 500-0.02 - (2x)*> = 45x°.

Iz toga slijedi,
Var[S] > 4500 & 45x* > 4500 < x > 10.

Vrijednost x mora biti barem 10 kako varijanca Var[S | ne bi bila manja od 4500.
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Napomena 2.4.3. (Parametarska aproksimacija)

Kod kolektivnog modela rizika smo pokazali kako ga parametarski moZemo aproksimi-
rati npr. normalnom slucajnom varijablom. Na isti nacin moZemo aproksimirati i indi-
vidualni model rizika izjednacavanjem prvih nekoliko momenata slucajne varijable S i
sluc¢ajne varijable kojom aproksimiramo S. Kako bi ilustrirali parametarsku aproksima-
ciju na individualnom modelu navest ¢emo primjer u kojem S aproksimiramo normalnom
i log-normalnom sluc¢ajnom varijablom tako da izjednacavamo prva dva momenta.

Primjer 2.4.4. Mala tvrtka koja se sastoji od 14 stalnih zaposlenika ima ugovor o grupnom
Zivotnom osiguranju. U tablici 2.4 (preuzeta iz [5] ) su dani svi potrebni podaci o grupi
zaposlenika. Izracunajmo ocekivanje i varijancu ukupnog iznosa zahtjeva S na isti nacin

Zaposlenik j ‘ Starost ‘ Iznos naknade b, ‘ Stopa smrtnosti g;

1 20 15000 0.00149
2 23 16000 0.00142
3 27 20000 0.00128
4 30 28 000 0.00122
5 31 31000 0.00123
6 46 18000 0.00353
7 47 26 000 0.00394
8 49 24000 0.00484
9 64 60 000 0.02182
10 17 14 000 0.00050
11 22 17000 0.00050
12 26 19000 0.00054
13 37 30000 0.00103
14 55 55000 0.00479

Tablica 2.4: Podaci o zaposlenicima

kao i u prethodnom primjeru:

14

B[S]= ) bjq;=205441,
=1
14
Var[S]= ) blq;(l - q)) = 1.02534 - 10",

=1
Sljedece, Zelimo izracunati vjerojatnost da ¢e ukupni iznos zahtjeva S biti 45% veci od
ocekivanog iznosa zahtjeva, odnosno vjerojatnost

P(S > 1.45E[S]) =P(S > 1.45-2054.41) = P(S > 2978.89).
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Koriste¢i normalnu aproksimaciju dobivamo:

(S > 2978.89) = P(S ~E[S] _ 2978.89 _E[S])

>
VVar[S] VVar[S]
2978.89 —2054.41 )

V1.02534 - 108
=P(Z > 0.0913) = 1 - ©(0.0913) = 0.46

zP(Z>

gdje je Z standardna normalna slucajna varijabla, a ® njena funkcija distribucije. Istu
vjerojatnost Zelimo izracunati pomocu log-normalne aproksimacije. Znamo da za varijablu
X koja ima log-normalnu distribuciju s parametrima u i o vrijedi:

1
E[X] = exp(u + 50'2) te  E[X*] = exp2u + 202).
Izjednacavanjem prvih dvaju momenata od X i S dobivamo jednadZbe:

1
"+ 502 =In(E[S]) = 1n2054.41 = 7.6277

2u+20° =In(Var[S] + (E[S])?) = 18.4861.
Iz njih nalazimo da je u = 6.0124, a o = 3.2307. Sada slijedi,

InS — 1n(2978.89) —
P(S>2978.89):p(ns p _ In(2978.89) ﬂ)

o o
In(2978.89) — 6.0124
zP(Z> n(2978.89) - 6.0 )
V3.2307

=1-®(1.1054) = 0.13

gdje je Z standardna normalna slucajna varijabla, a ® njena funkcija distribucije.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad bavi se opisivanjem modela rizika u aktuarstvu. Obraduju se indivi-
dualni i kolektivni model rizika. Oba modela opisuju ukupni iznos zahtjeva S (tj. skupnu
Stetu) koji proizlaze iz danog portfelja polica osiguranja u nekom fiksnom vremenskom
periodu. U radu se, za oba modela, predstavljaju egzaktne 1 aproksimativne tehnike koje
se koriste pri odredivanju funkcije distribucije sluCajne varijable S. Za kolektivni mo-
del se izvodi Panjerova rekurzivna formula za egzaktno racunanje funkcije distribucije od
S. Takoder, funkcija distribucije od S se aproksimira normalnom i translatiranom gama
distribucijom. Za individualni model se izvodi De Prilova rekurzivna formula kao egzak-
tna metoda. Od aproksimativnih metoda je prikazana Kornyina metoda te aproksimacija
sloZenom Poissonovom distribucijom.






Summary

This thesis introduces risk models in actuarial science. Models that are described are in-
dividual and collective risk models. Both models describe total claim amount S (i.e. total
damage) that arises from a given portfolio of insurance policies in a fixed period of time.
Thesis presents both exact and approximative techniques used to determine the distribution
function of random variable S. For the collective model the Panjer’s recursive formula is
being developed for exact calculating of the distribution function of §. Also, the distri-
bution function of S is approximated by normal and translated gamma distribution. For
the individual model De Pril’s recursive method is being developed as an exact method.
Approximative methods that are shown are Kornya’s method and compound Poisson ap-
proximation.
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