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Uvod

Cilj ovog rada je detaljnije upoznavanje sa stohasti¢kim diferencijalnim jednadZbama i
njihovim primjenama u drugim granama matematike i ekonomije. Nekoliko je razloga za
detaljnije ucenje stohastickih diferencijalnih jednadzbi. One imaju Siroku primjenu kako
u drugim granama matematike tako i u poljima izvan matematike, te se njihova teorija jos
uvijek razvija i predstavlja zanimljivo istrazivacko polje s joS uvijek mnogo zanimljivih
neodgovorenih pitanja.

Poanta je sljedeca: parcijalna diferencijalna jednadzba predstavlja matematicki model
problema iz stvarnoga svijeta, pri ¢emu koeficijenti jednadzbe ovise o samom modelu.
Medutim, ponekad ne znamo to¢nu vrijednost koeficijenata pa se onda tomu pristupa tako
da se kaZe da su koeficijenti slu€ajne varijable ili naprosto u mjerenju imamo neku gresku
(Sum), Sto se modelira stohastickim procesom.

U prvom poglavlju su ukratko nabrojani pojmovi i iskazi tvrdnji bez dokaza iz teorije
vjerojatnosti koji ¢e biti potrebni za daljnje Citanje i razumijevanje gradiva.

U drugom poglavlju uvodimo definiciju Brownovog gibanja (Wienerovog procesa) s
nekim vaznim svojstvima te komentiramo konstrukciju, tj. postojanje, takvog stohastickog
procesa.

U treCem poglavlju definiramo Itdv integral i njegova svojstva, najprije u jednoj, a zatim
i un dimenzija. Uvodimo i Itdvu formulu te na primjerima pokazujemo njeno Koristenje.

U cetvrtom poglavlju definiramo stohasti¢ku diferencijalnu jednadzbu te na primje-
rima pokazujemo kako pronaci rjeSenje takve jednadzbe. Dokazujemo i klju¢ni teorem
koji govori o egzistenciji 1 jedinstvenosti stohasticke diferencijalne jednadzbe. Poglavlje
zavrSavamo detaljnijim opisom formule za linearne stohasticke diferencijalne jednadzbe i
njenim koriStenjem na nekoliko primjera.

U posljednjem petom poglavlju navodimo par primjena stohastickih diferencijalnih jed-
nadzbi kroz koje se neki ranije uvedeni pojmovi i rezultati proSiruju da bi se rijesili neki
konkretni problemi iz matematike i ekonomije.



Poglavlje 1

Slucajne varijable i stohasticki procesi

Za pocetak dajemo kratki pregled osnovnih pojmova iz teorije vjerojatnosti koji e nam
biti potrebni za razumijevanje gradiva obradenog u ovom radu. Za viSe detalja Citatelja
upucujemo na [1].

Neka je Q # 0 skup ¢ije cemo podskupove u daljnjem zvati ,,dogadajima “.

Definicija 1.0.1. o-algebra je familija U podskupova od Q sa svojstvima:
(i) 0, Qe U,
(ii) Ako je A € U, tada je i A° € U,

(iii) Ako su Ay, A,,--- €U, tada su i

O Ag, ﬁAk eU.
k=1 k=1

Pritom, skup A .= Q \ A zovemo komplement skupa A.

Definicija 1.0.2. Neka je U o-algebra podskupova od €. Vjerojatnost je funkcija P :
U — [0, 1] sa svojstvima:

(i) P(0)=0,P(Q) = 1,
(ii) Ako su Ay, A,,--- € U, tada je

P[ Ak) < ZP(Ak),
1 k=1

k=
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(iii) Ako su Ay, Ay, - € U disjunktni skupovi, tada je

P[OAk]:ZP(Ak).

k=1

Napomena 1.0.3. Primijetimo da je za prethodnu definiciju dovoljno zahtjevati da je
P(Q) = 1 i (iii). Naime, skupovi O i O su disjunktni (njihov presjek je opet 0) pa po
(it}) imamo
P(@)=P(OUOD)
D p©)+P©0).

Oduzmemo i P(0) s obje strane jednakosti dobivamo da je P(0) = 0. Tvrdnja (ii) iz
prethodne definicije slijedi iz (iii) i ¢injenice da je P nenegativna. Npr. u slucaju kada
imamo samo dva skupa A, i A, imamo

P(A 1 UAy) = P(Al U (A, \Al))
=P(A)+P(A\A)
<P(A)+P(A)

gdje smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili implikaciju
AcB — PA)<P(B
Sto pak opet slijedi iz (iii).

Definicija 1.0.4. Vjerojatnosni prostor je trojka (Q, U, P), gdje je Q proizvoljan skup,
U o-algebra podskupova od Q, a P vjerojatnost na ‘U.

Vjerojatnosni prostor je matematicki konstrukt koji nije direktno ,,vidljiv** . Stoga uvo-
dimo preslikavanje X s Q u R” ¢ije vrijednosti mozemo lakse koristiti.

Definicija 1.0.5. Neka je (Q, U, P) vjerojatnosni prostor. Definiramo n-dimenzionalnu
sluc¢ajnu varijablu kao preslikavanje

X: Q- R,

ako za svaki B € B vrijedi
X'(B)eU,

pri cemu je B Borelova o-algebra na R". Ekvivalentno, kaZemo da je slucajna varijabla
X U-izmjeriva.
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Definicija 1.0.6. Neka je X : Q — R” slucajna varijabla. Tada definiramo
UX) ={X""(B) |Be Bl
o-algebru generiranu slucajnom varijablom X.
Sada uvodimo slucajne varijable ovisne o vremenu.
Definicija 1.0.7. Stohasticki proces je familija {X (t) |t > 0} slucajnih varijabli.
Definicija 1.0.8. Neka je X : Q — R slucajna varijabla. Tada definiramo
X* :=max(X,0),

te
X =max(-X,0),

tako da je X = X* - X",

Definicija 1.0.9. Ocekivanje (ili srednja vrijednost) slucajne varijable X definiramo kao

E(X) = fXdP.
Q

Definicija 1.0.10. Varijancu slucajne varijable X definiramo kao

V(X):= f IX — EX)PdP,
Q

gdje | - | predstavlja Euklidsku normu.

Lema 1.0.11 (éebi§evljeva nejednakost). Za slucajnu varijablu X i proizvoljan 1 < p <
oo vrijedi

P(X| 221 < %E (X1,
za sve A > 0.
Neka su x = (xq,...,x,) € R"iy = (y1,...,y,) € R". Tada piSemo
X<y,
akojex; <y,zai=1,...,n.

Definicija 1.0.12. (i) Funkcija distribucije slucajne varijable X je funkcija Fx : R" —
[0, 1] definirana kao
Fx(x):=P(X<x)),

za sve x € R".
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(ii) Ako su Xy,..., X, : Q — R" slucajne varijable, tada njihovu zajednicku funkciju

Fx, x, (x1,..., %) = P(X) <x1,..., X, £ X)),
zasvex;, R, i=1,...,m.

Definicija 1.0.13. Neka je X : Q — R” slucajna varijabla i F = Fx njena funkcija
distribucije. Ako postoji nenegativna, integrabilna funkcija f : R* — R takva da je

X Xy,
F(X)=F(X1,---,xn)=f f FOiseesyn) dyn ... dyn,

tada funkciju f nazivamo gustoéa slucajne varijable X.
Tada slijedi da je
PXeB)= ff(x) dx (YBe B).
B

Ova formula je vazna jer je izraz na desnoj strani uobiCajeni integral koji se ¢esto moze
eksplicitno izracunati.

Primjer 1.0.14. Ako slucajna varijabla X : Q — R" ima gustoc¢u

F)= — L hemciem g
(2n)" det C)2

za neki m € R" i neku pozitivno definitnu, simetricnu matricu C, kaZemo da slucajna
varijabla X ima Gaussianovu (ili normalnu) distribuciju, s ocekivanjem m i kovarijancom
C. Tada pisemo

X je slucajna varijabla tipa N (m,C) .

Lema 1.0.15. Neka je X : Q — R”" slucajna varijabla i pretpostavimo da njena funkcija
distribucije F = Fx ima gustocu f. Pretpostavimo i da je g : R" — R, te da je

Y =g(X),

integrabilna. Tada je
E(Y)=fg(X)f(x) dx.
Rn

Posebno,

E(X) = f xf(x) dx
Rn

V(X) = f x— EORS () do.
Rn
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Stoga E (X) 1 V (X) moZemo racunati kao integrale nad R”, $to je vazno s obzirom na
to da je vec reCeno da vjerojatnosni prostor (2, U, P) nije direktno ,,vidljiv** , tj. sve §to
vidimo su vrijednosti koje X poprima nad R”".

Definicija 1.0.16. Neka je (Q, U, P) vjerojatnosni prostor, te A,B € U dva dogadaja
takva da je P (B) > 0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet da se ostvario dogadaj B

definirana je s
P(ANB)

P(AIB) = — B

Definicija 1.0.17. Slucajne varijable X; : Q — R", i € N, su nezavisne ako za svaki k > 2
i svaku k-torku Borelovih skupova By, ..., B, C R" vrijedi

PX,e€B,X,€B,,..., X € Bk) = P(X1 S Bl)P(Xz € BQ)P(Xk S Bk)
Teorem 1.0.18. Slucajne varijable X, ...,X,, : Q — R" su nezavisne ako i samo ako je

Fx, . .x, (X1,...,%y) = Fx, (x1)--- Fx,, (X),

za sve x; € R", i =1,...,m. Ukoliko slucajne varijable imaju gustoce, gornja jednakost je
ekvivalentna s

fX.,...Xm (X150 X)) = fX. (x1) - 'fX,,, (Xm)

za sve x; € R", gdje su funkcije fx, pripadne gustoce slucajnih varijabli.
Definicija 1.0.19. Neka je X (-) stohasticki proces s realnim vrijednostima. Tada
U =UX(G)|0<s<T),

tj. o-algebru generiranu slucajnom varijablom X (s) za 0 < s < t, nazivamo povijest
procesa do (i ukljucivo) vremena t > 0.

Definicija 1.0.20. Neka je X () stohasticki proces takav da je E (|1X (t)|) < oo za svaki t > 0.

(i) Ukoliko je
X =EX®OIU(s) gs.,

za svakit > s > 0, tada kaZemo da je X (-) martingala.

(ii) Ukoliko je
X SEXOIUG) gs.,

za svakit > s > 0, tada kaZemo da je X (-) submartingala.

Martingale su vazne u teoriji vjerojatnosti preteZito jer zadovoljavaju sljedecu ocjenu.



POGLAVLIJE 1. SLUCAINE VARIJABLE I STOHASTICKI PROCESI 7

Teorem 1.0.21 (Nejednakost martingala). Neka je X (-) stohasticki proces s neprekidnim
putanjama uzoraka g.s.

(i) Ukoliko je X (-) submartingala, tada je

P(maXX(s) > /1) < %E (X (t)+) ,

0<s<t
zasve A>0it>0.

(ii) Ukoliko je X (-) martingala i 1 < p < oo, tada je

p
E (maxlX (s)l”) < (p P 1) E(IX@)),

0<s<t

za sve t > 0.



Poglavlje 2

Brownovo gibanje i ,,bijeli Sum*¢

Definicija 2.0.1. Stohasticki proces W (-) s realnim vrijednostima se naziva jednodimenzi-
onalno Brownovo gibanje ili jednodimenzionalni Wienerov proces ako vrijedi:

(i) W(0) = 0 gotovo svuda (g.s.),
(ii) W({t)—W(s)je N(@O,t—s)zasvet>s >0,

(iii) za sva vremena 0 < t; < t, < --- < t,, slucajne varijable W (t;), W (t,) — W (1), ...,
W, — W (t,-1) su nezavisne.

Primijetimo da posebno vrijedi
E(W () =0,
E(W®)=VW®)-EW@®) =t-0=t,
zasvet > 0.

Teorem 2.0.2. Neka je W (-) jednodimenzionalni Wienerov proces. Tada za svaki n € N,
sve vremenske trenutke O =ty < t; < --- < t, i svaku funkciju f : R" — R vrijedi

Ef(W(ll),---,W(ln)):f"'f o, x) 8 (x1,1110) g (o, 12 — 11| x1) 2.1)

oo 8ty = by | X)) dx, ... dxy,

gdje je funkcija g (x,t|y) definirana kao

1 ()?

e

g(x,tly) =
Tt
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Dokaz. Nekasu X; .= W(t,), Y, = X, teY; = X; — X;-y zai = 2,...,n. Definirajmo i
funkciju /& kao

h(yl"'-’yn) ::f(yl’yl +)’2,---,y1 + )’n)
Tada je

Ef(W(t),....W(t,)) = Eh(Y,,....Y,).

Iz definicije Brownovog gibanja slucajne varijable Y; = W (#;) — W (#,_;) su nezavisne
sluCajne varijable s normalnom razdiobom N (0, ¢ —#,-;) zasvakii = 1,...,n. Stoga je

Ef(W(“)’---’W(fn))=f f R ¥0) & (1,1110) g (V2,12 — 1, 0)
”.g(ynatn_tn_ll()) dyndyl

Uvodenjem zamjene varijabli y; = xj,tey; = x; —x;1 zai = 2,3,...,n,te xo = 0
(Jacobian ovakve zamjene varijabli je 1) dobivamo

Ef(W(l’l),...,W(ln)):f f f(xl,...,xn)g(xl,tlIO)g(xz,tz—tllxl)

e g(xna by — 1 |xn—1) dxn o 'dxl’

Sto smo trebali i pokazati.
]

Jedno od pitanja koje si moZemo postaviti je postoji li uopée Brownov proces i kako
ga konstruirati da to pokazemo. U ovom radu se neéemo time baviti, medutim, moZe se
pokazati da jednodimenzionalno Brownovo gibanje doista postoji te se za detalje Citatelja
upucuje na [2, pogl. 3, str. 45-51].

Uvodimo sljedecu jednostavnu lemu koja ¢e nam biti potrebna za kasnije raune i koja
se takoder koristi pri samoj konstrukciji Brownovog procesa.

Lema 2.0.3. Neka je W (-) jednodimenzionalno Brownovo gibanje. Tada je

EW@W(s))=tAs:=min{s,t} zat>0,s>0. (2.2)
Dokaz. Pretpostavimo bez smanjenja opCenitosti da je t > s > 0. Tada je
EW@OW () = E((W(s)+W @0~ W(s)W(s)
= E(W? () + E((W ) - W () W (5))
= E(W () +E(W@®) -~ W () E(W(5),
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pri cemu smo koristili da su varijable W (s) 1 W (£) — W (s) nezavisne (prisjetimo se da je
t > s). Konacno, koriste¢i da je W (s) N (0, s) varijabla, dobivamo

EW@®HW(s)=s+0

=S=ItAS.
O
Prirodno je prosSiriti definiciju Brownovog gibanja tako da poprima vrijednosti i u R”.

Definicija 2.0.4. Stohasticki proces W (-) = (W1 -),...,w" (-)) s vrijednostima u R" se
naziva Brownovo gibanje ili Wienerov proces ukoliko vrijedi

(i) zasvakik = 1,...,n, WK () je jednodimenzionalno Brownovo gibanje
(ii) o-algebre W* = U (Wk )|t > O) sunezavisnezak =1,...,n.

Drugim rijecima, za svake t,s > 0 i za svake k,l € {1,...n}, k # [, vrijedi da su varijable
Wk (1) i Wk (s) nezavisne.

S obzirom na uvjete iz gornje definicije n-dimenzionalno Brownovo gibanje mozemo
konstruirati na sljede¢i nacin. Konstruiramo vjerojatnosni prostor, te na njemu n nezavisnih
1-dimenzionalnih Brownovih gibanja W (-), k = 1,...,n. Tada je

WO = (W, W)
jedno n-dimenzionalno Brownovo gibanje.

Lema 2.0.5. Neka je W (-) n-dimenzionalan Wienerov proces. Tada vrijedi
(i) E(WK @)W (9)) =t Ao, kI=1,....n,
(ii) E((Wk(z) - WE () (W' (1) - Wl(s))) =(t=8)0u kl=1,...,m1t>s5>0.

Dokaz. (1) Ako je k # [, zbog nezavisnosti vrijedi

E (Wk W' (s)) -E (Wk (t)) E (W’ (s)) = 0.
AN S

=0 =0

S druge strane, u slucaju k = [ koristimo Lemu 2.0.3, pa dobivamo

E (W (tyw* (s)) —tAs.
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(i) Akoje k # [ zbog nezavisnosti jednodimenzionalnih Wienerovih procesa te zbog toga
$to je proces Wk (f) — W* (s) varijabla tipa N (0, ¢ — s), za svaki k = 1, ..., n vrijedi

E ((W" (1) = W () (W (1) = W' (s))) = E (W ()= W () E(W! () = W' (s))

=0 =0

=0.

Za k = [ koristeci isti argument kao gore, slijedi

E ((Wk (1)) = W () (W () - W (s))) - E ((W" (t) — W (s))z)
=t—s.
Od

Teorem 2.0.6. (i) Ukoliko je W (-) n-dimenzionalno Brownovo gibanje, tada je W (t)
varijabla tipa N (0, tI) za svaki vremenski trenutak t > 0. Stoga vrijedi

1 ,
A= —— o
P(W (1) € A) G fA e dx,

za svaki Borelov podskup A C R".

(ii) Opcenitije, za svaki m € N i za svaku funkciju f : R" X R" X --- X R" = R, vrijedi

Ef(W(tl),...,W(zm)):f

Rn

f f e, x) 8 (x1,2110) g (X2, 82 — 11 | X1)
Rn
o 'g(xrm b — tm—1 |xm—1) dxm o 'dxl-
(2.3)
gdje je

1 _ by
2t

=—7>e
Qnr)"?

g(x,tly):
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Dokaz. (i) Za svaki vremenski trenutak ¢ > 0, slu¢ajne varijable W! (), ..., W"(¢) su
nezavisne. Stoga za svaku tocku x = (xy,...,x,) € R", uz oznaku fx za funkciju
gustoce slucajne varijable X, vrijedi

Swey (X1, X0) = fungy (X)) -+ fwny (X0)

1 2 1
= 0 2% e — 2
(2nr)'? Qnt)'?
1 e
= g(x,1]0).

Po definiciji vrijedi da je

P(W(t)eA):ffw(,)(xl,...,xn) dx, AEB(R")
A

Stoga kona¢no imamo

1 L
A= —— | 7.
PWWed) = p fA e

(i) Formula (2.3) se dokaze analogno kao formula (2.1) u jednodimenzionalnom slucaju.
|

Definicija 2.0.7. Ako je X (-) stohasticki proces, tada o-algebru

X(©)=XXn10<r<s)= | J{xm) ' ®:Bes|

rel0,s]

zovemo povijest procesa do ukljucivo trenutka s.

Neformalno, X (s) moZemo promatrati kao o-algebru koja sadrzi informacije dobivene
promatranjem X (r) za sve vremenske trenutke 0 < r < .

Definicija 2.0.8. Stohasticki proces X (-) s vrijednostima u R" se naziva Markovljev lanac
ukoliko vrijedi

P(X(t)e BIX(s)) = P(X(t) € BIX(s)) gs.

za sve 0 < s < ti za sve Borelove skupove B C R".
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Ova definicija govori da ako u nekom trenutku znamo vrijednost X (), vjerojatnost
buducih vrijednosti X (¢) procesa moZemo procijeniti kao da znamo cijelu povijest procesa.
Proces jedino zna trenutnu vrijednost u trenutku s i ne ,,pamti*“ prethodne vrijednosti koje
su se dogodile u proslosti.



Poglavlje 3

Stohasticki integrali i Itova formula

3.1 Definicija i svojstva Itovog integrala

Neka je W (-) 1-dimenzionalno Brownovo gibanje definirano na nekom vjerojatnosnom
prostoru (Q, U, P). U nastavku ¢emo s ‘W () oznacavati povijest Brownovog gibanja de-
finiranog u Definiciji 2.0.7.

Definicija 3.1.1. o-algebra W* (t) .= U (W (s) — W (t) | s > 1) je buducénost Brownovog
gibanja nakon trenutka t.

Definicija 3.1.2. Familija o-algebri F (-) C U je nepredvidajuéa (s obzirom na W (-)) ako
vrijedi:

(a) FO2F (s), t=s5=>0,

(b) FO)2W(), t>0,te

(c) F (1) i W*(t) sunezavisne za sve t > 0.
Tada se F (-) jos naziva filtracija.

Neformalno, ¥ () ,,sadrZi sve informacije dostupne u trenutku 7* . Na§ glavni primjer
filtracije ¢e biti ¥ (1) := U (W (s) (0 < s < 1), Xp), gdje je Xo sluCajna varijabla nezavisna
od W (0). To Ce biti predstavljeno u poglavlju 4, gdje e X, biti poCetni uvjet za sto-
hasti¢ku diferencijalnu jednadzbu.

Definicija 3.1.3. Stohasticki proces G (-) s realnim vrijednostima se naziva nepredvidajuci
(s obzirom na F (-)) ukoliko je F (t)-izmjeriv za svaki vremenski trenutak t > 0.

Ideja prethodne definicije je da za svaki ¢t > 0, sluCajna varijabla G (¢) ovisi samo o
informaciji dostupnoj u o-algebri 7 (7).

14
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Definicija 3.1.4. Stohasticki proces G (-) je progresivno izmjeriv ukoliko je nepredvidajuci
i zajednicki izmjerljiv, to jest, ukoliko je preslikavanje (t,w) — G, (w) izmjerivo.

Za progresivno izmjerive procese G (-) moci ¢emo definirati i razumjeti stohasticki in-
tegral LT G dW u smislu jednostavnih, korisnih i elegantnih formula. Drugim rijeCima, s
obzirom na to da u svakom vremenskom trenutku G ovisi samo o proSlosti Brownovog
gibanja vrijede neka lijepa svojstva koja ne bi vrijedila ukoliko bi G ovisio o buduénosti
Brownovog gibanja.

Definicija 3.1.5. (i) L%(0, T) je prostor svih realnih, progresivno izmjerivih stohastickih
procesa G (-) takvih da
T
E [ f G? dt) < 0o,
0

(ii) LY(0, T) je prostor svih realnih, progresivno izmjerivih stohastic¢kih procesa F (-) tak-

vih da .
E[f |F| dt)<oo.
0

Definicija 3.1.6. Proces G € L? (0, T) se naziva stepenasti proces ukoliko postoji particija
P={0=t <t <---<t, =T}islucajne varijable G takve da

G(@) =Gy za K<t<tiy (Kk=0,..,m-1).
Gy je tada F (#;)-izmjeriva slucajna varijabla s obzirom na to da je G nepredvidajuci.

Definicija 3.1.7. Neka je G € L*(0, T) stepenasti proces. Tada je

T m—1
j; Gdw = Z G (W (txr1) — W (1))
k=0

Itov stohasticki integral od G na intervalu (0, T).
Primijetimo da je to sluCajna varijabla.

Lema 3.1.8 (Svojstva stohastickih integrala za stepenaste procese). Za sve konstante a,
b € R i za sve stepenaste procese G, H € L*(0, T) vrijedi:

(l) T T T
f(aG+bH)dW:af GdW+bf Haw,
0 0 0
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E[fOTGdW] =0,
(o] -

Dokaz. (1) Uzmimo zajednicku particiju P = {0 =fp < t, < ---<t,=T}zaG1iH,
te pretpostavimodaje G(t) = Gy i H(t) = Hyzaty <t <ty 1k =0,...,m— 1.
Koristeci definiciju u prvom i poslijednjem koraku dobivamo

(ii)

(iii)
E

m—1

T
f (aG +bH) dW = > (aG + bH), (W (ix21) = W (1)
0 k=0

—_

3

(aGy + bHy) (W (ti1) — W (1))

k=0
m—1 m—1
=a ) Ge(W (1) = W (t0) + b ) He (W (ti1) = W (1)
k=0 k=0

T T
:af GdW+bf Hdw,
0 0

(i1) Pretpostavimo da je G(¢) = Gy zat; <t < t;4;. Tada je

T m—1
E[fo GdW} = D E(Ge(W () = W (@))).

k=0

Za svaki k, sluCajna varijabla Gy je F (t;)-izmjeriva, dok je ¥ (f;) nezavisna od
W+ (#). S druge strane, W (t;,1) — W (&) je W™ (t;)-izmjeriva, iz Cega slijedi da
je Gy nezavisna od W (#,1) — W (#;). Stoga

E(Ge (W (t:1) = W (1)) = E (G E (W (t1) = W (1),
=0
pri ¢emu smo koristili da je za svaki k = 0, 1,...m, E(W (t;)) = 0 (Def 2.0.1 (ii)).

(i11) Nadalje,

2 m—1

= Z E (Gij(W (fk+l) - W(tk) )(W(tjﬂ) - W(t])))

J=1

E

([ o

=~
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Ukoliko je j # k, tada je W (#1) — W (#;) nezavisan od Gij(W(tj+1) - W(tj)). Stoga
je
E(GkG S(W (tian) = W (1) (W(tj+1) - W(rj)))

= E(Gij (W(tk+1) - W(tj)))E(W(tk+1) - W(1).

=0

<oo

Kona¢no imamo,

[fOTGdW)

2 -1

= > E(GE(W (1) - W 1))’)

3

E

>~
=]

3

[

E(G) E((W (tir) - W (w0))’)

>~
=]

= N E(G})(V (W (tea) = W (1)) = E (W (1) — W (1))

3

=~
[e=]

=t~k =0

3

E (Gi) (tee1 — 1)
m—1
Z Gy (trs1 — lk)]
=0
T
=E [ f G? dr),
0

gdje smo u posljednjoj jednakosti iskoristili definiciju Lebesgueovog integrala za ste-
penaste funckije.

k=

=]

=F

O

Teorem 3.1.9 (Svojstva Itovog integrala). Za sve konstante a, b € R, te za sve G, H €

L2(0, T) vrijedi
(i)
T T T
faG+bHdW=af GdW+bf Hdw,
0 0 0
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(ii)
T
E[f GdW]:O,
0
(iii)
T 2 T
E(f GdW)]:E[f szt),
0 0
(iv)

o [[oaw [ maw)={ [ oma)

Navedena svojstva Itovog integrala se progiruju na L (0, T) tako da se koristi aprok-
simacija stepenastim funkcijama (kao kod Lebegueovog integrala). Detalji ovog postupka
mogu se pronaci u [2, pogl. 4, str. 69].

3.2 Itova formula

Definicija 3.2.1. Pretpostavimo da je X(-) realni stohasticki proces takav da
X(r) = X(s) +f th+f G dw,

za neke F € L0,T), G € L*0,T) i za sve vremenske trenutke 0 < s < r < T. Tada
kazZemo da proces X(-) zadovoljava stohasticki diferencijal

dX = Fdt + GdW

zasve 0 <t<T.

Ako promatramo deterministicki slucaj, to jest, X (r, w) = X (¢) (stohastic¢ki proces ne
ovisi 0 w), te ako je X apsolutno neprekidan (ili C') proces, tada je

X(r):X(s)+er’dr,

iz Cega slijedi daje G = 0, te F = X. U tom slucaju jednadzba glasi

dx = X dt.
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Teorem 3.2.2 (Itova formula / Lancano pravilo). Pretpostavimo da X(-) zadovoljava sto-
hasticki diferencijal
dX = Fdt + GdW,

zaneke F € LY(0,T), G € L*(0, T). Neka jeu:RX[0,T] — R neprekidna funkcija takva
da %, g—‘; i 327’3 postoje i neprekidne su. Definirajmo

Yt) =u(X®),1).
Tada Y zadovoljava stohasticki diferencijal

ou ou 16%u
Y=— —dX + ——G?
d ath 8xd + 2asz dt
ou  Ou 16%u _, Ou
= (E + 6_xF + EQG )dl’+ aGdW

U dokazu prethodnog teorema ne€emo ulaziti, a detalji se mogu pronaci u [2, pogl. 4,
str. 75-77].
Slijede dva primjera na kojima ilustriramo Itévu formulu.

Primjer 3.2.3. Neka su X (-) = W (), te u(x) = x". Tada je dX = dW iz Cega slijedi da je
F =0iG = 1. Stoga primjenom Itove formule slijedi

1
d(W™) = mW™'dw + m (m—1) W™2dt.
U specijalnom slucaju kada je m = 2 imamo
d(W?) = 2WdW + dt.

2
A%t
Ax 7.

Primjer 3.2.4. Ponovno uzmimo da je X (-) = W (-), te ovaj put neka je u(x,t) = e
Tada je ponovno F = 0i G = 1, a primjenom Itéve formule dobivamo da je

2 2
d(eAW(z)—f’) _ (_/l_e/lW(t)—/‘j’ + /l_eAW(t)—ﬂzzf)dt + VOS5 g

2 2
Stoga je
dY = AYdw
{Y(O) =1

Teorem 3.2.5 (Itovo produktno pravilo). Neka je

dX, = Fidt + G{dW
dX, = Fydt + G,dW

zaneke F; € LY(0,T), G; € L2(0,T) (i = 1,2). Tada je
d(X]Xz) = XodX, + X1dX, + G1G,dt.

(3.1)
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Integriramo li produktno pravilo dobivamo Itovu po dijelovima integracijsku formulu

szdX] =X (I’)Xz(l")—Xl (S)Xz(S)-ledXQ—f G]szl.

Ako je G 1li G, jednako 0 dobivamo dobro znanu po dijelovima integracijsku formulu.
Doista, pretpostavimo b.s.o. da je G; = 0. Tada imamo sljedeci sustav jednadzbi

dX, = Fdt
dX, = Fodt + GL,dW.

Iskoristimo li sada Itovo produktno pravilo iz prethodnog teorema na ovaj sustav jednadzbi
dobivamo
d(XIXZ) = XZdXI + deXZ‘

Teorem 3.2.6 (Generalizirana Itéva formula). Pretpostavimo da je dX' = F'dt + G'dW,
zaneke F e LY0,T), G' e L*(0,T), zai=1,...,n
Ukoliko jeu : R"x [0,T] — R neprekidna, s neprekidnim parcijalnim derivacijama

ou Ou
B0 o’ ax,ax (i, j=1,...,n), tada

d(u (X',....x" 1 )— Z a—)@dxt 5 Z = aijidot.

3.3 Itov integral u N dimenzija

Napomena 3.3.1. Navodimo par notacija koje cemo koristiti.

(i) W() = (W1 -),...wn (~)) Jje m-dimenzionalno Brownovo gibanje.

(ii) Pretpostavljamo da je F (-) familija nepredvidajucih o-algebri, tj. da je
(a) F@®)2F (s) Vt>5>0)

D) FOLWEH=UMW(s)|0<s<1)

(c) F (t) je nezavisna od W* (t) = U (W (s) =W (@) |t £ s < ).

Definicija 3.3.2. (i) M™" stohasticki proces G = (G’J ) pripada prostoru L
liko vrijedi

(0, T) uko-

nxXm

G7el*0,T) (i=1,...,m;j=1,...,m).
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(ii) R" stohasticki proces F = (Fl, F?,..., F") pripada prostoru L\(0, T) ukoliko vrijedi
F'el'0,T) (i=1,...,n).

Definicija 3.3.3. Neka je G € L2, (0,T). Tada je

nxXm
T
f GdW
0

slucajna varijabla s vrijednostima u R", Cija je i-ta komponenta dana s

m T
Zf Gidwi (i=1,....n).
j=1 Y0

Imajuéi u vidu prethodnu definiciju dokaz sljedece leme slijedi iz Teorema 3.1.9.

Lema 3.3.4. Neka je G € L2, (0,T). Tada je

T
EU de]:o,
0
T 2 T
dew :EU |G|2dt),
0 0

te

E

Gl

gdje je |G|2 = D l<in
1<j<m

Definicija 3.3.5. Ukoliko je X (-) = (X1 “),...., X" (-)) proces s vrijednostima u R" takav
da

X (r) :X(s)+fodt+erdW

za neke F € LY(0,T), G € L2 (0,T)izasve 0 < s <r < T, tada kaZemo da X (-)

nxm
zadovoljava stohasticki diferencijal

dX = Fdt + GAW.

To znaci da je

dx’ :F"dt+ZG"def i=1,....n.

J=1
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Teorem 3.3.6 (Itova formula u N dimenzija). Neka vrijedi dX = Fdt + GdAW. Neka je

n ou Oou _du
u : R" X [0, T] neprekidna funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama %/, T B
(i,j=1,...,n). Tada je

d(u(X(®.1) = —dt Z—dX‘

m

=3 Z Gedx) Z G'G'dt.

=1

Dokaz prethodnog teorema se moze pronaci u [2, pogl. 4, str. 78-79].



Poglavlje 4

StohastiCke diferencijalne jednadzbe

4.1 Definicije i primjeri

Na pocetku ovog poglavlja navest ¢emo notaciju koja ¢e se koristiti kroz ovo poglavlje.

Neka je W (-) m-dimenzionalno Brownovo gibanje 1 X, n-dimenzionalna slucajna va-
rijabla nezavisna od W (-). Definiramo

F (1) =UXo.W(s) 0<s<1), 120,

kao o-algebru generiranu od X i povijesti Wienerovog procesa do uklju¢ivo vremena f.

Nekaje T > 0, te

b:R"x[0,T] - R",
B:R"x[0,7T] » M™",
dane funkcije. Komponente ovih funkcija oznacavamo s
p'' ... bm

b=(bp%....0"), B=|: -~ |
prto L b

Definicija 4.1.1. KaZemo da je stohasticki proces X (-) s vrijednostima u R" rjeSenje Itove
stohasticke diferencijalne zadace

dX=bX,n)dt+B(X,t)dW
X (0) = Xo,

za 0 <t < T, ako vrijedi:

23
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(i) X (-) je postepeno izmjeriv proces s obzirom na F (-),
(ii) F:=b(X,n € L0, T),
(iii) G =B (X, L2, (0,T),
(iv) X)) =Xo+ [y b(X(s),5) ds+ [ B(X(s5),5) dW zags 0<1<T.

Slijedi par primjera linearnih stohasti¢kih diferencijalnih jednadzbi.

Primjer 4.1.2. Neka su m = n = 1 i pretpostavimo da je g neprekidna funckija. Tada je
Jjedinstveno rjeSenje stohasticke diferencijalne zadace

dX = gXdw
§ @.1)
X0)=1,
slucajna varijabla
X (1) = e L@ dsefsaw
za vremena 0 < t < T. Da to pokaZemo primijetimo da
1 f !
Y1) = ——f g ds+ f gdW
2 Jo 0
zadovoljava
1,
dy = —Eg dt + gdW.
Iskoristimo Itovu lemu za u (x) = e* da dobijemo
ax = Mgy 1010y,
“ox" T 2ot
1 1
Y 2 2
= —=g-dt + gdW + —g-dt
€ ( 28 8 28
= gXdW.
U kasnijem odjeljku dokazujemo jedinstvenost ovoga rjesenja.
Primjer 4.1.3. Rjesenje stohasticke diferencijalne jednadZbe
dB=-Edt+dW O<t<l1
1= O<r<1) 4.2)
B0)=0
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je

B(t):(l—t)f ! dw (0<t<1),
0 1-5

Sto se moZe potvrditi direktim racunom.
Naime,

|
B(O):(I—O)f dw =0,
0

1-=s
=0

dok je

ap 1
dB = - f dW |dt + (1 = 1) ——dW
0 1-=5 1 -1t

B
= ———dt +dW,
-1t

gdje smo u prvoj jednakosti iskoristili pravilo produkta. Sluc¢ajnu varijablu B () zovemo
Brownov most“izmedu trenutaka 0 i 1.

Primjer 4.1.4 (Langevinova jednadzba). Rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe

dX = —bXdt + cdW
{ o 4.3)

X (0) = Xo,

koju jos nazivamo Langevinova jednadZzba, je

t
X(@) =e"Xy+ O'f eI aw, >0,
0

sto se moZe pokazati direktnim racunom.
Naime,

0
X(O):eOXO+0'f e’ dw = X,,
0

N
=0

te je

!
dX = —be™"Xydt + 0’ dW + o ( f —be =9 dW) dt
0

= —bX dt + o dW.
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Primijetimo da pomocu Leme 3.1.8 (ii) slijedi

EX(1)=e"EXo),

te

E (X2 (z)) -E

f f 2
e‘Zb’XS +20e7 "X, f e P qW + o [ f e b=y dW) J
0 0

!
= e E(X]) + 2ae-”fE(XO)E( f e dW)
0

!
+ o2 f o 2b0=9) g
0

@

= e E () + T (1- ),

@)

gdje smo za (1) iskoristili nezavisnost Xy i W, te Lemu 3.1.8 (ii) (pa je ¢lan jednak 0), dok
smo za (2) iskoristili Lemu 3.1.8 (iii).
Ukoliko sada iskoristimo relaciju

V(X (0) = E(X*0)- EX )

dobivamo da vrijedi

VX@0)=e™ (E (x5)- E(Xo)z) + g_; (1-e)

=2V (X,) + T (1-e)
- 0 2b )

pretpostavljajuci da je V (Xy) < oo. Stoga za svaku pocetnu varijablu Xy za koju je V (Xy) <
oo, na limesu t — oo vrijedi

VX)) - .

{E (X () = 0

- TV NPT . 2

Iz eksplicitnog oblika rjesenja vidimo da distribucija od X (t) konvergira prema N (0, g—b)
kada t — oo. To znaci da neovisno o pocetnoj distribuciji, rjesenje stohasticke diferenci-
Jjalne jednadzbe za velika vremena t konvergira prema Gaussovoj distribuciji s varijancom

‘ZLZ koja predstavlja vezu izmedu slucajne sile o (-) i sile prigusenja —bX (-).
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4.2 Egzistencija i jedinstvenost rjesenja

Na pocetku ovog poglavlja pokazat ¢emo konstrukciju rjeSenja stohasticke diferencijalne
jednadzbe u jednoj dimenziji.

Pretpostavimo da je b : R — R klase C', te da vrijedi | »' | < L za neku konstantu L, te
probajmo rjesiti jednodimenzionalnu stohasti¢ku diferencijalnu jednadZbu

dX =b(X)dt +dW
X(0) =x,

zaneki x € R.
Znacenje ove stohasticke zadace u smislu [tovog integrala jest

X(t):x+f b(X)ds+ W),
0

za sve t > 0, ¢ime smo dobili implicitnu integralnu relaciju (osim za konstantnu funkciju b
kada je gornjom formulom eksplicitno dano rjeSenje). Stoga je ideja da konstruiramo niz
slu¢ajnih varijabli Ciji ¢e limes biti upravo maloprije navedeno rjeSenje stohasticke dife-
rencijalne jednadzbe (ideja je analogna dokazu postojanja i jedinstvenosti rjeSenja obi¢nih
diferencijalnih jednadZzbi prvog reda koristeci Picardove iteracije; v. [4, pogl. 2]). Defini-
rajmo X° (f) = x, te

!
X" (@) = x + f b(X")ds+W(@) (t=0),
0
zan € Ny. Nadalje, zan € Ny it > 0 definiramo
D" (t) = gnaX|X”+l (s) — X" (s)|,
<s<t

te primijetimo da za dano neprekidno Brownovo gibanje vrijedi

D (f) = max

0<s<t

fsb(x) dr+ W(s)| <C,
0

zasvavremena 0 <t < T, gdje konstanta C ovisi 0 w.
Tvrdimo dazan e Nyir e [0,7T] vrijedi

L}’l
D' () < C—1".
n!

Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom. Korak (n = 0) smo ve¢ pokazali, te pret-
postavimo da tvrdnja vrijedi za neki n — 1. Pokazujemo da tada nejednakost vrijedi i za
n.
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f b (X" () = b(X" (1)) dr
0

D" (t) = max
0<s<t

!
SLf D" (s) ds
0

t n—1  n—1

<L f C > ds (po pretpostavci indukcije)
o (m—1)!

L}’ltl’l

n!

2

pri ¢emu smo u prvoj nejednakosti iskoristili Lagrangeov teorem srednje vrijednosti i |b| <
L. Stoga za m > n vrijedi
L¥T*

k!

max|X"™ () — X" (1)] < C Z -0 kadan — oo,
0<t<T =

jer na desnoj strani imamo ostatak konvergentnog reda.

Zbog gornje konvergencije za skoro svaki w imamo da X" (-) konvergira uniformno za
0 <t < T prema procesu X (-). Ako u definiciji od X"*! () prijedemo na limes upravo
dobivamo rjesSenje koje je oblika kojeg smo otprije znali.

Sada prelazimo na rigorozni dokaz, prije kojega dajemo sljedecu pomo¢nu lemu.

Lema 4.2.1 (Gronwallova lema). Neka su ¢ i f nenegativne, neprekidne funkcije defini-
rane za 0 <t < T, te neka je Cy > 0 neka konstanta. Ukoliko je

!
¢(t)§Co+ff¢ds zasve 0 <t<T,
0

tada je

o) < Coefotfds zasve 0 <t <T.

Dokaz. Definirajmo ® (1) := Co + |7 f¢ ds. Tadaje &' = f¢ < fO, te je

(e 6700) = (@0 - fo)e br% < (£~ fgye ki =0,
Stoga je

D()e bl <D0 e b =y,

pa kona¢no imamo
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6 (1) < D (1) < Coeh 7,

O

Teorem 4.2.2 (Egzistencija i jedinstvenost). Pretpostavimo da sub : R" X [0,T] — R”
iB:R"x[0,T] - M"™" neprekidne i da postoji L > 0 takav da za sve 0 <t < T i sve
x,x € R" vrijedi

(a)

Ib(x,7) —b (X, < Llx - i,
1B (x,1) =B (X,0)] < Llx - i,

(b)
b (x, )l < L(1 +x]),
B (x, )] < L(1 +x]).

Nadalje, neka je Xy proizvoljna slucajna varijabla s vrijednostima u R" takva da

(c)
E (1Xo) < oo,

te

(d)
Xy je nezavisna od W* (0),

gdje je W (-) dano m-dimenzionalno Brownovo gibanje.

Tada postoji jedinstveno rjesenje X € L2 (0, T) stohasticke diferencijalne jednadzbe

dX=b(X,)dt+BX,HdW (0<t<T)
X (0) = Xp.

Napomena 4.2.3. (i) Pod jedinstvenim rjesenjem podrazumijevamo da ukoliko imamo
dva skoro svuda neprekidna rjesenja X, X € L2 (0, T) jednadzbe (SDE) tada

P(X(t) =X zasve0<t < T) = 1.
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(ii) Pretpostavka (a) govori da su funkcije b i B uniformno Lipschitz neprekidne u vari-
jabli x. Primijetimo takoder da pretpostavka (b) slijedi iz pretpostavke (a).

(iii) Uz uvjet (b) (uvjet rasta) i obicne diferencijalne jednadzZbe imaju jedinstveno globalno
rjeSenje, sto je u skladu s ovim rezultatom (v. [4, pogl. 7]).

Dokaz. (1) Jedinstvenost. Pretpostavimo da su X i X dva rjeSenja od (SDE). Tada za sve
0<t<T,
X()-X(() = f b(X,s) —b(X, s)ds + f B (X, s) — B(X, 5) dW.
0 0
)

+2E(‘ fB(X,s)—B(X,s) dW
0

S obzirom da je (a + b)* < 2a* + 2b?, imamo

E(X@) - X(mz) < ZEU fotb(x, 5) — b(X, s) ds

)

Cauchy-Schwarzova nejednakost povlaci da je

A 2 A
des ng|f|2ds
0 0

zasvet>0if:[0,7] - R". Pomocu toga dobivamo
2 1
f |<re([
0
t A
< I’T f E(IX - XP)ds.
0
Sli¢no moZemo ocijeniti i drugi sumand u sumi

2 t
]SEU
0
t A
< 2 f E(IX —X|2)ds,
0

gdje smo u prvoj nejednakosti primijenili Lemu 3.3.4. Stoga postoji konstanta C > 0
takva da

d . . 2
fob(x,s)—b(x,s)ds b(X,s)—b(X,s)' ds)

t . R 2
E(‘fOB(X,s)—B(X,s) dW B(X,s)—B(X,s)' ds]
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E (lX(t) - X(z)ﬁ) <C f l E (lX(s) - th)|2) ds,
0

za0 <t <T.Uzoznaku ¢ (t) = E (lX " -X (t)lz), prethodna nejednakost glasi

¢(t)sCf¢(s)ds zasve0<r<T.
0

Sada moZemo primijeniti Gronwallovu lemu uz Cy = 0 Sto daje ¢ = 0. Stoga je
X(#) = X&) gotovo svuda za svaki 0 < ¢t < T pa je stoga X(r) = X (r) za sve
racionalne 0 < r < T, osim za eventualno neki skup mjere nula. S obzirom da su X i

X neprekidne gotovo svuda,

P(max|X &) - X @) > 0) = 0.
0<t<T

(2) Egzistencija. Definirajmo

X" (1) = Xo + [ b(X"(5),5) ds+ [ B(X"(5),5) dW,

zan € Nyi0 <t <T. Takoder definirajmo

{XO () = X,

d" (1) = E(X"™"' () - X" ()P).
Tvrdimodajezasven e Ngi0<t<T
(Mt)n+]

(n+ 1

pri ¢emu je M neka konstanta ovisna o L,T i X,. Doista, za n = 0 imamo

d" (1) <

(1) = E(X' (1) - X° (1)

:E[

<25

2) + ZE(ft L* (1 +X|)? ds)

! t
f b (Xo, s) ds + f B (Xo, 5) dW
0 0

!

f L(1+1Xo|) ds
0

<M,
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3)

4)

za neku dovoljno veliku konstantu M. Pritom smo u posljednjoj nejednakosti iskoristili
pretpostavku da je E (|X0|2) < oo. Time smo pokazali da gornja nejednakost vrijedi za
n=0.

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za neki n — 1. Tada je
d" (1) = E(IX"" (1) - X" (0)]?)
t !
= E( f b (X", 5)=b(X"",5) ds + f B(X",5) - B(X"",s5) dW
0 0

! t
< 2TL2E( f X" — X"‘1|2ds) + 2L2E( f X" — X1 ds)
0 0

! M"s"
<2L*(1+T) f 'S ds po pretpostavci indukcije
0 n!

)

Mn+1tn+1
S —
(n+ 1!

pod uvjetom da smo odabrali M > 2L% (1 + T). Time smo pokazali da tvrdnja vrijedi
zasven € N.

Primijetimo da je

2

0<t<T

T
éna)}IX”” O-X" ) < 2TL? f IX"—X""'1> ds+2 max
<t< 0

!

f B (X", 5)-B (X", s) dW
0
Primijenimo li nejednakost martingala dobivamo
T T

E(maX'X"H (0 -X" (f>|2) = 2TL2f E(X" - X"'P) ds + 812 f E(X" - X"'P) ds

0<t<T 0 0

(MT)"

n.

<C po tvrdnji iz tocke 2.

Primijenimo li sada CebiSevljevu nejednakost dobivamo

1
P (maxlX”“ ®) - X" ()] > —) <?2”™E (maxlX"” 1) - X" (z)|2)
0<t<T on 0<t<T
o EMT)
n!

Zbog toga Sto je
$ 0
— n!
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®)

moZzemo primjeniti Borel-Cantellijevu lemu da dobijemo
P|max X" (1) - X" (1)| > S gs.|=0
0<t<T P ’

Stoga za gotovo svaki w niz slucajnih varijabli X" konvergira uniformno na [0, T']
prema procesu X (-). Ukoliko sada prijedemo na limes u definiciji od X"*! (-) dobivamo

! !
X(t):Xo+fb(X,s)ds+fB(X,s)dW zaOQ<t<T.
0 0
To jest,

dX =b (X, dt+B(X,1)dW
X (0) = Xo,

za vremenske trenutke 0 <t < T.

Za kraj nam preostaje pokazati da je X (-) € L? (0, T). Primjetimo da je

2)+CE(‘]JB(X”,5) AW
< C(l +E (|X0|2)) +C fOtE(|X"|2) ds,

za neku konstantu C. Tada indukcijom vrijedi

)

E (X" (01°) < CE (1Xo) + CE(‘ f b (X", s) ds
0

n+1

(n+1)!

(1 +E(1XP)).

Iskoristimo li razvoj eksponencijalne funkcije u Taylorov red dobivamo

E (|X"+1 (r)|2) < [C +C2+ -4 C?

(X" (0F) < C(l +E (IXOIZ))eC‘.
Pustimo li sadan — oo :

E(X0P) < C(l + E(|X0|2))e0 zasve0<t<T,

te je stoga X € L2 (0, T).
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4.3 Linearne stohasticke diferencijalne jednadzbe

U ovom potpoglavlju konstruiramo eksplicitne formule za rjeSenje linearnih stohastickih
diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 4.3.1. Za stohasticku diferencijalnu jednadZbu
dX=b(X,t)dt +B(X,1)dW
kaZemo da je linearna ukoliko su koeficijenti b i B oblika
b(x,t)=c@®+D(®)x,
zanekec:[0,T] > R, D:[0,T] - M™ te
B(x,t) =E@) +F(¢) x,
zaneke E : [0,T] - M™™, F : [0,T] - L(R",M™™).

Definicija 4.3.2. Linearna stohasticka diferencijalna jednadzba je homogena ukoliko je
c=E=0z2a0<1t<T, telinearna u uzem smislu ukoliko je F = 0.

Napomena 4.3.3. Ukoliko je

OSUPT{IC(t)I +ID @)+ [E@®]+[F ()]} < o,

tada b i B zadovoljavaju pretpostavke teorema o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja sto-
hasticke diferencijalne jednadzbe. Stoga linearna jednadzba

dX = (c() + D () X)dt + (E () + F (1) X) dW
X (0) = X,

ima jedinstveno rjesenje uz uvjete da je E (|X0|2) < oo, te da je X nezavisna od W (0).

Teorem 4.3.4 (Formula za rjesenje linearne jednadzbe u uzZem smislu). Pretpostavimo
da je D konstanta. Tada je rjesSenje od

dX = (c() + DX)dt + E (1) dW
X (0) = X,

dano sa .
X (1) = e”Xp + f e’ (¢ (s) ds + E(s) dW),

0
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gdje je

Opcenitije, rjeSenje jednadzbe
dX =(c(t)+D@)X)dt + E(t)dW
X (0) = Xo
je dano s
t
X)) =) (XO + f @ (s)" (c(s) ds +E(s) dW)) ,
0
gdje je @ (-) fundamentalna matrica sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi

dd
I =D@®PD, PO) =1

(Vise detalja o fundamentalnim matricama se moZe pronaci u [4, pogl. 10, str. 61]).

Teorem 4.3.5 (Formule za rjeSenja skalarnih linearnih jednadzbi). Pretpostavimo da
jen =1, te m > 1 proizvoljan. Tada je rjesenje jednadzbe

{dX — (@ +dOX)dt+ T (¢ )+ f1 (O X) dW!

X (0) = X,
dano s
X)) =00 X+ f TOR c(s)—Zel(s) fl(s)] ds]+ f Zcb(s)-le’(s) dw',
0 =1 0 =1
gdje je

f m % ¢t m
D (1) = exp j;d‘z(fz) ds+j(:2f’dW’.

=1

U nastavku ¢emo prezentirati neke metode za rjeSavanje linearnih stohasti¢kih diferen-
cijalnih jednadzbi. Izvest cemo neke od formula definiranih u prethodnim razmatranjima
ovog poglavlja.
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Primjer 4.3.6. Za pocetak promotrimo linearnu stohasticku diferencijalnu jednadZbu

dX =d ) Xdt + f (1) XdW
X(O) = X()

zam = n = 1. PokuSat ¢emo pronaci rjeSenje oblika

XO=X0OX(),

gdje je
{dX1 = £ (t) X, dW )
X1 (0) = Xo,
te
{dXz = A(t)dt + B(H)dW “s)
X,(0)=1,

gdje ¢emo kasnije odabrati pogodne funkcije A i B. Tada je

dX = d(X1X2)
= deX2 + XZdXI + f(t) XlB(t) dt
= f () XdW + (X,dX, + f (1) X, B (t) dt),

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili (4.4). Sada moramo odabrati funkcije A i B tako
da je
dX, + f (1) B(t)dt = d(¢) Xpdt.

Gornja jednakost Ce vrijediti ukoliko definiramo B = 0, te A (t) = d () X, (t). Uvrstimo li
to u (4.5) dobivamo

dX, =d(t) Xodt

X, (0)=1.

d9)ds S obzirom da je rjeSenje jednadzbe (4.4)

Rjesenje ove jednadzbe je X, (t) = eh
X, () = Xopeh /OdW=3 [ @ ds
konacno dolazimo do zakljecka da je

X (1) = X, (1) X5 () = Xoeh /O hdo-370ds,

Sto je upravo jednako formuli koju smo maloprije definirali.



POGLAVLIJE 4. STOHASTICKE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 37

Primjer 4.3.7. Pogledajmo sada sljedecu jednadZbu
dX =(c@®)+d@®X)dt+ (e(t) + f () X)dW
{X (0) = Xo,
zam = n = 1. Ponovno kao u prethodnom primjeru pretpostavimo da je rjesSenje dano u
obliku
X0 =X (X(0),

gdje je

dX, =d @) X\dt + f (t) X,dW

X1 (0) =1,
te

X (0) = Xo,
gdje ¢emo ponovno naknadno definirati funkcije A i B. Tada je
dX = XodX; + X1dX, + f(l) X\B()dt
=d@®) Xdt+ f(t) XdW + X, (A(t)dt + B(t)dW) + f (t) X, B (¢) dt.

{dx2 = A(H)dt + B(t)dW

Stoga zahtijevamo da je
Xi(A@dt+B@)dW)+ f(t) X;B(t)dt = c(t)dt + e (t) dW,
a ta jednakost ce vrijediti ukoliko definiramo

AW = [c() - fFOe®(X (1)
B =e® X ).

Primijetimo da je X, (t) = eh FaW+fyd=31 4 te je stoga X, (t) > 0 gotovo svuda. Time
imamo

Xa (1) = Xo + f e (s) = F(s)e ()] (X ()" ds + f e (5) (X ()" aW.
0

0
Koristeci formule za X, (t) i X, (t) dobivamo

X0 =X (X (1)

= exp[fd(s)— %f2(s) ds+f[f(s) dW)
0 0

X(X0+fexp(—fsd(r)—%f2(r) dr—fsf(r) dW)(c(s)—c(s)f(s)) ds
0 0 0

¥ f exp(— f Xd(r)—%fzm dr - f o) dW)e(s) dW).
0 0 0



Poglavlje 5

Primjene

Primjene obradene u ovom poglavlju preuzete su iz [2, pogl. 6, str. 103-107]. ViSe detalja
o poglavlju 5.2 se mozZe pronaci u [3, pogl. 10], a o poglavlju 5.3 u [3, pogl. 12, str.
267-287].

5.1 Zaustavno vrijeme

Neka je (Q, U, P) vjerojatnosni prostor, te F (-) filtracija o-algebri definirana u poglavlju
3.1.

Definicija 5.1.1. Slucajna varijabla v : Q — [0, oo] se naziva zaustavno vrijeme filtracije
F (-) ukoliko vrijedi
t<t}eF () zasvet>0.

Ova definicija ustvari kaze da je skup dogadaja w € Q takvih da je 7(w) < t F (7)-
izmjeriv skup. Iz definicije se vidi da slucajna varijabla T smije poprimiti vrijednost +oo,
te se lako vidi da je svaka konstantna varijabla 7 = 7, zaustavno vrijeme. Naime, ako je
t<ty,tadaje{r <t} =0¢€ F (t),dokzat >ty vrijedidaje {r <t} = Q € F (¢).

Teorem 5.1.2 (Svojstva zaustavnog vremena). Neka su 1, i T, dva zaustavna vremena
filtracije F (-). Tada je

(i) {T1 <t} € F (1), te je stogaif{t, =t} € F (t) za sva vremena t > (.
(ii) Ty ATy :=min (7, Ty), te T V T, := max (71, Tp) Su zaustavna vremena.
Dokaz. Uo€imo da je

(r, < 1) :U (r, <t—1/k}.
—_——
k=1 er—1/0)cF (1)

38
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Pritom tvrdnja da je ¥ (¢ — 1/k) C F (¢) slijedi direktno iz definicije filtracije # (-). Stoga
je{ri <tfeF (). Atadajei

fni=t={n st\{ri <t} €F (v).
eF (1) eF ()

Takoder imamo da je
A <t={n<tnN{n<t}eF (1),

te
(Vo <tl={r <tjU{n, <t} €F (1.

O

Primjer 5.1.3 (Pogadanje skupa). Pretpostavimo da je X (-) rjeSenje stohasticke diferen-
cijalne jednadzbe

dX () =b(t,X)dt + B (¢, X)dW

X (0) = X,

gdje b, B i X zadovoljavaju pretpostavke Teorema 4.2.2.

Teorem 5.1.4. Neka je E neprazan zatvoren ili otvoren podskup od R". Tada je
T(w)=inf{t >0] (X)) (w) €EE}, weQ,
zaustavno vrijeme. Pritom je T = +o0o za one puteve X (-) koji nikada ne pogadaju skup E.

Dokaz. Fiksirajmo t > 0. Moramo pokazati da je {r < t} € F (¢). Neka je {t;};2, prebrojiv
gust podskup od [0, o0). Za pocetak pretpostavimo da je E = U otvoren skup. Tada dogadaj

<= JXwev)
S eF (i) F (1)

pripada algebri # (¢). Nadalje pretpostavljamo da je £ = C zatvoren skup. Definirajmo
d (x,C) = dist(x, C), te otvorene skupove

U, ={x:d(x,C) < 1/n}.

Tada dogadaj
<= JXweu,
R =40
takoder pripada algebri F (z). m|
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S druge strane, primijetimo da slucajna varijabla
o =sup{tr>0|X(?) € E},

odnosno, zadnje vrijeme kada X () pogada skup E, nije zaustavno vrijeme. Razlog je taj
Sto dogadaj {0 < ¢} ovisi o cijeloj buduénosti procesa, te zbog toga opcenito nece biti
F (1)-izmjeriv. Podsjetimo se da ¥ (¢) sadrzi informacije o povijesti procesa do i ukljucivo
vremena ¢, ali ne sadrzi informacije o buduénosti. Razlog za nazivlje ,,zaustavno vri-
jeme’ dolazi iz toga Sto ponekad u primjeni Zelimo zaustaviti put X (-) upravo u vremenu 7
kada prvi put pogada skup E.

Definicija 5.1.5. Ukoliko je G € L?(0,T), te T zaustavno vrijeme takvo da je 0 < v < T,

tada definiramo
T T
0 0

Lema 5.1.6 (Itovi integrali sa zaustavnim vremenom). Ukoliko je G € L>(0,T), te 0 <

7 < T zaustavno vrijeme, tada je
(i) ]
e[ oav)=o
0
T 2 T
(f GdW) = E(f szt).
0 0
T T
0 0

€L2(0,T)

(i)
E

Dokaz. Vrijedi

gdje smo u posljednjoj jednakosti iskoristili Lemu 3.3.4 (i). Stoga je

T 2 T
(f GdW) =FE [f X{,ST}GCZW)
0 0
T 2
=F f (X{Z‘ST}G) dl]
0

= FE f szt),
0

gdje smo u drugoj jednakosti iskoristili Lemu 3.3.4 (ii). m|

2
E
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Sli¢ne formule vrijede za vektorske procese.
Neka je sada W (-) m-dimenzionalno Brownovo gibanje. Prisjetimo se da ako je dX =
b (X, 1) dt + B (X, ) dW, tada za svaku C? funkciju u vrijedi

ou “ou . 1K Pu K,
duX,t) = —dt+ > —dX' + = b*b*dz.
u( ) ot P 8)61' 2 izl (')x,-(')xj ;

U integralnom obliku iz gornjeg slijedi da je

u(X(t),r)—u(X(O),O):f(%+Lu)ds+fDu-Bdw, (5.1)
0 0

za diferencijalne operatore

n n

Lu = % Z Ay, + Z bu,, a’= kzl:b”‘b-/’k,

i,j=1 i=1
te o
Du-BdW = > " u,b*dw".

k=1 i=1
Diferencijalni operator L zovemo generator. S obzirom na to da formula (5.1) vrijedi za
skoro svaki w € Q1 svaki 0 < ¢t < T, moZemo staviti da je = 7, gdje je T zaustavno
vrijeme, 0 < 7 < T'. Tada vrijedi

W(X (1), 1) = u(X(0),0) = f(%+Lu) ds+fTDu-BdW.
0 0

Uzimaju¢i sada ocekivanje gornjeg izraza dobivamo
E(u(X(1),7)) - E(u(X(0),0)) = E f o\ L) ds|,
o \Ot
pri ¢emu smo koristili vektorsku inacicu prethodne leme.

gibanje. U tom slu¢ajuje b = 01 B = I, pa je onda generator dan s

1 - 1
Lu = 3 ; Uyx; = EAM'

Izraz Au se naziva Laplacian funkcije u.
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5.2 Optimalno zaustavljanje

Neka je U c R™ ograniCena, glatka domena. Pretpostavimo da b : R* — R" i B :
R" — M™™" zadovoljavaju uobiCajene pretpostavke. Tada za svaki x € U stohasticka
diferencijalna jednadzba

dX = b (X)dt + B (X) dW
X():X

ima jedinstveno rjesSenje. Neka je 7 = 7, vrijeme pogadanja skupa 0U. Neka je 6 bilo koje
vrijeme zaustavljanja s obzirom na ¥ (), te za svaki takav 6 definirajmo ,,o€ekivani trosak"
zaustavljanja X (-) u trenutku 6 A 7 kao

ONT

JX(Q):E[ f(X(s))ds+g(X(9/\T))].

0

Ideja ovakve definicije je da ako zaustavimo proces u trenutku § < 7, tada je ocekivani
trosak dana upravo g (X (6)). Ako pak ne zaustavimo proces prije nego §to pogodi dU, to
jest, 8 > 7, tada je troSak g (X (7)). Uz to, imamo i troSak po jedinici vremena f u ovisnosti
koliko dugo proces traje, to jest, do trenutka 6 A 7.
Kljucno pitanje je sljedece, postoji li optimalno vrijeme zaustavljanja 6* = 6; za koje
je
J. (07) = min J:(0),

0 vrijeme zaustavljanja

te ako postoji kako pronaci 8*. Problem ¢emo rijesiti tako da ¢emo usmjeriti pozornost na
funkciju ocekivanog troska, te definirati

u(x) = iI;f J (6). (5.2)

Cilj nam je opisati kako izgleda funkcija u koja ovisi o x € U. Primijetimo da je u (x)
minimalni ocekivani troSak pod uvjetom da smo proces zapoceli u tocki x. Ispostavit e se
da jednom kada znamo kako izgleda funkcija # moZemo konstruirati optimalni 6*.

Pretpostavimo stoga da je funkcija u definirana kao gore i da je dovoljno glatka da sav
radun koji slijedi moZemo provesti. Zeljeli bismo ispitati neka svojstva funkcije u. Za
pocetak, primijetimo da u definiciji (5.2) moZemo uzeti 6 = 0. To zna¢i da moZemo odmah
stati u pocetnom trenutku i dobiti da je troSak jednak g (X (0)) = g (x). Stoga je

u(x) < g(x) zasvakutocku x e U. (5.3)
Nadalje, 7 = 0 ako je x € dU, pa je stoga

u(x)=g(x) zasvakutocku x € oU. 5.4)
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Uzmimo sada proizvoljnu tocku x € U 1 fiksirajmo neki ,,mali“broj 6 > 0. Ako sada
ne zaustavimo proces barem do trenutka ¢, novo stanje procesa u trenutku ¢ ¢e biti X (9)
prema stohasti¢koj diferencijalnoj jednadzbi. Stoga, uzimajuéi u obzir da smo u tocki
X (0), najbolje $to mozemo posti¢i u minimiziranju troska je

u(X(9)).

Stoga, ako proces ne odlu¢imo zaustaviti do barem trenutka ¢ i ako pretpostavimo da do
tog trenutka ne pogodimo skup AU, trosak ¢e biti najmanje

ff(X) ds + u(X (5))).
0

S obzirom na to da smo funkciju u (-) upravo definirali kao infimum troska po svim vreme-
nima zaustavljanja, imamo da je

E

5
u(x) SE(f f(X) ds+u(X(6))]
0

5
= E(f £ (X) a’s]+E(u(X(6))).
0
Iskoristimo 1i sada Itdvu formulu dobivamo
s
E (u(X () = u(x)+E(f Lu (X) ds],
0

gdje je
Lu =

1 < .. 6%u " du . e
- ij + bl_’ ij — blkb]k.
2 ij:la (9x,-6xj 1 (9x,- a Z

UvrStavanjem tog izraza u gornju nejednakost dobivamo

9
OSE(f F£(X) + Lu (X) ds].
0

Podijelimo li posljednji izraz s ¢ 1 pustimo li u limes 6 — 0 slijedi
0<f(x)+ Lu(x).
Ovu nejednakost moZemo napisati i kao

Mu(x) < f(x), xeU, (5.5)



POGLAVLIJE 5. PRIMJENE 44

uz definiranje Mu = —Lu. Primijetimo za kraj da ako u jednadzbi (5.3) vrijedi stroga
nejednakost, to jest, ako je

u(x) < g(x) zanekutockux e U,

tada nije optimalno zaustaviti proces odmah u po€etnom trenutku. Stoga je poZeljno pustiti
proces da traje barem neko malo vrijeme ¢. U tom slu¢aju bi imali jednakost

Mu = f zaone tocke za koje je u < g.

Konacno, kombiniranjem (5.3) - (5.5) dobivamo da funkcija u zadovoljava

(5.6)

max{Mu— f,u—g}=0 uU
u=g naoU

Te uvjete na funkciju u nazivamo uvjeti optimalnosti.

Zaklju€ak ove diskusije je da moramo pokazati dvije stvari. Najprije trebamo pokazati
da postoji 1 to jedinstveno rjeSenje u sustava jednadzbi (5.6) , te nakon toga da je ono
upravo ming J, (6). Nakon Sto napokon imamo funkciju # lako moZemo odrediti 6%, to jest,
optimalno vrijeme zaustavljanja.

Teorem 5.2.1. Pretpostavimo da su f i g dane glatke funkcije. Tada postoji jedinstvena
Jfunkcija u s ogranicenim drugim derivacijama takva da je

(i) u<gud,

(ii) Mu < f gotovo svugdje u U,
(iii) max{Mu — f,u — g} = 0 gotovo svugdje u U,
(iv) u = gnadU.
OpCenito, funkcija u ¢ C* (U).

Sada ¢emo pokazati da je rjeSenje sustava jednadzbi (5.6) doista rjeSenje problema
minimalnog troska. Za pocetak definirajmo skup zaustavljanja

S ={xeUlulx) =g}
i primijetimo da je to zatvoren skup. Za svaki x € U definirajmo

6" := prvo vrijeme pogadanja skupa S.
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Teorem 5.2.2. Neka je funkcija u rjesenje sustava jednadzbi (5.6). Tada je
u(lx)=J,(6") = irglf J (0)

zasve x € U.

Teorem kaze da najprije pomocu funkcije u trebamo pronaci skup S, definirati 8" kao
gore 1 pokrenuti proces X () dok se ne pogodi skup S ili dok ne izademo iz skupa U.

Dokaz. Definirajmo skup nastavljanja
C=U\S=xeUlulx) <gkx)}.

Na ovom skupu je Mu = f, te je u = g na dC. S obzirom da je 7 A 6" vrijeme izlaska iz
skupa C, za svaki x € C imamo

u (x) :E(]:A f(X(s) ds+g(X(@ AD))| = 1.(67).

S druge strane, ukoliko je x € S, T A 6" =0, pa je
u(x) =g (x)=J.(6).

Stoga za svaki x € U imamo da je u(x) = J, (8*). Pretpostavimo sada da je 6 bilo koje
drugo vrijeme zaustavljanja. Moramo pokazati da je

ulx)=J,(0)< J. (0.

Po It6voj formuli imamo da je
TAG
u(x):E[f Mu(X)ds+u(X(T/\9))].
0
Medutim, znamo da je Mu < fiu < gna U. Stoga je

TAO
u(x)zE[f f(X)a’s+g(X(T/\9))]=Jx(0).
0

S obzirom da je u (x) = J, (6") slijedi da je
ulx)=J.(6) = mein J. (0,

kao Sto smo trebali i pokazati. m|
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5.3 Odredivanje cijena opcija

Nekaje S (¢) vrijednost neke dionice u trenutku ¢ i pretpostavimo da je promjena vrijednosti
od S odredena sljedecom stohastickom diferencijalnom jednadZbom

dS = uSdt + oSdW
{ K 7 (5.7)

S (0) = o,

gdje je u > 0, o # 0, te sp poznata pocetna vrijednost.

Proucit ¢emo takozvanu ,,Europsku opciju®, to jest, pravo na kupnju jednog udjela
dionice S po cijeni p u trenutku 7. Broj p se naziva udarna cijena, a 7 > 0 udarno
vrijeme. Temeljno pitanje je, koja je pogodna cijena ove opcije u trenutku ¢ = 0? Drugim
rije¢ima, koliko neka financijska tvrtka treba naplatiti korisniku kupnju opcije? (Nas cilj je
pronaci cijenu za koju tvrtka niti ne gubi novac niti ne profitira.)

Radi jednostavnosti, nadalje ¢emo pretpostaviti da je kamatna stopa bez rizika kons-
tanta » > 0. To znaci da recimo 1 kuna stavljena u banku u trenutku ¢ = 0 postaje ¢’” u
trenutku 7 = 7. Ekvivalentno, 1 kuna u trenutku # = T vrijedi ,,samo* ¢’ u trenutku ¢ = 0.

Inicijalna pretpostavka za cijenu opcija bi mogla biti
eE((S(T) - p)'). (5.8)

Razlog je taj Sto ako je S (¢) < p opcija je beskorisna pa je njena vrijednost jednaka 0. Ako
je pak S (¥) > p, u tom trenutku moZemo kupiti opciju za cijenu p, odmah je prodati po
cijeni S (#) i s time profitirati za S (f) — p. Ovo usrednjujemo po svim uzorcima i mnozimo
s faktorom e~'T kako bismo dosli do trazene po&etne cijene opcije.

Ipak, (5.8) nije to€na vrijednost opcije. Osnovni faktor koji igra ulogu u odredivanju
cijena opcija je mogucnost profita bez rizika. Stoga Zelimo eliminirati rizik kao prodavaoc
opcija Sto ¢inimo ,,dupliciranjem® opcije portfolijem koji se sastoji od obveznice bez rizika
i navedene opcije.

Za s > 010 <t < T uvodimo nepoznatu cjenovnu funkciju

u(s,1, (5.9)

koja oznacava pravu vrijednost opcije u trenutku 7, ako je dano da je S (#) = s. Tada je
u (8o, 0) cijena koju mi trazimo.
Nas je zadatak pronadi funkciju u. Za pocetak, primijetimo da u trenutku 7 imamo

u(s,T)=(s—p)" =max{0,s—p} (s=>0). (5.10)
Ako je pak s =0, tadaje S (f) = 0zasvavremenaQ <7 < T, te je stoga

u@0,0=0 O0<t<T). (5.11)
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Preostaje vidjeti kako se funkcija u ponaSaza s >010<¢<7T.
Definirajmo proces
Ct)y=uS@®,1) 0O<t<T), (5.12)

koji predstavlja trenutnu vrijednost opcije u trenutku ¢. Taj proces je sluajan s obzirom na
to da je S (¢) sluCajna varijabla. Pomocu Itove formule i (5.7) dobivamo

2
dC = (ut S + %Szu”)dt + oS udW. (5.13)

Klju¢na ideja je konstruirati C kao kombinaciju udjela dionice S i obveznica B. Pritom
pretpostavljamo da je B investicija bez rizika koja raste uz kamatnu stopu r:

dB = rBdt
' (5.14)
B(0)=1.
Posebno, to znaci da je B(f) = ¢". Cilj nam je pronaci procese ¢ i ¢ takve da je
C=¢S+yB (0<t<T). (5.15)

Ako uspijemo konstruirati procese ¢ 1 ¢ tako da je jednadzba (5.15) zadovoljena, tada
smo uspjeli eliminirati sav rizik. Da se u to uvjerimo pretpostavimo da financijska tvrtka
prodaje opciju opisanu gornjim racunima. Tvrtka tada pristaje na rizik da u trenutku 7
cijena opcije S (T) premaSuje p, te Ce stoga kupac biti na profitu. Medutim, ako je tvrtka
konstruirala portfolio na nacin opisan u (5.15), profit takvog portfolia ¢e upravo biti jednaki
1znosu koji je potrebno isplatiti kupcu opcije. S druge strane, ako je opcija ,,.beskorisna® u
trenutku 7 navedeni portfolio nece generirati profit.

Da ovo bude izvedivo, moramo pretpostaviti da je portfolio (5.15) samoodrziv. To znaci
da promjene u vrijednosti portfolia ovise samo o promjenama S i B. Stoga zahtijevamo da
je

dC=¢dS +ydB (O0<t<T). (5.16)

Napomena 5.3.1. Radi boljeg razumijevanja samoodrZivog portfolia pretpostavimo da
imamo model u kojem je vrijeme diskretno, te su vrijednosti opcije i obveznice u trenut-
cima t; dani sa S; i B; respektivno. Pritom je {ti}ﬁ\i o rastuci niz vremena i pretpostavljamo
da su vremenski koraci t;,; — t; maleni. Portfolio se sada moZe prikazati kao niz uredenih
parova {(¢;, gbl-)}f\i o koji prikazuju cijene opcije i obveznice u svakom vremenskom intervalu.

Sada, za dani vremenski interval (t;, t;11), C; = ¢;S; + ¥, B; je vrijednost otvaranja por-
tfolia, dok je C;y1 = ¢;Siv1 + ¥iBiy1 vrijednost zatvaranja portfolia. Uvjet samoodrZivosti
znaci da je razlika Ci.y — C; mora biti jednaka 0. To je ekvivalentno tome da je

Cii1 —Ci=¢i(Sis1 —S)+¢i(Bis1 — B),

¢ija neprekidna formulacija je upravo (5.16).
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Kombinirajuéi formule (5.13), (5.14) i (5.16) dobivamo jednakost
o2
(ut + uSug + TSzu”) dt + oS udW = ¢ (uSdt + oS dW) + yrBdt. (5.17)

Stoga, ako vrijedi (5.15), (5.17) mora vrijediti, te stoga moramo prikladno odabrati procese
¢ 1 ¢. Primijetimo da ¢e Clanovi uz dW biti jednaki s obje strane jednakosti (5.17) ako
uzmemo

d@) =us(S@,1) 0<t<T). (5.18)
Tada se (5.17) pojednostavljuje te dobivamo

o2
(u, + 7S2uss] dt = nyBdt.
Medutim, zbog (5.15)1 (5.18) je B = C — ¢S = u — u,S, ¢ime dobivamo
o2
(u, +rSu, + 7”” - ru] dt = 0. (5.19)

Stoga ako Zelimo da je (5.12) valjana definicija, zahtijevamo da funkcija u = u(s,1)
rjeSava sljedecu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

2
U, + rsug + %szuss —-ru=0 0<t<T). (5.20)

Primijetimo da se parametar u ne pojavljuje u ovoj jednadzbi.

Ova diskusija nas dovodi to toga da ako Zelimo odrediti cijenu nase opcije moramo
rijesiti rubni problem

u; + rsu; + %Zszu” —ru=0 (s>00<t<T)

u=(-p) (>0,t=T)
u=0 (s=00<r<T).

Primijetimo da je u gornjem rubnom problemu upravo rije¢ o parabolickoj jednadzbi na
polupravcu (s > 0).
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Sazetak

U ovome radu upoznali smo se s pojmom stohastickih diferencijalnih jednadZbi i njenim
primjenama. Podsjetili smo se gradiva teorije vjerojatnosti potrebnog za razumijevanje
ovog rada. Upoznali smo se s Brownovim gibanjem, stohasti¢kim procesom ¢ija je ,,deri-
vacija“ upravo ,.bijeli Sum “ podataka koji se cesto pojavljuje prilikom modeliranja parci-
jalnim diferencijalnim jednadZbama nekog problema iz stvarnoga svijeta.

Kao osnovne pojmove za ovu tematiku uveli su se [tov integral i Itova formula. Opisano
je kako izgledaju stohasticke diferencijalne jednadzbe, te je stavljen naglasak na egzisten-
ciji 1 jedinstvenosti njihovog rjeSenja, te dokaz navedene tvrdnje.

Na samome kraju rada obradeno je nekoliko primjena teorije gdje se prikazao jedan dio
upotrebe stohasti¢kih diferencijalnih jednadZbi u rjeSavanju problema koji se pojavljuju u
praksi.



Summary

In this paper, we were introduced to the term stochastic differential equation and its applica-
tions. We have recalled the foundations of probability theory necessary for understanding
this thesis. We were introduced to Brownian motion, a stochastic process whose “deriva-
tive” is the “white noise” of data that often appears in modeling real-world problems with
partial differential equations.

The 1t6 integral and the Itd6 formula were introduced as basic concepts for this topic. It
is described what stochastic differential equations look like and emphasis is placed on the
existence and uniqueness of their solution, as well as the proof of the stated statement.

At the very end of the paper, several applications of the theory were discussed, where
one part of the use of stochastic differential equations in solving problems arising from the
real world was presented.
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