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Saletak

Na temelju izmjerenih transportnih velifina, poput elektriEne vodljivosti, mo°emo
dobiti nekoliko informacija o elektronskim vrpcama. U ovom radu razmatramo obrnuti
proces: polaze¢i od mikroskoposkog modela dvodimenzionalnog materijala s inverzijom
valentnih vrpci raEunamo odzivne funkcije poput istosmjerne i opti£ke vodljivosti. Pod
materijalima s inverzijom valentnih vrpci smatramo posebnu klasu dvodimenzionalnih
polumetala £ije valentne vrpce posjeduju elektron-2upljina simetriju i oblikom podsje-
¢aju na meksi£ki 2ezir.

Da bismo pobli°e prou£ili transportna svojstva takvih materijala, de nirali smo mi-
nimalni elektronski efektivni hamiltonijan s dvama slobodnim parametrima. Dijagona-
lizacijom takvog hamiltonijana dobivene su vrpce oblika meksi£kog 2e?ira i mogu¢nost
opisa dviju razlifitih osnovnih elektronskih faza. To su faza s energetskim procijepom
| faza £vorne petlje.

Cijeli je rad usmjeren k tom da na temelju op¢eg oblika tenzora vodljivosti, kojeg
smo izveli u formalizmu jednad®bi gibanja za neravnote®nu Landauovu funkciju distri-
bucije, te kojeg smo podijelili na unutarvp£ane i mezuvrp£ane doprinose, poka®emo
jedinstveni otisak dviju navedenih elektronskih faza; u istosmjernom i optifkom odzivu.

U istosmjernoj vodljivosti, u kojoj glavni doprinosi dolaze od unutarvrp£anih pro-
cesa na temelju ovisnosti efektivne koncentracije elektrona o dopiranju, moguce je
utvrditi razliku izmezu faze s procijepom i faze £vorne petlje. Ta je razlika mezu fa-
zama o£ita i na primjeru gusto¢e elektronskih stanja, koja za slufaj faze s procijepom
ima Kkorijenski singularitet, dok je gusto¢a stanja u fazi £vorne petlje konstantna funk-
cija energije. KonafEna potvrda u identi kaciji faza dolazi iz meZuvrp£ane tj. optitke
vodljivosti jer je pokazano da opti£ki odziv faze s £vornom petljom i2Eezava.

KljuEne rije£i : dvodimenzionalni polumetali, dvovrp£ani hamiltonijan, optifka
vodljivost, istosmjerna vodljivost.
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Abstract

Based on the measured transport quantities, such as electrical conductivity, we can

obtain some information about electronic bands. In this paper, we consider the reverse
process, starting from a microscopic model of a two-dimensional material with inversed

valence bands, we calculate response functions such as DC (directcurrent) and optical
conductivity. Under the inversion of the valence bands we consider a special class of
two-dimensional semimetals valence bands that have electron-hole symmetry and are
shaped like a Mexican hat.

In order to study the transport properties of such materials in more detail, we
de ned minimal electronic e ective Hamiltonian with two free parameters. Diago-
nalization of such a Hamiltonian, Mexican hat-shaped bands were obtained and the
possibility to describe two di erent basic electronic phases. These are the gapped phase
and the nodal surface semimetal phase. The entire paper is aimed at the fact that,
based on the general form of the conductivity tensor, which we derived in the for-
malism the equations of motion for the non-equilibrium Landau distribution function,
and which we have divided into intraband and interband excitation, we will show the
unique footprint of the two mentioned electronic phases; in DC and optical response.

In DC conduction, where the main excitations come from intraband processes based
on the dependence of the e ective electron concentration on doping, it is possible to
determine the di erence between the gapped phase and the nodal surface phase. This
di erence between phases can also be seen in the example of the density of electronic
states, which for the case of a gapped phase has a root singularity, while the density of
states in the nodal surface phase is a constant function of energy. The nal con rmation
in the identi cation of phases comes from interband, i.e. optical conductivity because
it was shown that the optical response of the phase with the nodal surface vanishes.

Keywords: two-dimensional semimetals, two-band Hamiltonian, optical conduc-
tivity, DC conductivity
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Poglavlje 1

Materijali s neobi£nim elektronskim
vrpcama

Nakon 2to je F. Bloch postavio teoriju elektronskih vrpci za kristale, odnosno, materi-
jale £iji su konstituenti poredani u strukturu re2etke, prirodno se ponudilo obja2njenje
za elektrodinami£ka svojstva dvaju glavnih klasa kristala: izolatora i metala. Izolatori
su de nirani kao oni materijali £ije su vodljiva i valentna vrpca prazna, odnosno, puna
na T = 0 i mezusobno odijeljene energetskim procijepom. Metali, pak, obuhva¢aju
slu£aj kristala koji ima polupopunjene vrpce ili zadovoljava poseban slufaj kada je
energetski procijep nula. Takva su obrazlo®enja preko elektronskih vrpci bila dovoljna
kako bi ponudila odgovore na glavna pitanja poput: za2to su metali dobri vodi£i struje
i topline te za2to su sjajne povr2ine i neprozirni kao npr. bakar i zlato. S druge strane,
izolatori ne provode elektriEnu struju i slabo provode toplinu te su ponekad i prozirni
poput dijamanta i kvarca.

Eksperimentalno se pokazalo da su mnoga zikalna svojstva direktno povezana s
oblikom vrpci koje su najbli®e Fermijevu nivou. Najbolja je ilustracija te tvrdnje slu£aj
dvodimenzionalnih materijalakoji su prvi put sintetizirani pof£etkom ovog stoljeta.
Takvi materijali, konaEne su povr2ine, ali debljine usporedive s dimenzijom atoma
od kojih je zacijelo najstariji i napoznatiji grafen [1]. Ovaj materijal duguje mnoga
zikalna svojstva linearnoj ovisnosti energije i Blochova valnog vektora svojih valentnih
vrpci koje se dotifu u dvije tofke (Evorovima) u Brillouinovoj zoni, a na Slici 1.1 (a)
prikazan je izgled valentnih vrpci u blizini jednog takvog £vora. Linearne vrpce itekako
su druk£ije od paraboliEnih kakve najte2¢e susre¢emo u zici kristala.

Novi dvodimenzionalni materijali bili su sintetizirani ubrzo nakon grafena, s jo?
egzoti£nijim vrpcama i sukladno tome elektrodinami£kim svojstvima. Primjer su takve
klase materijala oni u kojima se valentna i vodljiva vrpca dodiruju u vi’e to£aka.
Generalno, takvi se materijali nazivaju Weylovi polumetali i prikazani su na Slici 1.1
(b) i (c). Ukoliko se pak valentna i vodljiva vrpca dodiruju du® neke linije konaEne
duljine, takve materijale nazivat ¢emo polumetalima s £vornim linijjama (engnodal-
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Slika 1.1: Nekoliko primjera vrp£anih struktura spomenutih u ovome poglavlju. Slike su
preuzete iz [2, 3, 4].

line semimetals) 1.1 (d). Ta linija mo®e biti i zatvorena, stoga, postoje polumetali s
£vornim petljama (Slika 1.1 (e)) [5].

U ovom radu analizirat ¢e se dvodimenzionalni sustav koji posjeduje inverziju va-
lentnih vrpci. Upravo zbog te inverzije, valentne vrpce izgledom podsje¢aju na meksi£ki
2e?jr [6, 7]. Pritom su dvije mogu¢nosti za osnovno stanje elektronskog podsustava koje
¢emo dalje u tekstu nazivati fazama. To su faza s procijepom, u kojoj su elektronske
valentne vrpce odvojene energetskim procijepom i faza £vorne petlje u kojoj se valentne
vrpce dodiruju po kru®nici.

Neobi£ni oblik valentnih vrpci zasigurno ¢e utjecati na elektronski transport poput
istosmjerne i optiEke vodljivosti. Pritom, poku2at ¢emo dati odgovor na pitanje mo®e li
se pomoc¢u eksperimenta odgovoriti 0 kojoj se fazi radi: fazi s procijepom, ili fazi £vorne
petlije? Postavljeno pitanje povezano je s glavnim problemom ovakvih materijala, a to
je da se spomenute karakteristike valentnih vrpci najEe2¢e prote®u na energetskim
skalama reda velifine milielektronvolta. Upravo u no¢i niskoenergetskih mjerenja le°i
eksperimentalni izazov, ne bi li se iz podataka mogao razlu£iti oblik valentnih vrpci, a
potom i osnovno stanje elektronskog sustava.

Slijed izlaganja glavnih ciljeva ovog rada sastoji se od vi?e kategorija. Prvo, upoz-
najemo se s glavnim nabojnim velifinama u kristalu, poput gusto¢e elektronske polari-
zacije i struje. Potom, opisujemo inducirane velifine sustava na kojeg je narinuta slaba
vanjska smetnja, tj. metodu linearnog odziva. Glavni rezultat, poput tenzora vodlji-
vosti izrafEunat ¢emo u formalizmu jednad®bi gibanja za neravnote®ni dio neravnote®ne
Landauove funkcije distribucije. Razdvojit ¢emo unutarvp£ane od mezuvrp£anih do-
prinosa u tenzoru vodljivosti i zasebno ih analizirati. Pokazat ¢emo koje su glavne
karakteristike dviju faza (s procijepom i £vorne petlje) u istosmjernoj vodljivosti te
kako ih mo®emo razlikovati u eksperimentu. SliEnu analizu primjenjujemo i na me-
zuvrp£anu vodljivost koju nazivamo i optiEkom vodljivo?¢u. Pokazat ¢emo da jedino
faza s procijepom ima kona£ni opti£ki odziv, dok ¢e opti£ki odziv faze £vorne petlje, u
modelu koji ¢e biti kori2ten u ovom radu, i2Eezavati.



Poglavlje 2

Nabojne gusto¢e u kristalima

Cilj je ovog poglavlja de nirati i prikazati operatore poput elektronskog hamiltonijana,
gusto¢e elektrona, dipolne gusto¢e te gusto¢e struje u formalizmu druge kvantizacije.
Navedene ¢emo operatore prikazati i u impulsnoj reprezentaciji primjenom Fourierovih
transformata te de nirati interakciju dipolnih gusto¢a s elektriEnim poljem.

2.1 Blochov hamiltonijan i druga kvantizacija

Prisjetit temo se Diracovebraket notacijei operatora projekcije u Hilbertovu prostoru
[17]. Za Hilbertov prostor razapetim bazom £iji su vektorji i odreZeni kvatnim brojem
, de niramo relacije potpunosti za diskretna i kontinuirana stanja

X Z
jihj=1;  drjrihrj=1 (2.1.1)

gdje jejri baza prostorne reprezentacije. Pritom, uvodimo i uvjet ortonormiranosti
baze u Hilbertovu prostoru. Za diskretna stanja vrijedih ji = . , gdje je
Kroneckerov simbol, dok za kontinuirana stanjahrjrd = (r 9, gdieje (r r9
Diracova -funkcija. Po de niciji, hrj i = (r) je valna funkcija koja zadovoljava
stacionarnu Schrédingerovu jednadbud(r) () = " (r). TakoZer, po de niciji,
za matriEne elementé? u prostornoj bazi vrijedi hijljrd = B (@) (r r9.

De niramo operator stvaranja fermiona u stanju , kaoj i = ¢’j0i, gdje je jOi stanje
koje nazivamo vakumom. Tako, primjerice, de niramo operator stvaranja fermiona u
stanju jri, 2to odgovara stvaranju fermiona na prostornoj koordinatir

X
o= (NcY: (2.1.2)

Sad mo®emo zapisati hamiltonijan u drugoj kvantizaciji. To je vrlo jednostavno ko-
riste¢i projektore (2.1.1), ortonormiranost vektora i gore spomenitu Schrédingerovu



jednad®bu. Rezultat je

X X z 4

A jihj dr dr°hjrihrjHjrQhryi

X X X
jihj "o " dc: (2.1.3)

U opisu kristala koristimo Blochove valne funkcije koje su pak opisane s tri kvantna
broja: indeks vrpces, Blochov valni vektork i spin . U ovom radu spinski kvantni broj
degeneriranih spinskih stanja ne¢temo pisati eksplicitno, nego ¢e se dodati u zavr2nim
izrazima kao faktor 2. Za zapis hamiltonijana elektronskog podsustava u kristalu u
drugoj kvantizaciji, potrebno je zamijeniti stanja u (2.1.3) nana£in) i!jsk i, odnosno
c ! ¢y, %o vodi na

0 L X X o
el = k Cek ok (2.1.4)
S k
Valnu funkciju elektrona u kristalu, hrjski = ¢ (r), nazivamo Blochovom funkcijom.

Zbog periodifke strukture kristala ona zadovoljava uvjet ¢ (r + R) = €k R () za
bilo koji vektor R Bravaisove re2etke [8].

2.1.1 Operatori nabojnih gusto¢a

De nirajmo operatore u Blochovoj bazi s kojima ¢emo se susretati u daljnjoj analizi.
Prvi je operator gustote elektrona

X X
%0 dc = sk (1) sxo(r )y Csaos (2.1.5)
s;50k;kO
gdje smo koristili (2.1.2). U konkretnim rafEunima pogodnije je raditi u impulsnoj
reprezentaciji. Stoga, vi’e nas zanimaju Fourierove komponente operatora gustote. Po
de niciji je x
%0 = €97%(0; (2.1.6)
q
2to znafi da je inverzna Fourierova transformacija jednaka

1x x ¢

\ s;s0k;k©
1 X
Vv

d3I' eiq ' sk(r) Soko(l’)Cgszoko

%@

Gfﬁﬁ;ko Yy Ceoyo: (2.1.7)
s;s0k;k©

Integral u gornjemu izrazu obuhvaca cijeli volumen kristala/. Obi£no ga nazivamo
nabojnim matriEnim elementom i oznaEavamo @gfﬁ;ko. Spomenimo nakratko srednju
vrijednost operatora?(g u osnovnom stanju sustava, odnosno u ravnote®i. Usrednjenje
po ravnote®nom stanju, odnosno po ansamblu sustava u ravnote®i, oznafavat ¢emo sa



2iljatim zagradama hiy

z
. 1X X : .
I'%(C)l 0o = — d3r ed ' sk (r) Soko(r) hékcsokd 0- (218)
v s;s0k;kO
Iz statistifEke zike znamo da usrednjenje fermionskih operatora vodi na Fermi-Diracovu
raspodijelu
hékcsokoio = ff s:80 kKO- (219)

Iskoristimo li temeljno svojstvo Blochovih funkcija te zamijenimo varijablu integracije
. o . P

r po cijelom prostoru s onom po primitivnoj ¢elijir,c na nafinr ! rR(R + ryo),

(2.1.8) je

_ 1X x x . _Z . _ _
Po(Qio = = fe el R dBroe "j g (rpi’: (2.1.10)
Vis |R {z }l {z }
_N q;O_ (Vpe=V) g0

Rezultat (2.1.10) pokazuje da je samo usrednjermp= 0 komponenta operatora gusto¢e
elektrona kona£na i iznosi

H%(g= 0)i ¢ = 1x fs(k) = n; (2.1.11)
Voo

gdje je sn oznafena ukupna koncentracija elektrona u kristalu. Ponovimo temeljni
zakljuEak ove analize, a to je da su u osnovnom stanju, u ravnote®i, sye> 0 Fourierove
komponente operatora gusto¢e jednake nuli. Ako se vratimo nazad na relaciju (2.1.6),
to implicira da je M®o()i o konstanta neovisna a. Dakle, u termodinami£koj ravnote®i,
gustoc¢a elektrona u kristalu je uniformna.

Na potpuno analogan nafin de niramo operator gusto¢e polarizacije, to£nije, nje-
govu -tu kartezijsku komponentuP (r) = edr c. | ovdje je od znafajag-ta kompo-
netna u Fourierovu razvoju operatora dipolne gusto¢e

1 X X
P@a=< P 0 Qe Ceogs (2.1.12)

$;80k;kO
kojeg smo zapisali preko dipolnog matriEnog elemeri?aﬁfo;kqq po uzoru na (2.1.7). No,
za razliku od (2.1.8), usrednjimo li operator (2.1.12), mo°emo pokazati, koriste¢i sliEne
korake kao u primjeru (2.1.10), da je

PP (@)io=0; 89 O (2.1.13)

Ovo je ofigledno jer, ako je gustota elektrona uniformna kako smo pokazali, tada
zasigurno nema ni konaEne polarizacije koja upravo zahtijeva neuniformnu gusto¢u
elektrona.



Preostaje jo2 analizirati operator gustot¢e struje elektrond (r). lako je zapis ope-
ratora J' (r) u koordinatnoj reprezentaciji, za razliku od®6() i P (r), pone2to slo%eniji,
pretpostavljamo da se Fourierova komponenta operatora gusto¢e struje elektrona, s
prostornom komponentom moCe zapisati slifno kao i (2.1.7) i (2.1.12)

1 X X
F@=g 35 0 S Coaees (2.1.14)

\% s;80 k kO

S pripadnim strujnim matriEnim elementom ?gO;k;ko. Kako ne znamo ?go;k;ko, te2ko
nam je provesti analizu usrednjenja te pokazati koliko j&f* (q)io. No, zadovoljit temo
se s ve¢ gotovim rezultatom usrednjenjg = 0 vrijednost operatorahf* (q)i [9]

X
hf* (q = 0)io = 3 eV fS: (2.1.15)
s;k

VelifEinav§ je -komponenta elektronske grupne brzine u vrpd i jednaka je

1@}
Vsk = :@l;(,

a e je naboj elektrona. Kako su'} i f¢ parne funkcija odk, slijedi da je v} neparna
funkcija od k. Dakle sumacijap « izvréena po svim zasposjednutim stanjima u Brillo-

(2.1.16)

uinovoj zoni ¢e i2Eeznuti. Time smo pokazali: kristalom, u termodinami£koj ravnote®,
elektroni se ne gibaju usmjereno i pritom ne generiraju struju naboja.

Zaklju£ak je ove analize da u termodinami£koj ravnote® nema induciranih velifina
poput struje i polarizacije. Kako bismo generirali struju naboja, potrebno je sustav
rinuti izvan ravnote®e. O tome koliko je sustav u neravnote®i ili ne, signalizirat ¢e
kona£ne vrijednostiq komponenti operatora gusto¢e struje i polarizacije. Kako se to
radi, vidjet ¢emo u sljede¢em poglavlju.

2.2 Hamiltonijan vanjske smetnje

Na izolirani kristal narinemo vanjsku smetnju u obliku elektromagnetskog polja. Cilj je
de nirati hamiltonijan interakcije nabojnih gusto¢a s elektromagnetskim poljem. Tu
interakciju najednostavnije mo®emo opisati preko elektromagnetskih potencijala koji
generiraju vanjsko elektromagnetsko polje koje se pak ve®e na adekvatne inducirane
gustote naboja. Primjeri su takvih interakcija: vezanje gusto¢e naboja na skalarni
potencijal i vezanje gustote struje naboja na vektorski potencijal [10]. U ovom ¢emo
radu, kako nam je krajni cilj raEun tenzora elektriEne vodljivosti, odmah primjeniti
oblik interakcije u kojoj se prirodno pojavljuje prostor-vremenski ovisno makroskopsko
elektriEno poljeE(r;t), a pripadna je gusto¢a naboja koja se ve®e na to makroskopsko
polje dipolna gusto¢a, odnosno, polarizacija (2.1.12).
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Hamiltonijan smetnje vremenski je ovisan ukoliko je i vanjska smetnja vremenski
ovisna

z . x £ .
Fine () = drE(r;t) P™(r;t) = drE (r;t)P™(r;t) (2.2.1)

Ovdje valja biti oprezan. Unutar hamiltonijana (2.2.1) nalazi se makroskopsko
elektriEno polje, tj. ukupno elektriEno polje kako ga osjet¢a neki elektron unutar kristala,
a ne vanjsko elektrifno polje koje je porijeklom primjerice od kondenzatora unutar
kojeg se nalazi na? uzorak kristala. Postoje, dodu2e, geometrije uzorka za koje su
makroskopsko i vanjsko elektrifno polje identiEni [11]. Radi jednostavnosti, u daljnoj
analizi, perturbativno elektriEno poljeE(r;t) zvati temovanjskim poljem. Drugo, kao
2to smo pokazali u pro2lom poglavlju, srednja je velifina operatora polarizacije nula
u ravnote®nom (nesmetanom) stanju (2.1.13). No, pod djelovanjem vanjske smetnje,
u ovom slufaju elektrifnog polja, inducira se polarizacija unutar kristal®™ (r;t)
na koju se elektriEno polje ve®e! To najbolje mo®emo vidjeti na primjeru Fourier
transformiranog hamiltonijana (2.2.1)

B ®= E (@P™(q ;b (2.2.2)
q

Ofito je P (q :t) 6= Oza razliku od (2.1.13). Obrazloenje ¢emo potra®iti u poop-
¢enju usrednjenja fermionskih operatora poput (2.1.9) na slufaj sustava koji je malo
pomaknut iz termodinamif£ke ravnote®e djelovanjem vanjske smetnje.

Pretpostavit ¢emo takozZer da vanjska smetnja narinuta na kristal poput gore spo-
menutog elektriEnog poljaE (q;t) sporo varira na skalama dimenzije uzorka kojeg
mjerimo. Kako pretpostavljamo da jel=q L, gdje je L duljina uzorka, u kona£gnici
¢emo stavitiq ! 0 u svim nazim analitiEki dobivenim rezultatima.



Poglavlje 3
Linearni odziv

U ovom poglavlju kratko ¢emo se upoznati s osnovama poop¢enog Landauova pris-
tupa prema izgradnji formalizma elektronskog transporta. De nirat ¢emo postupak
usrednjenja fermionskih operatora u neravnote®nom stanju te, koriste¢i Heisenbergovu
jednad®bu za operatore, izrafunati induciranu gustoCu elektronske struje pod djelova-
njem vanjskog elektriEnog polja.

3.1 Neravnote®na funkcija distribucije

U osnovhom (nesmetanom) stanju elektronskog podsustava, srednja vrijednost opera-
tora broja £estica u stanju(s; k) opisana je Fermi-Diracovom raspodjelom. TakoZer,
srednje vrijednosti gusto¢e polarizacije i struje u nesmetanom sluf£aju i2£ezavaju. To
nije tako u perturbiranom sluEaju. Kako bi opisao utjecaj prostor-vremenski ovisne
vanjske smetnje, primjerice elektriEnog polj&(r;t) na elektronski podsustav, Landau
uvodi velifinu koju nazivamo neravnote®na funkcija raspodjele impulsa i rezultat je
usrednjivanja fermionskog operatora broja £estica u neravnote®nom stanju [12]. Origi-
nalno je Landauova funkcija bila primijenjena za opis unutarvrp£anih procesa, no mi
¢emo u ovom radu poop¢iti Landauovu neravnote®nu raspodijelu impulsa na vizevrp-
£ani sustav, te ¢emo spomenutu funkciju oznafavatf §(r ; t). Dakle, f o(r;t) mjeri
broj elektrona u prijelazu iz po£etnog stanjgs; k) u kona£no stanje(s®k9, a da se
pritom nalaze u prostor-vremenskoj to£k(r; t ) unutar kristala u smetenom stanju [13].
Ukoliko je vanjska smetnja slaba, u najni®oj aproksimacijf ,f?,fo(r;t) mo°emo zapisati
kao

FRo(it) 2 o0 kot T So(r;b): (3.1.1)

U gornjem izrazuf? je Fermi-Diracova raspodjela, a ks;ﬁfo(r;t) je neravnote®ni dio
neravnote®ne funkcije raspodjele koji je proporcionalan vanjskoj smetnji ili u ovom
slufaju poljuE(r;t). U konstrukciju f ks;slfo(r;t) uvodimo dva uvjeta.

Prvi je uvjet da je smetnja adijabatski ukljuEena. To posti°emo tako da u vremen-

10



sku ovisnost polja dodamo in nitezimalni faktor ! 0. Perturbativho polje u tom
sluEaju je

E(r;t) = X E(q;t)ed vt (3.1.2)
q

te vidimo da u davnoj pro2losti E(r;t = 1) =0 . No kako je If?lfo(r;t) [ E(r;t)
slijedi f go(r;t= 1) =0

Drugi je uvjet o£uvanje impulsa. Perturbativno polje (3.1.2) nosi impulgy, te se
po£etnik i kona£nik®impuls elektrona moraju razlikovati upravo zaq, daklek®= k+q.

Fourierova transformacija izraza (3.1.1) daje

FEo(dit) 8 s qot T () (3.1.3)

gdje smo drugi £lan u izrazu (3.1.3) notacijski skratili uf ksﬁfo(q;t) KOk +q f ,f;s:(t).
Zapisano pomo¢u fermionskih operatora (3.1.3) glasi

gdje smo s kutnim zagradamai, ozna£ili usrednjenje po ansamblu jednako priprem-
ljienih sustava na koje je narinuta vanjska smetnja, odnosno ansamblu neravnote®nih
sustava. 1z (3.1.2) i (3.1.4) vidimo da jehg Coeq io(t) €'

3.2 Inducirane velifine i Heisenbergova jednad®ba

U Poglavlju 2 de nirali smo srednje vrijednosti operatora u termodinamif£koj ravnote®i.
Te srednje vrijednosti po de niciji su vremenski neovisne i za neke operatore poput
gustoc¢e polarizacije i struje i2£ezavaju. Ovdje de niramo srednje vrijednosti operatora
induciranih u smetanom stanju. Intuitivno, za neki operatorA ofekujemo

A" (q;t) = M (@;0i, h A (@:bio; (3-2.1)
gdje je po de niciji
; X X ss? ss?
PR (q;t)i, = A%y yoq TiSo(a; 1): (3.2.2)
$;80 k;kO

Uvrstimo i (3.1.1) u (3.2.2) te (3.2.2) nazad u (3.2.1) slijedi

. X X _
A" (q:t) = A% 1 serq NG T ol): (3.2.3)

s;s0 k

Dakle, inducirane velifine odrezene su neravnote®nim dijelom Landauove neravnote®ne
raspodjele. Kako smo pokazali da se potonja mo®e zapisati pomo¢u fermionskih ope-
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ratora koji zadovoljavaju Heisenbergovu jednad®bu slijedi

i~g¥]€k Cs°k+q io(t) = hk:gk qu(+q ;ﬁtot]io(t); (324)

gdje je Hiot = ﬁgl + Hine ukupni Hamiltnijan elektronskog podsustava koji se sastoji
od hamiltonijana osnovnog stanja elektronskog podsustavd? (2.1.4) i hamiltonijana
interakcije s vanjskim poliemH i (2.2.2).

Sada se ve¢ nadzire put k izraEunu tenzora vodljivosti kojeg ¢emo ozna£iti &;! ).
Operator inducirane struje, po uzoru na (3.2.3) nakon 2to smo ga Fourier transformirali
iz vremenskog u frekventni prostot ! ! je

. 1X X .
Jnd(g;1) = V2 ‘J?c?o;k;km h‘gkcs%q (! ): (3.2.5)

s;s0 k

Bududi dajehg’kcsok+q io(!)/ E (g;!), ofigledno je da ukoliko smo pronazlhcgkcSok+q io(!),
prona2li smo i izraz za tenzor vodljivosti (q;! ) de niran

@)= (@:1)E @:!): (3.2.6)

Relacija (3.2.6) posljedica je linearnog odziva koji smo zapravo i pretpostavili pri de -
niciji Landauove raspodijele (3.1.1). U biti teorije linearnoga odziva stoji kako je odziv
sustava na narinutu smetnju proporcionalan samoj smetnji koja je pattovoljno slaba.
Preostaje nam odreditihés(ch%q io(! ) koriste¢i Heisenbergovu jednad®bu.

3.3 Heisenbergova jednad®ba za f;sg(! )

Iskljutivo zbog preglednosti uvodimo nove oznak®ei u operatoruc,Cy,, UMjesto

postojeCihk i q zbog lak?eg razlikovanja tijekom postupka izvrednjavanja. Prvo rje-
2avamo Heisenbergovu jednad®bu za operato,cy,, , a potom vrzimo usrednjenje
hi,. Vremenska derivacija na lijevoj strani spu?tai! + faktor iz eksponenta, dok

na desnoj strani preostaje [15, 17]
_ h o i
(<! +i )l = Ll A+ Hine (3.3.1)

Koristimo distributivha svojstva komutatora, i prvo odrezujemo komutator s qul u
punom zapisu (2.1.4)

h Oi X X h i
oG A = « LoCopr 1 Cy (3.3.2)
k
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Kako su operacije mezu fermionskim operatorima de nirane pomo¢u antikomutatora,
potrebno je komutator u (3.3.2) zapisati pomo¢u antikomutatora. Lako se poka®e da
vrijedi sljedec¢a relacija:

h i n o n 0 n 0] n o
AB;CD =A B;C D ACB;D D+ A,CDB C AD B; (3.3.3)

pomoc¢u koje komutator u (3.3.2) glasi

h [ n o] n o]
C)S/p Cs°p+ ;Cykc k = Cgp Csop+ ;Cyk Cx Cyk C)s/p; Ck Csop+
= CpCy s kp+ Ckas°p+ s; kip- (3.3.4)
Zaklju£no, h i
. 0 — usP ns .
oCops RS = "5, > & Copy (3.3.5)

Sli£nim postupkom odreZujemo i komutator $1; (2.2.2). Slijedi
h i X X X h i
C)Slpcsop+ ;lqint = E (q,l ) F);q0 k+q ik Cgpcsop+ ;Cyk+q Co - (336)
;0q k

Primjenom istog postupka (3.3.3) na komutator u (3.3.6) slijedi

h i
LoCopr 1CkiqCo = LpCo 10 prik +q ClhugCotpr s 0 piks (3.3.7)
odnosno:
h [
C)s/p C50p+ ; |q‘int = |
E(q!) | P y * ps 4 |
@:*') , 9 Prpra CspC op+ g rq p+q p C pra Cspr

q
(3.3.8)

Izraze (3.3.8) i (3.3.5) vratimo u jednad®bu (3.3.1) i usrednjimo operatore po neravno-
te®nom ansambluhi,. Slijedi

he,Copr 19 =
ps° heco,, iy | P he g Caopr |
E(@:!) o7 a pript g Coiq o 19 sp+qp U ptq s+ (0.
, . ~1 + ng ngo + | .
q : P p+

(3.3.9)

Kako bismo izbjegli daljnu evaluaciju operatora u brojniku (3.3.9) ponovnom primje-
nom Heisenbergove jednad®be (3.3.1) i tako unedogled, aproksimiramo neravnote®ne
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Slika 3.1: Feynmanov dijagram za izraz (3.3.12) Fermionski operatori prikazani su ljubifastom
linijom, dok su matriEni strujni i dipolni element prikazani zelenim odnosno naranfastim
kru®icem. Siva valovita linija oznafava upadni foton.

srednje vrijednosti onima u ravnote©i:

h%pc(’mq iO hC)S/pCOp+q iozfs s; 0 q; ;

N Cotpe 1o NCVpig Ceope 0= TS s g5 (3.3.10)
Iz povijesnih se razloga ta aproksimacija nazivaproksimacija nasumi£nih fazaStoga,
pokazali smo da (3.3.9) nakon aproksimacija (3.3.10) postaje

_ . fs f si
hdpCopr 1o Piipe - T— o E (;!): (3.3.11)
- PPt
Ukoliko vratimo varijable p! ki ! g ugornjemu izrazu i uvrstimo ga u (3.2.5),

po de niciji slijedi (3.2.6) da je tenzor elektriEne vodljivosti jednak

s s0

( .|): lx X JSSO PSOS fk fk+q

q;: g skk+g Tog k+g ik + s g0 +
k s;80 : k k+q

(3.3.12)

U gornjem je izrazu sve poznato osim matriEnih strujnih i polarizacijskih elemenata.
No, vidjet ¢emo kako ih mo°emo povezati.

Spomenimo i to da se izraz (3.3.12) mo®e predo£iti i pomo¢u Feynmanova dija-
grama prikazanim na Slici 3.1. Opc¢enito se takav tip dijagrama s jednom fermion-
skom petljom nazivabubbledijagram [15] jer izgledom podsje¢a na mjehuri¢. U takvoj
dijagramatskoj reprezentaciji fermionski operatori stvaranja i poni’tenja elektrona u
raznim stanjima predo£eni su ljubi£astom linijom, matri£ni strujni elementi predo£en
je zelenim kru®i¢cem, dok je matri£ni dipolni element predo£en naranfastim kru®i¢cem.
Sivom valovitom linijom ozna£en je upadni foton s pripadnom energijom i impulsom.
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3.3.1 Kona£ni oblik tenzora vodljivosti

Po uzoru na relacije iz klasiEne elektrodinamike koja povezuje inducirane gusto¢e struje

i dipola [10]

de — @)md
@t’

de niramo sliEnu povezanost izmezug-te komponente induciranih operatora struje i

polarizacije [9]:

(3.3.13)

i~d (q) = i~ @9'” (q) Bind (q): RO (3.3.14)

gdje smo vremensku derivaciju operatora polarizacije zapisali pomo¢i Heisenbergove
jednad®be (3.2.4) u kojoj smo zadr®ali samo osnovni doprinos hamiltonijariélgI elek-
tronskog podsustava. Uvrstivai puni zapis operatora gustoCe struje (2.1.14) i polariza-
cije (2.1.12) u (3.3.14) i koriste¢i rezultat (3.2.3) , slijedi

: X X
. d . _ . 0 .
|~j‘1n (q:t) = I~J Sc? Kk +q hdkcs°k+q o
s;s0 k
—_ X X SSO IISO ns HE
- P :q ;k;k+q k+q k h%k CSOk+q |0. (3.3.15)
s;s0 k

Izrazi pod sumama u (3.3.15) su jednaki pod uvjetom

0 \] k -k
Psc? kk+q ~ soqizq (3.3.16)
k+q k

No, u izrazu (3.3.12) se pojavljuje}:’;sgS «+q  KOJi je, po uzoru na (3.3.16) jednak

i _1s% i qss?
Psos — I~J a4 k+gik I~ J i kik+g (3.3.17)
. q ,k+q k nsg ng0 ng ng0 .
k+q k k+q k

Uvrstivai (3.3.17) nazad u (3.3.12) u kona£nici slijedi

2i~X X J‘] q K k+q] flf fk+q
— ! 3.3.18
(q ) V ‘ S;SO ||§+q "ﬁo ~| + "E nﬁiq + ( )

Tako smo uspjeli opisati tenzor vodljivost preko Fermi-Diracove distribucije koja je pak
funkcija elektronskih energija”y. Pritom, jo? moramo staviti q ! 0. Tim postupkom
prirodno dolazi do podjele gornjeg tenzora na unutarvrp£an@ = s% i meZuvrp£ane
(s 6=sY doprinose vodljivosti. Adijabatski parametar mo°e se poopg¢iti u fenomeno-
loku konstantu relaksacije ! ~ 5 koja ima razlifite vrijednosti u unutarvrp£anom
I mezuvrp£anom kanalu. Jedini su parametari, koji ostaju za de nirati, strujni ma-
triEni elementi. No, oni se prirodno de niraju u nedijagonalnoj reprezentaciji Blochova
hamiltonijana osnovnog elektronskog sustava. U takvoj nedijagonalnoj reprezentaciji,

15



u Poglavlju 5, de nirat ¢emo efektivni hamiltonijan koji ¢e opisivati sustav kojem ra-
£unamo opti£ku vodljivost.
Sada promatrajmo zasebno unutarvrp£ane i mezuvrp£ane doprinose vodljivosti.
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Poglavlje 4
Tenzor vodljivosti

U ovom poglavlju razdvajamo op¢i oblik tenzora vodljivosti na unutarvrp£ane i me-
zuvrp£ane doprinose. Unutarvrp£ani dio tenzora vodljivosti reproducirat ¢e Drudeovu
formulu za vodljivost kristala. Mezuvrp£ani dio tenzora vodljivosti dodatno ¢emo
razmatrati za slufaj niskih temperatura i elektron-2upljina simetrije valentnih vrpci.
Takozer, istra®it ¢emo implikacijeq ! 0 aproksimacije u vidu mezuvrp£anih prijelaza.

4.1 Unutarvrp£ana vodljivost - Drudeova formula

Zadrimo s = s? doprinose u izrazu (3.3.18) te pustimag ! 0. Za ovaj slufaj
ve¢ smo spomenuli u potpoglavlju 2.1.1 da je unutarvrp£ani strujni matriEni element
J% ok x = €Vi jednak grupnoj brzini elektrona u vrpcis. Elektronske energije, a
sliEno i Fermi-Diracove raspodjele razvijamo na na£in

ns ns ns.

k+q k +q T k1

Ili @f
@

fsq fe+raq rafe==fe+a r (4.1.1)

Uvr2tavajuci (4.1.1) u (3.3.18) dobivamo Drudeovu formulu za vodljivost [8, 16]

i
@=0;1)= ()= =1

—; 4.1.2
Mme! +1i ( )

gdje smo uveli masu elektrona u vakuumume, te efektivhu koncentraciju vodljivih
elektrona

_ 2X s 2, @F
n _vs;kmE(Vk)( @r

Drudeova formula (4.1.2) jedna je od najte2¢e mjerenih funkcija u eksperimentalnoj
zici kondenzirane materije. Fenomenolo?ka konstanta u jedinicamal=s, pi’e se kao

): (4.1.3)

1=t,, gdje jet, vrijeme relaksacije vodljivih elektrona ili srednje vrijeme izmeZu sudara
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elektrona u kristalu. ’tovi2e, pretpostavit temo da jet, zaista konstanta neovisna o
Fermijevoj energiji i temperaturi. Efektivha koncentracija vodljivih elektrona (4.1.3)
generalno nije jednaka ukupnoj koncentraciji elektrona (2.1.11)

2 X

n= fe: (4.1.4)

s;k
Za razliku od n, n temperaturno je ovisna velifina. Na niskim temperaturama, pri
kojima moPemo aproksimirati @f=@; = "% "g), gdje je " Fermijeva energija,
ima znaEenje srednje kinetifke energije elektrona na Fermijevom nivou. U limésu
0, samo za slufaj paraboliEne disperzije elektrona opisan&.s= ~?k?=(2m ), gdje
je m efektivha masa elektrona, mo°e se pokazati usporedbom parcijalnih integracija
izraza (4.1.4) i (4.1.3) da vrijedi .

e = m—: (4.1.5)
Spomenimo i najjednostavniji slu£aj Drudeove formule, a to je stati£ki sluEdj = 0
odnosno istosmjerna vodljivost

(0) = eztrm—. (4.1.6)

e

4.2 Mezuvrp£ana vodljivost - optiEka vodljivost

Ovdje razmatramo realni dio mezuvrp£ane 6=s’ vodljivosti. Sustav koji razmatramo
posjeduje dvije elektronske vrpce i prikazan je na Slici 4.1. Donju nazivamo valentnom
I oznaEavamo je indeksomr. Gornju vrpcu nazivamo vodljivom i oznaEavamo je s.
Proces mezuvrp£anog pobuzenja, koji ¢emo nazivati i optiEko pobuzenje kako je opisan
formulom (3.3.18), prikazan je na Slici 4.1. Upadno elektromagnetsko polje (vanjska
smetnja) na kristal s energijom~! i impulsom q je absorbirano od elektrona w-vrpci

u stanju ko 2to uzrokuje optiEki prijelaz u stanje "y ., . Kako su energija i impuls
upadnog elektromagnetskog zraEenja povezani disperzijskom relacijprs Cjqj gdje

je C brzina svjetlosti, za tipiEne vrijednosti energije~! . 1eVjejgj. 10 m!. S
druge strane Blochov valni vektor omezen je duljinom primitivne Celijk nax] 1=a

Al 101 m! . Kako je evidentnojgj jk maxj, mezuvrp£ani prijelaz skiciran na
Slici 4.1 toliko je strm da ga mo®emo smatrati vertikalnim prijelazom. U nastavku,

pretpostavimo ¢ = Y¢= jistavimoq! Ouizraz (3.3.18) . Slijedi
2ie X g fYfg
| y= — .
(' ) V . "E n\lé ~| "E + ||\I£ + |~ + C Vl (421)

gdje smo sc v oznafili izraz identiEan prvome u relaciji (4.2.1) sa zamijenjenim
oznakamac i v. Relacija (4.2.1) podlo®na je daljnim pojednostavljenjima uz dodatne
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Slika 4.1: Shematski prikaz mezuvrp£anog pobuzZenja opisanog izrazom (3.3.18) pri £emu je
puna valentna vrpca zelene, a vodljiva vrpca, popunjena do Fermijeve energijer, ljubifaste
boje. Upadno elektromagnetsko polje na kristal s energijom-! i impulsom g ozna£eno je
sivom valovitom linijom.

pretpostavke. Prva je takva pretpostavka da je fenomenoloka konstanta relaksacije
I 0. U tom slu£aju koristimo identitet

=— 1 X); (4.2.2)

8

24+1: x =0
)=

“0; x6=0

Time smo odredili realni dio tenzora vodljivosti
C X JJ (I:(VjZf Ill flf
V k IIE ll\lé

< ()=

(~ "g+")+c v (4.2.3)

Iz gornjeg se izraza vidi da je realni dio vodljivosti parna funkcija frekvencije elektriEnog
polia!, dakle< (1)= < (! ). Ofigledno, dovoljno je zadrlati se na prvom £lanu
u relaciji (4.2.3) ukoliko nas zanima odziv na frekvencij¢ > 0. Uvedimo i drugu
pretpostavku potrebnu za pojednostavljenje izraza (4.2.3). Pretpostavimo da valentna
i vodljiva vrpca posjeduju elektron-2upljina simetriju. Ukratko, to znafidaje"y = " |.
U tom slufaju -funkcija u (4.2.3) postaje konaEna za! = 2"} 2to dodatno povla£i
daje"; = ~1=2 1"}/ = ~I= 2. Uvrstiva te vrijednosti za valentne vrpce u pripadne
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Fermi-Diracove raspodjele mo°emo pokazati da je

1 1 _ sinh( ~1=2) .
e(-=2) +1 e(=2) +1  cosh( )+cosh( ~!=2)
(4.2.4)

gdje je elektronski kemijski potencijal. lzraz (4.2.4) op¢enito vodi raEuna o zapo-
sjednutosti elektronskih stanja i restrikciji mezuvrp£anih pobuzenja zbog Paulijeva
principa iskljuEenja. Upravo zato izraz (4.2.4) nazivat ¢emo Paulijevim elementom u
opti£koj vodljivosti. Svojstva Paulijeva elementa najbolje mo°emo prikazati u aprok-
simaciji niskih temperaturaT 0. Tada je = "¢ te se izraz (4.2.4) reducira na

F(~l)=fY f&=

F(=1)=( ~!  2%); (4.2.5)

gdje je (X) Heavisideova funkcija. Ukoliko je, primjerice, uz punu vrpcw, vrpca c
popunjena do energijé g, zbog simetrije vrpci potrebno je prije¢i prag energije upadnog
elektromagnetskog zrafenja od! = 2" kako bi se elektron iz zaposjednutog stanja
u vrpci v nakon 2to je apsorbirao foton energije-! mogao pobuditi u prazno stanje u
vrpci ¢, kao 2to je i prikazano na Slici 4.1.

Zaklju£no, realni dio mezuvrp£ane vodljivosti postaje
F(~1)2 ~X

. -2 - n .
v ) NSl k) (4.2.6)

< ()=

To je izraz pomo¢u koji ¢emo izraEunati opti£ki odziv materijala u ovom radu. Mezuvr-
p£ani strujni elementijJ §'j2 de nirani su pomo¢u hamiltonijana konkretnog zikalnog
sustava te se njihov op¢i zapis, kao i za konkretni model, u ovom radu nalazi u Dodatku
A.
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Poglavlje 5
Elektronski hamiltonijan

U ovom poglavlju de niramo efektivni hamiltonijan, svojstvene vrijednosti hamiltoni-
jana, odnosno, elektronske disperzije (vrpce) te njihovu pripadnu gusto¢u energetskih
stanja. Pokazat ¢emo da je mogu¢e pomo¢u tako de niraBe 2 matrice hamiltonijana
opisati fazu £vorne petlje i fazu s procijepom.

5.1 Dvovrp£ani hamiltonijan

Polazimo od de nicije2 2 matrice hamiltonijana koju ¢emo zapisati pomo¢u Paulijevih
matrica. Taj op¢i oblik matrice hamiltonijana bit ¢e dovoljna za opis faze £vorne petlje
| faze s procijepom [7]. U kratkom zapisu, tako de nirani hamiltonijan je

H=(A BKk? ,+C , (5.1.1)

gdje su 4 i , Paulijeve matrice

0 1 0 1
01 1 0

=@ "A: =@ A 5.1.2

10 0 1 (.1.2)

a mjerne jedinice pozitivnih konstanti su:[A] = J, [C] = Ji [B] = Jm?. Upravo je
flan A Bk? dio koji ¢e opisivati ispup£enost vrpce, odnosno, dat ¢e joj upe£atljiv
izgled meksi£kog 2e%ra. U (5.1.1k* = kZ + kJ kvadrat je ukupnog Blochova valnog
vektora, a parametarB mo°emo zapisati koriste¢i efektivnu masu elektronan kao

B = ~2=2m.

Izravhom dijagonalizacijom hamiltonijana (5.1.1) dobivamo svojstvene energije, od-
nosno, elektronske vrpce

] q
V= (A Bk22+ CZ (5.1.3)

Indeksc oznafava vodljivu vrpcu (plus predznak), & valentnu vrpcu (minus predznak).
Pokazat ¢e se izuzetno korisno skalirati svojstvene vrijednosti (5.1.3) parametrgini
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Slika 5.1: (a) i (d) Valentna (zelena) i vodljiva (ljubifasta) vrpca faze s procijepom > 0

i faze £vorne petlie = 0. (b) i (e) y = 0 presjek valentnih vrpci obiju faza s prikazom
polo®aja karakteristiEnih energija !, i !'{. S o oznaen je radijus £vora u £vornoj fazi, a s
crtkanim linijjama polo®aj Fermijeve energije ! . (c) i (f) Fermijeva povriina za vrijednosti
Fermijeve energije prikazane na slikama (b) i (e).

uvesti bezdimenzionalne velifine poput parametra= C=A i varijable 2 = k?B=A.
Tada su elektronske disperzije (5.1.3) u bezdimenzionalnoj formi

q
1ev= (1 22+ 2 (5.1.4)
gdje je! ¢V = "FV=A,

Disperzije (5.1.4) prikazane su na Slici 5.1 u ovisnosti 0 parametrukao funkcije .
Uo£avamo da su (ljubif£asto) i v (zeleno) vrpca zrcalno simetriEne u odnosu na ravninu
koja ih dijeli. Takav tip simetrije nazivamo elektron-2ipljina simetrijom. Izgledom
pak, kao 2to vidimo na primjeru vrpcec, podsjetaju na meksi£ki 2e2ir, posebice u fazi
s procijepom koja je de nirana kada je parametar > 0. Tada su valentne vrpce
odvojene energetskim procijepom o@ (Slika 5.1(a)). Fazu u kojoj je parametar

=0 nazivamo fazom £vorne petlje i kako je vidljivo na Slici 5.1(d), vrpce se dodiruju
po pet(!ji (kru®nici). Radijus te kru°nice lako se moCe odrediti iz (5.1.4) uvrsti li se
I .= (@ 32)?2=0,slijedidaje (=1. U fazis procijepom, na polo®aju o, nalazi
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se minimum (maksimum) vodljive (valentne) vrpce (Slika 5.1(b)).
Za daljnu analizu de nirat ¢emo dvije kljuEne vrijednosti,! ,i!; pomo¢u parametra
. Tosu
lp= !t:pﬁ (5.1.5)

Energiju, koja pripada dnu vrpce, nazivamad ,. Kao 2to smo vidjeli u fazi s procijepom,
ona ima kona£nu vrijednost, dok u fazi £vorne petljd,, = 0 (Slika 5.1(e)). Energija
I'1 pak odgovara vrhu centralnog invertiranog dijela vrpce (Slika 5.1(b)). Iz (5.1.5) za
vrpcu c primjerice, slijedi! { = ! °_,. U fazi £vorne petlje ofito jel { = 1.

Ukoliko je vrijednost Fermijeve energije! ¢ = "g=A unutar granica! , <! ¢ <! 4,
tada Fermijevu povrdinu £ine dvije koncentriEne krunice (Slika 5.1(c)), a ako jeg >
I't, Fermijeva povrzina sastoji se od jedne kru®nice (Slika 5.1(f)).

Analizu nastavljamo raEunom gusto¢e energetskih stanja elektrona za obje faze.

5.2 Gustota energetskih stanja

Ovdje izvodimo gusto¢u energetskih stanja elektrona (Eesto se koristi naziv DOS, eng.
density of state$ po jedinici volumena za disperziju (5.1.3) opisanu u potpoglavlju 5.1.
Pritom koristimo pravilo za dekompoziciju Diracove -funkcije koja za argument ima
neku drugu funkciju g na nafin:

X
@)= XX gy =0 (5.2.1)

Jedna od posljedica gornje relacije je(ag(x)) = (g(x))=jaj, gdje je a neka konstanta.
Prema de niciji [8] gustota je elektronskih stanja po jedinici volumena funkcija koja
ovisi 0 energiji”, a izraEunava se direktno iz vrpce op¢eg oblikg

n 2 X n n
NO=g ) (5.2.2)
k
Zbog elektron-2upljinske simetrije vrpci (5.1.3), dovoljno je izvrijedniti gusto¢u elek-
tronskih stanja za vrpcuc. Promjenom sume u (5.2.2) u integral slijedi
0 s 1

Z " 2 2
(2\/)223 k2 T @ 1 ikZ + SA. (5.2.3)

N ()= A A A2

2to se znatno pojednostaviljuje uvoZenjem bezdimenzionalnih velifina de niranih u
prethodnom potglavlju

_ 2 1A“ q 2 :
N(!)_Wz g 4 ! 1 2%+ 2 (5.2.4)
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Koriste¢i pravilo (5.2.1) dobivamo

114 X ( o .
NW= S5 d 2 2. (5.2.5)

2.1 §+ 2

2to se nakon skrativanja razlomka svede se na

X
: 0 (5.2.6)
B ,]o o)

N(!):Z!

U (5.2.6) o su svi pozitivni korijeni argumenta -funkcije iz (5.2.5).

o= 1 1z Z (5.2.7)

Selimo li da su ¢ realni korijeni, podkorijenska funkcija u izrazu (5.2.7) mora biti
pozitivna. To ovisi o0 vrijednosti! . Lako je provjeriti da, ako je <!<! , tada su
oba i  realnite ih mo°emo koristiti u sumi (5.2.6) budu¢i da je za te vrijednosti
podkorijenska fukcija uvijek pozitivna. S druge strane, za>! , jedino je ; realan.

Koji o Koristiti i u kojem dozvoljenom intervalu vrijednosti ! za op¢enit oblik
P o N o L N

,f( o), gdje jef neka funkcija od o, mo°emo zapisati pomo¢u postupka koji se
sastoji od Heavisideove funkcije(x) za koju vrijedi

8

21: x>a
(x a)= (5.2.8)
“0; x<a

gdje je a pozitivha konstanta. Takozer, spomenimo i jo? jedno svojstvo koje proizlazi
iz (5.2.8), ato je
x =1 ( x: (5.2.9)

Koriste¢i svojstva Heavisideove funkcije (5.2.8) i (5.2.95: . f( 0) zapisujemo kao

TH= 0 10 DFCDHF(HC 1Y) (5.2.10)

0

gdje smo uveli velifine (5.1.5). Primijenimo li (5.2.10) na (5.2.6), dobivamo

N(!):Zqu 20 190, )+ (! 1)g: (5.2.11)

2 12
1212

Prisjetimo se da je gornji izraz gusto¢e stanja dobiven za vrpaute, ukoliko °elimo
u istome izrazu ukljufiti i gusto¢u stanjav vrpce, tada kona£ni oblik gusto¢e stanja
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Slika 5.2: Gustota stanja 2D sustava opisanog relacijom (5.1.3) kao funkcija za razlifite
parametre procijepa . Za fazu £vorne petlje ( = 0), gusto¢a stanja ima step oblik (siva
linija), dok se za fazu s procijepom (> 0) pojavljuju divergencije pri ! = .

postaje, uz konstantu dimenzionalnostNg =1=2 B,

N ()= N% Citi tol+ (1o pr (5.2.12)
12

5.2.1 Gustoc¢a energetskih stanja u fazi £vorne petlje

Gustota stanja (5.2.12) prikazana je na Slici 5.2 i 5.3 za razlifite vrijednosti parametra
u jedinicamaNg = 1=2 B . Promotrimo najprije gusto¢u stanja faze £vorne petlje
deniranu s !y, = =0 kao funkciju energije! , koja, kako je vidljivo na Slici5.2,
ima izgled stepenice. Unutar intervalal 2 (1; 1) gusto¢a je stanjaN (! ) = 2Ny,
a za vrijednosti! izvan navedenog intervalaN (! ) = Ng. Takvu vrijednost gusto¢e
stanja faze £vorne petlje lako mo®emo objasniti preko gustote stanja slobodnih dvodi-
menzionalnih elektrona £ija je gustota stanja takoZer jednaka konstanti. Kako unutar
intervala ! 2 (1; 1) efektivno imamo dvije parabole, a izvan toga intervala efektivno
jednu (Slika 5.1(e)), jasno je da je i gusto¢a stanja faze £vorne petlje dvostruko veta
untar navedenog inetrvala u odnosu na gusto¢u stanja izvan toga intervala.

5.2.2 Gusto¢a energetskih stanja faze s procijepom

Analizirajmo sada gusto¢u stanja faze s procijepom koja je prikazana na Slikama 5.2
I 5.3 za nekoliko vrijednosti parametra. Najupe£atljivije je svojstvo divergencija
gustote stanja na energiji dna vrpce = !, isto kao i diskontinuitet u gusto¢i stanja
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Slika 5.3: Gustota stanja 2D sustava opisanog relacijom (5.1.3) kao funkcija za razlifite
parametre procijepa . Ljubifasti kru®i¢i oznafavaju N (! ;) gdje se nalazi diskontinuitet. Za
! gustota stanja je konstantna.

za energije! = !;. Kako bismo pobli°e istra®ili prirodu divrgencije, razvijmo izraz

(5.2.11) za! ' !. Slijedi .

N() N !Z!b

> (5.2.13)
‘b

Divergencija je, dakle, korijenskog tipa i karakteristifEna je za sustave s procijepom s
vrpcama u obliku meksifkog 2e2ira u dvije i tri dimenzije [7, 6]. U slufaju visokih
energija, kada je! I, gusto¢a stanja je konstantna

N() No; (5.2.14)

kako i vidimo na Slici 5.3. Na istoj Slici 5.3 ljubifastim je kruCi¢ima prikazana vri-
jednost N (! ;) koja se nalazi na polovici diskontinuiteta u gusto¢i stanja kako se
povectava.
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Poglavlje 6
Unutarvrp£ana vodljivost

U ovom poglavlju pretpostavljamo da je vodljiva vrpca djelomi£no popunjena elek-
tronima te da je broj elektrona u vrpci, odnosno Fermijeva energija, parametar koji
mo°emo mijenjati bilo kemijskim ili elektrostatskim dopiranjem. U takvim okolnostima
odreZujemo kako ukupna i efektivha koncentracija elektrona ovise o Fermijevoj energiji.
Pokazat ¢emo da se spomenute koncentracije uvelike razlikuju te njihove implikacije
na Drudeovu (unutavrvrp£anu) vodljivost.

6.1 Ukupna koncentracija

U ovom potpoglavlju raEunamo ukupnu koncentraciju vodljivih elektronan za obje
elektronske faze. Tek na kraju rafuna pokazat ¢emo glavne karakteristike dviju ve¢
spomenutih faza. Ukupna se koncentracija nosioca naboja, mo®e izravno izraEunati

iz gusto¢e stanja (5.2.12) te postaje funkcija Fermijeve energije

z,.
n(l )= A O' N (! )d!: (6.1.1)

Kako je gustota stanja (5.2.12) razlomljena funkcija, koja ima druk£ije pona2anje na
intervalima omezenim s! i !, n(! ¢) bit ¢e de nirana po segmentima na na£in:
Zalg <!y

z
'F 1 | A q I Aq
nleg)=A 26—— = 2 12 12 =2— 12 12 (6.12
(te) , 2B 12 12 2B b, "%2B °F o (6.12)
azalg >! ¢
Zy, 21d! Zie 1 |
nleg)=A a + A g d!
Ce) b 2B 12 I 2 . 2B "2 | 2
A d A G q A 4
(6.1.3)
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Slika 6.1: Ukupna koncentracija, n, izraz (6.1.5) kao funkcija Fermijeve energije! ¢, u jedini-
camang za sluEajme = m . Spomenuti je izraz prikazan za nekoliko vrijednosti! , =  £ije
su pozicije oznaEene sivim vertikalnim linijama. Ukupna koncentracija ima diskontinuitet
prve derivacije u! ;. Tofkastom linijom oznaEena ukupna koncentracijan(! ) = 2 no.

Korisno je uvesti konstantu koncentracijen, = A=(2 B ) dimenzije [ng] =m? , a
ukupnu koncentracijun(! ¢) zapisat ¢emo pomo¢u Heavisidove funkcije (5.2.8)
q — — q — —
NCE)=ng ('g lp) 2 12 12 (1 )+ 1+ 12 12 ('g 1Y) ;
(6.1.4)
ili na jo? kompaktniji nafin koriste¢i svojstvo (5.2.9)

nle)=no (! ¢ !'p) 1+q!|% g1 g g (e le) : (6.15)

Ukupna je koncentracija u ovisnosti d ¢ gra £ki prikazana na Slici 6.1 za nekoliko
vrijednosti parametra , odnosno, ! , £iji su polo®aji ozna£eni sivim okomitim linijama.
Ono 2o odmah uo£avamo je, neovisno radi li se o fazi s procijepom ili fazi £vorne petlje,
n(' £ = ') ima diskontinuitet u prvoj derivaciji. Takozer, koncentracija elektrona
potrebna da se vrpca popuni do energijer = !¢, a prisjetimo se da je! ; energija koja
pripada vrhu ispup£enog centralnog dijela vrpce, ista je za obje faze i iznogl =
I't) = 2ng, 2to je ozna£eno to£kastom sivom linijjom na Slici 6.1. Izraz (6.1.5) ima jo?
nekoliko zanimljivih karakteristika koje najbolje mo®emo prikazati u odgovaraju¢im
grani£nim vrijednostima Fermijeve energije ¢

nle<!)=2np!g; 'p=0;

ne>!'y)=nolg; ',=0;
q___

nte) 2no 2'p('r ') 'E' 'w

n(l |:) no! PSR = ! b- (616)
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U fazi £vorne petlje,n / !¢ ispod iiznad! ¢ = 1, no s druk£ijim nagibom pravca.
U fazi s procijepom ukupna koncentracija tik iznad y, korijenski ovisi o Fermijevoj
energiji, dok se za velike vrijednostl ¢ asimptotski pribli®ava vrijednosti faze £vorne
petlje.

6.2 Efektivna koncentracija

Koncentracija elektrona koja se prirodno pojavljuje unutar Drudeove formule za vod-
ljivost (4.1.2) efektivna je koncentracija elektronan (! ¢). Efektivha ¢e koncentracija,
kao i ukupna koncentracijan, ovisiti 0 Fermijevoj energiji ! . U ovom potpogljavlju
izvodimo n (! ) za temperaturu T = 0. U tom sluEaju, kao 2to smo spomenuli u
(4.1.3), efektivna koncentracija dana je izrazom [16]

n 2 X 2 n "
n(Ce)=y Mg (e ) (6.2.1)
k
gdje je , kako smo spomenuli, komponenta efektivhe koncentacije koja je povezana
s odgovaraju¢om komponentom narinutog elektriEnog polja. Kako su vrpce (5.1.3)
izotropne, mo®emo uzeti na primjer = x iako i = y sluEaj daje isti rezultat. Opet
gledamo slu£aj vodljive vrpce (5.1.3). Tada je grupna brzina elektrona
12Bkx (A Bk?)

Vi = a (6.2.2)
- k

Uvrstimo li gornju relaciju u (6.2.1) te sa sumacije prijezemo na integral, slijedi

1 2V 4B2m?  k2cog' (A Bk . ..
= VWT kdkd m ( k) (6.2.3)
Ukoliko varijable integracije u gornjm izrazu zamijenimo onima bezdimenzionalnim
i I, dobivamo
2 482 A? ¢ LAZ(L 22 q >
n (le)= ijeﬁx d ANz Ve a 2+ 2
4me, 11X 3@ 2?
= ——A— — 6.2.4
2 2712 jo B (624

gdje smo izvrijednili integral koji sadr®i Diracovu -funkciju po postupku iz poglavlja
5.1 te koristili de niciju efektivne masem s pofetka Poglavlja 5. Uvrstiva nulto£ke
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Slika 6.2: Efektivha koncentracija, n , izraz (6.2.6) kao funkcija Fermijeve energije! g, u
jedinicama ngme=m . Spomenuti je izraz prikazan za nekoliko vrijednosti! |, = £ije su
pozicije oznafene sivim vertikalnim linjjama. Efektivha koncentracija ima diskontinuitet
prve derivacije u! ;. Siva crtkana linija oznafava vrijednost efektivne koncentracijen (! ¢).

o (5.2.7) u gorniji izraz slijedi

m. 12 12

n(g)= nomiFi 2 (e 1y (0 ¢ 'e)+ 1+ 12 12 (g 1Y
(6.2.5)

Kao i u potpoglavlju 5.1, mo®emo Koristiti svojstvo Heavisideoveg(x) funkcije (5.2.8)

I kona£ni izraz zapisati na sljede¢i nafin

Le

q__
12 12 q_—— q
n (!F):no% b a1+ 12 12+ 01 12 12 (1, 1g)
(6.2.6)
Efektivna koncentracijan (! ) prikazana je na Slici 6.2 kao funkcija Fermijeve

energije za nekoliko vrijednosti parametra odnosno! , u jedinicamangme=m . Pri-

Le

mjet¢ujemo da kao in, tako i n ima dikontinuitet u prvoj derivaciji za Fermijeve
energije koje odgovaraju ¢ = !. Vrijednost efektivne koncentracije tim tofkama je
n (g =1"1)=(1={)2ngm=m kako je i prikazano crtkanom linijjom 2to uvelike od-
stupa od pona2anja ukupne koncentracije koja uvijek ima istu vrijednost u tim to£kama
n = 2Ny Neovisno o parametru.

U sluEaju faze £vorne petlje ( = 0) efektivha koncentracija je konstantna za
vrijednosti ! ¢ <! {, dok za fazu s procijepom, za Fermijevu energiju odmah iznag,
efektivna koncentracija ima korijensku ovisnost ¢ . Sve to mo®emo potkrijepiti na
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primjeru nekolicine zanimljivih limesa efektivne koncentracije (6.2.6):

n('F<'t)_2nO%; 'y =0;
q m
m
n(F) 2nonT(e 20 'p)=le TR e
n(e) no%!p; ey (6.2.7)

U limesu velikih ! ¢ vrijednost efektivhe koncentracije u fazi s procijepom asimp-
totski se pribli®ava vrijednosti faze £vorne petlje (Slika 6.2). Op¢enito, usporedimo i
vrijednosti za ukupnu i efektivhu koncentraciju za velikd ¢ (6.1.5) i (6.2.6) slijedi

n
— 6.2.8
M. m (6.2.8)

Preostaje povezatin i n na jo? jedan nafin. To ¢emo pokazati u potpoglavlju 6.3.

6.3 Veza izmezu ukupne i efektivne koncentracije

Razliku izmezu efektivne i ukupne koncentracije elektrona mo°emo prikazati na jo2
jedan nafin, preko ukupne koncentracij@. festo se u zici kondenzirane materije
mao®e kontrolirati ukupna koncentracija vodljivih elektronan, a ne, kako smo do sada
pretpostavljali, Fermijeva energija! . Za dvodimenzionalne sustave, kao 2to je i ovaj
kojeg razmatramo u ovom radu, najednostavniji naEin kako mo®emo kontroliran je
primjenom efekta elektriEnog polja. U biti, od 2D materijala i podloge napravimo
kondenzator na koji narinemo razliku potencijala. Kao 2to znamo, koliEna naboja koja
se tada nakupi u 2D materijalu proporcionalna je kapacitetu, konstanti koja ovisi o
geometriji uzorka, pomno®enog s razlikom potencijala.

Ovdje nam je cilj izraziti n pomoc¢un. Da bismo odredili kakon ovisi o n,
potrebno je prvo izraziti Fermijevu energiju! ¢ kao funkciju ukupne koncentracijen
iz izraza (6.1.4), a potom! (n) uvrstiti u izraz za efektivhu koncentraciju (6.2.6).

Pritom, vodimo rafuna da jen(! f = ! p) =0 te n(! ¢ = !'{) = 2ny. Rezultat je
2 3
= 1
n(n)= “eagq n (2n o n)+ g nin=n, 1) (N 2no)5:
M [n=2ny)]2+!§ (n=no 1)+ !¢
(6.3.1)

Ovisnost je ukupne i efektivne koncentracije a prikazana na Slici 6.3. Jasno je da je
n(n) pravac nagiba 1 prikazan kao crtkana linija na Slici 6.3 neovisno o elektroskoj fazi.
Mijere¢i primjerice istosmjernu vodljivost (4.1.6) °© / n (n), kao funkciju ukupne
koncentracijen, jasno mo°emo razlu£iti radi li se o fazi s procijepom ili fazi £vorne linije.
Za koncentracije manje od2no, istosmjerna vodljivost ne¢e se mijenjati pove¢anjem
u fazi £vorne petlje, dok ¢e u fazi s procijepom ovisiti 0. TakozZer, za posebni sluEaj

31



Slika 6.3: Ukupna koncentracija ozna£ena je ljubi£astom crtkanom linijom, a efektivha kon-
centracija (6.3.1) kao funkcija n u jedinicama ng, za sluEajme = m zelenom bojom. Obje
su koncentracije prikazane za nekoliko vrijednosti! , = . Za razliku od n, efektivna je
koncentracija, n , eksplicite ovisna o! . Vertikalna siva linija oznafava 2ng 2to je upravo
koncentracija potrebna za popunjenje sustava do vrha meksi£kog 2e?ira (Slika 5.1).

kadajeme=m ,n>n (n) zan> 2ny, dok zan < 2ng to nije slu£aj. Postoji kritiEna

vrijednost parametra > 1 kad uvijek vrijedi da je n < n kao 2to vidimo na Slici
6.3.
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Poglavlje 7
Opti£ka vodljivost

U ovom poglavlju analiziramo realni dio mezuvrp£ane odnosno opti£ke vodljivosti dvo-
dimenzionalnog sustava £ija smo elektronska svojstva opisali u Poglavlju 5. Pokazat
¢emo da je u modelu iz Poglavlja 5 vrlo jednostavno na temelju opti£ke vodljivosti odre-
diti radi li se o sustavu faze s procijepom ili faze £vorne petlje, jer optiEka vodljivost
u fazi £vorne petlje i2£ezava. Optifka vodljivost faze s procijepom bit ¢e izraEunata
koriste¢i izraze iz Poglavlja 4 za sluEaj konaEne popunjenosti vodljive vrpce, kao i za
sluEaj kona£nih temperatura.

7.1 Strujni matriEni elementi

U Poglavlju 4 spomenuli smo (4.2.6) da je jedan od sastavnih elemenata izraza za realni
dio mezuvrp£ane vodljivosti funkcija koju smo nazvali mezuvrp£ani strujni matrifni
elementJ}’. U atomskoj zici, pri razmatranju interakcije atoma i elektromagnetskog
zraEenja energijee = ~!, elektronski su prijelazi izmezu atomskih nivoa bili odrezeni
dipolnim matriEnim elementom. Taj je element, izmeZu ostalog, govorio koji je prijelaz
dozvoljen (ovisno o tome je i dipolni matriEni element bio nula ili konagan) [14, 18].
Slifnu ulogu u opti£koj vodljivosti kristala (4.2.6) imaju strujni matriEni elementi uz
adekvatnu zamjenu diskretnih energija atomskih nivoa s elektronskim vrpcama. U
modelu opisanim u Poglavlju 5, meZuvrp£ani je strujni matriEni element izveden u
Dodatku A i iznosi

N I (7.1.1)

Vidimo da je (7.1.1) realna velifina proporcionalna parametru procijepa € C=A)

I obrnuto proporcionalna elektronskoj energiji (5.1.3). U slufaju kad je= 0, 2o

de nira fazu £vorne petlje, slijedi i da je matri£ni element (7.1.1) jednak nuli. Sve to
implicira da u modelu iz Poglavlja 5, u fazi £vorne petlje, nema mazuvrp£ane vodlji-
vosti. Preostaje nam razmatranje optiEke vodljivosti faze s procijepom.
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7.2 OptiEka vodljivost faze s procijepom

Polazi’te je izraz (4.2.6) u koji smo uvrstili strujni matriEni element (7.1.1) te pre2li
sa sume na integral u polarnim koordinatama. SliEno kao u rafunu efektivhe koncen-
tracije, uzimamo da je komponenta = x iako je rezultat isti i za y komponentu. U
cijelosti, realni dio meZuvrp£ane vodljivosti je

_~F(E) 2v ? € 4B2C%K2 cog" g R
< (E)= VE @7 kdkd' ~ 2 E 2 (A Bk?)?+C
(7.2.1)

No, s ovakvim tipom integrala susreli smo se ve¢ u Poglavljima 5 i 6. Postupak je
izvrijednjivanja isti. Uvodimo standardnu bezdimenzionalnu varijablu te novu vari-
jablu = E=2A, koja je zapravo energija upadnog fotona (elektromagnetskog zraEenja)
skalirana parametrom vrpce2A. Ovakvim izborom, varijabla takozer je bezdimen-
zionalna, a kako iz -funkcije u (5.2.1) proizlazi da je gornji izraz konaEan samo ako je
E =2"y, usporedbom (5.1.4) slijedi ! . To sugerira da ¢e pri izvrjednjavanju izraza
(7.2.1) opet vanu ulogu imati konstante! , i ! (5.1.5), koje za potrebe razmatranja
mezuvrp£ane vodljivosti preimenujemo u , i ;. Uz takve zamjene (7.2.1) postaje

- 202 2 Z q
< ()= F(2E)2 4BCe2iA71 3 1 22+ 2
2 )" (2A) ~2  2AB?A? 2
(7.2.2)
Potoniji izraz izvrjednjujemo metodom dekompozicije-fuancije opisanom u Poglavlju
5 uz zamjenu 2= 2 i novog zapisa nulto£ki 3 = 1 2 2. Konaf£ni izraz za
realni dio optifke vodljivosti
5. F O a > a >
< ()= 0t —=— h 1+ 2 P+ 1 2 2 (v )
b
(7.2.3)
sadri konstantu vodljivosti o = €?=4~dvodimenzionalnog sustava u jedinicamp o] =
Ohm? . Primjetimo da (7.2.3) ka’e< () / 2= 220 jo? jednom potvrZuje

zakljutak iz prethodnog potpoglavlja da nema mezZuvrp£ane vodljivost u fazi £vorne
petlie ( = 0 ). U daljnjem tekstu analiziramo izraz (7.2.3), te promatramo slufaj
intristiEnog (Fermijev je nivo nula) i dopiranog (Fermijeva je energija kona£na) sustava
na termodinami£koj nuli i pri kona£noj temperaturi.

7.3 Karakteristike optiEke vodljivosti faze s proci-
jepom

Karakteristike realnog dijela mezuvrp£ane vodljvosti (7.2.3) faze s procijepom promo-
trit ¢emo za nekoliko sluEajeva. Prvo, razmatramo nedopirani slu£aj na termodinami£-

34



Slika 7.1: Realni dio optiEke vodljivosti 2D sustava u fazi s procijepom, opisanog dvovrp£anim
modelom (5.1.1) u jedinicama o na T = 0. Graf < () (7.2.3) predofen je za nekoliko
vrijednosti parametra  kao funkcija = E=(2A) za intrinsiEni slufaj (F () = 1). Pri
energiji p, < () ima divergenciju korijenskoga tipa (7.3.1). Zelenim kru®i¢ima ozna£eno je
< ( y) kojiulimesu !'1 dosti®u vrijednost 2 o (tamnozeleni kruCi¢).

koj nuli. U tom je sluEaju Fermijev nivo jednak nuli i nalazi se na sredini procijepa.
Paulijev element (4.2.4) iz Poglavlja 4 u tom slu£aju postaje () = (), odnosno,
jednak je 1 za sve pozitivne vrijednosti varijable 2to odgovara izrazu (7.2.3). Sam iz-
raz (7.2.3) prikazan je za vi2e vrijednosti parametra , =  u sluEaju(T =0;! ¢ =0)
na Slici 7.1 kao funkcija u jedinicima . Pritom je glavna zna£ajka realnog dijela
opti£ke vodljivosti divergencija pri energiji . Divergencija je to korijenskoga tipa, 2to

se vidi iz razvoja izraza (7.2.3). Za b

2
< () e—>2—; (7.3.1)
2 o b)
dok za p dobivamo brzotrnu¢i rep
2
< () 0—2: (7.3.2)

lako korijenska divergencija u< () implicira dublju vezu s gusto¢tom stanja
(5.2.12), sliEnosti prestaju na tome. U izrazu (7.2.3) nedostaje oblik koji bi bio pove-
zan sa stepenicom koja je vidljiva u gusto¢i stanja na Slici 5.2. Tako primjerice, dok
za vrijednosti ! ; gustoCa stanja ima diskontinuitet,< () utofkama . kontinuirana
je funkcija, a sama vrijednost< ( () prikazana je zelenim krui¢ima na Slici 7.1 te
u limesu kada te® u beskona£no, dosti®e vrijednos o oznafEenu tamnozelenim
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Slika 7.2: Realni dio opti£ke vodljivosti 2D sustava u fazi s procijepom opisanog dvovrp£anim
modelom (5.1.1) u jedinicama ¢ kao funkcija predo£en je za nekoliko vrijednosti Fermijeve
energije! g > ! y za slufaj kad je = b = 1. IntrinsiEni sluEaj (' =0! F()=1)
prikazan je crtkanom linijom.

kruicem.

Drugi je sluEaj, pod kojim promatramo realni dio optiEke vodljivosti (7.2.3) onaj
konaEno popunjene vodljive vrpce, dakleg >! ynaT = 0. SeleCi pokazati kako
kona£na vrijednost Fermijeve energije utjefe na izgled realnog dijela opti£ke vodljivosti,
uzet ¢emo jednu vrijednost parametra procijepa i na istoj Slici 7.2 nacrtati vi’e
slufajeva (7.2.3) u ovisnosti & . Glavna je znafajka da Paulijev element (4.2.5), koji
je u ovom slufaju jednakF (E) = ( E=(2A) 2"r=(2A)) = ( le) = F ()
ostavi vidljive samo one segmente () za >! .

Posljedn;ji slu£aj (7.2.3) koji promatramo onaj je za kona£nu vrijednost Fermijeve
energije i konaEne temperatur@. U tu svrhu prisjetimo se potpune de nicije Paulijeva
elementa iz Poglavlja 4 (4.2.4) u kojem smo kemijski potencijal elektrona aproksimirali

Fermijevom energijom "r te termalnu energijukg T skalirali parametrom vrpceA
(5.1.3)
FE)= o T L FO)= e
cosh A +cosh EA cosh('fr=)+cosh(= )’

Akg T 2Akg T
(7.3.3)

gdje je = kg T=A bezdimenzionalni parametar temperature. Paulijev element (7.3.3)
prikazan je na slici 7.3 za nekoliko vrijednosti parametra u ovisnosti o te se jasno
vidi zaglazivanje stepenice Heavisidove funkcije (crtkana linija) kako se povetava.
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Slika 7.3: Paulijev element (7.3.3) u ovisnosti o prikazan je za razne vrijednosti parametra
za Fermijevu energiju! ¢ = 2. Povetanjem parametra , stepenica Heavisideove funkcije
postupno se zaglaZuje.

Na Slici 7.4 prikazana je< () kao funkcija u jedinicama o za par odreZzenih
vrijednosti ( =1 ;! = 2) te za nekoliko vrijednosti parametra . Za ! 0 dobili
bismo situaciju sa slike 7.2 2to je biol = 0 slufaj obrazen u pro2lom primjeru. No,
povetanjem parametra uofavamo razlifite promjene. Prva je da se s povetanjem
parametra , skok u< ( = !g) polako zaglazuje (Slika 7.4). Stanja ispod ¢ koja
sunaT =0 puna, povetanjem temperature se prazne te postaju dostupna u procesu
mezuvrp£anog pobuZenja i posliediEng () raste. To se lijepo vidi na primjeru
korijenske divergencije za vrijednosti b (Slika 7.4), koja je sve izra®enija kako se

poveteva, dok u sluEaju = 0 nije bila prisutna. SliEno vrijedi i za stanja koja su u
energijiiznad! . NaT =0 ona su bila prazna te se pove¢anjem temperature pune 2to
pak smanjuje njihovu dostupnost u procesu mezuvrp£anog pobuZenjate () pada.
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Slika 7.4: Realni dio optifEke vodljivosti 2D sustava opisanog dvovrp£anim modelom (5.1.1)
u jedinicama ¢ u slufaju djelomiEno popunjene vodljive vrpce (>! ) za sluEaj =1 i
're =2. < () (7.2.3) predofen je za nekoliko vrijednosti parametra kao funkcija za
F () (7.3.3). S povetanjem parametra , korijenska je divergencija za vrijednosti b
vi2e izra®enija.
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Zaklju£ak

U ovom radu analizirali smo neke od najbitnijih nabojnih transportnih karakteristika
dvodimenzionalnih materijala koji posjeduju poseban tip invertiranih vodljivih vrpci
koje oblikom podsjetaju na meksi£ki 2e2ir.

U toj nakani, dali smo kratak osvrt na temeljne nabojne velifine, koje se proufavaju
u zici kondenzirane materije, poput gusto¢a naboja, polarizacije i struje. Pokazali smo
kako generalizirati usrednjenje navedenih velifina po ansamblima u neravnote®i te,
koriste¢i Landauov pristup teoriji linearnog odziva u formalizmu jednad®bi gibanja za
fermionske operatore, de nirati odzivne funkcije na vanjsko narinuto elektriEno polje.

Tako dobivenu odzivnu funkciju, odnosno tenzor vodljivosti, podijelili smo na unu-
tarvrp£ani i mezuvrp£ani kanal. U unutarvrpEanom kanalu rezultat je bio Drudeova
formula za vodljivost u kojoj je najbitnija velifina efektivha gusto¢a nosioca naboja. U
mezuvrp£anom slu£aju ograni£ili smo se na vrpce, koje posjeduju elektron-2upljina si-
metriju sa zanemarivo malom mezuvrp£anom konstantom relaksacije, te dobili kona£ni
izraz za realni dio mezuvrp£ane vodljivosti koju nazivamo i optiEkom vodljivosti.

S razrazenom metodom za transportne velifine, krenuli smo u anali2u 2 realne
matrice hamiltonijana s dvama slobodnim parametrima, £ije su svojstvene vrijednosti
vrpce oblika meksifkog 2e?ira. Takozer, tako de niranim hamiltonijanom opisali smo
dvije razlifite elektronske faze koje smo nazvali fazom £vorne petlje i fazom s pro-
cijepom. Detaljno smo analizirali svojstva valentnih vrpci kao i pripadnu gusto¢u
energetskih stanja za obje faze.

U Poglavlju 6 jasno smo pokazali razliku izmezu ukupne i efektivhe koncetracije
elektrona za obje faze zadanog hamiltonijana. TakoZer, pokazano je da mijenjanjem
kolifine naboja (dopiranjem) i mjerenjem istosmjerne vodljivosti, mo°emo razaznati u
kojoj se osnovnoj elektronskoj fazi sustav nalazi, je li u onoj s procijepom ili u £vornoj
petlji.

Kona£no, u zadnjem smo poglavlju prikazali kako realni dio mezuvrp£ane vod-
ljivosti ovisi 0 parametrima vrpce, vrijednosti Fermijeve energije te o temperaturi.
Glavna je karakteristika bila da je realni dio optiEke vodljivosti nula, u sluEaju faze
£vorne petlje. U fazi s procijepom, realni dio vodljivosti, u sluEaju kad je Fermijeva
energije jednaka nuli, korijenski divergira za energije upadnog fotona koje odgovaraju
energiji procijepa.
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Dodatak A
Strujni matriEni elementi

U ovom poglavlju izvodimo strujne matritne elemente koji ulaze u de niciju tenzora
vodljivosti (3.3.18). Polazimo od op¢eg zapisaZmatrice hamiltonijana s koe cijen-
tima koji mogu biti kompleksne funkcije Blochova valnog vektor&
0 1
a Ap .

3 g

H= (A.0.2)
Matrifne elemente matrice (A.0.1) oznafavamold, (*; 9 gdje su(’;" 9 indeksi retka
| stupca. Kako matrica (A.0.1) mora biti hermitska, koe cijenti Hy(1;1) = by i
Hk(2;2) = d¢ su realni.

Ako uvedemo oznakés; s% = (c; v) za dijagonalizirane (Blochove) energije, mo°emo
de nirati  -tu komponentu strujnog matriEnog elementa

e@H(;9
~o @k

Iy = Uc (s s)U, (%89 (A.0.2)

gdje suUy(';s) elementi unitarne matrice transformacije koja dijagonalizira hamilto-
niajan (A.0.1) na nafin
UHU ! = E: (A.0.3)

Matrica E je dijagonalna matrica svojstvenih energija

0 1
ngc 0
E:@S"f: (A.0.4)
k

Nakon poduljeg rafuna mo®e pokazati da j& jednaka
0 , 1
€ «cos(#=2) € «sin(#=2)
Uc(5s) = @ % (A.0.5)
Sin(#¢=2) cos(#=2)
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gdje su
L Im ay 2jay |
= jagje' ¢; tan' = ; tan#y = ;
& = Ja] k Rea, k d b
Dakle, nakon deriviranja elemenata hamiltonijana (A.0.1) i njihova uvr2tavanja u
(A.0.2) te uz de niciju matrice (A.0.5), slijedi za unutarvrp£ani (s = s°= c) strujni
matri£ni element

(A.0.6)

1@be de) | ., @8,

éJ € = cos# (A.0.7)
Sli£nim postupkom odreZzujemo i mezuvrp£aniq = s 6=s = V) strujni matrifni
element

1@ d) @'« @8y ] .

ET-F uakj@k + COS# @k

éJ Ve = sin # (A.0.8)
Primijenimo formule (A.0.8) i (A.0.6) na hamiltonijan (5.1.1) iz Poglavlja 5. U tom
slu£aju koe cijenti matrice hamiltonijana sub, = d = (A Bk?)ia, = C. TakoZer,
iz (A.0.6) slijedi tan' ¢ =0 2to daje

@ayj _ 0 @'k
@k ’

oK (A.0.9)

Dakle, vidimo da su jedini nei2Eezavajuci dijelovi unutarvrp£anog (A.0.7) i mezuvrp-
£anog (A.0.8) strujnog matriEnog elementa oni koji sadravaju £lan

@b dy) _ .
B = 2Bk (A.0.10)

Sada kona£no mo®emo zapisati vrijednosti strujnih matriEnih elemenata, primjerice za
= x komponentu. Analogni izvod slijedi i zay komponentu. Za unutarvrp£ani slu£aj

jee = Sopq A BKIK  _ e@i. (A.0.11)
T~ (A BkyZ+C2  ~@K
| za mezuvrp£ani slu£a]
3 = SoBCq K - Sopc X (A.0.12)
~ (A Bk?)2+CZz ~ '
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