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Sazetak

Na temelju izmjerenih transportnih veli¢ina, poput elektri¢ne vodljivosti, mozemo
dobiti nekoliko informacija o elektronskim vrpcama. U ovom radu razmatramo obrnuti
proces: polazeci od mikroskoposkog modela dvodimenzionalnog materijala s inverzijom
valentnih vrpci racunamo odzivne funkcije poput istosmjerne i opticke vodljivosti. Pod
materijalima s inverzijom valentnih vrpci smatramo posebnu klasu dvodimenzionalnih
polumetala ¢ije valentne vrpce posjeduju elektron-Supljina simetriju i oblikom podsje-
¢aju na meksicki Sesir.

Da bismo poblize proucili transportna svojstva takvih materijala, definirali smo mi-
nimalni elektronski efektivni hamiltonijan s dvama slobodnim parametrima. Dijagona-
lizacijom takvog hamiltonijana dobivene su vrpce oblika meksickog SeSira i mogucénost
opisa dviju razli¢itih osnovnih elektronskih faza. To su faza s energetskim procijepom
i faza ¢vorne petlje.

Cijeli je rad usmjeren k tom da na temelju opéeg oblika tenzora vodljivosti, kojeg
smo izveli u formalizmu jednadzbi gibanja za neravnoteznu Landauovu funkciju distri-
bucije, te kojeg smo podijelili na unutarvpcane i meduvrpcane doprinose, pokazemo
jedinstveni otisak dviju navedenih elektronskih faza; u istosmjernom i optickom odzivu.

U istosmjernoj vodljivosti, u kojoj glavni doprinosi dolaze od unutarvrpcanih pro-
cesa na temelju ovisnosti efektivne koncentracije elektrona o dopiranju, moguce je
utvrditi razliku izmedu faze s procijepom i faze ¢vorne petlje. Ta je razlika medu fa-
zama ocita i na primjeru gustoce elektronskih stanja, koja za slucaj faze s procijepom
ima korijenski singularitet, dok je gustoca stanja u fazi ¢vorne petlje konstantna funk-
cija energije. Konacna potvrda u identifikaciji faza dolazi iz meduvrpcane tj. opticke
vodljivosti jer je pokazano da opticki odziv faze s ¢vornom petljom iSc¢ezava.

Kljuéne rijec¢i: dvodimenzionalni polumetali, dvovrpc¢ani hamiltonijan, opticka

vodljivost, istosmjerna vodljivost.



Optical conductivity of a two-dimensional
insulator with valence band inversion

Abstract

Based on the measured transport quantities, such as electrical conductivity, we can
obtain some information about electronic bands. In this paper, we consider the reverse
process, starting from a microscopic model of a two-dimensional material with inversed
valence bands, we calculate response functions such as DC (direct current) and optical
conductivity. Under the inversion of the valence bands we consider a special class of
two-dimensional semimetals valence bands that have electron-hole symmetry and are
shaped like a Mexican hat.

In order to study the transport properties of such materials in more detail, we
defined minimal electronic effective Hamiltonian with two free parameters. Diago-
nalization of such a Hamiltonian, Mexican hat-shaped bands were obtained and the
possibility to describe two different basic electronic phases. These are the gapped phase
and the nodal surface semimetal phase. The entire paper is aimed at the fact that,
based on the general form of the conductivity tensor, which we derived in the for-
malism the equations of motion for the non-equilibrium Landau distribution function,
and which we have divided into intraband and interband excitation, we will show the
unique footprint of the two mentioned electronic phases; in DC and optical response.

In DC conduction, where the main excitations come from intraband processes based
on the dependence of the effective electron concentration on doping, it is possible to
determine the difference between the gapped phase and the nodal surface phase. This
difference between phases can also be seen in the example of the density of electronic
states, which for the case of a gapped phase has a root singularity, while the density of
states in the nodal surface phase is a constant function of energy. The final confirmation
in the identification of phases comes from interband, i.e. optical conductivity because
it was shown that the optical response of the phase with the nodal surface vanishes.

Keywords: two-dimensional semimetals, two-band Hamiltonian, optical conduc-

tivity, DC conductivity
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Poglavlje 1

Materijali s neobicnim elektronskim

vrpcama

Nakon sto je F. Bloch postavio teoriju elektronskih vrpci za kristale, odnosno, materi-
jale ¢iji su konstituenti poredani u strukturu resetke, prirodno se ponudilo objasnjenje
za elektrodinamicka svojstva dvaju glavnih klasa kristala: izolatora i metala. Izolatori
su definirani kao oni materijali ¢ije su vodljiva i valentna vrpca prazna, odnosno, puna
na 7' = 0 i medusobno odijeljene energetskim procijepom. Metali, pak, obuhvac¢aju
slucaj kristala koji ima polupopunjene vrpce ili zadovoljava poseban slucaj kada je
energetski procijep nula. Takva su obrazlozenja preko elektronskih vrpci bila dovoljna
kako bi ponudila odgovore na glavna pitanja poput: zasto su metali dobri vodici struje
i topline te zasto su sjajne povrsine i neprozirni kao npr. bakar i zlato. S druge strane,
izolatori ne provode elektricnu struju i slabo provode toplinu te su ponekad i prozirni
poput dijamanta i kvarca.

Eksperimentalno se pokazalo da su mnoga fizikalna svojstva direktno povezana s
oblikom vrpci koje su najblize Fermijevu nivou. Najbolja je ilustracija te tvrdnje slucaj
dvodimenzionalnih materijala koji su prvi put sintetizirani pocetkom ovog stoljeca.
Takvi materijali, konac¢ne su povrsine, ali debljine usporedive s dimenzijom atoma
od kojih je zacijelo najstariji i napoznatiji grafen [1]. Ovaj materijal duguje mnoga
fizikalna svojstva linearnoj ovisnosti energije i Blochova valnog vektora svojih valentnih
vrpci koje se doti¢u u dvije tocke (¢vorovima) u Brillouinovoj zoni, a na Slici 1.1 (a)
prikazan je izgled valentnih vrpci u blizini jednog takvog ¢vora. Linearne vrpce itekako
su drukcije od paraboli¢nih kakve najcesce susre¢emo u fizici kristala.

Novi dvodimenzionalni materijali bili su sintetizirani ubrzo nakon grafena, s jos
klase materijala oni u kojima se valentna i vodljiva vrpca dodiruju u vise tocaka.
Generalno, takvi se materijali nazivaju Weylovi polumetali i prikazani su na Slici 1.1
(b) i (c). Ukoliko se pak valentna i vodljiva vrpca dodiruju duz neke linije konac¢ne

duljine, takve materijale nazivat ¢emo polumetalima s ¢vornim linijama (eng. nodal-
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(b) (c) (d) (e)

Slika 1.1: Nekoliko primjera vrpcanih struktura spomenutih u ovome poglavlju. Slike su
preuzete iz [2, 3, 4].

line semimetals) 1.1 (d). Ta linija moze biti i zatvorena, stoga, postoje polumetali s
¢vornim petljama (Slika 1.1 (e)) [5].

U ovom radu analizirat ¢e se dvodimenzionalni sustav koji posjeduje inverziju va-
lentnih vrpci. Upravo zbog te inverzije, valentne vrpce izgledom podsjecaju na meksicki
Sesir [6, 7]. Pritom su dvije moguénosti za osnovno stanje elektronskog podsustava koje
¢emo dalje u tekstu nazivati fazama. To su faza s procijepom, u kojoj su elektronske
valentne vrpce odvojene energetskim procijepom i faza ¢vorne petlje u kojoj se valentne
vrpce dodiruju po kruznici.

Neobic¢ni oblik valentnih vrpci zasigurno ¢e utjecati na elektronski transport poput
istosmjerne i opticke vodljivosti. Pritom, pokusat ¢emo dati odgovor na pitanje moze li
se pomocu eksperimenta odgovoriti o kojoj se fazi radi: fazi s procijepom, ili fazi ¢vorne
petlje? Postavljeno pitanje povezano je s glavnim problemom ovakvih materijala, a to
je da se spomenute karakteristike valentnih vrpci najcéesée protezu na energetskim
skalama reda veli¢ine milielektronvolta. Upravo u finoéi niskoenergetskih mjerenja lezi
eksperimentalni izazov, ne bi li se iz podataka mogao razluciti oblik valentnih vrpci, a
potom i osnovno stanje elektronskog sustava.

Slijed izlaganja glavnih ciljeva ovog rada sastoji se od vise kategorija. Prvo, upoz-
najemo se s glavnim nabojnim veli¢cinama u kristalu, poput gustoce elektronske polari-
zacije i struje. Potom, opisujemo inducirane veli¢ine sustava na kojeg je narinuta slaba
vanjska smetnja, tj. metodu linearnog odziva. Glavni rezultat, poput tenzora vodlji-
vosti izracunat ¢emo u formalizmu jednadzbi gibanja za neravnotezni dio neravnotezne
Landauove funkcije distribucije. Razdvojit ¢emo unutarvpcane od meduvrpcanih do-
prinosa u tenzoru vodljivosti i zasebno ih analizirati. Pokazat ¢emo koje su glavne
karakteristike dviju faza (s procijepom i ¢vorne petlje) u istosmjernoj vodljivosti te
kako ih mozemo razlikovati u eksperimentu. Slicnu analizu primjenjujemo i na me-
duvrpcanu vodljivost koju nazivamo i optickom vodljivoséu. Pokazat ¢emo da jedino
faza s procijepom ima konacni opticki odziv, dok ¢e opticki odziv faze ¢vorne petlje, u

modelu koji ¢e biti koriSten u ovom radu, iscezavati.



Poglavlje 2
Nabojne gustocée u kristalima

Cilj je ovog poglavlja definirati i prikazati operatore poput elektronskog hamiltonijana,
gustoce elektrona, dipolne gustoce te gustoce struje u formalizmu druge kvantizacije.
Navedene ¢emo operatore prikazati i u impulsnoj reprezentaciji primjenom Fourierovih

transformata te definirati interakciju dipolnih gustoca s elektricnim poljem.

2.1 Blochov hamiltonijan i druga kvantizacija

Prisjetit ¢emo se Diracove braket notacije i operatora projekcije u Hilbertovu prostoru
[17]. Za Hilbertov prostor razapetim bazom ¢iji su vektori |v) odredeni kvatnim brojem

v, definiramo relacije potpunosti za diskretna i kontinuirana stanja
S )] = 1. /dr r)(r| = 1 (2.1.1)

gdje je |r) baza prostorne reprezentacije. Pritom, uvodimo i uvjet ortonormiranosti
baze u Hilbertovu prostoru. Za diskretna stanja vrijedi (v|u) = 6,,, gdje je 6,
Kroneckerov simbol, dok za kontinuirana stanja (r|r’) = d(r — r’), gdje je o(r — r')
Diracova o-funkcija. Po definiciji, (r|v) = ,(r) je valna funkcija koja zadovoljava
stacionarnu Schrodingerovu jednadzbu H(r)i, (r) = ,1b,(r). Takoder, po definiciji,
za matritne elemente H u prostornoj bazi vrijedi (r|H|r') = H(r)d(r —r').
Definiramo operator stvaranja fermiona u stanju v, kao |v) = ¢/ |0), gdje je |0) stanje
koje nazivamo vakumom. Tako, primjerice, definiramo operator stvaranja fermiona u

stanju |r), Sto odgovara stvaranju fermiona na prostornoj koordinati r
el =" i(r)c]. (2.1.2)
12

Sad mozemo zapisati hamiltonijan u drugoj kvantizaciji. To je vrlo jednostavno ko-

riste¢i projektore (2.1.1), ortonormiranost vektora i gore spomenitu Schrodingerovu



jednadzbu. Rezultat je

B = S [dr @ welAr) )
= Z Z ’y> <N| Eudu,u = Z EVC:[,CV- (2.1.3)

U opisu kristala koristimo Blochove valne funkcije koje su pak opisane s tri kvantna
broja: indeks vrpce s, Blochov valni vektor k i spin o. U ovom radu spinski kvantni broj
degeneriranih spinskih stanja nec¢emo pisati eksplicitno, nego ¢e se dodati u zavrsnim
izrazima kao faktor 2. Za zapis hamiltonijana elektronskog podsustava u kristalu u
drugoj kvantizaciji, potrebno je zamijeniti stanja u (2.1.3) na naéin |v) — |sk), odnosno

¢, — Csk, Sto vodi na

el - Z Z Ekcskcsk (214)

Valnu funkciju elektrona u kristalu, (r|sk) = 94 (r), nazivamo Blochovom funkcijom.
Zbog periodicke strukture kristala ona zadovoljava uvjet 1 (r + R) = ek Ry (r) za

bilo koji vektor R Bravaisove resetke [8].

2.1.1 Operatori nabojnih gustoca

Definirajmo operatore u Blochovoj bazi s kojima ¢emo se susretati u daljnjoj analizi.

Prvi je operator gustoce elektrona

'1—!—

Z Z 7/151( ws’k' ) CekCork! s (215)

s,s’ k,k/

gdje smo koristili (2.1.2). U konkretnim ra¢unima pogodnije je raditi u impulsnoj
reprezentaciji. Stoga, vise nas zanimaju Fourierove komponente operatora gustoce. Po
definiciji je

o(r) = Zeiq’r@(q), (2.1.6)

sto znaci da je inverzna Fourierova transformacija jednaka

o) = X3 [ e ) dien

ss’kk’

- 7ZZquk/ CskC K’ (217)
s,s" k,k’
Integral u gornjemu izrazu obuhvaca cijeli volumen kristala V. Obi¢no ga nazivamo
o . ev . . v / . .
nabojnim matricnim elementom i oznacavamo s G’y - Spomenimo nakratko srednju
vrijednost operatora 9(q) u osnovnom stanju sustava, odnosno u ravnotezi. Usrednjenje

po ravnoteznom stanju, odnosno po ansamblu sustava u ravnotezi, oznacavat ¢emo sa



siljatim zagradama ()

H 1 —iq-r, ) *
<Q(q)>0 - V Z Z / d3r € 4 ¢sk(r)ws’k/ (r) <Clkcs/k/>0. (218)
s,s" kK’
Iz statisticke fizike znamo da usrednjenje fermionskih operatora vodi na Fermi-Diracovu
raspodjelu
(checone)o = fi sl (2.1.9)

Iskoristimo li temeljno svojstvo Blochovih funkcija te zamijenimo varijablu integracije
r po cijelom prostoru s onom po primitivnoj ¢eliji r,., na nac¢in r — Y r(R + rp),

(2.1.8) je

A 1 S —iq- —iq-r
@) = 7N X e [dree e g, Fo (2:110)
s k R
N5q,0 (UPC/V)(S(LO

Rezultat (2.1.10) pokazuje da je samo usrednjena q = 0 komponenta operatora gustoce

elektrona konacna i iznosi
« 1
(0(a=0))o = 1; > fi(k) =n, (2.1.11)
s,k

gdje je s m oznacCena ukupna koncentracija elektrona u kristalu. Ponovimo temeljni
zakljucak ove analize, a to je da su u osnovnom stanju, u ravnotezi, sve q > 0 Fourierove
komponente operatora gustoce jednake nuli. Ako se vratimo nazad na relaciju (2.1.6),
to implicira da je (4(r))o konstanta neovisna o r. Dakle, u termodinamickoj ravnotezi,
gustoca elektrona u kristalu je uniformna.

Na potpuno analogan nacin definiramo operator gustoce polarizacije, toc¢nije, nje-
govu a-tu kartezijsku komponentu pa(r) = eclrqc,. I ovdje je od znacaja g-ta kompo-

netna u Fourierovu razvoju operatora dipolne gustoce

D 1 ss’
Pa(q) - V Z Z Pa,q,k,k’ Clkcs/k/, (2112)

s,s" kk/

kojeg smo zapisali preko dipolnog matricnog elementa Pasf{(,k,g po uzoru na (2.1.7). No,
za razliku od (2.1.8), usrednjimo li operator (2.1.12), mozemo pokazati, koriste(i slicne

korake kao u primjeru (2.1.10), da je
(Pa(@))o=0, Yq>0 (2.1.13)

Ovo je ocigledno jer, ako je gustoca elektrona uniformna kako smo pokazali, tada
zasigurno nema ni konac¢ne polarizacije koja upravo zahtijeva neuniformnu gustoéu

elektrona.



Preostaje jos analizirati operator gustoce struje elektrona J, (r). Tako je zapis ope-
ratora .J,(r) u koordinatnoj reprezentaciji, za razliku od 4(r) i P,(r), ponesto sloZeniji,
pretpostavljamo da se Fourierova komponenta operatora gustoce struje elektrona, s

prostornom komponentom « moze zapisati slicno kao i (2.1.7) i (2.1.12)

Z > Tk CrCones (2.1.14)

ss’kk’

s pripadnim strujnim matriénim elementom J3* qkk, Kako ne znamo J.° qkk, tesko
nam je provesti analizu usrednjenja te pokazati koliko je (J.(q))o. No, zadovoljit ¢emo

se s veé gotovim rezultatom usrednjenja q = 0 vrijednost operatora (J,(q))o [9]
7 1 S S
(Jala=0))o = v Zevakfk' (2.1.15)
s,k

Velic¢ina v3, je a-komponenta elektronske grupne brzine u vrpci s i jednaka je

s 1oeg
Yok = 5L

(2.1.16)

a e je naboj elektrona. Kako su €}, i fi parne funkcija od k, slijedi da je v3, neparna
funkcija od k. Dakle sumacija Y, izvrSena po svim zasposjednutim stanjima u Brillo-
uinovoj zoni ¢e iSc¢eznuti. Time smo pokazali: kristalom, u termodinamickoj ravnotezi,
elektroni se ne gibaju usmjereno i pritom ne generiraju struju naboja.

Zakljucak je ove analize da u termodinamickoj ravnotezi nema induciranih veli¢ina
poput struje i polarizacije. Kako bismo generirali struju naboja, potrebno je sustav
rinuti izvan ravnoteze. O tome koliko je sustav u neravnotezi ili ne, signalizirat c¢e
konac¢ne vrijednosti q komponenti operatora gustoce struje i polarizacije. Kako se to

radi, vidjet ¢emo u sljede¢em poglavlju.

2.2 Hamiltonijan vanjske smetnje

Na izolirani kristal narinemo vanjsku smetnju u obliku elektromagnetskog polja. Cilj je
definirati hamiltonijan interakcije nabojnih gustoca s elektromagnetskim poljem. Tu
interakciju najednostavnije mozemo opisati preko elektromagnetskih potencijala koji
generiraju vanjsko elektromagnetsko polje koje se pak veze na adekvatne inducirane
gusto¢e naboja. Primjeri su takvih interakcija: vezanje gustoc¢e naboja na skalarni
potencijal i vezanje gustoce struje naboja na vektorski potencijal [10]. U ovom ¢emo
radu, kako nam je krajni cilj racun tenzora elektri¢ne vodljivosti, odmah primjeniti
oblik interakcije u kojoj se prirodno pojavljuje prostor-vremenski ovisno makroskopsko
elektriéno polje E(r,t), a pripadna je gustoéa naboja koja se veze na to makroskopsko

polje dipolna gustoéa, odnosno, polarizacija (2.1.12).

8



Hamiltonijan smetnje vremenski je ovisan ukoliko je i vanjska smetnja vremenski

ovisna

Ao /drE ). Pind(y Z/drE £) Pind(x 1) (2.2.1)

Ovdje valja biti oprezan. Unutar hamiltonijana (2.2.1) nalazi se makroskopsko
elektriéno polje, tj. ukupno elektri¢no polje kako ga osje¢a neki elektron unutar kristala,
a ne vanjsko elektricno polje koje je porijeklom primjerice od kondenzatora unutar
kojeg se nalazi nas uzorak kristala. Postoje, doduse, geometrije uzorka za koje su
makroskopsko i vanjsko elektri¢no polje identi¢ni [11]. Radi jednostavnosti, u daljnoj
analizi, perturbativno elektri¢no polje E(r,t) zvati ¢emo vanjskim poljem. Drugo, kao
sto smo pokazali u proslom poglavlju, srednja je velicina operatora polarizacije nula
u ravnoteznom (nesmetanom) stanju (2.1.13). No, pod djelovanjem vanjske smetnje,
u ovom sludaju elektriénog polja, inducira se polarizacija unutar kristala Pd(r, )
na koju se elektricno polje veze! To najbolje mozemo vidjeti na primjeru Fourier

transformiranog hamiltonijana (2.2.1)

Hipi( ZZE a,t)P(—q,t). (2.2.2)

Ocito je pé”d(—q,t) # 0 za razliku od (2.1.13). ObrazloZenje ¢emo potraziti u poop-
¢enju usrednjenja fermionskih operatora poput (2.1.9) na slucaj sustava koji je malo
pomaknut iz termodinamicke ravnoteze djelovanjem vanjske smetnje.

Pretpostavit ¢emo takoder da vanjska smetnja narinuta na kristal poput gore spo-
menutog elektricnog polja E,(q,t) sporo varira na skalama dimenzije uzorka kojeg
mjerimo. Kako pretpostavljamo da je 1/q ~ L, gdje je L duljina uzorka, u konacnici

¢emo staviti @ — 0 u svim nasim analiticki dobivenim rezultatima.



Poglavlje 3
Linearni odziv

U ovom poglavlju kratko ¢emo se upoznati s osnovama poopcéenog Landauova pris-
tupa prema izgradnji formalizma elektronskog transporta. Definirat ¢emo postupak
usrednjenja fermionskih operatora u neravnoteznom stanju te, koriste¢i Heisenbergovu
jednadzbu za operatore, izracunati induciranu gustocu elektronske struje pod djelova-

njem vanjskog elektri¢nog polja.

3.1 Neravnotezna funkcija distribucije

U osnovnom (nesmetanom) stanju elektronskog podsustava, srednja vrijednost opera-
tora broja ¢estica u stanju (s, k) opisana je Fermi-Diracovom raspodjelom. Takoder,
srednje vrijednosti gustoce polarizacije i struje u nesmetanom slucaju is¢ezavaju. To
nije tako u perturbiranom slucaju. Kako bi opisao utjecaj prostor-vremenski ovisne
vanjske smetnje, primjerice elektricnog polja E(r,t) na elektronski podsustav, Landau
uvodi veli¢inu koju nazivamo neravnotezna funkcija raspodjele impulsa i rezultat je
usrednjivanja fermionskog operatora broja ¢estica u neravnoteznom stanju [12]. Origi-
nalno je Landauova funkcija bila primijenjena za opis unutarvrpcanih procesa, no mi
¢emo u ovom radu poopciti Landauovu neravnoteznu raspodjelu impulsa na visevrp-
¢ani sustav, te ¢emo spomenutu funkciju oznacavati s lﬁf{(,(r, t). Dakle, flﬁf{(,(r, t) mjeri
broj elektrona u prijelazu iz pocetnog stanja (s,k) u konacno stanje (s',k’), a da se
pritom nalaze u prostor-vremenskoj tocki (r,¢) unutar kristala u smetenom stanju [13].
Ukoliko je vanjska smetnja slaba, u najnizoj aproksimaciji fﬁf’l’(,(r, t) mozemo zapisati
kao

lisk’( t) = fii Os,5 0k p + 5f1‘zf1;/(1‘,t)- (3.1.1)

U gornjem izrazu fy je Fermi-Diracova raspodjela, a 4 fi* so(r,1) je neravnotezni dio
neravnotezne funkcije raspodjele koji je proporcionalan vanjskoj smetnji ili u ovom
slucéaju polju E(r,t). U konstrukciju 5fﬁfl/(, (r,t) uvodimo dva uvjeta.

Prvi je uvjet da je smetnja adijabatski uklju¢ena. To postizemo tako da u vremen-

10



sku ovisnost polja dodamo infinitezimalni faktor n — 0. Perturbativno polje u tom
slucaju je

=Y E(q,t)e" Tt (3.1.2)
q

te vidimo da u davnoj proslosti E(r,t = —o00) = 0. No kako je 5f1§f’1;,(r,t) x E(r,t)
slijedi 6 fi5 (v, t = —o00) = 0.

Drugi je uvjet o¢uvanje impulsa. Perturbativno polje (3.1.2) nosi impuls g, te se
pocetni k i konac¢ni k’ impuls elektrona moraju razlikovati upravo za q, dakle k/ = k+q.

Fourierova transformacija izraza (3.1.1) daje

() & fie Oswqo + 0 fi(t), (3.1.3)

gdje smo drugi ¢lan u izrazu (3.1.3) notacijski skratili u 5f1‘§51;, (A, )0/ kq = 5f1§5(;(t)

Zapisano pomoc¢u fermionskih operatora (3.1.3) glasi

<Cikcs'k'>¢(t) ~ (clicon)o + <Cikcs’k+q>ﬂ(t)v (3.1.4)

gdje smo s kutnim zagradama <>y; oznadili usrednjenje po ansamblu jednako priprem-
ljenih sustava na koje je narinuta vanjska smetnja, odnosno ansamblu neravnoteznih
sustava. Iz (3.1.2) i (3.1.4) vidimo da je (¢l c, eralg(t) ~ ettt

3.2 Inducirane velicine i Heisenbergova jednadzba

U Poglavlju 2 definirali smo srednje vrijednosti operatora u termodinamickoj ravnotezi.
Te srednje vrijednosti po definiciji su vremenski neovisne i za neke operatore poput
gustoce polarizacije i struje iScezavaju. Ovdje definiramo srednje vrijednosti operatora

induciranih u smetanom stanju. Intuitivno, za neki operator A ocekujemo

Ar(a,t) = (Aa(a, 1)y — (Aala, 1)), (3.2.1)
gdje je po definiciji
=20 Ak a fie (@ ). (3.2.2)
s,s" k,k/

Uvrstimo li (3.1.1) u (3.2.2) te (3.2.2) nazad u (3.2.1) slijedi

A'md q’ Z Z 7q,k k+q skc ’k+q>yf(t)' (323>

Dakle, inducirane veli¢ine odredene su neravnoteznim dijelom Landauove neravnotezne

raspodjele. Kako smo pokazali da se potonja moze zapisati pomoc¢u fermionskih ope-
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ratora koji zadovoljavaju Heisenbergovu jednadzbu slijedi

it (ehunesal(0) = (ehcancrqr Hal)g(0), (3:2.4)
gdje je H., =H O H;,, ukupni Hamiltnijan elektronskog podsustava koji se sastoji
od hamiltonijana osnovnog stanja elektronskog podsustava Zflgl (2.1.4) i hamiltonijana
interakcije s vanjskim poljem Hipy (2.2.2).

Sada se ve¢ nadzire put k izracunu tenzora vodljivosti kojeg ¢emo oznaciti s o, (q, w).
Operator inducirane struje, po uzoru na (3.2.3) nakon $to smo ga Fourier transformirali

iz vremenskog u frekventni prostor t — w je

T (qw ZZ ke (o) (@) (3.2.5)

ss/ k

Bududi da je (¢l c, ,k+q>¢(w) x E,(q,w), odigledno je da ukoliko smo pronagli (¢!, ¢, /k+q)¢(w),

pronasli smo i izraz za tenzor vodljivosti o,(q,w) definiran

Jir(q,w) = 0a(q,w) Balq,w). (3.2.6)

Relacija (3.2.6) posljedica je linearnog odziva koji smo zapravo i pretpostavili pri defi-
niciji Landauove raspodjele (3.1.1). U biti teorije linearnoga odziva stoji kako je odziv
sustava na narinutu smetnju proporcionalan samoj smetnji koja je pak dovoljno slaba.

Preostaje nam odrediti (¢l c +q>¢(w) koriste¢i Heisenbergovu jednadzbu.

3.3 Heisenbergova jednadzba za 0 flfi;(w)

Iskljuc¢ivo zbog preglednosti uvodimo nove oznake p i K u operatoru clpcs iptr UIDjEsto

postojec¢ih k i q zbog lakseg razlikovanja tijekom postupka izvrednjavanja. Prvo rje-

v . . v -‘—
savamo Heisenbergovu jednadzbu za operatore cl ¢y

<>¢. Vremenska derivacija na lijevoj strani spusta —iw + n faktor iz eksponenta, dok

a potom vrsimo usrednjenje

na desnoj strani preostaje [15, 17]
(m} + ”7) sp s 'p+K = [Cipcs 'p+K Hgl + I:Iznt} . (331)

Koristimo distributivna svojstva komutatora, i prvo odredujemo komutator s H 9 u

punom zapisu (2.1.4)

{CT Copins HO} => > ex [CZPCS,NK, cikcyk} : (3.3.2)

vk
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Kako su operacije medu fermionskim operatorima definirane pomoc¢u antikomutatora,
potrebno je komutator u (3.3.2) zapisati pomo¢u antikomutatora. Lako se pokaze da

vrijedi sljedeca relacija:
[AB,CD| = A{B,C}D - AC{B,D}D +{A,C}DB - C{A, D}B, (3.3.3)

pomocu koje komutator u (3.3.2) glasi

[Cipcs’p+n7 C:r/kcuk] = CT {Cs’erK,? Cik}cuk - Cik{clp7 Cuk}cs’p+n
cipcykésl71,(51{,%,.i - czkcs,pﬂésy,jékp. (3.3.4)
Zakljucno,
[clpcs It Hgl} = (€;+H - sg)clpcs,wﬁ (3.3.5)

Sliénim postupkom odredujemo i komutator s H;, (2.2.2). Slijedi

[Cipcs/p+m mt} Z Z Ealq,w Z v —q,k+qk {CSPCS Pt Cik+qclﬂk} ) (3.3.6)

v,V

Primjenom istog postupka (3.3.3) na komutator u (3.3.6) slijedi

T i T _f
{Cspcs’p—&-m? Cuk+qcy’k cspcy’kél/,s'ép-l'f”v,k-l'q Cuk+qcs’p+n6571" 6P7k7 (337>

odnosno:

T ag _
[cspcs,er,g,Hmt =

Z Ea(qv w) (Z PS Vq pP+K,p+K— qcspcu pP+Kk—q Z PVS —q,p+q,p Vp—i-q s’ p+n> .
q

(3.3.8)

Izraze (3.3.8) 1 (3.3.5) vratimo u jednadzbu (3.3.1) i usrednjimo operatore po neravno-

teznom ansamblu ()4. Slijedi

< lp sp+n>ﬂ

v v T
Z E.(q 2 Folapirpteq <CZPCV’p+R—q>ﬂ — 2 Poc,s—q7p+q,p<CVP+qCS’p+P»>ﬂ
’ hw+ €3 — epiy +in
(3.3.9)

Kako bismo izbjegli daljnu evaluaciju operatora u brojniku (3.3.9) ponovnom primje-

nom Heisenbergove jednadzbe (3.3.1) i tako unedogled, aproksimiramo neravnotezne
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Slika 3.1: Feynmanov dijagram za izraz (3.3.12) Fermionski operatori prikazani su ljubi¢astom
linijom, dok su matri¢ni strujni i dipolni element prikazani zelenim odnosno narancastim
kruzi¢em. Siva valovita linija oznacava upadni foton.

srednje vrijednosti onima u ravnotezi:

<Clpcy 'pt+Kr— q>/€f ~ <er9pcu "p+r— q> = fs 53 V’équ

<Cip+qcs’p+n>0 p+n 51/ sfsq, (3310)

Q

<C:r/p+qcs’p+n>yf

Iz povijesnih se razloga ta aproksimacija naziva aproksimacija nasumicnih faza. Stoga,
pokazali smo da (3.3.9) nakon aproksimacija (3.3.10) postaje

/
fs_ ;S;—He

i s's
< Csp sp+n>ﬂ~ Pa —K,p+K,p ﬁw—l—gs _Eg+n+i77 Ea<’<'7w)' (3311)

Ukoliko vratimo varijable p — k i K — q u gornjemu izrazu i uvrstimo ga u (3.2.5),

po definiciji slijedi (3.2.6) da je tenzor elektri¢ne vodljivosti jednak

-
Oa a,q.k.k és k+qk 7 —. (3.3.12)
R D PRI e e e

U gornjem je izrazu sve poznato osim matri¢nih strujnih i polarizacijskih elemenata.
No, vidjet ¢emo kako ih mozemo povezati.

Spomenimo i to da se izraz (3.3.12) mozZe predociti i pomo¢u Feynmanova dija-
grama prikazanim na Slici 3.1. Opcenito se takav tip dijagrama s jednom fermion-
skom petljom naziva bubble dijagram [15] jer izgledom podsjeca na mjehuri¢. U takvoj
dijagramatskoj reprezentaciji fermionski operatori stvaranja i ponistenja elektrona u
raznim stanjima predoceni su ljubicastom linijom, matri¢ni strujni elementi predocen
je zelenim kruzi¢em, dok je matri¢ni dipolni element predocen narancastim kruzic¢em.

Sivom valovitom linijom oznacen je upadni foton s pripadnom energijom i impulsom.
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3.3.1 Konacni oblik tenzora vodljivosti

Po uzoru na relacije iz klasi¢ne elektrodinamike koja povezuje inducirane gustoce struje

i dipola [10]

aPind
ot ’

definiramo slicnu povezanost izmedu q-te komponente induciranih operatora struje i

Jind —

(3.3.13)

polarizacije [9]:
A dPind(q A .
mﬂW)dh‘Q)zPWmmﬂ, (3.3.14)
gdje smo vremensku derivaciju operatora polarizacije zapisali pomoc¢i Heisenbergove
jednadzbe (3.2.4) u kojoj smo zadrzali samo osnovni doprinos hamiltonijanu HY elek-
tronskog podsustava. Uvrstivsi puni zapis operatora gustoce struje (2.1.14) i polariza-
cije (2.1.12) u (3.3.14) i koristedi rezultat (3.2.3) , slijedi

ihj(ind(qﬂ t) = Z Z Zh ,q k k+q skc ’k+q>¢

s,s' k

= ZZ a,q,kk+q E"kJrq E:f( <Clkcs’k+q> : (3315>
g

s,s' k

Izrazi pod sumama u (3.3.15) su jednaki pod uvjetom

ss’ Zh’] e k+
a,q,kk+q ﬁ (3316>
k+q — €k

No, u izrazu (3.3.12) se pojavljuje P35 * 1 o koji je, po uzoru na (3.3.16) jednak

hJS s wh( J5° "
P2 s = —tmalktak _ (QMT> (3.3.17)

(&3 q, .
6kJrq 6k 8kJrq €k

Uvrstivsi (3.3.17) nazad u (3.3.12) u konacnici slijedi

ou(q QLFL Ty Jsfq,k k+q|2 Sk — feg (3.3.18)

K s Ehiq— €0 hwtep —ep, g +in

Tako smo uspjeli opisati tenzor vodljivost preko Fermi-Diracove distribucije koja je pak
funkcija elektronskih energija €. Pritom, jos moramo staviti q — 0. Tim postupkom
prirodno dolazi do podjele gornjeg tenzora na unutarvrpcane (s = s') i meduvrpcane
(s # §') doprinose vodljivosti. Adijabatski parametar n moze se poop¢iti u fenomeno-
losku konstantu relaksacije 7 — iy koja ima razli¢ite vrijednosti u unutarvrpéanom
i meduvrp¢anom kanalu. Jedini su parametari, koji ostaju za definirati, strujni ma-
tricni elementi. No, oni se prirodno definiraju u nedijagonalnoj reprezentaciji Blochova

hamiltonijana osnovnog elektronskog sustava. U takvoj nedijagonalnoj reprezentaciji,
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u Poglavlju 5, definirat ¢emo efektivni hamiltonijan koji ¢e opisivati sustav kojem ra-
¢unamo opticku vodljivost.

Sada promatrajmo zasebno unutarvrpcane i meduvrpcane doprinose vodljivosti.
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Poglavlje 4
Tenzor vodljivosti

U ovom poglavlju razdvajamo op¢i oblik tenzora vodljivosti na unutarvrpcane i me-
duvrpcane doprinose. Unutarvrpcéani dio tenzora vodljivosti reproducirat ¢e Drudeovu
formulu za vodljivost kristala. Meduvrpcani dio tenzora vodljivosti dodatno ¢emo
razmatrati za slucaj niskih temperatura i elektron-supljina simetrije valentnih vrpci.

Takoder, istrazit ¢emo implikacije q — 0 aproksimacije u vidu meduvrpcanih prijelaza.

4.1 Unutarvrpcana vodljivost - Drudeova formula

Zadrzimo s = s’ doprinose u izrazu (3.3.18) te pustimo q — 0. Za ovaj slucaj
ve¢ smo spomenuli u potpoglavlju 2.1.1 da je unutarvrpcani strujni matri¢ni element
Jaqroxk = €Uax jednak grupnoj brzini elektrona u vrpei s. Elektronske energije, a

sli¢cno i Fermi-Diracove raspodjele razvijamo na nacin

s ~ s s
Chrq ~ &k tTq- Viey,

S S S S S 8f8
fk+q ~ fk+q'kak:fk+q'Vk€k 862{ (411)
k
Uvrstavajuéi (4.1.1) u (3.3.18) dobivamo Drudeovu formulu za vodljivost [8, 16]
(a=0,0) = o(w) = & " (112)
Oa =U,W)=04\W)=— ) .
a Me W + 1Y

gdje smo uveli masu elektrona u vakuumu, m,, te efektivnu koncentraciju vodljivih

elektrona

a S
no = v§me(vgk)2(—agg). (4.1.3)

Drudeova formula (4.1.2) jedna je od najéesée mjerenih funkcija u eksperimentalnoj
fizici kondenzirane materije. Fenomenoloska konstanta 7 u jedinicama 1/s, pise se kao

1/t,, gdje je t, vrijeme relaksacije vodljivih elektrona ili srednje vrijeme izmedu sudara
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elektrona u kristalu. StoviSe, pretpostavit ¢emo da je t, zaista konstanta neovisna o
Fermijevoj energiji i temperaturi. Efektivna koncentracija vodljivih elektrona (4.1.3)

generalno nije jednaka ukupnoj koncentraciji elektrona (2.1.11)
2 S
n=< > (4.1.4)
s,k

Za razliku od n, n, temperaturno je ovisna veli¢ina. Na niskim temperaturama, pri
kojima mozemo aproksimirati 0f;/0e;. = —d(ef — er), gdje je ep Fermijeva energija,
ima znacenje srednje kineticke energije elektrona na Fermijevom nivou. U limesu 7" —
0, samo za slucaj paraboli¢ne disperzije elektrona opisane s g, = h*k?/(2m*), gdje
je m* efektivna masa elektrona, moze se pokazati usporedbom parcijalnih integracija
izraza (4.1.4) i (4.1.3) da vrijedi
Jo _ 2 (4.1.5)
me M
Spomenimo i najjednostavniji slu¢aj Drudeove formule, a to je staticki slucaj w = 0

odnosno istosmjerna vodljivost

n
2(0) = %, —=. 4.1.6
7a(0) = €'ty (4.1.6)

4.2 Meduvrpcana vodljivost - opticka vodljivost

Ovdje razmatramo realni dio meduvrpéane s # s’ vodljivosti. Sustav koji razmatramo
posjeduje dvije elektronske vrpce i prikazan je na Slici 4.1. Donju nazivamo valentnom
i oznacavamo je indeksom v. Gornju vrpcu nazivamo vodljivom i oznac¢avamo je s c.
Proces meduvrpcéanog pobudenja, koji ¢emo nazivati i opticko pobudenje kako je opisan
formulom (3.3.18), prikazan je na Slici 4.1. Upadno elektromagnetsko polje (vanjska
smetnja) na kristal s energijom fw i impulsom q je absorbirano od elektrona u v-vrpci
u stanju ko sto uzrokuje opticki prijelaz u stanje ei ... Kako su energija i impuls
upadnog elektromagnetskog zrac¢enja povezani disperzijskom relacijom w = €|q| gdje
je € brzina svjetlosti, za tipicne vrijednosti energije iw < 1 eV je |q] < 105 m™t. S
druge strane Blochov valni vektor omeden je duljinom primitivne ¢elije |Kyaz| ~ 1/a ~
A= ~ 10" m~!. Kako je evidentno |q| < |Kmaz|, meduvrpcani prijelaz skiciran na
Slici 4.1 toliko je strm da ga mozemo smatrati vertikalnim prijelazom. U nastavku,

pretpostavimo v = "¢ = v i stavimo q — 0 u izraz (3.3.18) . Slijedi

2ih o~ |Jekl” he— K -
Ou(w) = > 2 — +c2w, 4.2.1
() V ek —ep hw — ef + e} + ihy 4z1)

gdje smo s ¢ &= v oznacili izraz identican prvome u relaciji (4.2.1) sa zamijenjenim

oznakama c i v. Relacija (4.2.1) podlozna je daljnim pojednostavljenjima uz dodatne
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Slika 4.1: Shematski prikaz meduvrpcanog pobudenja opisanog izrazom (3.3.18) pri ¢emu je
puna valentna vrpca zelene, a vodljiva vrpca, popunjena do Fermijeve energije €, ljubicaste
boje. Upadno elektromagnetsko polje na kristal s energijom Aw i impulsom q oznaceno je
sivom valovitom linijom.

pretpostavke. Prva je takva pretpostavka da je fenomenoloska konstanta relaksacije
v — 0. U tom slucaju koristimo identitet
1 1

lim — = — —imd(x), (4.2.2)
=0xr+vy X

gdje je 6(x) Diracova o-funkcija koja je definirana na sljede¢i nacin:

+o0, v =0
5(z) = 00, T
0, #0

Time smo odredili realni dio tenzora vodljivosti
2mh
Roo (w _izy v 2fk fka(hw—g;+gi)+c:v. (4.2.3)
3"

Iz gornjeg se izraza vidi da je realni dio vodljivosti parna funkcija frekvencije elektri¢nog
polja w, dakle Ro,(w) = Ro,(—w). Ocigledno, dovoljno je zadrzati se na prvom ¢lanu
u relaciji (4.2.3) ukoliko nas zanima odziv na frekvencije w > 0. Uvedimo i drugu
pretpostavku potrebnu za pojednostavljenje izraza (4.2.3). Pretpostavimo da valentna
i vodljiva vrpca posjeduju elektron-supljina simetriju. Ukratko, to znaci da je e, = —¢}.
U tom slucaju é-funkcija u (4.2.3) postaje konacna za hw = 2¢f, Sto dodatno povlaci

da je ef = hw/2 i e} = —hw/2. Uvrstivsi te vrijednosti za valentne vrpce u pripadne
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Fermi-Diracove raspodjele mozemo pokazati da je

1 B 1 B sinh(Shw/2)
(—hw/2—p) 11 eBlhw/2—p) 11 cosh(Bu) + cosh(Bhw/2)’
(4.2.4)

gdje je p elektronski kemijski potencijal. Izraz (4.2.4) opéenito vodi racuna o zapo-

‘a/\(m):fk fk

sjednutosti elektronskih stanja i restrikciji meduvrpc¢anih pobudenja zbog Paulijeva
principa iskljucenja. Upravo zato izraz (4.2.4) nazivat ¢emo Paulijevim elementom u
optickoj vodljivosti. Svojstva Paulijeva elementa najbolje mozemo prikazati u aprok-

simaciji niskih temperatura 7'~ 0. Tada je u = ep te se izraz (4.2.4) reducira na
F(hw) = O(hw — 2ep), (4.2.5)

gdje je ©(x) Heavisideova funkcija. Ukoliko je, primjerice, uz punu vrpcu v, vrpca ¢
popunjena do energije € p, zbog simetrije vrpci potrebno je prijeci prag energije upadnog
elektromagnetskog zracenja od hw = 2¢p kako bi se elektron iz zaposjednutog stanja
u vrpci v nakon s$to je apsorbirao foton energije Aw mogao pobuditi u prazno stanje u
vrpci ¢, kao sto je i prikazano na Slici 4.1.

Zakljucno, realni dio meduvrpcane vodljivosti postaje

Roo (w) = ( Mi}] T 26 (h — 225), (4.2.6)

To je izraz pomocu koji ¢emo izracunati opticki odziv materijala u ovom radu. Meduvr-
pcani strujni elementi |J< |? definirani su pomo¢u hamiltonijana konkretnog fizikalnog

sustava te se njihov op¢i zapis, kao i za konkretni model, u ovom radu nalazi u Dodatku
A.
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Poglavlje 5
Elektronski hamiltonijan

U ovom poglavlju definiramo efektivni hamiltonijan, svojstvene vrijednosti hamiltoni-
jana, odnosno, elektronske disperzije (vrpce) te njihovu pripadnu gustoé¢u energetskih
stanja. Pokazat ¢emo da je moguée pomocu tako definirane 2 x 2 matrice hamiltonijana

opisati fazu ¢vorne petlje i fazu s procijepom.

5.1 Dvovrpcani hamiltonijan

Polazimo od definicije 2x 2 matrice hamiltonijana koju ¢emo zapisati pomocu Paulijevih
matrica. Taj opé¢i oblik matrice hamiltonijana bit ¢e dovoljna za opis faze ¢vorne petlje

i faze s procijepom [7]. U kratkom zapisu, tako definirani hamiltonijan je
H = (A - Bk*o.+ Co, (5.1.1)

gdje su o, i o, Paulijeve matrice

0 1 1 0
Op = (1 O) , 0, = (O _1) , (5.1.2)

a mjerne jedinice pozitivnih konstanti su: [A] = J, [C] = J i [B] = Jm®. Upravo je
¢lan A — BE? dio koji ée opisivati ispupéenost vrpce, odnosno, dat ée joj upecatljiv
izgled meksickog Sesira. U (5.1.1) k* = k2 + k; kvadrat je ukupnog Blochova valnog
vektora, a parametar B mozemo zapisati koristeci efektivnu masu elektrona m* kao
B = R*/2m*.

Izravnom dijagonalizacijom hamiltonijana (5.1.1) dobivamo svojstvene energije, od-

nosno, elektronske vrpce

e = +\/(A - Bk2)? + C2. (5.1.3)

Indeks ¢ oznacava vodljivu vrpcu (plus predznak), a v valentnu vrpcu (minus predznak).

Pokazat ¢e se izuzetno korisno skalirati svojstvene vrijednosti (5.1.3) parametrom A i
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Wg Ky
Wt
wp
Wy
Ky K
(b) (c)
Wi Ky
wWr Wi
Ko Ry R
(d) (e) (f)

Slika 5.1: (a) i (d) Valentna (zelena) i vodljiva (ljubicasta) vrpca faze s procijepom A > 0
i faze ¢vorne petlje A = 0. (b) i (e) ky = 0 presjek valentnih vrpci obiju faza s prikazom
polozaja karakteristicnih energija wy i w;. S Ko oznacen je radijus ¢vora u ¢vornoj fazi, a s
crtkanim linijama polozaj Fermijeve energije wp. (c) i (f) Fermijeva povrsina za vrijednosti
Fermijeve energije prikazane na slikama (b) i (e).

uvesti bezdimenzionalne veli¢ine poput parametra A = C'/A i varijable x* = k*B/A.

Tada su elektronske disperzije (5.1.3) u bezdimenzionalnoj formi

W2t = £y/(1 - K2)2 + A2, (5.1.4)
gdje je ws” = ep" /A.

Disperzije (5.1.4) prikazane su na Slici 5.1 u ovisnosti o parametru A kao funkcije .
Uocavamo da su ¢ (ljubicasto) i v (zeleno) vrpca zrcalno simetri¢ne u odnosu na ravninu
koja ih dijeli. Takav tip simetrije nazivamo elektron-sipljina simetrijom. Izgledom
pak, kao sto vidimo na primjeru vrpce ¢, podsje¢aju na meksicki Sesir, posebice u fazi
s procijepom koja je definirana kada je parametar A > 0. Tada su valentne vrpce
odvojene energetskim procijepom od 2A (Slika 5.1(a)). Fazu u kojoj je parametar
A = 0 nazivamo fazom ¢vorne petlje i kako je vidljivo na Slici 5.1(d), vrpce se dodiruju
po petlji (kruznici). Radijus te kruznice lako se moze odrediti iz (5.1.4) uvrsti li se

Wry = /(1 — k3)%2 = 0, slijedi da je kg = 1. U fazi s procijepom, na polozaju g, nalazi
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se minimum (maksimum) vodljive (valentne) vrpce (Slika 5.1(b)).
Za daljnu analizu definirat ¢emo dvije klju¢ne vrijednosti, wy, i w; pomoc¢u parametra
A. To su
wp =24, w=+v1+A2 (5.1.5)

Energiju, koja pripada dnu vrpce, nazivamo wy,. Kao Sto smo vidjeli u fazi s procijepom,
ona ima konac¢nu vrijednost, dok u fazi ¢vorne petlje, w, = 0 (Slika 5.1(e)). Energija
wy pak odgovara vrhu centralnog invertiranog dijela vrpce (Slika 5.1(b)). Iz (5.1.5) za
vrpcu ¢ primjerice, slijedi wy = wy,_,. U fazi évorne petlje ocito je w, = 1.

Ukoliko je vrijednost Fermijeve energije wp = ep/A unutar granica w, < wp < wy,
tada Fermijevu povrsinu ¢ine dvije koncentri¢ne kruznice (Slika 5.1(c)), a ako je wp >
we, Fermijeva povrsina sastoji se od jedne kruznice (Slika 5.1(f)).

Analizu nastavljamo rac¢unom gustoce energetskih stanja elektrona za obje faze.

5.2 Gustocéa energetskih stanja

Ovdje izvodimo gustocu energetskih stanja elektrona (¢esto se koristi naziv DOS, eng.
density of states) po jedinici volumena za disperziju (5.1.3) opisanu u potpoglavlju 5.1.
Pritom koristimo pravilo za dekompoziciju Diracove d-funkcije koja za argument ima

neku drugu funkciju ¢ na nacin:

—  9(®) =0. (5.2.1)

Jedna od posljedica gornje relacije je d(ag(z)) = 6(g(x))/|al, gdje je a neka konstanta.
Prema definiciji [8] gustoca je elektronskih stanja po jedinici volumena funkcija koja

ovisi o energiji €, a izracunava se direktno iz vrpce opéeg oblika ey
2
NE) == 6(c—ex) (5.2.2)
V%

Zbog elektron-supljinske simetrije vrpci (5.1.3), dovoljno je izvrijedniti gustoéu elek-

tronskih stanja za vrpcu ¢. Promjenom sume u (5.2.2) u integral slijedi

Vo1 1 (e B\, C?
N(s):WQV/kdk:QwAé(A—\/(l—Ak) +A2), (5.2.3)

sto se znatno pojednostavljuje uvodenjem bezdimenzionalnih veli¢ina definiranih u

prethodnom potglavlju

N(w)zi%rlA

2 A ) (W — -2+ N) . (5.2.4)
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Koristeéi pravilo (5.2.1) dobivamo

11 0(k—
Nw)=-— / kdr Y (k=ro) (5.2.5)
B ) 2(1—/{%) 2/€0
21/(1 — k3)* + A2
sto se nakon skracivanja razlomka svede se na
N ( 5.2.6
@) 27TB Z |ko ( 1 - /{0)| ( )

U (5.2.6) Ko su svi pozitivni korijeni argumenta d-funkcije iz (5.2.5).

Ky = \/1:|:\/w2—A2. (5.2.7)

Zelimo li da su kg realni korijeni, podkorijenska funkcija u izrazu (5.2.7) mora biti
pozitivna. To ovisi o vrijednosti w. Lako je provjeriti da, ako je A < w < wy, tada su
oba k¢ i kg realni te ih moZzemo koristiti u sumi (5.2.6) buduéi da je za te vrijednosti w
podkorijenska fukcija uvijek pozitivna. S druge strane, za w > wy, jedino je kg realan.

Koji kg koristiti i u kojem dozvoljenom intervalu vrijednosti w za opcenit oblik
>xo f(Ko), gdje je f neka funkcija od ko, mozemo zapisati pomocu postupka koji se

sastoji od Heavisideove funkcije ©(z) za koju vrijedi

1, z>a
O(r —a) = (5.2.8)
0, z<a

gdje je a pozitivna konstanta. Takoder, spomenimo i jos jedno svojstvo koje proizlazi
z (5.2.8), a to je
Olx—y)=1-0(y —x). (5.2.9)

Koriste¢i svojstva Heavisideove funkcije (5.2.8) i (5.2.9), 3, f (ko) zapisujemo kao
S (o) = O — ) O — @)[F ) + Fsi )] + Ow —w) f(0), (5:2.10)
Ko

gdje smo uveli velicine (5.1.5). Primijenimo li (5.2.10) na (5.2.6), dobivamo

N@) = o 90 (w— ) (wr— w) + O (w— )} (5.2.11)

N

Prisjetimo se da je gornji izraz gustoce stanja dobiven za vrpcu c te, ukoliko Zelimo

u istome izrazu ukljuciti i gustocu stanja v vrpce, tada konacni oblik gustoce stanja
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Slika 5.2: Gustoca stanja 2D sustava opisanog relacijom (5.1.3) kao funkcija w za razli¢ite
parametre procijepa A. Za fazu ¢vorne petlje (A = 0), gustoca stanja ima step oblik (siva
linija), dok se za fazu s procijepom (A > 0) pojavljuju divergencije pri wp = A.

postaje, uz konstantu dimenzionalnosti Ny = 1/27B,
|w]

[)2 — o2
w? — wj

5.2.1 Gustoca energetskih stanja u fazi ¢vorne petlje

N (w) = Ny O (Jw| — wp) [1 + O (wr — |w])]. (5.2.12)

Gustoca stanja (5.2.12) prikazana je na Slici 5.2 i 5.3 za razli¢ite vrijednosti parametra
A u jedinicama Ny = 1/27B. Promotrimo najprije gustoéu stanja faze ¢vorne petlje
definiranu s w, = A = 0 kao funkciju energije w, koja, kako je vidljivo na Slici5.2,
ima izgled stepenice. Unutar intervala w € (—1,1) gustoca je stanja N(w) = 2Nj,
a za vrijednosti w izvan navedenog intervala N(w) = Ny. Takvu vrijednost gustoce
stanja faze ¢vorne petlje lako mozemo objasniti preko gustoée stanja slobodnih dvodi-
menzionalnih elektrona ¢ija je gustoca stanja takoder jednaka konstanti. Kako unutar
intervala w € (—1,1) efektivno imamo dvije parabole, a izvan toga intervala efektivno
jednu (Slika 5.1(e)), jasno je da je i gustoca stanja faze ¢vorne petlje dvostruko veéa

untar navedenog inetrvala u odnosu na gusto¢u stanja izvan toga intervala.

5.2.2 Gustoca energetskih stanja faze s procijepom

Analizirajmo sada gustocu stanja faze s procijepom koja je prikazana na Slikama 5.2
i 5.3 za nekoliko vrijednosti parametra A. Najupecatljivije je svojstvo divergencija

gustoce stanja na energiji dna vrpce w = wy, isto kao i diskontinuitet u gustoci stanja
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Slika 5.3: Gustoca stanja 2D sustava opisanog relacijom (5.1.3) kao funkcija w za razlic¢ite
parametre procijepa A. Ljubicasti kruzié¢i oznacavaju N (w;) gdje se nalazi diskontinuitet. Za
w > A gustocéa stanja je konstantna.

za energije w = wy. Kako bismo poblize istrazili prirodu divrgencije, razvijmo izraz

(5.2.11) za w Z wp. Slijedi
2
N(w) & Noy = _w’;b (5.2.13)

Divergencija je, dakle, korijenskog tipa i karakteristi¢na je za sustave s procijepom s

vrpcama u obliku meksi¢kog Sesira u dvije i tri dimenzije [7, 6]. U slucaju visokih

energija, kada je w > wy, gustoca stanja je konstantna
N(w) ~ Ny, (5.2.14)

kako i vidimo na Slici 5.3. Na istoj Slici 5.3 ljubicastim je kruzi¢ima prikazana vri-
jednost N(w;) koja se nalazi na polovici diskontinuiteta u gustoéi stanja kako se A

povecava.
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Poglavlje 6
Unutarvrpcana vodljivost

U ovom poglavlju pretpostavljamo da je vodljiva vrpca djelomi¢no popunjena elek-
tronima te da je broj elektrona u vrpci, odnosno Fermijeva energija, parametar koji
mozemo mijenjati bilo kemijskim ili elektrostatskim dopiranjem. U takvim okolnostima
odredujemo kako ukupna i efektivna koncentracija elektrona ovise o Fermijevoj energiji.
Pokazat ¢emo da se spomenute koncentracije uvelike razlikuju te njihove implikacije

na Drudeovu (unutavrvrpcéanu) vodljivost.

6.1 Ukupna koncentracija

U ovom potpoglavlju racunamo ukupnu koncentraciju vodljivih elektrona n za obje
elektronske faze. Tek na kraju racuna pokazat ¢emo glavne karakteristike dviju veé
spomenutih faza. Ukupna se koncentracija nosioca naboja, n, moze izravno izracunati

iz gustoce stanja (5.2.12) te postaje funkcija Fermijeve energije wp
n(wr) = A/ "N (w)dw. (6.1.1)
0

Kako je gustoca stanja (5.2.12) razlomljena funkcija, koja ima drukéije ponasanje na
intervalima omedenim s wy, i wy, n(wp) bit ¢e definirana po segmentima na nacin:

Za wp < Wyp:

A

wr 1 w A 5 |vF
n(wr) wy, 2mB [o2 — wg 2B w b wp

aza Wwp > Wy

n(wr) = A

wt 2wdw A /WF 1 w

+
wp QWBM we 27TB\/m
A A A
=25 (Vo —) + o (Vi —f = o =) = 575 (Vo s 1),
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Slika 6.1: Ukupna koncentracija, n, izraz (6.1.5) kao funkcija Fermijeve energije wp, u jedini-
cama ng za slucéaj me = m*. Spomenuti je izraz prikazan za nekoliko vrijednosti wp = A Cije
su pozicije oznacene sivim vertikalnim linijama. Ukupna koncentracija ima diskontinuitet
prve derivacije u wy. Tockastom linijom oznac¢ena ukupna koncentracija n(wy) = 2nyg.

Korisno je uvesti konstantu koncentracije ng = A/(2rB) dimenzije [ny] =m~2, a

ukupnu koncentraciju n(wp) zapisat ¢emo pomocéu Heavisidove funkcije (5.2.8)

n(wr) = neO (wWr — wp) (2\/%% — WO (W —wp) + (1 + 1w — wg) O (wp — wt)) ,

(6.1.4)

ili na jos kompaktniji nacin koristeéi svojstvo (5.2.9)

n(wr) = no O(wr — wp) (1 +\/wh — Wi — (1 —\Jwh — w?) O (wy — wF)> . (6.1.5)

Ukupna je koncentracija u ovisnosti o wg graficki prikazana na Slici 6.1 za nekoliko
vrijednosti parametra A, odnosno, wy ¢iji su polozaji oznaceni sivim okomitim linijama.
Ono s$to odmah uoc¢avamo je, neovisno radi li se o fazi s procijepom ili fazi ¢vorne petlje,
n(wp = wy) ima diskontinuitet u prvoj derivaciji. Takoder, koncentracija elektrona
potrebna da se vrpca popuni do energije wp = wy, a prisjetimo se da je w; energija koja
pripada vrhu ispupcenog centralnog dijela vrpce, ista je za obje faze i iznosi n(wp =
wy) = 2ny, $to je oznaceno tockastom sivom linijom na Slici 6.1. Izraz (6.1.5) ima jos
nekoliko zanimljivih karakteristika koje najbolje mozemo prikazati u odgovaraju¢im

grani¢nim vrijednostima Fermijeve energije wpg

n(wF < Wt) = QHOWF, Wy = Oa
Tl(CUF > wt) = NoWpr, Wp = 07
'n,(wF) ~ 2ng 2Wb(wF - wb)? WF % W,

n(wr) = nowr, wp > wp. (6.1.6)
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U fazi ¢vorne petlje, n o« wp ispod i iznad wr = 1, no s druk¢ijim nagibom pravca.
U fazi s procijepom ukupna koncentracija tik iznad w;, korijenski ovisi o Fermijevoj
energiji, dok se za velike vrijednosti wpr asimptotski priblizava vrijednosti faze ¢vorne

petlje.

6.2 Efektivna koncentracija

Koncentracija elektrona koja se prirodno pojavljuje unutar Drudeove formule za vod-
ljivost (4.1.2) efektivna je koncentracija elektrona n,(wr). Efektivna ¢e koncentracija,
kao i ukupna koncentracija n, ovisiti o Fermijevoj energiji wr. U ovom potpogljavlju
izvodimo n,(wr) za temperaturu T = 0. U tom slucaju, kao $to smo spomenuli u

(4.1.3), efektivna koncentracija dana je izrazom [16]

2
na(ep) = v > mevid(er — i), (6.2.1)
Kk

gdje je a, kako smo spomenuli, komponenta efektivne koncentacije koja je povezana
s odgovarajuéom komponentom narinutog elektricnog polja. Kako su vrpce (5.1.3)
izotropne, mozemo uzeti na primjer o = x iako i @ = y slucaj daje isti rezultat. Opet
gledamo slucaj vodljive vrpce (5.1.3). Tada je grupna brzina elektrona

1 2Bk, - (A — Bk?)

Vk = —
h €k

(6.2.2)

Uvrstimo li gornju relaciju u (6.2.1) te sa sumacije prijedemo na integral, slijedi

1 2V 4B2me/kdkd 2 cos go(A Bk?)’

v 2n)? d(e—eg). (6.2.3)

No =

Ukoliko varijable integracije u gornjm izrazu zamijenimo onima bezdimenzionalnim x

i w, dobivamo
2 4B? A2 (1 — K ) 5
na(wF):W h2 B2A/ dﬁ};‘ﬂ} Mé(wF_\/<1_"€2) +A2)

4me 1 LUFZRO (1— k2’
T on h2 |ko (1 — K3)|

(6.2.4)

gdje smo izvrijednili integral koji sadrzi Diracovu d-funkciju po postupku iz poglavlja

5.1 te koristili definiciju efektivne mase m* s pocetka Poglavlja 5. Uvrstivsi nultocke
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Slika 6.2: Efektivna koncentracija, n,, izraz (6.2.6) kao funkcija Fermijeve energije wr, u
jedinicama ngme/m*. Spomenuti je izraz prikazan za nekoliko vrijednosti w, = A ¢ije su
pozicije oznacene sivim vertikalnim linijama. Efektivna koncentracija ima diskontinuitet
prve derivacije u wy. Siva crtkana linija oznacava vrijednost efektivne koncentracije nq (wy).

Ko (5.2.7) u gornji izraz slijedi

2 — 2
Ne (W) = nOZi# (2 O (wp — wp) © (wy — wp) + (1 +\Jwi — w%) O (wp — wt)> .
P
(6.2.5)
Kao i u potpoglavlju 5.1, mozemo koristiti svojstvo Heavisideove O(z) funkcije (5.2.8)

i konac¢ni izraz zapisati na sljedec¢i nacin

2 2
me \|Wr — W
Ne (W) = no-— T@(wp—wb) (1 +\/wh — wi + (1 —Jw? — w?) O (w; — wp)) .
(6.2.6)

Efektivna koncentracija n,(wr) prikazana je na Slici 6.2 kao funkcija Fermijeve

energije za nekoliko vrijednosti parametra A odnosno wj, u jedinicama ngm,/m*. Pri-
mjec¢ujemo da kao i n, tako i n, ima dikontinuitet u prvoj derivaciji za Fermijeve
energije koje odgovaraju wr = w;. Vrijednost efektivne koncentracije tim tockama je
No(wWrp = wy) = (1/wy)2nem./m* kako je i prikazano crtkanom linijom Sto uvelike od-
stupa od ponasanja ukupne koncentracije koja uvijek ima istu vrijednost u tim tockama
n = 2ng neovisno o parametru A.

U slucaju faze cvorne petlje (A = 0) efektivna koncentracija je konstantna za
vrijednosti wp < wy, dok za fazu s procijepom, za Fermijevu energiju odmah iznad wy,

efektivna koncentracija ima korijensku ovisnost o wg. Sve to mozemo potkrijepiti na
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primjeru nekolicine zanimljivih limesa efektivne koncentracije (6.2.6):

me
Ne(Wr < wy) = 2n0%, wp =0,

m
Ne(wr) ~ 2noﬁi\/2(wp —wp) /W, WE R W,

MmMe
Ne(Wr) ~ no%wp, W > Wy, (6.2.7)

U limesu velikih wp vrijednost efektivne koncentracije u fazi s procijepom asimp-
totski se priblizava vrijednosti faze ¢vorne petlje (Slika 6.2). Opéenito, usporedimo li

vrijednosti za ukupnu i efektivnu koncentraciju za velike wr (6.1.5) i (6.2.6) slijedi

o _ 1 (6.2.8)

M m*

Preostaje povezati n, i n na jos jedan nacin. To ¢emo pokazati u potpoglavlju 6.3.

6.3 Veza izmedu ukupne i efektivne koncentracije

Razliku izmedu efektivne i ukupne koncentracije elektrona mozemo prikazati na jos
jedan nacin, preko ukupne koncentracije n. Cesto se u fizici kondenzirane materije
moze kontrolirati ukupna koncentracija vodljivih elektrona n, a ne, kako smo do sada
pretpostavljali, Fermijeva energija wp. Za dvodimenzionalne sustave, kao sto je i ovaj
kojeg razmatramo u ovom radu, najednostavniji nac¢in kako mozemo kontrolirati n je
primjenom efekta elektricnog polja. U biti, od 2D materijala i podloge napravimo
kondenzator na koji narinemo razliku potencijala. Kao sto znamo, koli¢na naboja koja
se tada nakupi u 2D materijalu proporcionalna je kapacitetu, konstanti koja ovisi o
geometriji uzorka, pomnozenog s razlikom potencijala.

Ovdje nam je cilj izraziti n, pomoéu n. Da bismo odredili kako n, ovisi o n,
potrebno je prvo izraziti Fermijevu energiju wr kao funkciju ukupne koncentracije n
iz izraza (6.1.4), a potom wg(n) uvrstiti u izraz za efektivnu koncentraciju (6.2.6).
Pritom, vodimo rac¢una da je n(wr = wp) = 0 te n(wr = w;) = 2ny. Rezultat je

Me n O(2n — n) + n(n/ng — 1)

m* \/In/(2n0)]2 + w? J/ne — 12 +f

na<n) = @(TL — 2710)

(6.3.1)
Ovisnost je ukupne i efektivne koncentracije o n prikazana na Slici 6.3. Jasno je da je
n(n) pravac nagiba 1 prikazan kao crtkana linija na Slici 6.3 neovisno o elektroskoj fazi.

Mjereéi primjerice istosmjernu vodljivost (4.1.6) oP¢

X ng(n), kao funkciju ukupne
koncentracije n, jasno mozemo razluciti radi li se o fazi s procijepom ili fazi ¢vorne linije.
Za koncentracije manje od 2ng, istosmjerna vodljivost nec¢e se mijenjati pove¢anjem n

u fazi ¢vorne petlje, dok ¢e u fazi s procijepom ovisiti o n. Takoder, za posebni slucaj
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n(n) i n.(n) u jedinicama ng

2
n/ng

Slika 6.3: Ukupna koncentracija oznacena je ljubicastom crtkanom linijom, a efektivna kon-
centracija (6.3.1) kao funkcija n u jedinicama ng, za sluéaj me = mx* zelenom bojom. Obje
su koncentracije prikazane za nekoliko vrijednosti wp = A. Za razliku od n, efektivna je
koncentracija, ng, eksplicite ovisna o wp. Vertikalna siva linija oznacava 2ng $to je upravo
koncentracija potrebna za popunjenje sustava do vrha meksickog Sesira (Slika 5.1).

kada je m. = m*, n > ny(n) za n > 2ng, dok za n < 2ng to nije slucaj. Postoji kriti¢na
vrijednost parametra A > 1 kad uvijek vrijedi da je n, < n kao sto vidimo na Slici

6.3.
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Poglavlje 7
Opticka vodljivost

U ovom poglavlju analiziramo realni dio meduvrp¢ane odnosno opticke vodljivosti dvo-
dimenzionalnog sustava cija smo elektronska svojstva opisali u Poglavlju 5. Pokazat
¢emo da je u modelu iz Poglavlja 5 vrlo jednostavno na temelju opticke vodljivosti odre-
diti radi li se o sustavu faze s procijepom ili faze ¢vorne petlje, jer opticka vodljivost
u fazi ¢vorne petlje iS¢ezava. Opticka vodljivost faze s procijepom bit ée izracunata
koristeci izraze iz Poglavlja 4 za sluc¢aj konac¢ne popunjenosti vodljive vrpce, kao i za

sluc¢aj konac¢nih temperatura.

7.1 Strujni matricni elementi

U Poglavlju 4 spomenuli smo (4.2.6) da je jedan od sastavnih elemenata izraza za realni
dio meduvrpcane vodljivosti funkcija koju smo nazvali meduvrpcani strujni matri¢ni
element JS}.. U atomskoj fizici, pri razmatranju interakcije atoma i elektromagnetskog
zracenja energije & = hw, elektronski su prijelazi izmedu atomskih nivoa bili odredeni
dipolnim matri¢nim elementom. Taj je element, izmedu ostalog, govorio koji je prijelaz
dozvoljen (ovisno o tome je li dipolni matri¢ni element bio nula ili konacan) [14, 18].
Slicnu ulogu u optickoj vodljivosti kristala (4.2.6) imaju strujni matriéni elementi uz
adekvatnu zamjenu diskretnih energija atomskih nivoa s elektronskim vrpcama. U
modelu opisanim u Poglavlju 5, meduvrpcani je strujni matricni element izveden u

Dodatku A i iznosi
w _ €2Bk,C

zk — i ‘Ek‘

(7.1.1)

Vidimo da je (7.1.1) realna veli¢ina proporcionalna parametru procijepa (A = C'/A)
i obrnuto proporcionalna elektronskoj energiji (5.1.3). U slucaju kad je A = 0, sto
definira fazu ¢vorne petlje, slijedi i da je matri¢ni element (7.1.1) jednak nuli. Sve to
implicira da u modelu iz Poglavlja 5, u fazi ¢vorne petlje, nema maduvrpcane vodlji-

vosti. Preostaje nam razmatranje opticke vodljivosti faze s procijepom.
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7.2 Opticka vodljivost faze s procijepom

Polaziste je izraz (4.2.6) u koji smo uvrstili strujni matricni element (7.1.1) te presli
sa sume na integral u polarnim koordinatama. Sli¢no kao u ra¢unu efektivne koncen-
tracije, uzimamo da je komponenta o = x iako je rezultat isti i za y komponentu. U

cijelosti, realni dio meduvrpcéane vodljivosti je

32 AB%*C?%k?
h? ed

Ro (&) o’ (5 — 24— Br2) + 02) .

(7.2.1)

No, s ovakvim tipom integrala susreli smo se ve¢ u Poglavljima 5 i 6. Postupak je

_hF(6) 2V
A / kdkdy

izvrijednjivanja isti. Uvodimo standardnu bezdimenzionalnu varijablu « te novu vari-
jablu Q = &/2A, koja je zapravo energija upadnog fotona (elektromagnetskog zracenja)
skalirana parametrom vrpce 2A. Ovakvim izborom, varijabla {2 takoder je bezdimen-
zionalna, a kako iz §-funkcije u (5.2.1) proizlazi da je gornji izraz konacan samo ako je
& = 2¢y, usporedbom (5.1.4) slijedi 2 = w. To sugerira da ¢e pri izvrjednjavanju izraza
(7.2.1) opet vaznu ulogu imati konstante wj i w; (5.1.5), koje za potrebe razmatranja

meduvrpcane vodljivosti preimenujemo u €, i ;. Uz takve zamjene (7.2.1) postaje

hnZ (&) 2m 4B*C?%e* 1 A* 1 3 2
Q) = — = Q- /(1 - r2) +A2).
M) =" man) R 2AB2A292/“d“5< V=)' )
(7.2.2)

Potonji izraz izvrjednjujemo metodom dekompozicije d-funkcije opisanom u Poglavlju
5 uz zamjenu A? = QF i novog zapisa nultocki £§ = 1 £+ ,/Q? — Q2. Konacni izraz za

realni dio opticke vodljivosti

0 7 (9
Ro(Q) = 00— 6 (01— ) {1 oz (1 _ oz Qg> o — Q)] ,
Jor 2
(7.2.3)

sadrzi konstantu vodljivosti oy = €*/4h dvodimenzionalnog sustava u jedinicama [og] =
Ohm™!. Primjetimo da (7.2.3) kaze Ro(Q) x QF = A? Sto jo§ jednom potvrduje

zakljucak iz prethodnog potpoglavlja da nema meduvrpcane vodljivost u fazi ¢vorne

petlije (A = 0). U daljnjem tekstu analiziramo izraz (7.2.3), te promatramo slucaj
intristicnog (Fermijev je nivo nula) i dopiranog (Fermijeva je energija konacna) sustava

na termodinamickoj nuli i pri konacnoj temperaturi.

7.3 Karakteristike opticke vodljivosti faze s proci-
jepom

Karakteristike realnog dijela meduvrpcane vodljvosti (7.2.3) faze s procijepom promo-

trit ¢emo za nekoliko slucajeva. Prvo, razmatramo nedopirani slucaj na termodinamic-
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Slika 7.1: Realni dio opticke vodljivosti 2D sustava u fazi s procijepom, opisanog dvovrpc¢anim
modelom (5.1.1) u jedinicama op na T = 0. Graf Ro(£2) (7.2.3) predocen je za nekoliko
vrijednosti parametra A kao funkcija Q = &/(2A) za intrinsi¢ni slucaj (% (2) = 1). Pri
energiji 2, Ro () ima divergenciju korijenskoga tipa (7.3.1). Zelenim kruzi¢ima oznaceno je
Ro () koji u limesu A — oo dostizu vrijednost 20 (tamnozeleni kruzic).

koj nuli. U tom je slu¢aju Fermijev nivo jednak nuli i nalazi se na sredini procijepa.
Paulijev element (4.2.4) iz Poglavlja 4 u tom slucaju postaje . (2) = ©(2), odnosno,
jednak je 1 za sve pozitivne vrijednosti varijable 2 $to odgovara izrazu (7.2.3). Sam iz-
raz (7.2.3) prikazan je za viSe vrijednosti parametra €2, = A u slucaju (' = 0,wp = 0)
na Slici 7.1 kao funkcija €2 u jedinicima oy. Pritom je glavna znacajka realnog dijela
opticke vodljivosti divergencija pri energiji §2,. Divergencija je to korijenskoga tipa, sto

se vidi iz razvoja izraza (7.2.3). Za Q Z

2
Ro(Q) ~ AN (7.3.1)
20(Q2 — )
dok za €2 > €, dobivamo brzotrnudi rep
Q2
Ra(Q) ~ oo Q—g (7.3.2)

lako korijenska divergencija u Ro(€2) implicira dublju vezu s gusto¢om stanja
(5.2.12), sli¢nosti prestaju na tome. U izrazu (7.2.3) nedostaje oblik koji bi bio pove-
zan sa stepenicom koja je vidljiva u gustoéi stanja na Slici 5.2. Tako primjerice, dok
za vrijednosti w; gustoca stanja ima diskontinuitet, Ro (£2) u tockama 2, kontinuirana
je funkcija, a sama vrijednost Ro(£2;) prikazana je zelenim kruzi¢ima na Slici 7.1 te

u limesu kada A tezi u beskonac¢no, dostize vrijednost 20y oznacenu tammnozelenim

35



2.0

T
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
1
I
1

0.0 b - : - : — :
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Slika 7.2: Realni dio opticke vodljivosti 2D sustava u fazi s procijepom opisanog dvovrpc¢anim
modelom (5.1.1) u jedinicama o kao funkcija Q predocen je za nekoliko vrijednosti Fermijeve
energije wrp > wp za slucaj kad je A = Q, = 1. Intrinsi¢ni sluéaj (wp = 0 — F () = 1)
prikazan je crtkanom linijom.

kruzi¢em.

Drugi je slucaj, pod kojim promatramo realni dio optic¢ke vodljivosti (7.2.3) onaj
kona¢no popunjene vodljive vrpce, dakle wp > w, na T = 0. Zeleé¢i pokazati kako
konac¢na vrijednost Fermijeve energije utjece na izgled realnog dijela opticke vodljivosti,
uzet ¢emo jednu vrijednost parametra procijepa A i na istoj Slici 7.2 nacrtati vise
slucajeva (7.2.3) u ovisnosti o wr. Glavna je znacajka da Paulijev element (4.2.5), koji
je u ovom slucaju jednak .7 (&) = O(&/(24) — 2¢r/(2A4)) = O(Q — wp) = F (Q)
ostavi vidljive samo one segmente Ro (§2) za Q > wp.

Posljednji slucaj (7.2.3) koji promatramo onaj je za konacnu vrijednost Fermijeve
energije i konacne temperature 7. U tu svrhu prisjetimo se potpune definicije Paulijeva
elementa iz Poglavlja 4 (4.2.4) u kojem smo kemijski potencijal elektrona aproksimirali
Fermijevom energijom u &~ e te termalnu energiju kg7 skalirali parametrom vrpce A

(5.1.3)

F(&) = sinh (gAé;f;T) L F(Q) = sinh(Q/7)
cosh ( epd ) + cosh ( cA ) cosh(wp/T) + COSh<Q/7')’
AkpT 2AkgT

(7.3.3)

gdje je T = kT /A bezdimenzionalni parametar temperature. Paulijev element (7.3.3)
prikazan je na slici 7.3 za nekoliko vrijednosti parametra 7 u ovisnosti o €2 te se jasno

vidi zagladivanje stepenice Heavisidove funkcije (crtkana linija) kako se 7 povecava.
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Slika 7.3: Paulijev element (7.3.3) u ovisnosti o  prikazan je za razne vrijednosti parametra
7 za Fermijevu energiju wr = 2. Poveéanjem parametra 7, stepenica Heavisideove funkcije
postupno se zagladuje.

Na Slici 7.4 prikazana je Ro(2) kao funkcija 2 u jedinicama oy za par odredenih
vrijednosti (A = 1,wp = 2) te za nekoliko vrijednosti parametra 7. Za 7 — 0 dobili
bismo situaciju sa slike 7.2 sto je bio T" = 0 sluc¢aj obraden u proslom primjeru. No,
povecanjem parametra 7 uocavamo razli¢ite promjene. Prva je da se s povecanjem
parametra 7, skok u $o(Q = wr) polako zagladuje (Slika 7.4). Stanja ispod wg koja
su na 1" = 0 puna, povetanjem temperature se prazne te postaju dostupna u procesu
meduvrpéanog pobudenja i posljedicno Ro(Q) raste. To se lijepo vidi na primjeru
korijenske divergencije za vrijednosti 2 ~ €2, (Slika 7.4), koja je sve izrazenija kako se
T poveceva, dok u slucaju 7 = 0 nije bila prisutna. Sli¢no vrijedi i za stanja koja su u
energiji iznad wp. Na T' = 0 ona su bila prazna te se povecanjem temperature pune sto

pak smanjuje njihovu dostupnost u procesu meduvrpéanog pobudenja te Ro(€2) pada.
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Slika 7.4: Realni dio opticke vodljivosti 2D sustava opisanog dvovrpéanim modelom (5.1.1)
u jedinicama o( u sluc¢aju djelomi¢no popunjene vodljive vrpce (wp>wyp) za slucaj A =11
wp = 2. Ro(2) (7.2.3) predocen je za nekoliko vrijednosti parametra 7 kao funkcija Q za
F(Q) (7.3.3). S povetanjem parametra 7, korijenska je divergencija za vrijednosti Q ~
vise izrazenija.
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Zakljucak

U ovom radu analizirali smo neke od najbitnijih nabojnih transportnih karakteristika
dvodimenzionalnih materijala koji posjeduju poseban tip invertiranih vodljivih vrpci
koje oblikom podsje¢aju na meksicki Sesir.

U toj nakani, dali smo kratak osvrt na temeljne nabojne veli¢ine, koje se proucavaju
u fizici kondenzirane materije, poput gustoca naboja, polarizacije i struje. Pokazali smo
kako generalizirati usrednjenje navedenih veli¢ina po ansamblima u neravnotezi te,
koriste¢i Landauov pristup teoriji linearnog odziva u formalizmu jednadzbi gibanja za
fermionske operatore, definirati odzivne funkcije na vanjsko narinuto elektri¢no polje.

Tako dobivenu odzivnu funkciju, odnosno tenzor vodljivosti, podijelili smo na unu-
tarvrpcani i meduvrpcani kanal. U unutarvrpcanom kanalu rezultat je bio Drudeova
formula za vodljivost u kojoj je najbitnija veli¢ina efektivna gustoca nosioca naboja. U
meduvrpcanom slucaju ogranicili smo se na vrpce, koje posjeduju elektron-supljina si-
metriju sa zanemarivo malom meduvrpc¢anom konstantom relaksacije, te dobili konac¢ni
izraz za realni dio meduvrpcane vodljivosti koju nazivamo i optickom vodljivosti.

S razradenom metodom za transportne veli¢ine, krenuli smo u analizu 2 x 2 realne
matrice hamiltonijana s dvama slobodnim parametrima, ¢ije su svojstvene vrijednosti
vrpce oblika meksickog Sesira. Takoder, tako definiranim hamiltonijanom opisali smo
dvije razli¢ite elektronske faze koje smo nazvali fazom c¢vorne petlje i fazom s pro-
cijepom. Detaljno smo analizirali svojstva valentnih vrpci kao i pripadnu gustocu
energetskih stanja za obje faze.

U Poglavlju 6 jasno smo pokazali razliku izmedu ukupne i efektivne koncetracije
elektrona za obje faze zadanog hamiltonijana. Takoder, pokazano je da mijenjanjem
koli¢ine naboja (dopiranjem) i mjerenjem istosmjerne vodljivosti, mozemo razaznati u
kojoj se osnovnoj elektronskoj fazi sustav nalazi, je li u onoj s procijepom ili u ¢vornoj
petlji.

Konacno, u zadnjem smo poglavlju prikazali kako realni dio meduvrp¢ane vod-
ljivosti ovisi o parametrima vrpce, vrijednosti Fermijeve energije te o temperaturi.
Glavna je karakteristika bila da je realni dio optic¢ke vodljivosti nula, u slucaju faze
¢vorne petlje. U fazi s procijepom, realni dio vodljivosti, u slucaju kad je Fermijeva
energije jednaka nuli, korijenski divergira za energije upadnog fotona koje odgovaraju

energiji procijepa.
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Dodatak A
Strujni matric¢ni elementi

U ovom poglavlju izvodimo strujne matricne elemente koji ulaze u definiciju tenzora
vodljivosti (3.3.18). Polazimo od opéeg zapisa 2x2 matrice hamiltonijana s koeficijen-

tima koji mogu biti kompleksne funkcije Blochova valnog vektora k

H= (b“ ak) . (A.0.1)

(li‘; dk

Matri¢ne elemente matrice (A.0.1) oznacavamo s Hy (¢, ') gdje su (¢,¢) indeksi retka
i stupca. Kako matrica (A.0.1) mora biti hermitska, koeficijenti Hy(1,1) = by i
Hy(2,2) = dx su realni.
Ako uvedemo oznake (s, s") = (¢, v) za dijagonalizirane (Blochove) energije, mozemo
definirati a-tu komponentu strujnog matricnog elementa
’ € 8H g, g/ %
5= LDy e, (A02)
_ge/ (0%
gdje su Ux (¥, s) elementi unitarne matrice transformacije koja dijagonalizira hamilto-
niajan (A.0.1) na nacin

UHU '=E. (A.0.3)

Matrica E je dijagonalna matrica svojstvenih energija

E-— (sk 0) . (A.0.4)
0 ep

Nakon poduljeg racuna moze pokazati da je U jednaka

Ut s) = ek cos(y /2) ek sin(vy /2) (A.05)
- Csin(0y/2)  cos(Vh/2) | o
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gdje su
ax = |ak|e", tan gy = Im a tan vy = 2l
k k ) Pk Re ay’ k & — by’

Dakle, nakon deriviranja elemenata hamiltonijana (A.0.1) i njihova uvrStavanja u

(A.0.6)

(A.0.2) te uz definiciju matrice (A.0.5), slijedi za unutarvrpéani (s = s’ = ¢) strujni

matricni element

h 10(by — d . dla
- o = cos 191(2(1(8%1() + sin J €)|/<;Z| (A.0.7)
Slicnim postupkom odredujemo i meduvrpéani (¢ = s # § = v) strujni matri¢ni
element
, 10(b — d .0 dla
- o= SmﬁkQ(gkak) + i|ax| (‘;;:: + cos Uy (‘9|kl;| (A.0.8)

Primijenimo formule (A.0.8) i (A.0.6) na hamiltonijan (5.1.1) iz Poglavlja 5. U tom
slucaju koeficijenti matrice hamiltonijana su by = —dy = (A— Bk?) i ax = C. Takoder,
iz (A.0.6) slijedi tan ¢ = 0 Sto daje

6|6Lk| —0 agok

e =0 g =0 (A.0.9)

Dakle, vidimo da su jedini neiS¢ezavajuéi dijelovi unutarvrpéanog (A.0.7) i meduvrp-

¢anog (A.0.8) strujnog matri¢nog elementa oni koji sadrzavaju ¢lan

O(bx — dx)

o~ 2Bk (A.0.10)

Sada konacno mozemo zapisati vrijednosti strujnih matri¢nih elemenata, primjerice za

a = x komponentu. Analogni izvod slijedi i za y komponentu. Za unutarvrpcani slucaj

(A— Bk*)k,  edef

e
“ =-2B = - A.0.11
ok h \/(A—Bk2)2+02 hok,’ ( )
i za meduvrpcani slucaj
v = S9BC fia _ Sypete (A.0.12)

h \/(A_Bk2)2_+_02 h lex|
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