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Uvod

Regresijska analiza, kao jedna od naj¢e$¢ih metoda statistiCke analize, pronalazi Siroku
primjenu u mnogim matematickim problemima. Proucavajuci utjecaj nezavisnih varijabli,
tzv. kovarijata, donosi se zakljuCak o zavisnoj varijabli ¢ija je distribucija od interesa. U
ovom radu naglasak je na linearnoj regresiji, posebnom tipu regresijske analize, u kojoj je
veza izmedu zavisne i nezavisnih varijabli linearna.

Model linearne regresije potpuno je odreden specificiranjem distribucije gresaka te nji-
hovom varijancom. Ako se radi o modelu s normalno distribuiranim greSkama i konstant-
nom varijancom, poznato je da metoda najmanjih kvadrata daje precizne, analiti¢ki tocne
rezultate. S druge strane, za generalizirane probleme u kojima greSka nije normalna te
varijanca nije konstantna, egzaktne matematicke metode gotovo da ne postoje. U takvim
situacijama kao moguce rjeSenje namecu se aproksimacijske metode bazirane na central-
nim grani¢nim teoremima - metode ponovljenog uzorkovanja.

U prvom poglavlju iznose se osnovni vjerojatnosni pojmovi te se opisuje bootstrap
metoda. Drugo poglavlje definira jednostavan linearni model, objasnjava vaznost pretpos-
tavka te se opisuju mogucnosti metoda ponovnog uzorkovanja u slu¢aju kada te pretpos-
tavke nisu zadovoljene. Trece poglavlje opisuje situaciju u viSedimenzionalnom slucaju
te se bavi prediktiranjem novih vrijednosti. Na kraju su navedeni prakti¢ni primjeri koji
potkrepljuju teorijske rezultate. Svi primjeri potkrijepljeni su R kodom, koji je priloZen
kao dodatak na kraju rada.






Poglavlje 1
Uvod

1.1 Osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti

Vecina pojmova i definicija u ovom poglavlju preuzeta je iz [20].

Osnovni polazni objekt u teoriji vjerojatnosti jest neprazan skup € - prostor elementar-
nih dogadaja koji reprezentira skup svih mogucih ishoda nekog pokusa koji promatramo.
Tocke w nazivamo elementarni dogadaji te odsad nadalje podrazumijevamo da je skup €2
zajedno sa svojim elementima, to¢kama w, zadan.

Definicija 1.1.1. Familija F podskupova od Q (¥ C P(Q)) jest o-algebra skupova (na Q)
ako je

1. 0eF
2. AcF = A°eF

3 AEF,ieN — JAeF
i=1

Definicija 1.1.2. Neka je F o-algebra na skupu Q. Ureden par (Q,F) zove se izmjeriv
prostor.

Definicija 1.1.3. Neka je (Q, (F)) izmjeriv prostor. Funkcija P : ¥ — R jest vjerojatnost
(na F, na Q) ako vrijedi:

1. PA>0,AcF,PQ) =1
2. A €eFieNANA =0zai# ] = P(UA) =Y P)
i=1 i=1

Definicija 1.1.4. Uredena trojka (Q, F, P), pri Cemu je ¥ o-algebra na Q i P vjerojatnost
na F, zove se vjerojatnosni prostor.
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Bududi da svakom rezultatu slucajnog pokusa pridruzujemo neki realan broj, od inte-
resa nam je promatrati realne funkcije na Q. Borelovom o-algebrom, %, nazivamo o-
algebru generiranu svim otvorenim skupovima na R, a njezine elemente zovemo Borelovi
skupovi.

Definicija 1.1.5. Neka je (Q,F ,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q — R jest
slu¢ajna varijabla (na Q) ako je X~'(B) € F za proizvoljno B € B, tj. X '(#) C F.

U terminologiji jezika mjere sluCajna varijabla je realna Borel-izmjeriva funkcija, t;.
funkcija sa Q u R izmjeriva u paru o-algebri (¥, %). Ipak, kljucna razlika izmedu teorije
vjerojatnosti 1 teorije mjere je pojam funkcija distribucije.

Za B € & stavimo

Px(B) = P(X'(B)) = P{w € Q, X(w) € B} = P{X € B}. (1.1)

Relacijom definirana je funkcija Py : & — [0, 1], koju nazivamo vjerojatnosna
mjera inducirana sa X, a vjerojatnosni prostor (R, %, Px) nazivamo vjerojatnosni prostor
induciran sa X.

Definicija 1.1.6. Neka je X slucajna varijabla na Q. Funkcija distribucije od X jest funkcija
F, : R — [0, 1] definirana sa

Fx(x) = Px((=00,x]) = P(X"'(=00, x]) = Pfw € Q; X(w) < x}
= P{X < x}, (1.2)

za svaki x € R.

Ako je F funkcija distribucije, sa C(F) oznacujemo skup svih tocaka neprekidnosti od
F.

Teorem 1.1.7. Funkcija distribucije F slucajne varijable X je rastuca i neprekidna zdesna
na R i zadovoljava

F(=0c0) = lim F(x) =0, (1.3)
F(+00) = liIP F(x)=1. (1.4)

Definicija 1.1.8. KaZemo da sluc¢ajna varijabla X ima distribuciju teskog repa, tzv. heavy
tailed distribuciju, ako vrijedi

f e"dF(x) = o0, zasvakit> 0. (1.5)

Definicija[I.5|preuzeta je iz [12]].
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Razlikujemo dva glavna tipa slucajnih varijabli: diskretne i neprekidne.

Definicija 1.1.9. Slucajna varijabla X je diskretna ako postoji konacan ili prebrojiv skup
D C R takav da je P{X € D} = 1.

Definicija 1.1.10. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q,F,P) i
neka je F, njezina funkcija distribucije. KaZemo da je X apsolutno neprekidna ili, krace,
neprekidna sluc¢ajna varijabla, ako postoji nenegativna realna Borelova funkcija fnaR, f :
R — R, takva da je

Fx(x) = f f(OdA(t) (1.6)

za svaki x € R.

Integral u [1.6] je Lebesqueov integral funkcije f u odnosu na Lebesqueovu mjeru A
opisan u [5]. Funkciju iz [I.6] nazivamo funkcija gustoce vjerojatnosti od X i krace je
oznacavamo sa f.

Definicija 1.1.11. Ako red Z X(wi)P{wi}) apsolutno konvergira, onda njegovu sumu
wkeQ
zovemo matematicko ocekivanje ili, krace, ocekivanje slucajne varijable X i oznacujemo

sa

E(X) = Z X(w)P({wi)). (1.7)

WrEQ
Jasno je da u slucaju konacnog skupa w svaka slucajna varijabla ima ocekivanje.

Definicija 1.1.12. Neka je X slucajna varijabla i neka (X) postoji. Varijanca od X defi-
nira se kao

Var(X) = E[(X - EX)*] (1.8)
ako ocekivanje ull.8 postoji.

Neka slucajna varijabla X ima varijancu. Standardna devijacija oy od X nenegativan je
kvadratni korijen iz varijance, tj.

ox = VVarX. (1.9)

Teorem 1.1.13. Neka su X i Y slucajne varijable na Q te neka postoje 5(X?), E(Y?). Tada
postoji i (X, Y) te vrijedi

IE(X, V)| < (B(XY)E(Y2))z. (1.10)
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Definicija 1.1.14. Neka je X = (Xy,...,X,) n-dimenzionalni slucajni vektor na Q i neka
postoji B(X,)> zai=1,...,n). Izslijedi da postoje realni brojevi

Cov(X,Y) = E((X; - E(X))(X; - E(X)))).
Zai # j taj broj zovemo kovarijanca sluc¢ajnih varijabla X;, X;.

Teorem 1.1.15 (Zakon ukupne kovarijance). Neka su X, Y i Z slucajne varijable definirane
na istom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P) te neka je Cov(X,Y) < co. Tada vrijedi

Cov(X,Y) = E(Cov(X, Y|Z) + Cov(E(X|Z, E(Y|Z)). (1.11)

Definicija 1.1.16. Neka su X1, . .., X, slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P).
KaZemo da su Xi,...,X, nezavisne sluc¢ajne varijable ako za proizvoljne B; € % (i =
1,...,n) vrijedi

P{X,€B),....X, €B,} = P(ﬁ{X,- € Bi}) = ﬁ P{X; € B;}. (1.12)
i=1 i=1

Definicija 1.1.17. KaZemo da niz (X, n € N) slucajnih varijabli konvergira gotovo sigurno
(g.s.) prema slucajnoj varijabli X ako je

]P{a) € O: X(w) = lim Xn(a))}: 1. (1.13)

To oznacujemo (g.s.) X, LR X, (n —> o0).

Definicija 1.1.18. KaZemo da niz (X,,n € N) slucajnih varijabli konvergira po vjerojat-
nosti prema slucajnoj varijabli X ako za svaki € > 0 vrijedi

lim P{|X, — X| > &} = 0. (1.14)

n—oo

P
To oznacujemo kao X, — X, (n — o).

Definicija 1.1.19. KaZemo da niz (X,,n € N) slucajnih varijabli konvergira po distribuciji
prema sluc¢ajnoj varijabli X ako je

lim Fx (x) = Fx(x), za x € C(Fy). (1.15)

D
To oznacujemo kao X,, — X, (n — o0).
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Z.akoni velikih brojeva

Teorem 1.1.20 (Slabi zakon velikih brojeva). Neka je (X,,n € N) niz slucajnih varijabli
takav da su za svaki n € N varijable X, X>, ..., X, nezavisne i neka postoji realan broj
M > 0 takav da je Var(Xy) < M,k € N. Stavimo S, = };_, Xx,n € N. Tada za svako € > 0
vrijedi

s —ES,
lim ]P{— 28}20, (1.16)
n—oo n
6.
s, —ES,
ST RN (1.17)
n

Teorem 1.1.21 (Jaki zakon velikih brojeva). Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih, jednako
distribuiranih sluc¢ajnih varijabli. Tada niz (}Z Y Xpne N) konvergira (g.s.) ako i samo

ako X, postoji i u tom slucaju je

1 © s
ZZXJ-g—HEXl za n— oo. (1.18)
=1

Centralni granicni teorem

Teorem 1.1.22 (Levy). Neka je (X,,, n € N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih
varijabli s ocekivanjem m i varijancom 0%, 0 < 0> < oo i neka je S, = Y}_, X, n € N.
Tada vrijedi

s, —ES,
20 200 DN, 1), zan — oo, (1.19)
g \Vn

Neke poznate funkcije distribucije

Definicija 1.1.23. Neka su m,o € R, pri ¢emu je o > 0. Neprekidna slucajna varijabla X
ima normalnu distribuciju s parametrima m i 0, ako joj je gustoéa f dana sa

7(,\'7m)2

e 2w . (1.20)

f(x) =

g T

Oznaka koju koristimo jest X ~ N(m, o>).
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Definicija 1.1.24. Neprekidna slucajna varijabla X ima eksponencijalnu distribuciju s pa-
rametrom A ako joj je gustoc¢a f dana sa

f(x) A, x>0, (1.21)
X) = .
0, x<0.

Oznaka koju koristimo jest X ~ Exp(Q).

Definicija 1.1.25. Neprekidna slucajna varijabla X ima uniformnu distribuciju na seg-
mentu |a,b] za a,b € R, ako joj je gustoca f dana sa

1
S =t a<x< b,
f) = {0’ @bl (1.22)

Oznaka koju koristimo jest X ~ U(a, b).

Definicija 1.1.26. Neka su a,b € Ria > 0. Neprekidna slucajna varijabla X ima Cauchy-
Jevu distribuciju s parametrima a i b ako joj je gustoc¢a f dana sa

a
f@O= iy feR (1.23)

Oznaka koju koristimo jest X ~ C(a, b).

Definicija 1.1.27. Neka je « > 0,8 > 0i ['(X) = fom e't*"'dt,x > 0, tj. T je gama-
funkcija. Neprekidna slucajna varijabla X ima gama-distribuciju s parametrima «, 3 ako
joj je gustoca f dana sa

L_x*le7, x>0
) = J T@p” ’ ’ 1.24

) {O, x<0. (129)
Oznaka koju koristimo jest X ~ I'(a, B).

Definicija 1.1.28. Neka je n € N. Neprekidna slucajna varijabla X ima Studentovu t-
distribuciju sa n stupnjeva slobode ako joj je gustoca f dana sa

n+1
ey

=iy

—(n+1)
2 2

(1 ; —) . xeR (1.25)

n

fx) =

2

Oznaka koju koristimo jest X ~ t,,.
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Definicija 1.1.29. Neka je a > 0, x,, > 0. Neprekidna slucajna varijabla X ima Paretovu
distribuciju ako joj je gustoca f dana sa

X2 X
f(x) =32 (1.26)
0, X < Xp,.

Oznaka koju koristimo jest X ~ Pareto(a, x,,).

Definicija 1.1.30. Neka je k > 0,4 > 0. Neprekidna slucajna varijabla X ima Weibullovu
distribuciju ako joj je gustoca f dana sa

k—1

k(=) -Gyt S

flx) = {*(ﬂ) e, 22, (1.27)
0, x <0.

Metoda najvece vjerodostojnosti
Vecina pojmova iz ovog poglavlja preuzeta je iz [16].

Definicija 1.1.31. Slucajni uzorak duljine n na statistickoj strukturi (Q,F ,P) jest niz
X1, X, ..., X, slucajnih velicina na (Q, F) takvih da su nezavisne i jednako distribuirane
u odnosu na svaku vjerojatnost P € P.

Definicija 1.1.32. Statistika na statistickoj strukturi (Q, ¥, P) jest svaka slucajna velicina
koja je izmjeriva funkcija nekog slucajnog uzorka na toj statistickoj strukturi.

Definicija 1.1.33. Neka je X slucajni uzorak iz populacije s jednodimenzionalnim para-
metrom 6. (1 — a)100%-pouzdan interval za 6 je slucajni interval [0,(X), 0(X)] takav da

je
P@(X)<0<6(X) =1-a. (1.28)
Neka je X = (X1, X5, .., X,,) sluCajni uzorak duljine n,n > 1 iz statistickog modela $ =

{f(-;0) : 8 € B}. Ako je x = (x1, x2, .., X,,) jedna realizacija od X, tada je vjerodostojnost
funkcija L : ® — R definirana sa

L) = L) = fx(x;0) = | | f(xis0), €. (1.29)
i=1

Definicija 1.1.34. Statistika 6 = 8(X) je procjenitelj najvece (ili maksimalne) vjerodostoj-
nosti ako vrijedi

L(H) = max L(61X) (1.30)

Procjenu 8(x) = § nazivamo procjena metodom maksimalne vjerodostojnosti ili krade
MLE (od eng.. maximum likelihood estimate).
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Metoda najmanjih kvadrata

Neka su poznate vrijednosti zavisne varijable Y = (yy, ys,. .., y,) te nezavisne varijable X =
(x1, X2, ..., x,). Prilagodbom jednodimenzionalnog modela linearne regresije, u obliku
Y=00+5X+¢, (1.31)

sumu kvadrata greSaka zapisujemo kao
S (B1.Bo) = D i = Bo = Brx)’.
i=1

Rezultat metode najmanjih kvadrata je vektor koeficijenata 8 = (B, 5,) takav da je
S(B) = min S (B).

Postupak je analogan u viSedimenzionalnom slucaju, kao §to je i objaSnjeno u [8]].
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1.2 Uvod u bootstrap metodu

Pojam bootstrap prvi put se spominje joS u 19. stoljecu kao sinonim za nemogu¢ zadatak.
Kao matemati¢ko podrucje razvija se u 1979. objavom knjige Bradleya Efrona ”Bootstrap
Methods: Another Look at the Jackknife” koji je nadahnuce pronasao u Jackknife metodi.

Neka je y = (v, 2, ..yn) uzorak duljine n koji predstavlja realizaciju slu¢ajnog uzorka
Y,Y,,...,Y,, pri Cemu Y; imaju funkciju gustoce koju oznacavamo s f, a funkciju distri-
bucije s F. Na temelju danog uzorka Zelimo donijeti zakljucak o karakteristici od interesa
dane populacije, 6, koristeci statistiku 7. Vrijednost statistike 7 u danom uzorku oznacavat
¢emo s t. Pretpostavljamo da je statistika 7" definirana te je njezina realizacija ¢ procjena
za nepoznati parametar 6.

Problem od interesa je vjerojatnosna distribucija statistike 7" te razlikujemo dva pris-
tupa rjeSavanju tog problema - parametarski 1 neparametarski. Kod parametarskog modela
postoji odreden matematicki model definiran parametrima ¢ koji potpuno odreduju f. Sa-
mim time 6 je komponenta ili funkcija od . S druge strane, kada ne postoji matematicki
model koji bi odredivao f, takav pristup nazivamo neparametarski te on koristi jedino pret-
postavku da su varijable Y1, ..., Y, nezavisne i jednako distribuirane.

Parametarski bootstrap

Pretpostavimo da je dan parametarski model definiran parametrom i koji opisuje distribu-
ciju iz koje dolazi na$ uzorak Y = (y,y»,..y,). OznacCimo funkciju distribucije sa Fy, a
pripadnu funkciju gustoce sa f,. Koriste¢i metodu maksimalne vjerodostojnosti, iz uzorka
procjenjujemo ¢ sa i te na taj na¢in dolazimo do tzv. fitted modela. Bootstrap uzorkovanje
dalje provodimo oslanjajuci se na F;. Ako su neke vrijednosti parametra ¢ poznate, njih
nije potrebno procjenjivati metodom maksimalne vjerodostojnosti.

U nastavku navodimo primjer procjene greSke za ocekivanje visine populacije dobivene
bootstrap metodom.

Primjer 1.2.1. Prema [21)], prosjecna visina za muskarce u Nizozemskoj je 183.8 cm,
dok je standardna devijacija 7.1 cm. Dakle, funkcija distribucije je, zajedno sa svojim
parametrima, poznata. Simuliran je uzorak 10 ljudi:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1793 185.1 177.8 195.1 186.1 1779 187.2 189.0 187.8 181.6

Statistika koju promatramo je srednja vrijednost. Vrijednost statistike na uzorku je

X =184.7386
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Bootstrap metodom za neki B, simuliramo ukupno B razli¢itih uzorka duljine n = 10 iz
normalne distribucije ¢iji su parametri poznati, N(183.8,7.1%). Za svaki uzorak racunamo
statistiku od interesa T{, T, .., Ty. Da bismo znali koliko je ta procjena dobra za odredeni
broj simulacija B, koristimo mjeru pristranosti i varijance.

biasy =T* -t (1.32)
1 B
varg = =— DT -1y (1.33)

Provedeno je ukupno 8 iteracija za B = 10,50, 100, 300, 500, 1000, 1500. Rezultati su
prikazani na slici

3=
1050100 300 500 1000 1500 1050100 300 500 1000 1500

Slika 1.1: Simulirane vrijednosti za pristranost i varijancu

Primjecujemo kako se bootstrap procjena varijance statistike smanjuje kako se poveca
broj simuliranja B, no takoder vidimo da i dobivene vrijednosti varg i biasg konvergiraju
egzaktnim vrijednostima normalne distribucije kada B — oo. Jedno od pitanja koje se
ovdje namece jest koji je "dovoljno dobar” broj uzorkovanja B? No o ovome Ce biti rijec¢
nesto kasnije.

Neparametarski bootstrap

Pretpostavimo da su Yi, .., Y, nezavisne, jednako distribuirane slucajne varijable s nepo-
znatom funkcijom distribucije F. Kod neparametarskih modela, klju¢na je uloga empirij-
ske funkcije distribucije koja dodjeljuje jednake vjerojatnosti svakoj vrijednosti slu¢ajnog
uzorka. Dakle, funkciju distribucije u ovom slu€aju procjenjujemo koriste¢i empirijsku
funkciju distribucije F:

F(x) _ ﬁ{yjnS y}.
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Empirijska funkcija distribucije ima istu ulogu kao i funkcija distribucije u parametarskom
modelu ¢iji su parametri procijenjeni iz danog uzorka.

Simuliranje podataka koriste¢i empirijsku funkciju distribucije prilicno je jednostavno.
Naime, bududi da su iste vjerojatnosti dodijeljenje svim vrijednostima originalnog uzorka
y = (y1,¥2,--Yu), novo simuliran uzorak y = (¥, ,,..y,) sadrzava iste vrijednosti kao i
uzorak y s mogucim ponavljanjem.

U nastavku iznosimo primjer u kojem se proucava utjecaj veli¢ine uzorka pri koristenju
neparametarske bootstrap metode.

Primjer 1.2.2. Koristimo transformirane podatke preuzete sa [1l].
Ukupan uzorak ¢ini 55 692 pacijenta, no zbog ilustracije uzimat ¢emo prvih nekoliko vri-
jednosti. Prouc¢avamo sljedece varijable:

X = obujam struka pacijenta, mjeren u cm
Y = tjelesna masa pacijenta, mjerena u kg

Jedan od kljucnih indikatora rane dijagnoze dijabetesa tipa 2, kako je objasnjeno u
[22l], jest omjer obujma struka i tjelesne mase. Stoga je statistika od interesa:

_E®

=50 (1.34)

Uzorkovanjem B = 500 puta iz uzorka za razlicite velicine n = 10, 100, 500, 1000,
racunamo statistiku od interesa. Rezultati su prikazi na slici

10

|

100
500
1000

density
density

119 121 123 125 127 010 005 0.00 005 0.10
t Values

(a) Histogram vrijednosti (b) Procijenjene funkcije gustoce

Slika 1.2: Rezultati simulacije neparametarskom bootstrap metodom

Lijevi histogram prikazuje distribuciju dobivenih vrijednosti statistike zan = 100.
Plavom isprekidanom linijom oznacena je vrijednost statistike na danom uzorku.
Desno su prikazane procijenjene funkcije gustoce za T* — t uzimajuci u obzir razlicite
velitine uzorka. Sto je veéi uzorak, vidljivo je da je prilagodba normalnom modelu bolja.






Poglavlje 2

Jednostavna linearna regresija

2.1 Prilagodba modela

Neka je Y varijabla odaziva (zavisna varijabla), a X kovarijata (nezavisna varijabla). Pret-
postavimo da je poznato n vrijednosti tih sluajnih varijabli te ozna¢imo njihove realizacije
Sayi,..., ¥, 1X1,X2,...,X, Jednostavan model linearne regresije dan je sa

Yj:ﬁo+ﬁ1xj'+8j j:1,...,n (21)

pri ¢emu su g; nekorelirane, homeskedasti¢ne greﬁkeﬂ s o¢ekivanjem 0 i jednakom varijan-
com 0. Procjene metodom najmanjih kvadrata za 8 dane su kao

Zj‘:l(xj - X)y;

By =V — B X 2.2
Ss. ., Po=yY-PpiX, (2.2)

Bi =

. v . = _ _1 _ n —_ 2
priemuje X =n" Y x;,aS8S, =2 (x; — X)".
Procjena greske varijance o je

$ = 1 ZZ‘ e, (2.3)
=
pri ¢emu definiramo
ej=y;—fi (2.4)
kao reziduale linearne regresije, a
2= Po+ B (2.5)

'Pod pojmom homoskedasti¢nost gresaka podrazumijeva se jednakost varijance.

15
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kao procijenjene vrijednosti od y; za dani x;.
Osnovna svojstva procjenitelja By, B su

. . (1 %
E@By) = Bo,  var(By) = o |-+ =— (2.6)
n S,
i
A A 0'2
E@B)) = B, var(B)) = S5 (2.7)

Procjenitelji su normalno distribuirani i optimalni ukoliko su greske &; normalno distri-
buirane, a Cesto priblizno normalno distribuirani za druge distribucije greSaka. Ipak, nisu
otporni na veliku “nenormalnost” greSaka. ViSe o ovome moZe se pronaci u [6].

2.2 Pretpostavke linearne regresije

Prilagodba linearne regresije metodom najmanjih kvadrata daje zadovoljavajuce procjeni-
telje u slucaju kada su zadovoljene sve pretpostavke modela. Olako shvacanje vaznosti tih
pretpostavka i njihovo zanemarivanje moze dovesti do katastrofalnih rezultata. Nekonzis-
tentnost procjenitelja, pogreSni intervali pouzdanosti, premale ili prevelike p vrijednosti -
samo su neke od njih. U ovom poglavlju razradene su Cetiri temeljne pretpostavke linearne
regresije pod kojima metoda najmanjih kvadrata daje ispravne, konzistentne procjenitelje.
Ovo poglavlje ve¢inom je inspirirano [10] 1 [[1&]].

e Linearni odnos izmedu varijabla poticaja i odaziva
Pretpostavljamo da je uvjetno ocekivanje greSaka jednako O za bilo koje vrijednosti
nezavisne varijable X. Ovo povlaci to da veza nezavisne varijable X te populacij-
skog ocekivanje varijable Y mora biti linearna. Ako postoji neki nelinearan odnos u
modelu, predikcijske vrijednosti mogu biti potpuno promasene.

e Normalna distribuiranost greSaka

Greske moraju dolaziti iz normalne distribucije. Kao $to ¢emo vidjeti u nastavku,
velika odstupanja od normalnosti mogu prouzrociti brojne probleme pri procjeni
vrijednosti 1 pouzdanih intervala. Normalnost greSaka mozemo provjeriti crtanjem
normalnog vjerojatnosnog grafa reziduala ili koriStenjem statistickih testova (Lilli-
eforsov test, Shapiro-Wilkov test...). Veliki uzorci koji pripadaju distribuciji lakog
repa nisu problematicni - u tom slu¢aju greske su potpuno kontrolirane i zbog snage
centralnog grani¢nog teorema svi rezultati vrijede. Problemi su moguéi kada greske
imaju distribuciju teSkog repa. ViSe o ovome mozZe se naci u [[14].
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o Homoskedasti¢nost gre§akzﬂ
Varijanca greSaka je konstantna za sve vrijednosti nezavisne varijable. Ova pret-
postavka, kombinirana zajedno s prethodnom, povlaci da greske dolaze iz normalne
distribucije s fiksnom standardnom devijacijom. U viSedimenzionalnoj regresiji ne-
jednakost varijance greSaka moze rezultirati preferiranjem odredenog podskupa po-
dataka pri prediktiranju novih vrijednosti. Heteroskedasti¢nost se najces$ée pojavljuje
kod vremenskih podataka gdje varijanca raste s viemenom. Jedan dobar primjer u
praksi naveden je u [4]. Takoder, pretpostavka o zadovoljenosti homoskedasti¢nosti
moZze se provjeriti crtanjem odnosa reziduala i prediktiranih vrijednosti (residual-fit

plot).

e Nezavisnost greSaka
Slucajne greske gy, ..., &, moraju biti medusobno nezavisne. Zakljucci o nezavi-
snosti greSaka najceSée se izvode koristeci graficki prikaz autokorelacijske funkcije.
Zavisnost se Cesto javlja u praksi - kod tzv. clustelﬂ podataka i Cesto kod longi-
tudinalnih podataka. U tim slucajevima koriste se specijalni modeli koji ukljucuju
koreliranost podataka - npr. ARIMA modeli.

Ako su zadovoljene gornje navedene pretpostavke - greSke modela su homoskedasti¢ne,
slu¢ajne i normalno distribuirane ili ako na raspolaganju imamo puno podataka, tada moZemo
parametre modela procijeniti metodom najmanjih kvadrata i rezultati e biti dovoljni dobri.

U ['7]] se iznosi primjer prilagodbe modelu s heteroskedasticnim nenormalnim greSkama
1 objaSnjavaju moguénosti koje nude metode ponovnog uzorkovanja u tom slucaju. Dakle,
za heteroskedasti¢ne, nenormalne, sluc¢ajne greske s nejednakom varijancom rjeSenja me-
tode najmanjih kvadrata nisu dovoljno zadovoljavajuca te alternativu trazimo u metodama
ponovnog uzorkovanja kao Sto Ce biti 1 objaSnjeno u nastavku.

2.3 Svojstva reziduala

Reziduali modela linearne regresije od velike su vaznosti za ispitivanje znacajnosti i pri-
lagodbe modelu linearne regresije. Ponekad su upravo oni ti koji mogu “otkriti” koliko je
dobar ili lo§ model koji smo prilagodili podacima.

Takoder, buduci da daju procjene za sluCajne greSke ¢;, vaznu primjenu pronalaze i u
metodama ponovljenog uzorkovanja.

2U literaturi se &esto upotrebljava i termin homogenost gresaka.
3Podaci su uzorkovani iz jedne odredene grupe, umjesto iz cijele populacije.
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Pod pretpostavkom modela 2.1] reziduale moZzemo zapisati kao

€; = Z ]’lj’kSk, (28)
k=1

pri ¢emu su

(xj — ) (x — X)

S5, (2.9)

hj,k = n_léj,k +

Ovdje je 6% Kronecker delta simbol:

{1, zai=j,
0ij = ..
0, zai#j.

Veli¢ine /;; zovemo poluge i oznacavamo ih krace sa h;. 1z [2.8]i linearnosti mate-
matickog oCekivanja slijedi da

E(e;) = 0. (2.10)

Ako veliCine h; ; posloZimo u matricu i oznaCimo tu matricu sa H, ona se moZze izraziti jo§
ikao H = x(xTx)“xTﬂ pri cemu je x vektor opservacija x = (xy, ..., x,), odakle slijedi

var(e;) = var(y — 9)

= var((I — H)y)
(I — Hyvar(y)(I — H)"
oI - H)*.

Dakle,
var(e;) = o*(1 = h;). (2.11)
Vidimo da, ako su sluCajne greSke &; nezavisne i jednako distribuirane, ostaci e; ne

moraju biti jednako distribuirani. [
Najpogodnije rjeSenje ovog problema jest da transformiramo reziduale e; u oblik u kojem

4U terminologiji pojmova vektorskih prostora H je ortogonalna projekcija na potprostor koji razapinju
stupci matrice X.
3Za viSe intuicije i razumijevanja izraza varijance Citatelja se upucuje na [3].
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oni imaju konstantnu varijancu. S tim ciljem, podijelit ¢emo ih s njthovom standardnom
devijacijom
€j

S R— (2.12)
(02(1 — hy)?

lj

Ovakve reziduale nazivamo studentizirani reziduali. Naziv dolazi iz ¢injenice da, pod
pretpostavkom da greske dolaze iz normalne distribucije s o&ekivanjem 0 i varijancom o2,

oni slijede studentovu distribuciju sa (n—2) stupnjeva slobode, kao Sto je 1 pokazano u [[19]].

Takoder, postoje i razne druge transformacije reziduala s ciljem detekcije strSecih vri-
jednosti. ZnatiZeljne Citatelje upuéujemo na poglavlje 10 u [17].

Modificirani reziduali su identi¢ni studentiziranim rezidualima, ali bez dijeljenje uzoraCkom
standardnom devijacijom. U mnogim primjerima u ovom radu koristit cemo upravo njih

Vi —Hj

S b (2.13)
(1-h;)*

Ty

U praksi Q-Q dijagranﬁ modificiranih reziduala veoma jasno ¢e otkriti oite ekstremne
vrijednosti i/ili nenormalnost slucajnih greSaka.

2.4 Alternativni pristupi linearnoj regresiji

Potreba za prilagodbom modela linearne regresije moze se pojaviti i na druge nacine kao
Sto je opisano u [15]. Vaznost tih rezultata je u tome Sto sluze kao temelj za razvijanje
bootstraping metoda.

Bivarijantna distribucija F(X,Y)

Parove podataka (x;,y;) promatramo kao da pripadaju bivarijantnoj distribuciji F(X,Y).
Pretpostavljamo da je uvjetno ocekivanje od Y uz dani X = x, linearno po x.
Iz pretpostavke linearnosti, imamo

E(Y1X) = B1X + fo,

pri ¢emu su Sy, 8; realni brojevi. Uzimanjem matematickog ocekivanja s obje strane
dobijemo

E@EYIX) =gEX + B0 = py = Bipx + Bo.

SGrafi¢ki prikaz teorijskih kvantila neke distribucije u ovisnosti o uzora¢kim kvantilima danog uzorka.




20 POGLAVLIJE 2. JEDNOSTAVNA LINEARNA REGRESIJA

Iz definicije kovarijance slijedi
Cov(X,Y) = poxoy. (2.14)
S druge strane, iz za Z = X imamo

Cov(X, Y) = E(Cov(X, Y|X)) + Cov(IE(X|X), E(Y|X))
=0+ Cov(X, By + 1 X)
= Bio3. (2.15)

IzjednaCavanjem i dobivamo

g
oy =poxoy = fr=p—. (2.16)
Y

Konacno, uvrStavanjem svih gornjih rezultata, slijedi

EY|X) = 81X + Bo = 1 X + uy — Biux
=py + B (X — )

g
= py +p—(X = px). (2.17)
Ox
Dakle, linearna regresija javlja se u smislu linearnosti uvjetnog ocekivanja od Y,

EYX = x) = py +v(x = ), Y = 0oylo, (2.18)

pri cemu su p, = E(X), u, = E(Y), oﬁ = var(X) te oy, = cov(X, ).
Uvjetno ocekivanje u[2.18] odgovara ocekivanju definiranom u 2.1} ako stavimo

Bo = Hy — Vi, Bi=y.

Dakle, parametar 8 = (8, 51)T u ovom slu¢aju je funkcija prvog i drugog momenta funkcije
distribucije F(X, Y).

Niz distribucija F,

Drugi nacin na koji moZemo pristupiti problemu prilagodbe modela jest da za svaku to¢ku
x vrijednost varijable odaziva Y, promatramo kao da pripada distribuciji F,(y), Cije je
ocekivanje u(x) = By + B1x, a varijanca o2(x).
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Ocito je By = u(0) te je B linearna kombinacija u(x;), u(xz), . . . , u(x,), odnosno:

_ 2.(xj = Du(x))

B 35,

(2.19)

Za jednostavnu linearnu regresiju u kojoj su greSke homoskedasti¢ne, ako ozna¢imo sa
G distribuciju slucajnih greSaka s ocekivanjem nula i varijancom O'ZE], mozemo koristiti

F.(y) = Gly — u(x0)}. (2.20)

Dakle, kako bismo mogli primijeniti ovaj pristup, potrebno je odrediti distribuciju F,
koriste¢i[2.20] To radimo s pomocu distribucije slucajnih greSaka te procijenjenih vrijed-
nosti za x koje racunamo koriste¢i parametre dobivene metodom najmanjih kvadrata. No,
ostaje pitanje kako procijeniti distribuciju sluajnih greSaka jer su one nepoznate.

2.5 Uzorkovanje podataka

Uzorkovanje podataka linearne regresije je nacin koriStenja bootstrap metode za procjenu
greske procjenitelja linearne regresije.

Ako pretpostavimo da podaci za koje prilagodavamo model, dolaze iz bivarijantne dis-
tribucije F(X, Y), kao §to je objasnjeno u prvom dijelu 2.4] koeficijenti su tada funkcije od
F definirani u

U tom slucaju ne pretpostavlja se normalnost slucajnih greSaka ¢;, ve¢ samo njihova
nezavisnost. Za bivarijantnu distribuciju F(X, Y) uzimamo empirijsku funkciju koja pri-
daje jednake vjerojatnosti svakom paru podataka.

U svakom koraku metode, nakon prilagodbe modela novo uzorkovanim podacima, ko-
eficijenti se ponovo racunaju metodom najmanjih kvadrata. Cijeli postupak opisan je algo-
ritmom 11

7Zbog pretpostavke o homoskedasti¢nosti gresaka vrijedi da je o(x) = o
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Algorithm 1 Uzorkovanje podataka za linearnu regresiju
I: forr=1,...,Rdo

2:  Odaberi ij,. .., i, nasumi¢no s ponavljanjem iz skupa {1, 2,3, ..., n}.

3 for j=1,...,ndo

4 Neka je x? = Xi:.

5: Neka je y; = Yis-

6: end for

7. Prilagodi linearni regresijski model metodom najmanjih kvadrata za podatke
X7, ¥, ..., (x;,y,) te zapamti procijenjene koeficijente ,Bar, ﬁ?r, sy

8: end for

Primjer 2.5.1. Opisanu metodu testiramo za set podataka Mammalsﬂ

Dani su podaci za n = 62 sisavca, prikazi na lijevoj strani slike Graficki je tesko
ocitati linearan odnos ovih podataka, stoga je ocita potreba za transformacijom podataka,
koju radimo logaritmiranjem. Varijable od interesa su:

X = log (tjelesna masa)

Y = log (masa mozga)

Transformirani podaci prikazani su na desnoj strani slike|2.1

ain)

log br
'3

4000 6000 5 o
body log(body)

(a) Stvarni podaci (b) Logaritmirani podaci

Slika 2.1: Podaci za prilagodbu modela linearne regresije

Standardna analiza podataka sugerira blagu heteroskedasticnost, sto se moZe naslutiti
i iz grafickog prikaza. Kao $to je prikazano lijevo na slici 2.2} analiza reziduala i crtanje
q-q dijagrama, potvrdujemo da greske slijede normalnu distribuciju jer se tocke grupiraju
oko pravca y = x. Takoder, uoc¢imo kako greske pripadaju distribuciji lakog repa.

8Gotovi podaci su preuzeti iz R-ovog MASS paketa.
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Analiza poluga prikazana je na desnoj strani slike [2.2} Poluge su mjere osjetljivosti
procjenjenih vrijednosti $; s obzirom na promjenu opaZene vrijednosti y;. Sto je poluga
veca, utjecaj pojedine opaZene vrijednosti na predvidenu vrijednost je veci. Vidimo da u
nasem slucaju nemamo velikih poluga. Vecina poluga ima vrijednost manju od 0.05.

Uzoratki kvantil
s,

Modificirani reziduali

] i H 003 06
Teorjski kvantil Poluge

(a) Usporedba s kvantilima normalne (b) Prikaz poluga
distribucije

Slika 2.2: Analiza reziduala

Procjene parametara za prilagodbu modela linearne regresije dobivene metodom naj-
manjih kvadrata transformiranih podataka iznose:

Bo =2.135
Bi =0.752. (2.21)

Uzorkovanjem podataka i koristenjem algoritmall|dobiveni su sljedeci rezultati za R =

10005

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 2.3: Histogram bootstrap procjenitelja

9Za svaku simulaciju koristi se sjeme 1234.
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Uocava se normalna distribucija procjenitelja, iako nesto slabija nego kod prve me-
tode. To pokazuje i izracun 5%-tnog i 95%-tnog kvantila studentiziranih vrijednosti koji
malo vise odudara od normalnih kvatila +1.645:

ZEkSI) = _1.584274
Zos0) = 1.696133.
Takoder, u nastavku su prikazani rezultati dobiveni za razlicit broj iteracija. Srednja

standardna greska se i dalje stabilizira kako broj iteracija raste. Kod koeficijenta smjera
ona je veoma blizu teorijskoj standardnoj greski.

H Broj iteracija Boostrap procjena Procjena greske H

10 2.126913 0.09477578

50 2.147071 0.09637237

100 2.144384 0.09541812

500 2.134127 0.0961766

1000 2.136078 0.09489997
5000 2.135607 0.09504343
10000 2.137028 0.09534211

(a) Rezultati (b) Standardne greske

Slika 2.4: Uzorkovanje podataka za koeficijent odsjecka

H Broj iteracija Boostrap procjena Procjena greske H

10 0.7512889 0.02723744

50 0.7570667 0.02900617

100 0.7494114 0.02876875

500 0.7509109 0.02898799

1000 0.7499268 0.02838711

5000 0.7515415 0.0285074
10000 0.751482 0.02855627 £

(a) Rezultati (b) Standardne greske

Slika 2.5: Uzorkovanje podataka za koeficijent smjera
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2.6 Uzorkovanje greSaka

Kako bismo iskoristili neSto modificiraniju metodu ponovljenog uzorkovanja za linearnu
regresiju, identificirat ¢emo model od interesa na malo drugaciji nacin.

Ako su greske u|2.1|uistinu homoskedasti¢ne, tada one dolaze iz to¢no jedne, odredene
distribucije. Uzmemo li da su x; fiksni, primjenjiv je drugi alternativni pristup definiran u
[2.4] pri ¢emu je G zajednicka distribucija greSaka. Na model F gledamo kao na niz dis-
tribucija F, za svaki xy, .., x, definiranih u[2.20] U praksi za koriStenje resampling metoda
pripadne funkcije distribucije ', procjenjujemo koristeéi regresijske procjene |’ za u(x s
a procjenu za G dobivamo iz reziduala.

Kod parametarskog uzorkovanja pretpostavljamo da nam je poznata distribucija iz koje
dolaze greske. Na primjer, pod pretpostavkom normalnosti, jedan od moguéih kandidata
je N(0, s?), pri emu je s kao u no naravno da su u tom slucaju dostupni i teorijski
rezultati, pa metoda uzorkovanja nije zanimljiva.

Za neparametarski pristup, koji nam je vise od interesa, potrebna je generalizacija em-
pirijske funkcije distribucije. Slucajne greSke &£; su nepoznate te samim time koriStenje
njihove empirijske funkcije distribucije nije moguce. Ideja je, buduéi da umjesto nepoz-
natih greSaka &; na raspolaganju imamo njihove procjene - reziduale e}, iskoristiti njihovu
empirijsku funkciju distribucije kao procjenu za G.

Ipak, za potpunu konzistentnost preporuca se koriStenje modificiranih reziduala r;, de-
finiranih u[2.13} zbog podudarnosti njihove varijance s varijancom slu¢ajnih greSaka,

yi—Hj

Var(r)) = Var( ): 1 L2 -hy =,

_hj

pri ¢emu smo koristili izraz za varijance reziduala izraCunat uf2.11

Takoder, 1z pretpostavke da G ima ocekivanje 0, kao kona¢nu procjenu za G koristimo
empirijsku funkciju distribucije od r; — 7, pri Cemu je 7 prosjek od r;. Tako definirani
modificirani reziduali ocito imaju ocekivanje O te njihovu emprijsku funkciju distribucije
oznalavamo sa G, naglasavajuéi da je ona procjena za G.

1Pod pojmom regresijska procjena mislimo na vrijednosti (x;) definirane u
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Za koriStenje metoda ponovnog uzorkovanja model koristi isti dizajn kao 1 prije, do na
sitnu modifikaciju. Dakle, i dalje koristimo x;* = x;, dok za uvjetnu distribuciju od Y;* za
dani x;* koristimo procjenu od 2.1} odnosno,

yj =[d;+ gj. j=12,..,n, (2.22)

pri cemu je (i = Bo + i x; te &7 nasumicno uzorkovan iz funkcije distribucije G. Cijeli
postupak opisan je algoritmom

Algorithm 2 Uzorkovanje greSaka za linearnu regresiju
1: forr=1,...,Rdo
22 forj=1,...,ndo

3 Neka je x; = x;.

4: Nasumicno izaberi 8j izri—7,...,r,—T.

5

6

7

Neka je y’ = Bo +,8A1x;". +&.
end for
Prilagodi linearni regresijski model metodom najmanjih kvadrata za podatke

*

x1,¥]), ..., (x,,y,) te zapamti procjene za ,BSJ, IBT,r’ Sy
8: end for

Nakon dobivenih R bootstrap procjena iz gornjeg algoritma bootstrap procjenitelj do-
biva se koristeci zakon velikih brojeva,

A

'“+ﬁ(>;,R

Bo1 *+Boa

By = : (2.23)

A

'“+ﬁ>1k,R

By +h

x|+ x|+

2

pi = (2.24)

Pokazimo jo$ kako se ocekivanje i Varijanc procjenitelja koeficijenta odsjecka f3;
ponasa u skladu s teorijskim rezultatima. Bootstrap procjenitelj koeficijenta odsjecka moze
se zapisati kao

o (X = X)y;

x(x; — X
Bi== -
DY ETEESE

2.25
S5, (2.25)

:ﬁ1+

"TOvdje se promatra oekivanje i varijanca s obzirom na distribuciju uzorka, $to je naglaseno oznakom
zvjezdice.
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o 2(rj=7) o A
Budu¢i da je I5*(&}) = ————— = 0, slijedi da je I5*(8)) = B.

n

L Xy .. s

Takoder, iz var*(e j) = ————zasvaki j=1,...,nslijedi
n

Y(x; — X)*var(s?)
var'(8)) = = Zo=nt Y (- PSS (2.26)

52

Buduéi da je n™' ¥(r; = 7> = (n = 2)"' Y &j = 5%, slijedi da je [2.26| jednaka %, Sto je
upravo pokazano u 2.7/}

Primjer 2.6.1. Na istom setu podataka kao i u primjeru testirana je metoda uzorko-
vanja greSaka za procjenu koeficijenta. Koristen je algoritam[2]i programski kod naveden
ul3] Simulacije su provedene za R = 1000 iteracija te su dobiveni sljedeci rezultati:

) o
5
o Mﬁlﬁ ] THHWHJHH”\U P )JL,%W M
] ' ‘ ‘ ‘ ‘ | ]
2o 2 ods ol obo

22 o0 05
Intercept_Estimates Slope_Estimates

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 2.6: Histogram bootstrap procjenitelja

Isprekidanom linijom prikazana je srednja vrijednost dobivenih procjenitelja. Lako se
uocava da bootstrap procjenitelji zadovoljavajuce prate normalnu distribuciju.

Racunanjem 5%-tnog i 95%-tnog kvantila studentiziranih procjenitelja dobivene su
sljedece vrijednosti:

Z?Sl) = _1.679263
Z;950) = 1.674070,
Sto je pribliZno jednako normalnim kvantilima, koji iznose +1.645.

Dakle, ocekivano, za veci broj podataka i lijepe” greske rezultati uzorkovanja se podu-
daraju s teorijskim metodama.

120znaka = koriitena je u smislu aproksimativne jednakosti, odnosno, jednakost se postize kako n — co.
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Metoda je isprobana i za razlicit broj iteracija te su u nastavku navedene dobivene
vrijednosti. Crvenom isprekidanom linijom oznacena je teorijska vrijednost navedena u
2.21} Uocimo kako se srednja standardna greska stabilizira za veci broj iteracija, $to je
posebno vidljivo u slucaju koeficijenta smjera.

H Broj iteracija Boostrap procjena Procjena greske H

10 2.151778 0.09588173

50 2.161196 0.09394577

100 2.126542 0.09482071

500 2.130905 0.09583942

1000 2.136133 0.09549899
5000 2.134965 0.09524924 g
10000 2.133488 0.09520729 By

(a) Rezultati (b) Standardne greske

Slika 2.7: Uzorkovanje gresaka za koeficijent odsjecka

H Broj iteracija Boostrap procjena Procjena greske H

ja za koeficijent smiera

10 0.7412849 0.02689087
50 0.7437914 0.02863644 E
100 0.7525952 0.02871952 ;
500 0.7496104 0.02856015 ;.
1000 0.750452 0.02850296 3
5000 0.7515415 0.02851813 § ocano-
10000 0.7521315 0.02852106 £
(a) Rezultati (b) Standardne greske

Slika 2.8: Uzorkovanje greSaka za koeficijent smjera

Usporedba metoda

Budu¢i da imamo dva razlicita pristupa uzorkovanja za linearnu regresiju, pitanje koje se
namece samo od sebe jest: Koja bootstrap metoda je bolja? Postoje vazne razlike izmedu
njih, kao Sto je to istaknuto u [9]. Svakako odgovor ovisi o tome koliko su ’jako” nase
pretpostavke zadovoljene - koliko vjerujemo svom modelu?

Prva vazna razlika jest da, ako uzorkujemo podatke, ne pretpostavljamo homoske-
dasti¢nost varijance - StoviSe, ¢ak ne pretpostavljamo ni da je uvjetno ocekivanje od Y,
uz dani X = x, linearno. U tom pogledu pruZa se prilika za otpornost modela na heteroske-
dasti¢nost greSaka, no ostajemo bez efikasnosti rezultata ako se ispostavi da je varijanca
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konstantna. Uzorkovanje podataka najcesce se preporuca kada su pretpostavke modela
slabe i ne dovoljno pouzdane.

Druga vaZna razlika jest da uzorkovanjem podataka, buduci da u svakoj iteraciji oda-
biramo sluCajne vrijednosti za xj, ..., x,, svaki uzorak sadrzava drugacije informacije za
danu populaciju. Sto znagi da ée varijabilnost u uzorkovanju X}, ..., X, uzrokovati varijabil-
nost u informacijama dane populacije. No za velik broj podataka ovaj nedostatak najcesce
nece biti od vaZnosti.

Kod uzorkovanja gresaka u algoritmu ostavljamo iste vrijednosti varijable X, Sto auto-
matski smanjuje varijabilnost. Pretpostavke koje moramo zadovoljiti su ”jace” - linearnost
1 homoskedasti¢nost, no dobiveni intervali pouzdanosti su uZi nego kod uzorkovanja poda-
taka. Detaljnija usporedba ovih metoda istaknuta je u [2].

Napomenimo jo$ da u slucaju koreliranosti greSaka nijedna od ovih dviju metoda nece
dati dobre rezultate.

U istaknutim primjerima vidljivo je da metoda uzorkovanja greSaka daje nesto bolje re-
zultate. Za najveci broj iteracija standardna greska je manja u metodi uzorkovanja greSaka
tek u petoj decimali. Bootstrap procjenitelji koeficijenata su takoder “normalniji” u metodi
uzorkovanja greSaka.
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2.7 Nekonstanta varijanca - uzorkovanje greSaka
razlicitih tezina

U mnogim primjenama prilagodbe linearnog modela ispostavlja se da su greSke heteroske-
dasti¢ne - nemaju konstantnu varijancu. Ako uspijemo tu varijabilnost objasniti i modeli-
rati, bootstrap metode ostaju i dalje primjenjive prilikom procjene.

Podrazumijeva se da na pocetku koristimo metodu najmanjih kvadrata, identi¢no kao i u
poglavlju[2.1

Poznata funkcija varijance

Pretpostavimo da je u za slucajnu greSku &; u tocki x = x;, poznata varijanca 0'§ =
kV(x;) ili oﬁ = kV(u;), pri ¢emu je V(-) poznata funkcija. Skalar x moguce je procijeniti,
no to nam nije od interesa u ovom trenutku.

Ideja kojom se Zelimo rijesiti heteroskedasti¢nosti je vrlo jednostavna. Modificirane re-
ziduale dodatno skalirati vrijednostima poznate funkcije varijance kako bismo postigli
barem pribliZnu homoskedasti¢nost. Novi reziduali su:

_ o YiTH
V() = hy)?
Nakon oduzimanja srednje vrijednosti 7 empirijska funkcija ovako definiranih reziduala

posluzit ¢e kao funkcija distribucije G skaliranih, homoskedasti¢nih sluCajnih gresaka ¢; u
modelu

Vi Hj

rj=——— ili r (2.27)
V(x,)(1 - h))>

Y;=Bo+pBix; + V%6, (2.28)

pri cemu je V; = V(x)) ili V = V(u;). Algoritam 2] modificiramo na sljedeci nacin:

Algorithm 3 Uzorkovanje greSaka sa nejednakom varijancom za linearnu regresiju
forr=1,...,Rdo

1:

2 for j=1,...,ndo

3: Neka je x7 = x;.

4 Nasumicno izaberi 6’;. izr—7r,...,r,—T.

5 Neka je Vi=Yi=Bo+pix;+ V;/zdj, pri Cemu je V; = V(x;)ili V = V(u;), ovisno

o zadanim pocetnim podacima.

6: end for
7.  Prilagodi linearni regresijski model metodom najmanjih kvadrata za podatke
(x1, ¥1)s - - -5 (3, ) te zapamti procjene za 3 ., B} . S;.

8: end for
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Divlji bootstrap

Sto ako je funkcija varijance sluajnih gresaka V(-) nepoznata? Ako postoji obrazac hete-
roskedasti¢nosti kod velikog skupa podataka, postoje metode kojima se njezine vrijednosti
mogu modelirati koristeci vrijednosti reziduala. Na primjer, crtajuci graf apsolutnih vrijed-
nosti modificiranih reziduala r; 1 procijenjenih vrijednosti fi;. Ovaj pristup dobro prolazi
ako u pozadini postoji jasna monotona veza izmedu varijance sa x ili p.

No ako nije jasno na koji se naCin ostvaruje heteroskedasti¢nost, rjeSenje ponovno nude
metode ponovljenog uzorkovanja pokusavajuci dati lokalnu procjenu varijance greske.

Takav “maksimalno” lokaliziran pristup naziva se divlji bootstrap te procjenjuje vari-
jancu iz svakog reziduala individualno. Koristi se isti algoritam kao 1 prije, algoritam
jedino Sto j-tu greSku uzorkujemo iz specifi¢ne distribucije, raspodijeljenje u dvije tocke:

Va+1
25
V5 +1
25

pri ¢emu su e; = y; — fi; reziduali. Prva tri momenta ovako definirane distribucije su 0,
2 3
e, e
Rezultati su zadovoljavajuéi, no tek se u ovom stoljecu, pojavila ideja za novu, jednostav-

niju i efikasniju funkciju distribucije:[E]

Ple; = ¢;(1 - V5)/2} =

Ple; = e;(1+ V5)/2} =1 -

Ple: = -1} = -. (2.29)

O tome koliko je ovako definirana funkcija distribucije vazna za divlji boostrap kod
heteroskedasticnog modela, pruzajuci bolje rezultate ¢ak i od algoritma uzorkovanja poda-
taka, govori rad [11].

13U literaturi se Cesto koristi i naziv Rademacher distribucija.






Poglavlje 3

ViSedimenzionalna linearna regresija

U ovom poglavlju prosirujemo model jednostavne linearne regresije definiran u 2] Proma-
tramo viSe kovarijata:

Y = Boxjo +Bixji + -+ Bpxjp + &) j=1,....n, (3.1)
gdje je xjp = 1 za koeficijent odsjecka razli¢it od nule. U vektorskoj formi model glasi:
Y; = ij-ﬁ + &j, (3.2)
pri Cemu je xt = (xjo, Xj1, - -5 X)p).
Matri¢na reprezentacija modela u kojoj oznacavamo sve vrijednosti varijable odaziva

kao Y7 = (Y}, Y>,...,Y,), glasi
Y=XB+¢ (3.3)

pri cemu je X = (x|, X2,...,x,) te &l = (&1,...,&,).

Kao 1 prije, pretpostavljamo da su varijable Y; nezavisne. U puno pogleda bootstrap
analiza viSedimenzionalnog linearnog modela jednostavno je proSirenje bootstrap analize
jednostavnog modela i opisanih algoritama u 2]

Ipak, neke situacije zahtjevaju dodatnu pozornost:

e procjena toCnosti predikcije prilagodenog modela

e velika vrijednost parametra p u odnosu na n - relativno puno varijabli odaziva, no
mala duljina uzorka

e selekcija "najboljeg” modela - biranje podskupa kovarijati koje najbolje opisuju va-
rijablu odaziva.

33
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3.1 Bootstrap uzorkovanje za metodu najmanjih
kvadrata

Metoda najmanjih kvadrata daje procjene za vektor koeficijenata
B=X"X)"X"y. (3.4)
Procijenjene vrijednosti su it = Hy, pri ¢emu je H matriczﬂ koja se rauna kao
H=XX"x)"'xT. (3.9)

Dijagonalne elemente /; krace oznaCavamo kao /1 zovemo poluge. Reziduale raCunamo
kao
€e={U—-H)y. (3.6)

Pod pretpostavkom homoskedasti¢nosti slu¢ajnih gresaka, procjena varijance za 3 je
var(B) = s2(XTX)!, (3.7)

pri ¢emu je s? jednak (n — p — 1)~ 'ee.
Aproksimacija varijance se moZe poboljSati kao i prije koriste¢i modificirane reziduale
e .
-4 (3.8)
(1 - ]’lj)E

T

Problem velikog broja kovarijata u odnosu na veli¢inu uzorka

Odredene poteskoce javljaju se u obje bootstrap metode - metodi uzorkovanja greSaka i
metodi uzorkovanja podataka u slu¢ajevima kada je vrijednost parametra p velika u odnosu
na n - veli¢inu uzorka. U nastavku je izloZen ekstremni primjer takve situacije preuzet iz
[L15].

Primjer 3.1.1. Neka je zadano ukupno m razlicith uzorka duljine n = 2. Matrica dizajna

ima p = m stupaca te n = 2m redova, pri Cemu je xy;i_1; = X2;; = 1, inace x;; = 0, odnosno
1 00 ... 00
1 00 00
010 00

x=|0120 0 0], (3.9)

(e
]
[E—

o

00

)
—_

'Matrica H se Cesto u literaturi naziva hat projektor.
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Procjene koeficijenta su:

A~ 1 _
Bi= E(yZi +yu-1), i=1,...,p. (3.10)
Procjene reziduala iznose:
1 1
ej:(_l)jE(YZi_)’Zi—l), hj= ok Jj=2i-12i, i=1,...,p. (3.11)

Empirijska funkcija distribucije reziduala, cak i onih modificiranih, moZe jako odudarati
od stvarne funkcije distribucije greSaka. Metoda uzorkovanja podataka ce dati zadovolja-
vajuce procjene ako su slucajne greske homoskedasticne. Metoda uzorkovanja podataka
nece funkcionirati u slucaju kada u uzorku nedostaju y,.;, y2i12 zato sto se tada koeficijent
iz ne moZe izracunati. Sanse da se to dogodi su 48% za m = 5, dok se za m = 20
povecavaju na 96%. Ovo se moZe popraviti tako da se u metodi maknu svi bootstrap uzorci
u kojima je f. | + f5. = 0, za svaki i.

Zanimljivo je da se poteskoce uocene u gornjem primjeru mogu uociti i u opéenitim
situacijama - za kombinacije ¢, pri éemu c leZi u potprostoru koji je razapet svojstvenim
vektorima koji pripadaju malim svojstvenim vrijednostima matrice X’ X. Metoda uzor-
kovanja greSaka ¢e dati zadovoljavajuce rezultate za procjenu standardne greske, no za
racunanje pouzdanih intervala za koeficijente ili predikciju bootstrap distribucija nece biti
ni priblizno normalna. Sto se ti¢e metode uzorkovanje podataka, ako je matrica X*7 X*
blizu singularne, bootstrap procjene standardnih greSaka mogu biti lazno uvecane kao Sto
je pokazano u primjeru (3.1.2

Jedno od mogudih rjeSenja moze biti da odbacimo sve bootstrap uzorke u kojima je
najmanja svojstvena vrijednosti od X*7 X* manja od najmanje svojstvene vrijednosti X7 X.
Alternativno rjeSenje jest da se gleda samo polovica uzorka - oni koji se grupiraju oko naj-
manje svojstvene vrijednosti matrice X.

Sve ove tvrdnje potkrijepljene su primjerom u nastavku.

Primjer 3.1.2. Podaci izloZeni u poznati su u literaturi kao klasi¢an primjer visoko
koreliranih podataka (koeficijenti koreliranosti dani su matricom korelacije u[3.2)). Svaka
od ukupno Cetiri kovarijate predstavlja postotak jedne od sastavnice betona.

Najmanja svojstvena vrijednost od X' X iznosi

A =0.001218 (3.12)
te pripada svojstvenom vektoru

v =(0.99,-0.01,-0.01,-0.01, -0.01). (3.13)
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X1 X2 X3 X4 Yy
1 26 6 60 78.5
2 1 29 15 52 743
3 11 56 8 20 1043
4 11 31 8 47 876
5 7 52 6 33 959
6 11 55 9 22 109.2
7 3 71 17 6 102.7
8 1 31 22 44 725
9 2 54 18 22 93.1
10 21 47 4 26 1159
11 1 40 23 34 838
12 11 66 9 12 1133
13 1 68 8 12 1094

Tablica 3.1: Podaci o cementu

X1 X2 X3 X4 X5
x; | 1.0000000 -0.9678114 -0.9977521 -0.9768711 -0.9982531
xy | -0.9678114 1.0000000 0.9510277 0.9860529 0.9568429
x3 | -0.9977521 0.9510277 1.0000000 0.9623849  0.9979076
x4 | F0.9768711 0.9860529 0.9623849  1.0000000 0.9658978
x5 | -0.9982531 0.9568429 0.9979076  0.9658978  1.0000000

Tablica 3.2: Matrica korelacije

Teorijske i bootstrap standardne greske procijenjenih koeficijenta dane su u tablici
U prvom redu prikazane su teorijske vrijednosti. U drugom redu prikazani su rezultati do-
biveni uzorkovanjem gresaka koji se vise-manje slazu s teorijskim, kao sto smo i ocekivali.
Uzorkovanje podataka daje vece standardne greske nego inace. Uzrok tomu moZe se naci
u objasnjenju slika[3.1] 3.2

Na slikama je prikazan odnos bootstrap procjene pojedinih koeficijenata te najmanje
svojstvene vrijednosti matrice X'*X*. Vertikalnom plavom linijom oznacena je vrijednost
najmanje svojstvene teorijske vrijednosti[3.12] Crvenom horizontalnom isprekidanom li-
nijom oznacena je teorijska procjena koeficijenata te su oznacene linije pouzdanog inter-
vala + dvije standardne greske. Na svakom grafu uocava se isti obrazac. Varijabilnost
u procjeni bilo kojeg od koeficijenata povecava se smanjenjem svojstvene vrijednosti. To
sugerira ideju “izostavljanja” najmanjih svojstvenih vrijednosti te promatranje “novog”
bootstrap uzorka. Rezultati takvog pristupa prikazani su u zadnjem redu tablice 3.3} Od-
mah vidimo vecée poklapanje s teorijskim rezultatima.
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2a koeficijent beta_1

Bootstrap procjena

koeficijent beta_3

Bootstrap procjena za

Bo Bi B Bs P
Teorijska procjena 70.07 0.74 0.728 0.75 0.71
Uzorkovanje greSaka za R = 999 68.20 0.72 0.70 0.72 0.69
Uzorkovanje podataka zaR =999  123.17 1.33 1.28 130 1.27
Uzorkovanje podataka, srednjih 500 69.48 0.76 0.72 0.76 0.70
Uzorkovanje podataka, najvecih 800 62.86 0.69 0.65 0.68 0.64

Tablica 3.3: Standardne greske koeficijenata

2a koeficijent beta_2

Bootstrap procjena

00005 0.0000 00005

0.0010 015
Najmanja svojstvena vrijednost

(a) Koeficijent §;

0.0010 0.0015
Najmanja svojstvena vrijednost

(b) Koeficijent 3,

Slika 3.1: Usporedba bootstrap procjenitelja i najmanjih svojstvenih vrijednosti.

koeficijent beta_a

Bootstrap procjena za

00005 0.0000 00005

0.0010 0.0015
Najmanja svojstvena vrijednest

(a) Koeficijent 33

0.0010 0.0015
Najmanja svojstvena vrijlednest

(b) Koeficijent B4

Slika 3.2: Usporedba bootstrap procjenitelja i najmanjih svojstvenih vrijednosti.

37
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3.2 Predikcija

Nakon prilagodbe modela linearne regresije postavlja se pitanje predikcije novih vrijed-
nosti. Konkretno, zanima nas procijenjena vrijednost za Y, ako je vrijednost ulazne kova-
rijate x,. Voljeli bismo opisati prediktiranu vrijednost pouzdanim intervalom. Dok se za
procjenu x! 8 mogu koristiti sli¢ni algoritmi uzorkovanja kao i za bootstrap koeficijente, za
Y, je potrebno simulirati dodatnu varijabilnost - onu u odnosu na x’ 3.

Predvidamo vrijednost Y, = x’ 8+ &, koriste¢i vrijednost Y, = xf[? Za slu¢ajnu gresku
&, pretpostavljamo da je nezavisna te da dolazi iz iste distribucije kaoi gy,...,&, .

Za procjenu distribucije greske predikcije

6=V, -V, =B~ ("B +e,) (3.14)
koristimo distribuciju od
6 = (I — (X1 + &), (3.15)

pri ¢emu je &} uzorkovan iz distribucije G, a * je simuliran vektor procjena dobiven
uzorkovanjem gresaka. Ovakav pristup pretpostavlja homoskedasti¢nost sluc¢ajnih greSaka.
Prvi korak je izraCunati modificirane reziduale, a nakon toga za svaki uzorkovani vektor
dobivenih procijenjenih bootstrap koeficijenta 8* ratunamo Algoritam je dan u nas-
tavku.

Algorithm 4 Predikcija u linearnoj regresiji
1: forr=1,...,Rdo

2:  Simuliraj vrijednosti varijable odaziva y; koriste¢i[2.22}

3. Izracunaj procjene koeficijenata 8 = (X7 X)~!XTy?;

4 form=1,...,Mdo

5: NasumiCno izaberi &', izr = F,...,r, =T

6 Izralunaj gresku predikcije 67, = (XI5 — (xIB* + &7,)).
7:  end for

8: end for

Moze se koristiti M = 1. Svrha uvodenja parametra M jest da RM bude dovoljno velik
za procjenu svojstva o”.

Srednje kvadratna greska predikcije je procijenjena koristeci uzorkovanu srednje kva-
dratnu gresku

RM)™ > (87, = 8 (3.16)
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Ono §to je pozeljnije izraCunati jest (1 — 2a)% pouzdani interval za Y, .
Za to su nam potrebni @ i (1 — «) stvarni kvantili predikcijske greSke 6. Uz oznake
spomenutih kvantila a,, a;_,, pouzdani intervali predikcije su sljedeéi:

[_)A}+ — Al-q> j\)+ - a(l]'

No egzaktni kvantili, kao 1 funkcija distribucije, nepoznati su. Zato se sluZimo empi-
rijskim kvantilima izraCunatih procjena greSaka predikcije 6* dobivenih iz |4} ¢iji redoslijed

oznacavamo 6, < --- < 6, . Dakle, bootstrap pouzdani intervali su dani kao

[5’+ - 6>(kRM+1)(l—a)’ 5’+ - 6E<RM+1)(Z]'

Ovo jest analogan pristup kao bootstrap metodi uzorkovanja za pouzdane intervale.
Istaknimo na kraju joS$ jednu sitnu modifikaciju koja omogucéava nesto bolje rezultate.
Ispostavlja se da je bolje u praksi koristiti studentiziranu predikcijsku gresku

pri ¢emu je S korijen iz srednje kvadratne greske reziduale linearne regresije. Objasnjenje
je isto kao 1 kod bootstrap metoda za pouzdane intervale u poglavlju 5.2. 1 5.4 literature
[15]. Simulirane vrijednosti su

5*
« _ orm
Zr,m - H

*
Sr

izracunate u drugom koraku algoritmafd] TraZeni @ i (1—«) kvantili od Z su procijenjeni
koriste¢i ponovo empirijske kvantile, redom szM e 1 z’(“RM (1)’ pri Cemu su z’(“l) <--- L
Z(gay POTedani redom.

Konacno, studentizirani bootstrap predikcijski interval za Y, jest

[9+ = Zrmeni-ay I+ — Zrm1ral- (3.17)

Primjer 3.2.1. Tablica[3.4|sadrzi podatke o troskovima za reaktore s hladenjem na obi¢nu
voduﬂ Logaritam troska, mjeren u dolarima, jest varijabla odaziva. Sve ostale varijable
su kovarijate, dok za kapacitet i N takoder uzimamo logaritam.

Zelimo procijeniti 95%-tni interval pouzdanosti troska za iste vrijednosti kao i u pos-
ljednjem redu, uz promjenu datuma date = 73.

2Podaci su dostupni i u sklopu R-ovog paketa boot.
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Predikcija vrijednosti dobivena iz prilagodenog modela linearne regresije jest
x'B = 6.72,
uz srednje kvadratnu gresSku reziduala
s = 0.159.
Uz a = 0.025 te koristenje koda[3] za R = 999 i M = 1, dobiveni su studentizirani kvantili

Zhns) = —0.5743164
sz975) = 0.5667300.

Dakle, prema formuli[3.17) predikcijski pouzdani interval troska iznosi
[469.9771, 1471.0480].

Kao dodatak na kraju ovog poglavlja ugrubo ¢emo analizirati prilagodbu teorijskog visedimenzionalnog
linearnog modela ovim podacima. Grafovﬂ od interesa prikazani su na slici
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Slika 3.3: Dijagnostika modela viSedimenzionalne linearne regresije za podatke o reaktorima

3Prikaz je dobiven koriste¢i plot naredbu za /m model u R-u.
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Usporedbom reziduala i prilagodenih vrijednosti vidimo nasumicno rasprsenje oko ho-
rizontalnog pravca y = 0, sto potvrduje da je pretpostavka linearnosti bila ispravna. Je-
dino odstupanje se uocava kod opservacija s indeksom i = 7,12, 19.

Crtanjem q-q dijagrama uocena je zadovoljavaju¢a normalnost reziduala, iako su i ov-
dje uocena odstupanja opservacija i = 1,19, i dodatno za i = 26.

Na scale-location grafu u donjem lijevom kutu, vidimo da pretpostavka homoskedasticnosti
nije zadovoljena za ove podatke. Dobivena crvena linija nije ni blizu horizontalne, Sto
potvrduje nejednakost varijance gresaka, koju smo i oCekivali. Sve ekstremne vrijednosti
uocene prije, uocene su i na ovom prikazu.

Posljednji graf usporeduje reziduale i poluge kako bismo utvrdili koje opservacije najvise
utje¢u na nas model te isplati li ih se otkloniti iz modela. Vidimo da su to opservacije s in-
deksom 19 i 26. Micanjem tih opservacija iz podataka te ponovnom prilagodbom modelu
vrijednost McFadden’s R kvadratcﬂ raste sa R = 0.8568807 na R = 0.8808373. Dakle,
moZemo biti sigurni u odluku o otklanjanju tih vrijednosti.

“McFadden’s R kvadrat, poznatiji kao McFadden’s R squared, mjera je koja koristi vjerodostojnost kao
ocjenu za prilagodbu modelu. Formula glasi McFadden’s R squared = 1 — (LogLikelihood(Prilagodeni mo-
del)/LogLikelihood(Model samo sa koeficijentom odsjecka).
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Poglavlje 4

Prakticni rezultati

U ovom poglavlju izloZeni su rezultati dobiveni raznim simulacijama. Svaka simulacija
provedena je koristeéi sjeme / 23411 Funkcije koje su koriStene u programskom jeziku R
priloZene su kao dodatak na kraju rada. Simulacije su provedene za koeficijente jednos-
tavne linearne regresije.

4.1 Osjetljivost bootstrapa na veli¢inu uzorka
Simuliramo uzorke iz uniformne razdiobe razli¢itih duljina,
X ~ U(0,100). (4.1)
Broj iteracija drzimo fiksnim,
R = 100. (4.2)
Greske simuliramo iz normalne distribucije,
e~ N(O,1). (4.3)
Varijablu od interesa - Y simuliramo eksplicitno preko varijable X i slu¢ajnih gresaka &,
Y=01+19X+e¢. 4.4)
Ocito su vrijednosti koeficijenata jednake:

Bo = 0.1 (4.5)
B = 1.9. (4.6)

Koristena naredba u R-u je set.seed(1234).

43
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Mali broj podataka

Simulirani su uzorci duljina
n=5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18, 19,20, 21, 22,23, 24, 25. 4.7

Dobiveni su sljedeéi rezultati.

Intercept

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.1: 95%-tni pouzdani intervali bootstrap procjenitelja

Plavom isprekidanom linijom prikazani su teorijski 95%-tni pouzdani intervali defi-
nirani u Crvenom isprekidanom linijjom prikazani su bootstrap pouzdani intervali
dobiveni metodom uzorkovanja podataka. Za uzorke duljine manje od 8 bootstrap intervali
su prili¢no Siroki. U svakom slucaju, stvarne vrijednosti 8y = 0.1 i 81 = 1.9 upadaju u
dobivene intervale.

Vecéi uzorci

Ista stvar je provedena i za uzorke vecih duljina,
n = 10,12, 14,15, 20,25, 30, 35, 40, 50, 60, 90, 100, 120, 130, 150, 200. (4.8)

Rezultati su prikazani na slici .2}
95%-tni pouzdani interval za koeficijent odsjecka znacajno je uZi od pouzdanog intervala
koeficijenta smjera. U oba slucaja se intervali suzuju kako n — oo. Takoder, zbog pri-
padnosti slucajnih greSaka normalnoj distribuciji bootstrap pouzdani intervali lijepo prate
teorijske pouzdane intervale.
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Intercept
pe

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.2: 95%-tni pouzdani intervali bootstrap procjenitelja

4.2 Osjetljivost bootstrapa na broj iteracija
Sada simulacije provodimo za razlicit broj iteracija
R = 5,10, 20, 30, 50, 70, 100, 200, 500, 1000, 2000, 3000, 10000.
Duljinu uzorka ne mijenjamo,
n = 100.

Ostale pretpostavke ostaju iste kao i u prethodnom poglavlju

X ~ U(0,100),

e~ N(,1),
Y=01+19X + ¢,
Bo=0.1, B =109

Rezultati su prikazani na slic{4.3] Na x-osi oznacen je broj iteracija, dok je na y-osi
prikazana standardna greska. Teorijska vrijednost oznacena je horizontalnom crnom lini-
jom. Isprekidanom plavom linijom oznacena je vrijednost dobivena bootstrap metodom
uzorkovanja greSaka, dok je crvenom isprekidanom linijom oznacena vrijednost dobivena
uzorkovanjem podataka.

Za koeficijent odsjecka vidimo da metoda uzorkovanja greSaka nudi najbolje rezultate,
standardna greska je najmanja, ¢ak manja i od teorijske. To nas ne Cudi jer su greske ho-
moskedasti¢ne, ¢ime su pretpostavke za koristenje te metode - opravdane. Kod koeficijenta
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smjera, za velik broj iteracija, obje bootstrap metode daju nesto bolje rezultate od teorij-

skih. Sli¢na stvar kao i kod duljine uzorka, sluajna greska je manja, odnosno, intervali
pouzdanosti su uzi kako r — oo.

R S

Intercept

10000 5000
R

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.3: Standardna greska bootstrap procjenitelja

4.3 Osjetljivost bootstrapa na distribuciju gresaka

Jedna od temeljnih pretpostavka za dokazivanje u¢inkovitosti bootstrap metoda jest pripad-
nost greSaka razlicitim distribucijama. Za normalne greske ocekujemo poklapanje rezultata
s teorijskim vrijednostima. To smo 1 uocili kod razli¢itih duljina uzorka i razli¢itog broja

iteracija. U ovom poglavlju simuliraju se greSke iz nekoliko poznatih statistickih distribu-
cija. Parametri koji ostaju fiksni su:

n = 100,

X ~ U(0, 100),
Y=0.1+19X +e,
Bo=0.1, B =10.

Eksponencijalna distribucija
Greske su simulirane iz eksponencijalne distribucije s parametrom A = 3,
e~ Exp(3).

Na slici lijevo prikazane su eksponencijalne funkcije gustoée s razliitim parame-

trima A. S desne strane prikazan je histogram i procijenjena funkcija gustoe simuliranih
greSaka.
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Exponential Distribution Density Plots
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X err

(a) Funkcije gustoce (b) Histogram simuliranih greSaka

Slika 4.4: Eksponencijalna distribucija

Rezultati ovako simuliranih greSaka prikazani su na slici #.5] Crnom horizontalnom
linijom prikazana je teorijska standardna greska, plavom isprekidanom linijom standardna
greSka dobivena metodom uzorkovanja greSaka, a crvenom isprekidanom - standardna
greska dobivena metodom uzorkovanja podataka.

Vidimo da najmanju standardnu gresku, za bilo koji broj iteracija R, daje metoda uzorkova-
nja greSaka. Metoda uzorkovanja podataka daje sli¢nu ocjenu, iako nesto goru od teorijskih
vrijednosti.

0.100-

Intercapt
Slope

0,050~

‘““”W“{‘;E?:“'"'

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.5: Standardna greska bootstrap procjenitelja

Studentova distribucija

Greske su simulirane iz studentove distribucije sa 1 stupnjem slobode,

g~ 1. 4.9)
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Na slici lijevo prikazane su studentove funkcije gustoée s razliitim stupnjevima
slobode. S desne strane prikazan je histogram i procijenjena funkcija gusto¢e simuliranih
greSaka.

Student Distribution Density Plots.
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(a) Funkcije gustoce (b) Histogram simuliranih greSaka

Slika 4.6: Studentova distribucija

Rezultati ovako simuliranih gresaka prikazani su na slici Crnom horizontalnom

linijom prikazana je teorijska standardna greska, plavom isprekidanom linijom standardna
greSka dobivena metodom uzorkovanja greSaka, a crvenom isprekidanom - standardna
greska dobivena metodom uzorkovanja podataka.
Vidimo da, iako su razlike male, bootstrap metode u ovom slu¢aju ne daju bolje rezultate
od teorijskih. Metoda uzorkovanja greSaka u ovom slucaju ima najvecu standardnu gresku
za bilo koji broj iteracija R. Metoda uzorkovanja podataka daje slian rezultat standardne
greske kod koeficijenta odsjecka, no za koeficijent smjera vidimo malo vecu standardnu
gresSku od teorijske.

Intercept

0.015-

0 500 1000 1500 [ 500 1000 1500

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.7: Standardna greska bootstrap procjenitelja
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Weibullova distribucija
Greske su distribuirane iz Weibullove distribucije s parametrima ¢ = 3 i a = 3,
g~ W(3,3). (4.10)
Na slici {.§] lijevo prikazane su funkcije gustoée Weibullove distribucije s razli¢itim

parametrima. S desne strane prikazan je histogram i procijenjena funkcija gustoce simuli-
ranih greSaka.

Weibull Distribution Plots

f(x)
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X er

(a) Funkcije gustoce (b) Histogram simuliranih greSaka

Slika 4.8: Weibullova distribucija

Dobiveni rezultati ovako simuliranih greSaka prikazani su na slici
Sli¢na stvar kao 1 kod studentove distribucije, bootstrap metoda ne daje znaCajno bolje re-
zultate od teorijskih. Razlike su male, pogotovo za koeficijent smjera. Metoda uzorkovanja
podataka za velik broj iteracija daje sli¢ne rezultate kao Sto su teorijski.

0,008~

Intercept

0.25-

0004~

=

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

R R

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.9: Standardna greska bootstrap procjenitelja
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Gama distribucija

Greske su distribuirane iz gama distribucije s parametrima @ = 218 = 2,
e~T(2,2). 4.11)

Na slici[4.§]lijevo prikazane su funkcije gustoce gama distribucije s razli¢itim parametrima.
S desne strane prikazan je histogram i procijenjena funkcija gustoée simuliranih greSaka.

Gamma Distribution Plots

Rate & Shape
Parameters

— 1a2

f(x)

— 282 -]
— 283

x

(a) Funkcije gustoée (b) Histogram simuliranih greSaka

Slika 4.10: Gama distribucija
Dobiveni rezultati ovako simuliranih greSaka prikazani su na slicig4.11

Vidimo da za ovakvu distribuciju greSaka bootstrap metoda daje bolje rezultate. Me-
toda uzorkovanja greSaka daje znacajno manju gresku i kod koeficijenta odsjecka i kod
koeficijenta smjera. Metoda uzorkovanja podataka je neSto bolja od teorijskih rezultata,
ali gora od metoda uzorkovanja greSaka za koeficijent odsjecka. Za koeficijent smjera daje
zadovoljavajuce rezultate.
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Slika 4.11: Standardna greska bootstrap procjenitelja
Cauchyjeva distribucija
Greske su simulirane iz Cauchyjeve distribucije s parametrima xo = 0iy = 1,
e~ C(1,0). (4.12)

Na slici lijevo prikazane su funkcije gustoée Cauchyjeve distribucije s razli¢itim
parametrima. S desne strane prikazan je histogram i procijenjena funkcija gustoce simuli-
ranih greSaka.

Cauchy Distribution Plots
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(a) Funkcije gustoée (b) Histogram simuliranih greSaka

Slika 4.12: Cauchyjeva distribucija

Dobiveni rezultati ovako simuliranih greSaka prikazani su na slici4.13
Metoda uzorkovanja greSaka u ovom slucaju ne funkcionira - dobivena standardna greska
je velika, znacajno visa od teorijske standardne greske. Metoda uzorkovanja podataka daje
sli¢ne rezultate kao Sto su 1 teorijski.
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Intercept
Slope

25- 05-

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.13: Standardna greska bootstrap procjenitelja

Paretova distribucija

Greske su distribuirane iz Paretove distribucije,
3
e~ Pareto(z, 2). (4.13)

Na slici{d.14]lijevo prikazane su funkcije gustoée Paretove distribucije s razli¢itim para-
metrima. S desne strane prikazan je histogram i procijenjena funkcija gustoce simuliranih
greSaka.

Pareto Distribution Plots
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(a) Funkcije gustoce (b) Histogram simuliranih greSaka

Slika 4.14: Pareto distribucija

Dobiveni rezultati ovako simuliranih greSaka prikazani su na slici@4.1
Kao i kod Cauchyjeve distribucije, bootstrap metoda uzorkovanja greSaka ne daje dobre re-
zultate. Greska je itekako velika kod koeficijenta odsjeCka. Metoda uzorkovanja podataka
u oba slucaja daje sli¢ne rezultate kao Sto su teorijski te nema znacajnih razlika.
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Intercept
N
Slope

(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.15: Standardna greska bootstrap procjenitelja

Zakljucak
U ovom poglavlju greske su simulirane iz Sest razlicitih distribucija:

e cksponencijalne distribucije

studentove distribucije

Weibullove distribucije

gama distribucije

Cauchyjeve distribucije
e Paretove distribucije.

Najlosiji rezultati dobiveni su za posljednje dvije distribucije - Cauchyjevu distribuciju
i Paretovu distribuciju. Ocekivali smo da ¢e upravo ovdje bootstrap dati najbolje rezultate
s obzirom na to da obje distribucije pripadaju distribucijama teSkog repa, tzv. heavy tailed
distribucijama. Cauchyjeva distribucija ima dva teSka repa” - two-tailed heavy, dok Pare-
tova ima jedan - one-tailed heavy. No u ovom slucaju razlog loSih rezultata je u Cinjenici
da varijanca ovih distribucija ne postoji, odnosno, Var(g) = oo.

Za gama distribuciju, koja je medium heavy, te eksponencijalnu metoda uzorkovanja
gresaka daje nesto bolje rezultate od metode uzorkovanja podataka, koja je prilicno sli¢na
teorijskim podacima. Za distribucije koje djeluju viSe "normalno”, odnosno pripadaju dis-
tribucijama lakog repa isto kao 1 normalna razdioba, kao Sto su studentova distribucija i
weibullova distribucija, bootstrap metode ne nadmasuju teorijske rezultate - metoda uzor-
kovanja greSaka daje samo goru ocjenu standardne greékeﬂ

ZKlasifikacija funkcija distribucija s obzirom na veli¢inu” repa preuzeta je iz [13]
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4.4 Osjetljivost bootstrapa na varijancu gresaka

U gotovo svim simulacijama provedenim u pros§lom poglavlju, varijanca greSaka je kons-
tantna, definirana pripadnoS¢u gresSaka distribuciji odredenoj parametrima. Sada ¢emo se
usredotociti na simuliranje heteroskedasti¢nih, normalnih gresaka, ¢ija se varijanca mijenja
ovisno o vrijednostima slu¢ajne varijable X. Razlikovat ¢emo tri slucaja; blagu, srednju i
jaku heteroskedasti¢nost.

Blaga heteroskedasti¢nost

Standardna devijacija slucajnih greSaka simulirana je koriStenjem

sdg(x) = \/% + X. (4.14)

Na slici{d.T6|prikazan je histogram simuliranih slu¢ajnih gresaka te podaci s prilagodenim
teorijskim modelom.
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Slika 4.16: Blaga heteroskedasti¢nost normalnih greSaka

Rezultati su prikazani na slici i Na x-osi prikazan je broj iteracija, dok
je na y-osi navedena standardna greSka. Crnom linijom prikazana je teorijska vrijednost,
plavom isprekidanom linijom vrijednost dobivena metodom uzorkovanja greSaka, a crve-
nom isprekidanom linijom vrijednost dobivena metodom uzorkovanja podataka. Prikaz u
donjem redu uvecan je gornji prikaz kako bismo bolje uocili razliku izmedu metode uzor-
kovanja podataka i teorijskih rezultata.

Metoda uzorkovanja greSaka vidljivo daje 1oSiji rezultat - standardna greSka je veca za
12. Kod oba koeficijenta metoda uzorkovanja podataka lijepo prati teorijsku procjenu, dok
za koeficijent odsjecka ¢ak i nadmasuje teoriju. Pobliza usporedba prikazana je na slici

418l
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Slika 4.17: Standardna greska bootstrap procjenitelja
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Slika 4.18: Poblizi prikaz standardne greSke za metodu uzorkovanja podataka

Srednja heteroskedasti¢nost

Standardna devijacija slucajnih greSaka simulirana je koriStenjem

sdo(x) =1+ x. 4.15)

Na slici @d.19|prikazan je histogram simuliranih slu¢ajnih gresaka te desno od njega po-
daci s prilagodenim teorijskim modelom. Podaci su prili¢no rasprSeni, Sto ve€ iz grafickog
prikaza daje naslutiti heteroskedasti¢nost.

Dobiveni rezultati su sli¢ni kao i prije. Bootstrap uzorkovanje greSaka i dalje ne daje
zadovoljavajuée rezultate - standardna greska u ovom slucaju za koeficijent odsjecka se
krece oko 1500. Bootstrap metoda uzorkovanja podataka daje bolju ocjenu standardne
greske nego teorija u slucaju koeficijenta odsjecka, dok je za koeficijent smjera loSija od
teorijskih rezultata.



56

0.009~

densty

0,003~

0.000-

1500

1000

Intercept

500+

15.0-

Intercept
I

'
1w00- W U

0.006~

POGLAVLIJE 4. PRAKTICNI REZULTATI

—~4
Ny 300
0 . . . '
(a) Histogram simuliranih greSaka (b) Prilagoden teorijski model

Slika 4.19: Srednja heteroskedasticnost normalnih greSaka
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Slika 4.20: Standardna greska bootstrap procjenitelja

Zos i
2 {
(a) Koeficijent odsjecka (b) Koeficijent smjera

Slika 4.21: Poblizi prikaz standardne greSke za metodu uzorkovanja podataka
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Jaka heteroskedasti¢nost

Standardna devijacija slucajnih greSaka simulirana je koriStenjem
sd:(x) = (1 + 1.08x)’. (4.16)

Na slici #.22] prikazan je histogram simuliranih slucajnih greSaka te desno od njega
podaci s prilagodenim teorijskim modelom. Podaci se rasprSuju tek oko polovice. Opser-
vacije slu€ajne varijable x koje su manje od 50 ne upucuju na nikakvu heteroskedasti¢nost,
dok za podatke vece od 50 uocavamo velik skok u varijanci i rasprSenje kako raste x. Ovo
je ocekivano s obzirom na to kako smo definirali funkciju standardne devijacije slucajnih
greSaka.

! A
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(a) Histogram simuliranih gresaka (b) Prilagoden teorijski model

Slika 4.22: Jaka heteroskedasti¢nost normalnih gresaka

Rezultati su prikazani na slici Metodi uzorkovanja greSaka u ovom slucaju nema
spasa. Procjene standardne greske krecu se za red veli¢ine 10!°. Metoda uzorkovanja
podataka ovdje daje bolju ocjenu standardne greSke za nekih 5000 u slucaju koeficijenta
odsjecka, dok kod koeficijenta smjera imamo preciznije teorijske rezultate.
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Slika 4.23: Standardna greska bootstrap procjenitelja
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Slika 4.24: Poblizi prikaz standardne greSke za metodu uzorkovanja podataka

Zakljucak

Koristeno je nekoliko razlicitih funkcija za simulaciju standardne devijacije slucajnih greSaka
sa svrhom dobivanja heteroskedasti¢nosti. Uvjerili smo se da za takve distribucije greSaka
bootstrap metoda uzorkovanja gresaka ne funkcionira. Stovise, u nekim sluajevima pro-
cjene standardne greske su jako veliki brojevi. Budu¢i da algoritam te metode pretpostavlja
da greske dolaze iz jedne, jedinstveno odredene distribucije, u slu¢aju ”puno” razlicitih dis-
tribucija greSaka ne daje dobre rezultate. Metoda uzorkovanje podataka ima vise smisla u
ovom slucaju jer nije toliko osjetljiva na varijancu greSaka i nudi vecu robusnost u tom
pogledu. Procjene su sli¢ne ili ¢ak bolje od teorijskih.



Poglavlje 5
Dodatak - R-kod

Algoritam uzorkovanja greSaka za linearnu regresiju

Resampling_ Errors <- function(R, x, y, modified_res, beta_0, beta_1){
n <- length(x)
est_slope = c(Q)
est_intercept = c(Q)
er_slope = c(Q)
er_intercept = c(Q
for(i in 1:R){ #for each iteration
x_new = cQ)
y_new = c(Q)
for(j in 1:n){ #sample new data
X_ = sample(x, 1)
e_ sample(modified_res - mean(modified_res), 1)
y_ = beta_® + beta_l * x_ + e_
x_new = append(x_new, X_)
y_new = append(y_new, y_)
3
lsm_new = 1sfit(x = x_new, y = y_new) #fit new least square model
est_intercept = c(est_intercept, lsm_new$coefficients[1])
est_slope = c(est_slope, lsm_new$coefficients[2])
er_intercept = c(er_intercept, ls.diag(lsm_new)$std.err[1])
er_slope = c(er_slope, ls.diag(lsm_new)$std.err[2])

}

return(data.frame(Intercept_Estimates = est_intercept,
Intercept_Errors = er_intercept,
Slope_Estimates = est_slope,
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Slope_Errors = er_slope))

Algoritam uzorkovanja podataka za linearnu regresiju

Resampling_Cases <- function(R, x, y){
n <- length(x)
index = c(1:n)
est_slope = c()
est_intercept = c(Q)
er_slope = c(Q
er_intercept = c(Q)
for(i in 1:R){ #for each iteration

index_ = sample(index, n, replace = TRUE) #sample new data
x_new = x[index_]
y_new = y[index_]

lsm_new = 1sfit(x = x_new, y = y_new) #fit new model
est_intercept = c(est_intercept, lsm_new$coefficients[1])
est_slope = c(est_slope, lsm_new$coefficients[2])
er_intercept = c(er_intercept, ls.diag(lsm_new)$std.err[1])
er_slope = c(er_slope, ls.diag(lsm_new)$std.err[2])
}
return(data.frame(Intercept_Estimates = est_intercept,
Intercept_Errors = er_intercept,
Slope_Estimates = est_slope,
Slope_Errors = er_slope))

Uzorkovanje greSaka za multidimenzionalnu linearnu regresiju

Resampling_Errors <- function(R, X, y, modified_res, beta){
n = nrow(X)
M = matrix(, nrow = 0, ncol = ncol(X))
for(i in 1:R){

row_index = sample(l:n, n, replace = TRUE)

e_new = sample(modified_res - mean(modified_res), n)

y_new = sum(beta * X) + e_new
lsm_new = 1sfit(X, y = y_new, intercept = FALSE)
M = rbind(M, t(ls.diag(lsm_new)$std.err))
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}

return(colMeans(M))

}

Uzorkovanje podataka za multidimenzionalnu linearnu regresiju

Resampling Cases <- function(R, X, y){
n = nrow(X)
M matrix(, nrow = 0, ncol = ncol (X))

for(i in 1:R){
row_index = sample(l:n, n, replace = TRUE)
X_new = X[row_index, ]
y_new = y[row_index]
lsm_new = lsfit(x = X_new, y = y_new, intercept = FALSE)
M = rbind(M, t(ls.diag(lsm_new)$std.err))
3

return(colMeans(M))

Uzorkovanje podataka - pamcenje svojstvene vrijednosti

Resampling_Cases_Eigen <- function(R, X, y){

n nrow (X)

M matrix(, nrow = 0, ncol = 6)

ones = rep(l, n)

for(i in 1:R){
row_index = sample(l:n, n, replace = TRUE)
X_new = X[row_index, ]
y_new = y[row_index]
X_new_ = cbind(ones, X_new)
lambda = min(eigen(t(X_new_)%*% X_new_)$values)
model = glm(y_new ~ X_new)
errors = summary(model)$coefficients[, 2]
M = rbind(M, c(errors, lambda))

ks

return(data. frame (M))

}
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Uzorkovanje podataka koriStenjem boota

Kodovi izloZeni na ovoj stranici napisani su za primjer podatke o betonu.

fit_model <- function(data){
fit = glm(y = x1+x2+x3+x4, data = data)
c(coef(fit))
}
boot_fun = function(data, i) fit_model(datali, 1)
boot (cement, boot_fun, R = 1000)

Uzorkovanje gresaka koriStenjem boota

fit_model <- function(data){
fit = glm(y ~ x1+x2+x3+x4, data = data)

c(coef(fit))

}

boot_fun_erors = function(data, i){
d = data
d$y = d$fit + dfres[i]
fit_model (d)

}

boot(tmp, boot_fun_erors, R = 1000)

Predikcija

nuclear_model = glm(log(cost) ~
pt+ct+ne+date+log(cap)+log(cum.n), data = nuclear)
nuclear_diag = glm.diag(nuclear_model)

data.frame(nuclear, fit = fitted(nuclear_model),
nuclear_diag$res *

tmp
res

* nuclear_diag$sd)

x_predict = tmp[32, c(11, 8,7, 5, 10)]
x_predict$date = 73
x_predict$fit = predict(nuclear_model, x_predict)

boot_pred_function = function(data, i, i.p, d.p){
d = data
d$cost = exp(d$fit + dSres[i]) #calculate y, i is the sampling



d.glm = glm(log(cost) ~ pt+ct+ne+date+log(cap)+log(cum.n),

data = d)
predict(d.glm, d.p) - (d.p$fit+dS$res[i.p])
}

nuclear_boot = boot(tmp, boot_pred_function, R = 599,
m=1, d.p=x_predict)

as.vector(exp(x_predict$fit -
quantile(nuclear_boot$t, c(0.975, 0.025)))

Osjetljivost bootstrapa na veli¢inu uzorka

sample_size_comparasion <- function(N, R){
upper_int = c(Q)
lower_int = c()
upper_slope = c(Q)
lower_slope = c(Q)
teory_int = c(Q)
teory_slope = c()
teory_upper_int = c()
teory_upper_slope = c()
teory_lower_int = c()
teory_lower_slope = c()

for(n in N){

X = runif(n, 0, 100)

err = rnorm(n, 0, 1)

y=0.1+1.9 * x + err

df = data.frame(x, y)

main_model = Im(y ~ x, data = df)

boot_beta <- replicate(R, {
index = sample(n, n, replace = TRUE)
fit_boot = Im(y ~ x, data = df[index, 1)
coef(fit_boot)
1y,

se_int = sd(boot_beta[l,])

se_slope = sd(boot_betal[2,])
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upper_int = c(upper_int, coef(main_model)[1] +
gnorm(1-.05/2) * se_int)

upper_slope = c(upper_slope, coef(main_model)[2] +
gnorm(1-.05/2) * se_slope)

lower_int = c(lower_int, coef(main_model)[1] -
gnorm(1-.05/2) * se_int)

lower_slope = c(lower_slope, coef(main_model)[2] -
gnorm(1-.05/2) * se_slope)

teory_int = c(teory_int, coef(main_model)[1])
teory_slope = c(teory_slope, coef(main_model)[2])

teory_upper_int = c(teory_upper_int, confint(main_model)[1,2])
teory_upper_slope = c(teory_upper_slope, confint(main_model)[2,2])
teory_lower_int = c(teory_lower_int, confint(main_model)[1,1])
teory_lower_slope = c(teory_lower_slope, confint(main_model)[2,1])

}

return(results = data.frame(Lower_int = lower_int,
Upper_int = upper_int,

Lower_slope = lower_slope,

Upper_slope = upper_slope,

Teory_int = teory_int,

Teory_slope = teory_slope,
Teory_lower_int teory_lower_int,
Teory_upper_int teory_upper_int,
Teory_lower_slope = teory_lower_slope,
Teory_upper_slope = teory_upper_slope,
row.names = N))

Osjetljivost bootstrapa na broj iteracija

iteration_number_comparasion <- function(R){

teory_err_int = c()
res_cas_err_int = c(Q



res_err_err_int = c(Q
teory_err_slope = c()
res_cas_err_slope = c(Q
res_err_err_slope = c(Q
n = 100

X = runif(n, 0, 100)

err = rnorm(n, 0, 1)

y=0.1+1.9 * x + err

df = data.frame(x, y)

main_model = Im(y ~ x, data = df)

residuals = resid(main_model)

residuals = (residuals - mean(residuals)) * sd(residuals)

for(r in R){
boot_beta_res_cases <- replicate(r, {
index = sample(n, n, replace = TRUE)
fit_boot = Im(y ~ x, data = df[index, 1)
coef(fit_boot)
1D,

boot_beta_res_err <- replicate(r, {
index = sample(n, n, replace = TRUE)
y_ = fitted(main_model) + residuals[index]
fit_boot = Im(y_ = x)
coef(fit_boot)
1y,

teory_err_int = c(teory_err_int,
summary (main_model) $coefficients[,2]1[1])

res_cas_err_int = c(res_cas_err_int,
sd(boot_beta_res_cases [1,]))
res_err_err_int = c(res_err_err_int,

sd(boot_beta_res_err [1,]))
teory_err_slope = c(teory_err_slope,
summary (main_model) $coefficients[,2][2])
res_cas_err_slope = c(res_cas_err_slope,
sd(boot_beta_res_cases [2,]))
res_err_err_slope = c(res_err_err_slope,
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sd(boot_beta_res_err [2,]))

}

return(results = data.frame(teory_err_int,
res_cas_err_int,

res_err_err_int,

teory_err_slope,

res_cas_err_slope,

res_err_err_slope,

row.names = R))
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Sazetak

Linearna regresija najces¢i je oblik regresijske analize. Ako su pretpostavke normalnosti,
homogenosti i nezavisnosti slucajnih greSaka ispunjene, metoda najmanjih kvadrata daje
egzaktne rezultate. U praksi su pretpostavke Cesto oslabljene ili ¢ak nedostiZne, ¢ime se
trazi alternativa u procjeni koeficijenata. Metode ponovnog uzorkovanja koje se zasnivaju
na zakonu velikih brojeva namecu se kao moguce potencijalno rjeSenje.

U ovom radu proucCava se bootstrap metoda, koja polazi od ideje da statisticki uzo-
rak ve¢ sadrzi sve dostupne informacije o nekoj funkciji distribucije F' te ponovnim uzor-
kovanjem dobiva se uzorak koji pripada toj istoj distribuciji. U srediStu interesa su dva
algoritma - metoda uzorkovanja podataka i metoda uzorkovanja gresaka.

U prvom poglavlju iznose se osnovni pojmovi teorije vjerojatnosti te se predstavlja
bootstrap metoda. U drugom poglavlju definiran je jednostavan model linearne regre-
sije te je iznesena ideja bootstrap metode za distribuciju procjenitelja. TreCe poglavlje je
proSirivanje drugog poglavlja na viSedimenzionalan sluc¢aj. Takoder, predstavljen je po-
jam predikcije te uloga bootstrap metode u tom pogledu. U Cetvrtom poglavlju izloZeni
su prakti¢ni rezultati dobiveni raznim simulacijama u programskom jeziku R. Dodatak na
kraju rada je peto poglavlje, gdje se nalazi kod koriSten za provodenje simulacija.






Summary

Linear regression is the most common form of regression analysis. If the assumptions of
normality, homogeneity and independence of random errors are satisfied, the least square
method gives exact results. In practice, assumptions are often difficult to reach or even
elusive, which requires looking for an alternative. Resampling methods, based on the law
of large numbers, are offered as a possible potential solution.

In this paper, the bootstrap method is studied, which is based on the idea that a statis-
tical sample already contains all available information about a distribution function F, so
by resampling, we get a sample that belongs to that same distribution. Two algorithms are
particularly discussed — the data resampling method and the errors resampling method.

In the first chapter, the basic concepts of probability theory and the bootstrap method
are presented. In the second chapter, a simple linear regression model is defined and the
idea of the bootstrap method for the distribution of estimators is exposed. The third chap-
ter is an extension of the second chapter to a multidimensional case. Also, the concept of
prediction and the role of the bootstrap method in this respect are presented. In the fourth
chapter, the practical results obtained by conducting various simulations in the R program-
ming language are exposed. The code used to perform the simulations is presented at the
end of the paper, in the fifth chapter.
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