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Sazetak

Stohasticki procesi su matematicki objekti koji opisuju procese koji podlijezu zakonima te-
orije vjerojatnosti a u sebi sadrze elemente slucajnosti ili neuredenosti te se primjenjuju kod
matematickog modeliranja fenomena u mnostvu disciplina. Jedno od najvaznijih stohastickih
procesa je Brownovo gibanje cija je makroskopska realizacija difuzija, koju racunalnim simula-
cijama i statistickim metodama iskazujemo kao grani¢nu raspodjelu slucajnih Setnji u slucaju
infinitezimalnih koraka u konacnom intervalu.

Kljuéne rijeci: teorija vjerojatnosti, stohasticki procesi, Brownovo gibanje, slucajna Setnja,

difuzija.



Application of statistical methods in analysis of Brownian
motion

Abstract

Stochastic processes are mathematical objects that describe processes that are subject to the
laws of probability theory and contain elements of randomness or disorder, and are used in
the mathematical modeling of phenomena in many disciplines. One of the most important
stochastic processes is Brownian motion, the macroscopic realization of which is diffusion, which
we express with computer simulations and statistical methods as the limiting distribution of
random walks in the case of infinitesimal steps in a finite interval.

Keywords: probability theory, stochastic processes, Brownian motion, random walk, diffusion.
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1 Uvod

Ljude je od pamtivijeka zanimala struktura materije. Danas nam je dobro poznato da sva
materija oko nas se sastoji od diskretnih gradevnih jedinica koje nazivamo atomima. Makar
su najstariji zapisi koncepta atoma stari preko dvije tisu¢e godina, teorija atoma je pocela biti
razmatrana tek u 19. stolje¢u, razvojem kemije i kineticko-molekularne teorije, dok je prvi

direktni dokaz postojanja atoma bilo Brownovo gibanje.

1.1 Brownovo otkriée

Godine 1827., skotski botanicar Robert Brown proucavao je mikroskopom (slika 1.1) zrnca
peludi suspendirana u vodi (slika 1.2) i zapazio pojavu koju zovemo Brownovo gibanje. Pojavu

je slucajno zapazio, proucavajuéi na koji nac¢in peludna zrnca oploduju jajnu stanicu.

Slika 1.2: Uvecani pogled zrnaca peludi pod mi-
kroskopom [2]

Slika 1.1: Brownov mikroskop [1]

To ga je navelo da provede niz istrazivanja. Uocio je kako se zrnca ne gibaju jednako po fluidu u
kojem se nalaze, ve¢ se njihov relativan polozaj i sam oblik mijenja s vremenom. Takvo gibanje
zrnaca ga je podsjetilo na gibanje mikroskopskih zivotinja, stoga je pretpostavio kako njihovo
gibanje ne proizlazi od samog fluida u kojem se nalaze, ve¢ da je samo zrnce ”ozivjelo” i pocelo se

gibati. Postupak je ponovio sa zrncima drugih vrsta kao i sa stolje¢e starim osusenim uzorcima,



gdje je takoder opazio jednako gibanje. Kako bi odstranio moguénost da su zrnca peludi uistinu
"ozivjela”, promatrao je razne usitnjene neorganske materijale i svaki put je opazio isto gibanje.
Brown zakljucuje kako se cestice sitne tvari koje su suspendirane u tekué¢ini gibaju neovisno
jedna o drugoj, bile one organske ili neorganske. Makar nije mogao objasniti ovaj fenomen,
njegovo detaljno vodenje biljeski sluzi kao poucan primjer znanstvene metode. Proslo je gotovo
¢itavo stolje¢e od Brownovog otkri¢a do njegovog objasnjenja koje je rezultiralo revolucionarnim

napretkom znanosti.

1.2 Termodinamika i kineticko-molekularna teorija

Termodinamika kao teorija, bila je jedno od vrhunskih dostignu¢a znanosti 19. stoljeca. Ko-
riste¢i samo zakone termodinamike, koncepte energije i entropije bilo je moguce opisati mnostvo
pojava. No nije postojalo obrazlozenje koje bi opravdalo to¢nost tih zakona, pogotovo jer se
¢inilo da je termodinamika kontradiktorna s dobro utemeljenom Newtonovom mehanikom. Na-
ime, zbog Newtonovog determinizma svaki bi proces trebao biti potpuno reverzibilan, Sto nije
u skladu s drugim zakonom termodinamike. U pokuSaju razrjesenja tog problema, Maxwell
i Bolzmann su pokazali da se eksperimentalno dobiveni rezultati mogu objasniti statistickim?
ponasanjem velike skupine cestica koje se neprestano i nasumicno gibaju i medusobno suda-
raju. No njihova teorija je zapravo dodatno naglasila paradoks o reverzibilnosti jer se temelji na
Newtonovoj mehanici. Razrjesenje paradoksa ponudio je Boltzmann tako da je postulirao da
se svaka zasebna Cestica ponasa deterministicki, ali da je njihova nakupina podlozna zakonima
vjerojatnosti koji su asimetri¢ni u vremenu, gdje prolaskom vremena sustav tezi u vjerojatnija
stanja Sto dovodi do drugog zakona termodinamike. Znanstvena zajednica je odbacila ovu
"statisticku mehaniku”, koja je trazila da se zrtvuje determinizam za matematicku teoriju za
koju nije postojala direktna indikacija da je adekvatna, ve¢ samo mehanicka analogija dobro

utemeljene teorije termodinamike.

ITakav opis je prvi statisticki zakon fizike iz koje se razvila molekularno-kineticka teorija.
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1.3 Einsteinovo objasnjenje

Jedan od cetiri rada Einsteinove famozne 1905. godine je upravo bio o Brownovom gibanju. Kao
pobornik atoma je u tom radu konstruirao model u kojemu bi se moglo opaziti djelovanje atoma
koji su po njegovoj procjeni (u to doba) bili presitni i prebrzi za opaziti. Njegova tvrdnja je
bila da, nasumicno sudaranje atoma s ¢esticom koju mozemo opaziti rezultira razlicitim tlakom

na suprotnim stranama i da bi se Cestica zbog toga nasumicno gibala (prikazano na slici 1.3).
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Slika 1.3: Tlustracija Brownovog gibanja [3]

Preko tog modela je izrac¢unao efektivni radijus molekule Secera, a u kasnijem radu 1908. godine
je predlozio pokus koji bi potvrdilo njegova predvidanja. Iste te godine Jean Baptiste Perrin
je taj pokus napravio i uspjeSno dokazao atomsku gradu tvari, za Sto mu je 1926. godine
dodjeljenja Nobelova nagrada za fiziku. S ovim dokazom su i najveéi protivnici prihvatili

teoriju atoma.



2 Slucajna Setnja

Slucajna Setnja je model Setnje u kojemu Seta¢ pri svakome koraku nasumicno mijenja poje-
dinosti uzastopnih koraka. Pogodna je jer je jednostavna za shvatiti, a moze nam dati uvid u
ponasanje kompleksnih nasumi¢nih procesa poput Brownovog gibanja.

Sama Setnja moze se realizirati na vise nacina, ovisno o broju dimenzija, slobodi smjera koraka
i samoj duljini koraka. U ovom poglavlju razmatramo kako razli¢ite okolnosti kod sluc¢ajnih

Setnji utjecu na njihov razvoj.

2.1 Razlicite okolnosti nasumicne Setnje

Za okolnosti smjera koraka nasumic¢nog Setaca uzimat ¢emo nasumic¢no generirane vrijednosti
kontinuirane i diskretne uniformne raspodjele preko koje nam sluze za usporedbu Setnje u
proizvoljnom smjeru i Setnje po resetci, a za okolnosti duljine koraka nasumi¢nog Setaca uzimat
¢emo nasumicéno generirane vrijednosti eksponencijalne raspodjele i jedini¢nu duljinu koraka
kojima usporedujemo utjecaj duljine koraka na razvoj Setnje. Navedene raspodjele definiramo

na slijedeci nacin:
N 4
p(x)

1
b—a

L zaa<az<b,

b
- x 0 inace.

a b

Slika 2.1: Prikaz kontinuirane uniformne ras-
podjele [8].

Kontinuirana? uniformna raspodjela (slika 2.1.), takoder poznata kao pravokutna raspodjela,

gdje za kontinuiranu slu¢ajnu varijablu z definiranu na intervalu = € [a,b], njena funkcija

L

57—, dok je izvan intervala nula. Zgodno je svojstvo ovakve raspodjele da je vrlo jednostavna

za uporabu i da svaka vrijednost na zadanom intervalu ima jednaku vjerojatnost, sto u slucaju
kada ne poznamo pravu ”prirodu” raspodjele koju proucavamo razumno polaziste (ali rijetko

tocno).

2Ukoliko se radi o diskretnoj sluéajnoj varijabli, odnosno kada varijabla moze poprimiti kona¢an i diskretan
broj vrijednosti, dobivamo diskretnu uniformnu raspodjelu ¢ija je konstantna vrijednost funkcije vjerojatnosti
obrnuto proporcionalna broju vrijednosti koje raspodjela moze poprimiti %
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Slika 2.2: Prikaz eksponencijalna distribucije [11]

Eksponencijalna raspodjela (prikazano na slici 2.2) je kontinuirana raspodjela koja je nesime-
tricna i monotono padajuca, gdje se manje vrijednosti ¢es¢e ostvaruju od vecih, opisuje proces
¢iji se dogadaji odvijaju nezavisno konstantnom prosje¢nom ucestaloséu. Parametar A predstav-
lja tu prosjecnu mjeru, a kako se eksponencijalna raspodjela ¢esto upotrebljava kod razmatranja
vremenskih fenomena, Cesto se zove srednje vrijeme raspada, gdje je srednja vrijednost ekspo-
nencijalne raspodjele jednaka upravo tom parametru. Jedinstveno svojstvo eksponencijalne
raspodjele je svojstvo ”zaboravljanja”, odnosno da ako promatramo ¢, vremena dogadaj koji je
eksponencijalno raspodjeljen te se on jos nije ostvario, vjerojatnost ¢ekanje daljnjeg t5 vremena

je neovisno o prvobitnom vremenu promatranja t;. To mozemo zapisati:

1
plt >t + 1o 67X(t1+t2) _t2
p(t >t + tg’tl) = (p<t > t2) ) = 6_%(151) =€ X = p(t > tg). (21)

2.2 Generiranje koraka nasumicne Setnje

Kako bismo uopée mogli usporedno pratiti razvoj Setnji u razli¢itim okolnostima, moramo
osigurati da su raspodjele generiranih koraka usporedive, gdje mijenjamo odredene okolnosti
osnovne Setnje i potom pratiti kako izmjena utjece na razvoj Setnje. Za osnovnu Setnju uzimamo
Setnju gdje Seta¢ ima korak duljine jedan (dalje u tekstu jedinicéni korak) i slobodan je kretati
se u proizvoljnome smjeru oko sebe, gdje svakim korakom odabire kut kontinuirane uniformne

raspodjele ¢ € [0,27) (dalje u tekstu izotropni smjer).



p(¢)

3n 5m 3n n

0 n I 2 m 2 = o 2m
! ? ! ! ? ! Slika 2.4: Ilustracija pretvorbe kon-
Slika 2.3: Tlustracija kontinuirane i diskretne uniformne tinuiranog smjera koraka u diskretni
raspodjele za odabir smjera koraka. smjer koraka.

Kako bismo od prethodno navedene Setnje postigli Setaca na resetci (dalje u tekstu Setnja po
reSetci), odnosno Setnju gdje se Setac krece iskljucivo u kardinalnim smjerovima, pretvaramo
kontinuiranu uniformnu raspodjelu u diskretnu (slika 2.3), gdje se pripadni interval svodi na
svoj pripadni kardinalni smjer (slika 2.4). Takoder promatramo kako sama duljina koraka
utjece na razvoj Setnje. U tu svrhu generiramo duljine koraka iz eksponencijalne raspodjele
(dalje u tekstu eksponencijalni korak) s parametrom srednjeg slobodnog koraka A = 1. Preko
ovih kombinacija dviju raspodjela za duljinu koraka i dviju raspodjela za kutni otklon koraka

mozemo konstruirati cetiri medusobno usporediva para Setnji.



2.3 Simulacije nasumicnih Setnji u dvije dimenzije
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Slika 2.5: Simulacija tri Setaca nakon k£ = 1000 koraka za okolnosti:

(a) Setnja po resetci s jedini¢énom duljinom koraka,

(b) Setnja s izotropnim smjerom i jedini¢nom duljinom koraka,

(c) Setnja po resetci s nasumi¢nom duljinom koraka generiranom iz eksponencijalne distribucije s

A=1,

(d) Setnja s izotropnim smjerom i nasumi¢nom duljinom koraka generiranom iz eksponencijalne dis-

tribucije s A = 1.

Na slici 2.5 su prikazane simulacije Setnji u prethodno navedenim okolnostima. Crvena tocka
predstavlja ishodiste (0,0) svake Setnje, a kako bi prikaz bio vjerniji osi svih grafova su jednake.
Primjecujemo kako Setnje u razli¢itim okolnostima poprimaju slican oblik, gdje promjena okol-
nosti smjera naizgled slabo utjece na sami razvoj Setnje, dok promjena okolnosti duljine koraka

naizgled dramati¢no utjecu na razvoj Setnje. Kako bismo detaljnije razradili razliku utjecaja

tih okolnosti, razmatramo raspodjele konacnih polozaja.



U tu svrhu smo simulirali n = 10° setaca koji rade k = 10* koraka, za svaku navedenu $etnju.
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Slika 2.6: Raspodjele konaénih pomaka etaca od ishodista u x-smjeru za n = 10° Setac¢a u navedenim

okolnostima $etnji nakon k = 10* koraka.

Na slici 2.6 prikazana je ucestalost konacnih x-koordinata za navedene Setnje. Primje¢ujemo

kako raspodjele za sve okolnosti poprimaju oblik normalne raspodjele (rezultat koji éemo raz-

matrati u poglavlju 4), ali da nastaje razlika kod promjene okolnosti izmedu jedini¢nog i eks-

ponencijalnog koraka. Konacne x-koordinate svih Setnji se najvise koncentriraju oko ishodista,

odnosno gustoca vjerojatnosti konacnih x-koordinata Setaca se smanjuje udaljavanjem od is-

hodista x-osi, gdje su Setaci s eksponencijalnim korakom na kraju vise rasprseni od Setaca s

jedini¢nim korakom.
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Slika 2.7: Raspodjele konaénih udaljenosti Setaca od ishodista za n = 10° Setaca u navedenim okol-

nostima $etnji nakon k = 10* koraka.



Na slici 2.7 prikazane su raspodjele konac¢nih udaljenosti od ishodista dobivene transformacijom
varijabli \/m konacnih x i y koordinata navedenih Setnji. Iz prilozenog mozemo naslutiti
kako se se u prosjeku Setaci svih vrsta Setnji odmicu, Sto je naizgled kontradiktorno s rezultatima
koje smo dobili za pomak u z smjeru (a i sama raspodjela za pomake u y smjeru poprima isti
oblik), gdje Seta¢ ”vrluda” oko ishodista x-osi. Razlog tome je da vrlo rijetko da se Setac¢
istovremeno slabo odmice od obje osi, odnosno kako bi ¥ ~ 0, x i y koordinate moraju biti
istovremeno jednaki nuli sto bi znacilo da su smjerovi korelirani, a znamo da su medusobno
nezavisni stoga ne mogu biti ni na koji nacin korelirani. Da to potvrdimo razmatramo kako

ovisi udaljenost Setaca o broju koraka.
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Slika 2.8: Srednje vrijednosti udaljenosti kod svakog koraka Setaca iz ishodista za 10° Setaca.

Slika 2.8 prikazuje evoluciju aritmeticke sredine kona¢nih odmaka svih Setnji pripadnih okol-
nosti. Krivulje poprimaju (barem aproksimativno) oblik funkcije korijena, $to nam ukazuje
kako uistinu Seta¢ udaljava od ishodista, te da se Setaci s eksponencijalnim korakom ”brze”
udaljavaju, makar je u prosjeku duljina koraka jednaka jediniécnome. No, svejedno smo dobili
jednak oblik raspodjela, ¢ime zaklju¢ujemo kako makar su se promijenili detalji, statistika (za

k >> 1 koraka) je ostala ista.
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3 Besselova korekcija

Kao sto je navedeno u proslom poglavlju, slucajna Setnja predstavlja slucajan proces, stoga se
moze razmatrati uporabom statistike. Jedan od nacina statisticke analize je preko metode sta-
tistickih momenata, gdje nam statisticki momenti ukazuju karakteristi¢na svojstva raspodjele
promatrane velicine. Medu najosnovnijim statistickim momentima su prvi statisticki moment,
odnosno oc¢ekivana vrijednost (u) koja predstavlja vrijednost populacijske sredine koja se pri-
blizava pravoj vrijednosti ako broj mjerenja tezi prema beskonacnosti. Sama po sebi srednja
vrijednost nam ne daje nikakav opis raspodjele, stoga nam je od izuzetne vaznosti istovre-
meno promatrati i drugi statisticki moment, odnosno varijancu (0?), koja predstavlja mjeru
rasprsenosti podataka oko srednje vrijednosti raspodjele. Varijanca populacije koja se sastoji
od n elemenata, procjenjuje se kvadratom razlike pojedinog elementa uzorka i oc¢ekivane vri-
jednosti, podijeljena s ukupnim brojem elemenata n i mozemo je koristiti iskljucivo kada nam

je poznata ocekivana vrijednost

U slucaju kada su nam parametri populacije nepoznati, a sama populacija neprakticna za
proucavanje, uzimamo uzorak populacije preko koje procjenjujemo parametre populacije. Vari-
jancu uzorka (s?) procjenjujemo na slican nacin kao i varijancu populacije, gdje zbog nepozna-
vanja o¢ekivane vrijednosti ;1 moramo izraéunati srednju vrijednost uzorka X i dijeliti sa n — 1

umjesto s n:

V(XZ) = n i 1 Z(XZ - X)Q

Zamjena srednje vrijednosti populacije srednjom vrijednosti uzorka u — X je jasna, dok izmjena
faktora n — n — 1, inace poznata kao Besselova korekcija, dolazi upravo zbog primoranosti
koristenja z umjesto p smo uveli pristranost u procjeni varijance uzorka. U ovom poglavlju
prikazujemo izvod Besselove korekcije i ilustriramo je racunalnim simulacijama, a zbog jasnoce

se navode i definiraju potrebni statisticki pojmovi.
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3.1 Populacije i uzorci

Populacija je skup koji ukljucuje sve elemente s odredenim zajednickim svojstvima koje pro-

matramo, a sama populacija moze biti konacna ili beskonacna.

Populacija

Uzorak

Slika 3.1: Tlustracija pravilnog uzimanja uzorka populacije [4]

Proucavanje citave populacije Cesto je nepraktiéno ako ne i nemoguce, stoga se najceSée uzima
samo uzorak, odnosno podskup populacije. Rezultate dobivene analizom uzorka generaliziramo
na Citavu populaciju, odnosno od karakteristicnih svojstava uzorka procjenjujemo svojstva po-
pulacije. Kako bi rezultati dobiveni uzorkovanjem bili reprezentativni za ¢itavu populaciju, od
izuzetne je vaznosti nepristrano i nasumic¢no uzimanje samog uzorka kao Sto je prikazano na

slici 3.1.

3.2 Statisticki procjenitelj i njegova svojstva

Procjenitelj je statistika® ¢ije se vrijednosti interpretiraju kao procjene danoga populacijskog

parametra P. Greska procjenitelja p(m) slucajne varijable z je:

g(z) = P(z) — P. (3.1)

3Statistika (jednina) ili statistika uzorka je svaka veli¢ina izra¢unata iz vrijednosti uzorka. Statisticke svrhe
uklju¢uju procjenu parametra populacije, opis uzorka ili procjenu hipoteze. Prosjek (poznat i kao srednja
vrijednost) uzorka je primjer statistike. Pojam statistika koristi se i za funkciju i za vrijednost funkcije koja
nam na danom uzorku govori kako odrediti procjenu na temelju parametara opazanja nekog uzorka. Kada
se statistika koristi za odredenu svrhu, na nju se moze ukazati imenom koje oznacava njezinu svrhu. Postoje
statisticki kriteriji (nepristranost, dosljednost, efikasnost itd.) koji za danu veli¢inu mogu biti nekompatibilni,
no za varijancu su svi zadovoljeni.
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3.2.1 Pristranost

Pristranost procjenitelja je oc¢ekivana vrijednost odstupanja procijenjene vrijednosti od prave

vrijednosti:

E[¢(z)] = E [P(x) - P] —E [15@;)] .y (3.2)

Za procjenitelj kazemo da je nepristran ukoliko mu je o¢ekivano odstupanje od prave vrijednosti

jednako nuli:

E [P(x)] —P=0 (3.3)

3.3 Besselova korekcija - Izvod

Varijanca, koja predstavlja mjeru odstupanja elemenata skupa Y od njezine srednje vrijednosti,

opc¢enito se moze zapisati kao oc¢ekivanje kvadrata razlike tog skupa i njene srednje vrijednosti:
V(Y) =E[(Y - E(V))], (3.4)
koje se moze prosiriti u razliku ocekivanja kvadrata i kvadrata oc¢ekivanja:
V(Y) =E(Y?) - E(Y)? (3.5)
a samo ocekivanje kvadrata mozemo zapisati:
E(Y?) =V(Y) +E(Y)>. (3.6)
Kod sume nekoleriranih* varijabli Y; varijanca glasi:
v (Z m) (0] 37)
i=1 i=1

Takoder, ukoliko su sve vrijednosti skalirane za konstantu a, varijanca je skalirana za kvadrat

te konstante:

V(aY) = a*V(Y). (3.8)

Neka je skup x uzorak od n elemenata nasumicnih i nezavisnih varijabli, gdje su oc¢ekivane

4Opéeniti izraz glasi V (37, ) € S0 Cov(Y,, V) = 2 V(Yi) + 3,4, Cov(Yi, Y5).

4,5=1
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vrijednosti srednje vrijednosti i varijance populacije:

a ocekivanje kvadrata:

E(z?) = V(z;) + E(2;)? = o + pi*.

1

Ocekivana vrijednost i varijanca srednje vrijednosti uzorka:

E(z) =E Z; iy %E (Zx) = %ZE(@.) -

IS AN 1~ , o
V(az)-V( - _HQ;:V(@)_”QZ;U_”

i pripadno ocekivanje kvadrata:

n
to mozemo raspisati na sljede¢i nacin:
DO CT Rt W I P b
E | &=L —=_F r7 — 22,7 + T
==t S)EEUERES

14

M,

2
)

(3.9)
(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)



Prepoznajemo ocekivanje kvadrata populacije (3.11 i uzorka 3.14) koje uvrstavamo °:

LS W) + )] - (V@) + E@) =
o ) ) 1 (3.17)
S

Primjeéujemo kako probni procjenitelj ne procjenjuje o2, veé ima faktor:

n—1

<1 3.18
— <1 (315)

¢ime zakljucujemo da je pristran (podcjenjuje o2) te kako bi bio nepristran moramo ga pomnoziti

reciprocnom vrijednosti od jednadzbe 3.18:

=o". (3.19)

Vidimo kako je izvod dugacak i netransparentan, te nam ne daje uvid u temeljni razlog potrebe
Besselove korekcije, koja se moze vrlo lako razumjeti. Stoga koristimo racunalne simulacije kao
laboratorij, gdje imamo izuzetnu prigodu poznavanja karakteristicnih parametara raspodjele
kao §to su srednja vrijednost populacije u i varijanca populacije o2 koje zadajemo rac¢unalu.
Time smo u mogucnosti rekonstruirati osnovne ideje njihovom realizacijom i predo¢iti na intu-

itivan na¢in nuznost Besselove korekcije.

3.4 Besselova korekcija - racunalne simulacije

U ovom potpoglavlju konstruiramo ”probne” procjenitelje. Razmatramo kako izmjena pojedi-
nih parametara nasih ”probnih” procjenitelja utjec¢e na njihova svojstva, prvenstveno na njihovu
pristranost kod procjene.

Koristimo procjenitelj varijance populacije:
) 1 2
Grp == (zi—p) (3.20)

kao bazu kojoj mijenjamo parametar srednje vrijednosti populacije u srednju vrijednost uzorka

®Kod ovog ¢lana se vidi odakle dolazi Besselova korekcija, a taj ¢lan proizlazi iz V(Z) §to je posljedica
upotrebe & umjesto pu.
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(1 — ) da konstruiramo procjenitelja varijance:

1 n
&%n = _Z(ml - £)27 (3'21)
=1

n 4
i procjenitelj kojem ujedno dodajemo i Besselovu korekciju (g — z,n — n — 1):

1 n
62,1 = > (zi—z), (3.22)

n—14
=1

Generirali smo par® nasumicénih vrijednosti (z1,zs) iz normalne distribucije N(10,3). Preko
kojih racunamo srednju vrijednost uzorka z i tri navedena procjenitelja. Postupak smo ponovili
viSe puta, svaki put generiraju¢i novi par vrijednosti, gdje smo za svaki p-ti generirani par, od-
nosno ”ponovljeni” pokus, racunali srednju vrijednost pojedinog procjenitelja 62 do p-tog para.

Ukoliko se radi o nepristranom procjenitelju, ocekivana vrijednost svakog i-tog izracunatog pro-

cjenitelja varijance 62 je upravo zadana varijanca o2 tj. E(6?) = 02, a i takoder posljedi¢no

srednja vrijednost p parova procjenitelja varijance:

E % Z&f = ]19 ZE(&?) =~ (E(67) + E(63)... + E(62)) = o> (3.23)

60dabir dvaju elemenata je iz razloga da je to najmanji moguéi broj ¢lanova (jedan dogadaj nije dovoljan
za statistiku) za ra¢un varijance i tim odabirom se postize najizrazeniji prikaz pristranosti procjenitelja tj.

korekcijski faktor —5 najveci za n = 2, makar oni u u asimptoti (n — co) postizu isti rezultat.

SRR
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Slika 3.2: Ovisnost srednje vrijednosti procjenitelja varijance o broju generiranih parova iz normalne
raspodjele s zadanim parametrima p = 10, o = 3.

Rezultati na slici 3.2 prikazuju kako procjenitelji pri malom broju generiranih parova fluktuiraju,
no kako se povecanjem ponavljanja stabiliziraju oko odredene vrijednosti. Procjenitelji &i,n i
Ef%n_l stabiliziraju se upravo oko zadane vrijednosti ”prave” varijance raspodjele o2 §to ukazuje
na njihovu nepristranost’, za razliku od procjenitelja 6%71 kod kojeg se ocituje pristranost.
Mozemo primijetiti kako krivulje procjenitelja 62,,_; i 62, poprimaju isti oblik, no procjenitel]

6%,1 koji je skaliran za faktor % Sto je upravo iznos predivden preko Besselove korekcije.

“"Makar je procjenitelj varijance uzorka zbog Besselove korekcija nepristran, uzimanje korijena nepristranog
procjenitelja varijance ¢ini procjenitelj standardne devijacije pristranim. Razlog tome je da funkcija korijena
nije linearna i zbog toga ne komutira sa oc¢ekivanjem. Takoder funkcija korijena je konkavna, pa po Jensenovoj
nejednakosti podcjenjuje o¢ekivanu standardnu devijaciju uzorka:

E[VV(@)] < VEV(@)] = 0.

Za razliku od procjenitelja srednje vrijednosti i varijance, ne postoji nepristran procjenitelj standardne devijacije
koji je neovisan o raspodjeli. Iz tog razloga se standardna devijacija definira kao korijen varijance.
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Slika 3.3: Gustoca vjerojatnosti triju procjenitelja varijance dobivene iz p = 5000 generiranih parova
iz normalne raspodjele s zadanim parametrima p = 10, o = 3.

Takoder smo nanovo generirali novi skup parova, ovaj put racunajuci kvadrate navedenih pro-
cjenitelja (odnosno ”probnih” varijanci). Ucestalost izracunatih vrijednosti svakog procjenitelja
prikazujemo histogramom na slici 3.3. Aritmeticka sredina raspodjele svakog procjenitelja pri-
kazana je vertikalnim linijama, gdje vidimo veliko odstupanje od zadane vrijednosti o2 kod

procjenitelja oﬁm i slicno kao u proslome primjeru, umanjeno za faktor 2, kao i slicnost oblika

2

raspodjela procjenitelja a%n i03,_1, gdje procjenitel] afm poprima drugaciji oblik.
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Slika 3.4: x? raspodjele triju procjenitelja varijance dobivene iz p = 5000 generiranih parova iz nor-
malne raspodjele s zadanim parametrima p = 10,0 = 3, skalirana statistickim momentima generiranih
raspodjela.

Te x? raspodjele skalirane pripadnim momentima procjenitelja radi preglednosti prikazujemo
na slici 3.4. Kako vidimo, raspodjela za procjenitelj afw poprima oblik x? raspodjele sa para-

metrom stupnja slobode k = 2, odnosno da se radi o zbroju dviju nezavisnih varijabli normalne
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raspodjele, dok je za raspodjele za procjenitelje agm i a%n_l broj stupnjeva slobode k£ = 1. Kako
su sama srednja vrijednost populacije  usko vezana uz ¢lanove uzorka z;, a srednja vrijednost
populacije p je potpuno neovisna veli¢ina o raspodjeli uzorkovanja, slijedi da je za ocekivati

kako su ¢lanovi uzorka x; "blizi” T nego u, da ¢e za pojedini ¢lan vrijediti:
E[(x; — 7)) < E[(z; — p)]*, (3.24)

te kako bi ponistili ovo podcjenjivanje, povecavamo izraz dijele¢i ga manjim brojem.

3.5 Podcjenjivanje pristranog procjenitelja

Procjenitelj varijance koji koristi srednju vrijednost uzorka ima svojstvo da osigurava najmanju
procijenjenu varijancu. Da bismo to pokazali konstruiramo procjenitelj varijance gdje proma-
tramo njegovu ovisnost o probnom procjenitelju srednje vrijednosti p*:

> i (i — p)?

6(p)? = - : (3.25)

Da odredimo za koju vrijednost ¢e izraz biti minimalan, potreban nam je lokalni ekstrem koji

mozemo dobiti odredivanjem nultocke prve derivacije:

d Z?:l(xi - M*)2

=0
dp* n ’
) .
— (z; —p*) =0, (3.26)
n -
=1
S u =0
i=1 i=1

Dobijemo da je lokalni ekstrem p* = z. Mozemo zakljuciti kako se radi o lokalnom minimumu,
jer u suprotnom bi znacilo da bi uvrstavanjem srednje vrijednosti raspodjele dobili najvecu
mogucu varijancu, tj. svi drugi procjenitelj bi davali manju. No svejedno vrijedi provjeriti

analiticki:

d? Do (T = p*)?
dp*? n

=2 0. (3.27)
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Time smo dokazali da je za dani skup z, najmanja moguca varijanca upravo kada koristimo
srednju vrijednost uzorka z, odnosno u izuzetnom slucaju kada se iznosom pogodimo to¢no

Z = u. To jos dodatno ilustriramo racunalnom simulacijom.

S 0o 2 18 20
Bw0l5 ‘
©:50,10-
> 20,05
g
9 £0,00
(@] ’
ﬁ J—
3 180- - X
160 Mo
minimum
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T Y120
-E C
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38 80
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Probni procjenitelji
srednje vrijednosti

Slika 3.5: Ovisnost procjenitelja varijance o probnom procjenitelju srednje vrijednosti za n = 1000
generiranih ¢lanova iz normalne distribucije sa zadanim parametrima populacije = 10, 0 = 3.

Na slici 3.5 histogramom je prikazana generirana raspodjela, gdje vidimo kako srednje vrijed-
nosti uzorka odstupaju od srednje vrijednosti populacije. Plava krivulja oblika parabole pred-
stavlja funkcionalnu ovisnost varijance o probnom procjenitelju srednje vrijednosti, te vidimo

kako uistinu varijanca postize minimalan iznos upravo za pu* = 7.
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4 Centralni grani¢ni teorem

4.1 Zabune oko centralnog grani¢nog teorema

Centralni grani¢ni teorem (dalje u tekstu CGT?), jedan je od najvaznijih i najpoznatijih sta-
tistickih alata, ali Cesto se neispravno spominje i koristi, te stvara krive predodzbe koje raz-
matramo u ovom poglavlju, kao i intuitivan primjer CGT-a i njegove primjene na nasumicnoj
setnji. Kako postoji vise teorema koji su nazvani CGT, iskazat ¢emo ga na jednostavan nacin:
Ukoliko uzimamo uzorke iz iste raspodjele, poveéanjem wvelicine uzorka raspodjela srednje vri-
jednosti uzorka tezi u normalnu (gausijansku) raspodjelu.

To nas dovodi do prve zabune.
1. Mijesanje zakona velikih brojeva (dalje u tekstu ZVB) s CGT.

Poistovjec¢ivanje CGT i ZVB je cesta zabuna gdje se uzima da su su sve raspodjele normalne,

odnosno ukoliko je uzorak dovoljno velik, on mora biti normalno raspodjeljen.

0,5 — X

Global Income Distribution 2013 0.4
Measured in 2013 PPP (Purchasing Power Parity) in United States Dollar units

0,3

p(x)

0,2

Number of individuals
ata given income level

0,1
$0 $2,000 4,000 $6,000 $8,000 $10,000
Individual income per year 0.0

Data Source: Hellebrandt, Tomas and Mauro, Paolo - The Future of Worldwide Income Distribution (2015) Licenced under CC-BY-SA by Boris Yakubchik (2018)

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Slika 4.1: Raspodjela globalnih godisnjih prihoda 2013
[6].

Slika 4.2: Usporedba normalne i x? distri-
bucije s jednakim srednjim vrijednostima
i varijancama.

Kako mozemo vidjeti na slici 4.1 (raspodjela koja je radena na velikom uzorku), kao i na slici
4.2, gdje raspodjele imaju jednake parametre p i o, to jednostavno nije tocno. Kako bismo
istaknuli gdje nastaje zabuna, iskazujemo ZVB na jednostavan nacin:

Ukoliko uzimamo uzorke iz iste raspodjele, povecanjem velicine uzorka srednja vrijednost uzorka
tezi u ocekivanu vrijednost populacije.

Kako vidimo, iskazi su vrlo sli¢ni, stoga je zabuna razumljiva. No, temeljna razlika ZVB i CGT

8Prvi spomen Centralnog granié¢nog teorema tim nazivom bio je 1920. od G. Pélye, da naglasi ”centralnu”
vazZnost tog teorema za teoriju vjerojatnosti.
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je kako ZVB govori o samom oc¢ekivanju srednje vrijednosti z, dok CGT govori o raspodjeli

srednjih vrijednosti z.
2. Mijesanje velicine uzoraka n i broja uzorka z.

Vrlo jednostavna zabuna, no zamjena tih veli¢cina n = z nikako ne rezultira istom raspodjelom.
3. CGT vrijedi samo kod velikih uzorka, i to tek nakon z > 30 uzoraka.

Opcenito, kako je CGT opisuje asimptotsko ponasanje raspodjele srednjih vrijednosti z. Stoga
tvrdnje iz literature poput tih da CGT pocinje vrijediti nakon z = 30 uzoraka, naravno, vrijede
samo u aproksimativnom smislu. Specificna vrijednost z veli¢ine uzorka nakon koje mozemo

smatrati da smo u rezimu CGT-a ovisi o samoj raspodjeli koju promatramo.

4.2 Kocke

p(S)
0.16
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Slika 4.3: Tlustracija svih moguéih kombinacija zbroja bacanja dviju kocki, preuzeto sa [5]

Vidimo kako kod bacanja dviju kocki, koja svaka zasebno ima diskretnu uniformnu distribuciju,
zbroj njihovih bacanja daje distribuciju koja vise nije uniformna. Neke konfiguracije mogu se
realizirati na viSe nacina, a stanja koja se mogu realizirati na viSe nacina su stoga vjerojatnija.
Ovim pristupom, koristec¢i racunalnu simulaciju ilustrirat ¢emo CGT za tri raspodjele i pratiti
njihov razvoj pri dodavanju uzoraka istih raspodjela. Promatrat ¢emo simetricnu raspodjelu
(uniformnu raspodjelu), nesimetricnu (eksponencijalnu raspodjelu) i raspodjelu koja ima inte-
grabilne singularitete. Rezultati su prikazani na slici 4.4. Preko vrijednosti na osima mozemo
vidjeti kako se sve raspodjele spustaju i sire (zbog povecanja standardne devijacije ukupne
raspodjele), i takoder da se svakim korakom odmi¢u za Z, osim uniformne raspodjele ¢iji je
E(z = 0). Takoder se vidi kako nesimetricna raspodjela ¢ak i nakon pedeset koraka nije sasvim

usla u anvelopu normalne raspodjele, tj. kako z > 30 nije bio sasvim dovoljan.

22



z=1,uniformna

z=1,eksponencijalna

z=1,singularna

10

0,8

0,6

0.4

7—1,5 -1,0 -0,5 00 0,5 10 15

z=2,uniformna

0,0

N

-1 0 1 2
z=2,eksponencijalna

IS

0,5

=}
=
e
w»

10 15
z=2,singularna

QO

()]
»—
L]

(@]

o

9]

©

—

)

(2]

o

C -1 0 0 2 4 0,0 0,5 1,0 15 2,0
-'f_UJ z=4,uniformna z=4,eksponencijalna z=4,singularna
—

(@]

—

q) 0.5
—

>

m 0.4
O

(@]

) 0.3

9]

>

LD 0.2

01
0,0
-2 -1 0 1 2 4 6 0 1 2 3 4

z=50,uniformna

z=50,eksponencijalna

z=50,singularna

-10 -5 10

30

40 50 60

70

18

20 22 24 26 28 30 32

Slika 4.4: Raspodjele dobivene zbrajanjem z skupova veli¢ine n = 10% za uniformnu, eksponencijalnu
i raspodjelu arkus sinusa, gdje narancasta krivulja predstavlja normalnu raspodjelu s pripadnim pa-
rametrima p i o za danu konvoluciju raspodjela. Napomena ¢itatelju kako su vrijednosti na osima
razlic¢ite kod svakog grafa.
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4.3 Primjer CGT na nasumicnoj Setnji

Razmatramo slu¢aj nasumicne Setnje po reSetci s jedinicnim korakom. Nakon prvog koraka

Seta¢ se moze nalaziti u jednom od kardinalnih smjerova kako je prikazano na slici 4.5.
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Slika 4.5: Tlustracija moguéih polozaja 2D Setaca nakon prvog koraka iz ishodista.

Ukoliko zZelimo koristiti kontinuirane alate s diskretnim varijablama, raspodjele iskazujemo
preko Diracove delta funkcije. Kada na taj nacin iskazujemo raspodjelu diskretnih polozaja
u x-smjeru, dobivamo gustocu vjerojatnosti za polozaje Setaca:

glx)==[0(x —1)+d(x+ 1) + 20(z)], (4.1)

|

stoga su ocekivani polozaj i varijanca jednog koraka:

E(z) =2, = /_OO zg(z)dx =0, (4.2)
V(z)) = o? = /_OO (z — 51)2g(2)dz — % (4.3)

Kako smo ve¢ ranije ustvrdili da su koraci nasumicne Setnje nezavisne i identi¢ne raspodijeljene
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5 Pdlyjino brojanje

5.1 Pdlyina Setnja

Pijanac ¢e nac¢i put do kuce, ali pijana

ptica moze se zauvijek izgubiti.

Shizuo Kakutani

George Pdélya (1887.-1985.) bio je madarski matematicar, koji je doprinjeo u mnogo razlicitih
matematickih podrucja, kao sto su redovi, teorija brojeva, kombinatorika, i vjerojatnost. Pdlya
je volio Setnje, toliko da nije polozio vozacki ispit. Dok je Setao parkom ili Sumom, znao je vise
puta susresti jedan te isti zaruceni par. To se pocelo dogadati toliko cesto da se Polya zabrinuo
kako bi par mogao zakljuciti da ih on namjerno prati. Kako bi se opravdao da je to puka
slucajnost, zapitao se koliko je vjerojatno da ¢e nasumicno hodajuéi stazama naié¢i na druge
Setace. Moze se pokazati kako je razlika izmedu njihovih Setnji takoder primjer jednostavne
slucajne Setnje, pa se pitanje o susretu moze preformulirati u; koja je vjerojatnost da nasumicni
Seta¢ posjeti neku proizvoljnu tocku (u proizvoljnosti odabira tocke, najjednostavnije je odabrati

ishodiste). Dokazao je zanimljiv rezultat opisan u sljedeé¢em potpoglavlju.

5.2 Podlyine konstante slucajne Setnje

Promatramo li Setnju koja pocinje iz ishodista u d dimenzija gdje Setac ¢ini beskonacno je-
dini¢nih koraka po d-dimenzionoj resetci. Tada vjerojatnost jednog povratka u ishodiste py

zadovoljava:
1+ pg+pa+...=my (5.1)

Kako se radi o geometrijskom redu s konstantim omjerom p, vrijedi:

1
mg = . 5.2
ey (5.2)
Vjerojatnost povratka u ishodiste stoga glasi:
1
pdzl——gl, (53)
mq
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gdje je my:

d T ™ d -1
my = d— cos(f df,dbs...db,. 5.4
! (271')(1 /—ﬂ' /—‘7‘(‘ /—7r ( kzz; ( k)) e ¢ ( )
Poélya je dokazao 1927. godine da my za d=1 i d=2 divergira, odnosno za jednu i dvije dimenzije
Seta¢ beskonacno puta posjecuje ishodiste, pa je vjerojatnost posjec¢ivanja ishodista gotovo
zagarantirana, p; = py = 1. Takoder je dokazao da za d > 2 m, konvergira, a iz toga slijedi da

je pg < 1. Racun za tri dimenzije glasi:

3 /”/”/” drdydz
my =
2m)3 J_.J_ ) 3 —cosx —cosy — cosz

(5.5)
VG AN (BN (T (1
- 32 \(24 24 24 24
= 1,516386...
Iz cega proizlazi vjerojatnost posjecivanja ishodista u tri dimenzije:
1
p3 =1——=10,340537... < 1. (5.6)
ms3

Zakljucujemo da Setacu u tri dimenzije, za razliku od jedne i dvije, viSe nije garantiran povratak

u ishodiste. Pélyine konstante za vise dimenzije prikazani su na tablici 5.1 i slici 5.1.

1,0

d mgq Pd

4 1.2394671218. .. 0.1932016732. ..
5 1.1563081248. ... 0.1351786098. ..
6 1.1169633732. .. 0.1047154956. ..
7 1.0939063155. .. 0.0858449341. ..
8 1.0786470120. .. 0.0729126499. ..

Tablica 5.1: Tablica Pélyinih konstanti

nasumicnog hoda [7] Slika 5.1: Graficki prikaz ovisnost vjerojatnosti posjeta
proizvoljne tocke o dimenziji Setaca.
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6 Nasumicna Setnja po sferi

6.1 Zarobljena Setnja

U prethodnim smo poglavljima razmatrali Setnje gdje je presutno pretpostavljeno kako je Setac
slobodan kretati se po cijeloj ravnini. U ovom poglavlju razmatramo kako se nasumicni Setac
ponasa kada ga ”zarobimo” u ograni¢en prostor, na povrsini sfere, te kakav utjecaj to ima na

razvoj Setnje od tipicnih okolnosti Setaca koji nije zarobljen.

6.2 Odredivanje sfernog koraka

Odredivanje novog koraka kod Setnje po jedini¢noj sferi iz proizvoljne nije tocke banalno. Razlog
tome je da kada bismo za proizvoljnu tocku zadanu u sfernom kordinatom sustavu (R = 1, 0, ¢¢)
uzimali uniformno generirane kutne pomake Af i A¢, ne bismo dobili Setnju po sferi s fiksiranom
duljinom koraka, ve¢ samo neujednacene skokove po sferi. Stoga se moramo pobrinuti da na
ispravan nacin generiramo nasumican smjer koraka, gdje onda SetaC¢ napravi korak zadane

duljine L.

Slika 6.1: Tlustracija generiranja nasumicnog koraka po sferi.

[lustracija jednog od mogucih nacina prikazana je na slici 6.1. Pocevsi od pocetne tocke koja
se nalazi u sjevernom polu, koju tretiramo kao ishodiste sferne Setnje i oznacavamo crvenom
bojom, u koju pokazuje vektor A. Kako bismo odredili smjer koraka, potrebna nam je or-

tonormirana baza, koju postizemo generiranjem nasumicnog vektora B # +A i uzimanjem
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vektorskih produkata:
(6.7)

Sada kada smo konstruirali ortonormiranu bazu, generiramo kut iz uniformne raspodjele ¢ €
[0,27) na ravnini koju razapinju vektori p i ¢, preko kojih zapisujemo vektor 72 u polarnom

obliku, koji pokazuje nasumicni smjer koraka Setaca:
n = cos ¢p + sin ¢q. (6.8)

Nakon odredenog smjera koraka, zeljenu duljinu koraka L postizemo preko jednadzbe duljine

kruznog luka, sa zadanim fiksnim pomakom «, zadanim u radijanima:

A

n

c

Slika 6.2: Ilustracija kona¢nog pomaka nasumic¢nog Setaca po sferi nakon odredivanja nasumic¢nog
smjera.

Konaéni polozaj C (prikazan na slici 6.2) zapisujemo:

N

C = cosaA + sin an. (6.10)

N

Ovaj proces ponavljamo kod svakog koraka, gdje kod prethodnog koraka konacni vektor C

predstavlja novi pocetni vektor A.
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6.3 Odredivanje kutne varijable

VS

-Z 27/ [ 1\ \\\
/77 1 1\ \\\
FSihgGA. 8 /AN A ERRRN
gr® L reing d IINEEEERL
e -y \INEEENNE
S g W\ \ 111 //)

N\N\\\ 1/ ///
N\ | //&

Slika 6.3: Povrsina elementa sferne ljuske
[12]. Slika 6.4: Bo¢ni prikaz sferne resetke [13].

Nakon sto smo odredili kako generirati same korake Setnje, takoder trebamo odrediti i koju
varijablu proucavamo. Kako za ishodiste uzimamo sjeverni pol, intuitivno bi bilo promatrati
sferni kut 6 koji predstavlja kutni pomak od sjevernog pola. Povrsina segmenta sferne ljuske

je dA = r?dQ (prikazano na slici 6.3) gdje je:

dQ(8, ¢) = sin 6dOdo, (6.11)

te mozemo zamijetiti kako povrsina segmenta sferne ljuske nije linearno zavisna o kutu 6, ve¢
zavisi ujedno i o sinusu tog kuta. Graficki prikazano na slici 6.4 vidimo kako se povrsina
smanjuje udaljavanjem od ekvatora. Stoga je neuputno promatrati raspodjelu kutnih pomaka
Af jer ovisi o polozaju na kojem se Seta¢ nalazi. Kako bi se uklonila ta ovisnost, uvodimo

supstituciju u = cos @ ¢iji je diferencijal du = —sin6df, kojom postizemo linearan povrsinski

element:

dQ = sin 0dfdé = — d(cos 0) dg = —duds. (6.12)

Racunalnom simulacijom sferne Setnje radimo provjeru raspodjele kuta 6 i predlozene supsti-

tucije u = cosf.
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0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

0,0
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

e cos(0)

Slika 6.5: Kutne raspodjele simulacije sfernog seta¢a nakon k = 107 koraka s fiksnom duljinom kutnog

pomaka o = 1.

Ocekivano, iz simulacije prikazanoj na slici 6.5, jasno se vidi da raspodjela kuta 6 nije uniformna,
te kako poprima oblik gornje polovice funkcije sinusa (zbog domene kuta 6), dok je raspodjela

kosinusa kuta # uniformna. Zakljucujemo da je zato kosinus ”prirodna” kutna varijabla ¢iju

raspodjelu razmatramo u ostatku poglavlja.

6.4 Cikli¢nost
Kako smo prethodno naveli, temeljna razlika kod sfernog Setaca je njegova zarobljenost, jer mu

je prostor dostupan za Setanje konacan.

pocetak pocetak
— a=1 — a=1+2n
]“‘1,00

Slika 6.7: Prikaz sfernog Seta¢a nakon k& = 10 ko-

Slika 6.6: Prikaz sfernog Seta¢a nakon k& = 10 ko-
raka s duljinom koraka oo =1 + 2.

raka s duljinom koraka o = 1.

To je prikazano primjerom na slici 6.6 gdje je fiksni kutni pomak o« = 1 i na primjeru slika

6.7, gdje Setac kutni pomak uveéan za 2m. Deblja linija predstavlja Setacev pomak, a tanja
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predstavlja Setacev put. Vidimo kako makar Setac¢ Ciji je korak uvecéan za 27 prelazi vedi
put, njegov ukupni pomak ostaje jednak. Takav rezultat nije nimalo zacuduju¢, ali svejedno
predstavlja jako bitno svojstvo Setnje po sferi, gdje nam svojstvo cikli¢nosti ukazuje kako ¢e

raspodjela Setnji uve¢ana za svaki cjelobrojni visekratnik od 27 rezultirati istom raspodjelom:

p(a) = pa + 2nm). (6.13)

6.5 Analiticki primjeri

Kod sferne setnje mozemo analiticki iskazati malen broj Setnji. Primjer takve Setnje prikazan
je na slici 6.8. Setac zapocinje Setnju iz sjevernog pola s kutnim pomakom o = 27 i svakim
pomakom se vraca u sjeverni pol, tj. on ostaje zarobljen na tom mjestu, sto je ujedno i primjer
ciklicnosti. Kada Seta¢ umjesto toga radio pomak a = 7, on bi skakao svakim korakom izmedu

sjevernog i juznog pola sfere. Ovakve Setnje mozemo opcenito iskazati na sljede¢i nac¢in:

5(6), n ili k je paran,
pr(0; 00 =nm) = (6.14)
d(0 — ), nikneparni.

— a=2n

\\\\é- ——

Slika 6.8: Prikaz sfernog Setaca nakon k = 10 koraka s fiksnim kutnim pomakom « = 27.
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6.6 Generiranje smjerova
Uzimajuci prethodni primjer gdje je Seta¢ bio zarobljen na polovima, vrijedi razmatrati sto ée

se dogodi s raspodjelom polozaja za malu izmjenu duljine koraka.

— a=mn-0,01

Slika 6.9: Prikaz sfernog Seta¢ nakon k£ = 100 koraka s duljinom koraka o = w — 0,01.

Kako je prikazano na slici 6.9, Seta¢ se za malo odstupanje od cjelobrojnog visekratnika m

"oslobodio” od polova, te se polako odmice od njih. Stoga vrijedi razmatrati daljni razvoj

raspodjele simuliranjem vise koraka.

k=500 (a) k =5000 (b)
10,0
7.5
5,0
2,5
0.0 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 -0,5 0,0
k=50000 (c) k=107 (d)

0,4

P(cos(6))

0,2

1.0 0.0 -1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

cos(0)

Slika 6.10: Kutne raspodjele sfernog setaca s fiksnim kutnim pomakom o = 7 — 0,01 za (a) k& = 500
koraka, (b) k = 5000 koraka, (c) k = 50000 koraka, (d) k = 107 koraka.

33



Slika 6.10 prikazuje razvoj raspodjele do odredenog koraka. Vidimo kako se u pocetku sime-
triéno nakuplja na polovima, no kako se broj koraka povecava, nalikuje na dva vala koja se Sire
jedan prema drugome dok se kona¢no ne postigne uniformna raspodjela.

Takoder promatramo razvoj setnje gdje Setac radi korake s malim odstupanjem od 27 prikazano

na slici 6.11.

k=250 (a) k= 3000 (b)
2,0

20

15 1,5

1,0

10

—

— 0 1

D " -1o0 —-0,5 0,0 0,5 0 } -0,5 0,0

e 7

wn k=50000 (c) k=10"(d)
(o]

(9]

‘Q':O,G 0,4

0,4
0,2

0,2

0.0 , E ) X 1,0 0'0—1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

cos(9)

Slika 6.11: Kutne raspodjele sfernog Setaca s fiksnim kutnim pomakom o = 27 — 0,01 za (a) n = 250
koraka, (b) n = 3000, (c) n = 50000 koraka, (d) n = 107 koraka.

Ovaj put razvoj raspodjele nalikuje na val koji se §iri s jedne strane dok ne dode na zid od
kojeg se odbija, sve dok na kraju ne postane uniformna raspodjela.

U sljede¢em primjeru promatramo raspodjelu vise istovremenih Setnji s fiksnim kutnim poma-
kom o = 7. Kako svaki setac krece s sjevernog pola moze imati samo silaznu putanju, nakon
prvog koraka svi Setaci se isklju¢ivo nalaze na ekvatoru, kao sto je prikazano na slici 6.12.

e prvi korak

. pocetak
e drugi korak

e prvi korak

Slika 6.13: Simulacija polozaja n = 2000
sfernih Setaca nakon drugog koraka s fik-
snim kutnim pomakom a = 3.

Slika 6.12: Simulacija polozaja n = 2000
sfernih Setaca nakon prvog koraka s fiks-
nim kutnim pomakom a = 3.
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Raspodjele prvog koraka se daju analiticki zapisati:

n(f;a=7/2) = 5(9— E),

5 Pi(cos(8); 0 = w/2) = 6(cos(h)),

(6.15)

ali ve¢ kod drugog koraka (slika 6.13) ¢ini se kako se Setaci nakupljaju oko polova. Stoga u

ovom sluc¢aju ujedno razmatramo i raspodjele kutova 6.

drugi korak (a)

drugi korak (b)

0,5 1,0 15 2,0

tredi korak (c)

2,5

N w

P(cos(0))

[

[

-0,5 0,0
tredi korak (d)

0,5 1,0

P(cos(8))
o o
o

o <
FS

0,5 1,0 1,5 2,0

pedeseti korak (e)

2,5

-0,5

0,0 0,5
pedeseti korak (f)

P(cos(8))
o © © o o o
o = N w B w

0,5

1,0 15 20 25 —-0,5 0,0 0,5 1,0
7] cos(6)

Slika 6.14: Kutne raspodjele n = 107 sfernih Setaca s fiksnim kutnim pomakom o = 5 za drugi korak
(a) i (b), treéi korak (c) i (d) i pedeseti korak (e) i (f).

Vidimo na slici 6.14 zanimljivu pojavu da kod drugog koraka raspodjela ps(6; o« = m/2) postaje
uniformnu raspodjelu, a raspodjela Py(cos(f)) ima integrabilne singularitete poput one na slici
4.4 % | gdje je najveéa vrijednost raspodjele oko polova. Nakon pedesetog koraka dobivamo
isti rezultat kao na slici 6.5, ali i zacuduju¢ rezultat kod promatranja kutne varijable. Naime
u poglavlju 4 smo proucavali, medu ostalime, Centralni grani¢ni teorem na raspodjeli arkus
sinusa, gdje za drugi i tre¢i korak dobivamo oblikom sli¢ne raspodjele, no konac¢na raspodjela

ne poprima oblik gausijanske krivulje, ve¢ uniformne.

9 Analiticki zapis navedenih raspodjela:

1
w4/ 1—cos(0)? ’

0, inace.

1 za0<0<m, za —1 < cos(f) < 1,

pa(f;a=7/2) = {”

0, inace.

Py(cos(0); o0 =7/2) = {
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6.7 Centralni granic¢ni teorem na sferi

Kako CGT naizgled ne vrijedi za kutne raspodjele Setnje po sferi, razmatramo razvoj kutnih

raspodjela malog broja kratkih koraka, za koje ne nastupa svojstvo cikli¢nosti.

6 8
J\ 0 fo= (535 0 fo= (5.5 )
4 ( [ f=(0,0,1) ~6] 1 %=(0,01) J ‘
—_ l 1 % =1(0,1,0) D | 1 F=(0,10)
9 L wn il
Qz | \ 'Hﬂlk g ™ [
j ].H ) IJJr 1 2 £ o, |
W ) \L 7 1\1 #_FJ'J 1&5 T L _j
0 0 l_h 2 3 0—1,0 -0,5 0,0 _AB,S 1,0
e cos(0)

Slika 6.15: Kutne raspodjele konaénih polozaja n = 10° sfernih Setaca nakon k = 100 koraka s fiksnim
kutnim pomakom « = 0,01 za razli¢ita ishodiSta 7.

Kako je prikazano na slici 6.15, raspodjela sa ishodistem na ekvatoru (75 = (0, 1,0) naizgled
poprima oblik gausijanske krivulje, gdje se razvoj Setnje propagira jednako vjerojatno u svakom
smjeru, dok raspodjela s ishodistem u sjevernom polu (75 = (0,0, 1)) ne. Razlog tome je da kako
se Setac¢ na sjevernom polu nalazi na vrhu sfere on se iz tog polozaja jedino moze spustati prema
dolje, sto se iskazuje iskljuc¢ivim rastom sfernog kuta 6, odnosno isklju¢ivim padom kosinusa
tog kuta. Time zaklju¢ujemo kako kutne raspodjele ovise o tome gdje Setnja zapocinje, te dalje

razmatramo kako raspodjele izgledaju kada nastupi svojstvo cikli¢nosti.

45 5

4,0
3,5
3,0

=25

a0
1,5
1,0
0,5

0,0

P(cos(0))

IS

w

N

[

o

[ L=0,04
L=0,08
L=0,2

1 L=05

1 L=0,02 ‘

/

-1,00 -0,75 -0,50 -0,25

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

cos(0)

(b)

Slika 6.16: Kutne raspodjele kona¢nih polozaja n = 10 sfernih Setaca nakon k = 100 koraka za fiksne
kutne pomake « s ishodistem 7y na sjevernom polu.

Na slikama 6.16 i 6.17 vidimo kako raspodjele zadrzavaju pocetni oblik, sve dok ne naidu na

= isin(f) u slucaju 6.16a

"rub” svoje domene, nakon kojega teze u raspodjelu oblika p(6) 5

i 6.17a, tj. P(cos(d)) = 1

5 za 6.16b 1 6.17b. Zakljucujemo kako je normalna raspodjela tek
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dobra aproksimacija za malen broj kratkih koraka, te nam u ovom slu¢aju CGT ne daje dobru

reprezentaciju raspodjela.

3.0 3,0

1 L=0,02 3 L=0,02
25 1 L=0,04 55| C0 L=004
L=0,08 L=0,08
L=02 L=02
20 1 L=05 ~2% = t=05
< s
) ]
15 15
a S
Iy
1,0 1,0
i ol
05 ﬂ : 05
0,01 0,01
0.0 05 10 15 2.0 25 30 -1,00 -075 -050 -025 000 025 050 075 1,00
] cos(6)
(a) (b)

Slika 6.17: Kutne raspodjele konac¢nih polozaja n = 10° sfernih seta¢a nakon k& = 100 koraka za fiksne
kutne pomake « s ishodiStem 7 na ekvatoru.

Raspodjela koja ispravno opisuje sfernu setnju poznata je kao von Mises-Fisher (skra¢eno vMF)
raspodjela koja predstavlja obitelj raspodjela na povrsini hipersfera u d dimenzija, te joj je

funkcija gustoce vjerojatnosti:
pa( B i, k) = Cy(r)e™ B, (6.16)

gdje parametar [i predstavlja srednji smjer raspodjele (ishodiste), a parametar £ mjeru koncen-

tracije raspodjele!?, gdje je konstanta normalizacije za d dimenzija:

-1

[g—l("ﬂ).

[MIS]

Cu(k) = (6.17)

v X

(2m)

U slucaju tri dimenzije jednadzbe mozemo zapisati u zavisnosti o sfernim kutevima, gdje je

polozaj srednjeg smjera u sfernim koordinatama fi = (sin v cos p, sin ¥ sin ¢, cos ¥):
p(g, ¢’ Ii) _ C3(I€) sin(@)e“ [sin(@) sin(9) cos(¢p—p)+cos(6) cos(ﬁ)} . (6 18)

Funkciju gustoée vjerojatnosti za raspodjelu kosinusa kuta (koristeéi supstituciju u = cos(#))

zapisujemo:

P(COS(@), ¢; K,) _ Cg(li)en |:\/(1—u2)cos(<b—4p) sin(ﬁ)+cos(19)u+\/(1—u2):| ‘ (619)

Iz grafickih prikaza na slikama 6.18 i 6.19 vidimo kako je u skladu s rezultatima 6.16 i 6.17.

OParametri /1 i % su analogni parametrima g i 02 kod normalne raspodjele.
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Slika 6.18: Graficki prikaz von Mises-Fisher raspodjele s parametrom [ na sjevernom polu za razlic¢ite
koncentracije k.
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Slika 6.19: Graficki prikaz von Mises-Fisher raspodjele s parametrom /i na ekvatoru za razlic¢ite kon-
centracije k.

Kada je parametar £ malen, on predstavlja raspodjelu koja je jako rasprsena (slabo koncentri-
rana) raspodjela tezi u uniformnu raspodjelu, ¢iji limes mozemo predstaviti kao:
Ke® 1

lm ——— = — 6.20
nli}l’%) 27‘(‘(6N — 6_'{) 471" ( )

te su stoga raspodjele:

1
i P(cos(0), ¢; k — 00) = —, (6.21)

p(0, ¢; k — 00) = pym

neovisne o parametru ji. Takoder, ukoliko parametar s tezi u beskonac¢nost, sva vjerojatnost
je lokalizirana u jednu tocku te dobivamo degeneriranu raspodjelu koja je opisana Diracovom

delta funkcijom:

lim —— = o0, (6.22)

ko0 21 (e — e™*)
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U tom slucaju raspodjele poprimaju oblike:

p(0, ¢k — 00) = 6(0 = 9)d(¢ — ), (6.23)
P(cos(0), ¢; k — 00) = §(cos(f) — cos(9))d(p — ). (6.24)

(c) k=1 (d) k=0,01

Slika 6.20: Prikaz von Mises—Fisher raspodjela na povrsini sfere s razli¢itim parametrima & i ishodistem
raspodjele u 1 = (0, —1,0) u Kartezijevom koordinatom sustavu.

Kada prikazemo vMF raspodjelu na sferi, moze nam sluziti kao ilustracija difuzije na povrsini
sfere. 1z lokalizirane raspodjele (slika 6.20a), vidimo kako smanjenjem parametra koncentracije
K se raspodjela §iri (slika 6.20b i 6.20c) te na kraju postaje uniformna (slika 6.20d). Za-
kljucujemo kako se CGT na sfernoj Setnji realizira na drugaciji nacin, gdje je vMF raspodjela

analogna normalnoj.
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7 Poveznica raspodjela

7.1 Fizikalna veza

U prethodnim poglavljima smo razmatrali razli¢ite distribucije i statisticke alate. U izradi ma-
tematickih modela kojima prikazujemo fizikalne procese smo zato radili odredene pretpostavke
kako bismo pojednostavili modeliranje, stoga u ovom poglavlju povezujemo nasumicni proces
¢iji dogadaji su diskretni (poput sudara cestica kod Brownovog gibanja) a dogadaju se u konti-
nuiranom vremenskom intervalu, raspodjelu koja opisuje vjerojatnosti opazanja tih dogadaja,
gdje ¢emo ujedno bez ikakvih nametanja izvesti i eksponencijalnu raspodjelu koja daje opis

vremenskog razmaka izmedu tih dogadaja.

7.2 Izvod intervalne raspodjele
Pretpostavke intervalne raspodjele:
1. Neka je k € Z" broj ostvarenih dogadaja unutar odredenog intervala.

2. Pojava jednog dogadaja ne utjece na vjerojatnost drugog dogadaja, tj. dogadaji su neza-

visni.
3. Vjerojatnost za svaki pojedini dogadaj je konstantna.

4. Dva dogadaja se ne mogu dogoditi u istom trenutku, tj. kako pratimo diskretne dogadaje
s kontinuiranim prolaskom vremena, vjerojatnost dvaju (ili vise) dogadaja je zanemariva,

stoga se u svakom trenutku ostvari najvise jedan dogadaj.

Zapisemo li preko tih pravila vremensku ovisnost raspodjele, dobivamo:

OP;(t)
ot

— a[Pes(t) = Pu(t)]. (7.1)

U slucaju kad tek po¢injemo pratiti proces koji je opisan ovom raspodjelom, odnosno za pocetni

dogadaj k = 0, ne postoji prethodni dogadaj (u ovome sluc¢aju k = —1). Te se izraz pojednos-
tavnjuje u:
0P (t
aot( ) _ —aPy(t). (7.2)
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Ovu diferencijalnu jednadzbu mozemo rijesiti metodom separacije varijabli:

Po(t) dpP’ t
/ 0 = —a/ dt’, (7.3)
Po P 0

Cije je rjeSenje:
Po(t) = e_at. (74)
Kako bismo odredili opéeniti izraz, prikazujemo Fourierovom transformacijom.

Pu(t) = / " Bu(w)e dw (7.5)

:% N

Vrijeme koje prethodi pocetak promatranja nema utjecaja te to svojstvo ostvarujemo mnozenjem

step funkcijom ©(t):
By(t) = e - 0O(1), o(t) = (7.6)

Ako parcijalno deriviramo po vremenu jednadzbu 7.5 dobivamo izraz:

aPk(t) . 1 (9 Oo iwt o 1 > 6 iwt
e %E/—oo Fr(w)e™ dw = ] o (Fr(w)e™") dw
1 [~ (7.7)
=5 - iwF(w)e™ dw,
a drugi izraz dobijamo uvrstavanjem jednadzbe 7.1:
0P (t 0P (t
{0 o [ {2 = o a0 - A
ot ot
1 [ (7.8)
= 2—/ a[Fr—1(w) — F(w)] dw.
™ —0o0
Izraze 7.7 1 7.8 mozemo izjednaciti:
[ alFia) - @) = o [ iwh@)ed
o _Ooa k—1(w k(w)]dw = —— _Oozw k(w)e™" dw
1 [ (7.9)
Dy a[Fr_1(w) — Fp(w)] — iwFj(w) | e“"dw = 0.

—00 v~
=0
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Rjesenje integrala moze biti jednako nuli, samo ako je izraz u zagradi jednak nuli, zbog toga

dobivamo:

a[Fy_1(w) — Fr(w)] — iwFi(w) =0,

koji kada sredimo dobivamo rekurzivnu relaciju:

a CL2 CLk

Fi(w) = Fio1(w) = —)2Fk,2(w) =..= —)kFo(w).

a+ iw (a+ iw (a+ iw

Kako bismo odredili Fy(w) potrebno je napraviti Fourierovu transformaciju od Py(t):

Folw) = F{Py(1)} = /

o0

- 1
— / 6—(a+zw)t dt = —,
0 a + w

koji kada uvrstimo u jednadzbu 7.11 dobijemo:

k

Fi(w) = (a+ i)

a opdi clan raspodjele sada glasi:

P, _ 1 - ak iwtd
(t) = o ) o (a+ iw)k“e n

Ovaj integral rjesavamo metodom parcijalne integracije gdje su produkti funkcija:

1 .
f/(w) = m, g(CL)) = ™t

Prvom integracijom dobivamo:

aki

~ 2rk

o P2t ok [

Pp(t - —
(t) k2w J_o

(a + iw) Fe™! (a + iw) Fe™'dt.

— 00

Ako kompleksnu funkciju h(w) = a + iw prebacimo u polarni oblik:

Y

a+iw = Va2 +w2e? tan(d) = d

a

gdje je izraz ¢iji limes trebamo odrediti oblika ¢ /|z|. Zbog || = 1 imamo:
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Py(t)e ™ dt = / e "O(t)e ™ dt =

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)



eiz

A T = (F19)
gdje sa zadanim granicama integracije tezi u nulu:
lim (a+iw) *e™ = lim (a® + w2)_%kei(Wt_k9) =0,
w—+400 | w—r+00 1 | (719)
lim (a4 iw) "™ = lim (a® + w?)2ke!@i=F) — 0,
w——00 w——00
Stoga je citav clan jednak nuli.
. | . i(wt—k0) i(wt—k0)
L ariw)yFet = tm - lim -S| =0.  (7.20)
2k oo 2mk \wotoo (g2 4 w?2)2k wo—oo (g2  2)2F
Ponovimo li isti postupak k puta, dobivamo:
k;2 o0 k k(;2\ktk o0
a®i*t 1 Nk a(—l)(z)tl/ 1 .
P(t) = — — Felwldt = — ™t 7.21
(t) k 2w _Oo(a+zw) ¢ k! 21 ) _ o (a—l—iw)e (721)

Prepoznajemo ¢lan koji je inverzna Fourijerova transformacija od 7.12 te kako vrijedi:
f
Po(t) = Fo((JJ), (722)

dobivamo:

pt) = “E T () = SR ) (7.23)

Uvrstavanjem jednadzbe 7.6 dobivamo konacno rjesenje:

Pi(t) = w (7.24)

Ako nas zanima vjerojatnost potrebnog vremenskog intervala izmedu dogadaja, zapisujemo

vjerojatnost:
P(T<t)=1-P(T<t)=1—¢e", (7.25)
¢ime potvrdujemo poveznicu eksponencijalne i intervalne raspodjele, gdje eksponencijalna ras-

podjela opisuje vjerojatnost vremenskog trenutka dogadaja, a intervalna raspodjela opisuje

vjerojatnost ostvarenja odredenog broja dogadaja unutar intervala.
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8 Difuzija

Jednadiba difuzije je parcijalna diferencijalna jednadiba koja opisuje promjenu gustoée na

poloZaju ¥ = (z,y, z) u vremenu ¢ s konstantom difuzije I), te je zapisujemo na slijedeéi naéin:

de {F, t)
at

=V (D Ve D). (8.1)

Kako je jednadZzba difuzije diferencijalna, ona opisuje Brownovo gibanje kod kojeg su koraci
kontinuirani, tj. duljina njihovog koraka infinitezimalna. To znaéi da nakon prolaska nekog
konafnog vremena od poéetka difuzije, jednadzba difuzije opisuje Setnju Setaéa koji je napravio
beskonaéno koraka, te se nalazi u limesu Centralnog graniénog teorema %to moZzemo pokazati

njezinim rjefenjem. Razmatramo li éesticu koja je savrieno lokalizirana u poéetnom vremenn

0.5

_—

—_— =l

0,44
0,3
0,2

0,1}

n'cl—ﬂ- -3 -2 -1 a 1 z 3 4

Slika 8.1: Tlustracija difuzije u trenutku t; =0 .

ty = 0 njenu poéetnu raspodjelu vierojatnosti nalaZenja opisujemo Diracovom delta funkcijom!

(slika 8.1). Ukoliko konstanta difuzije ne ovisi o poloZaju, te se jednadZba 8.1 pojednostavni u
linearnu diferencijalnu jednadzbu:

1 Jedna od (beskonaéno) moguéih reprezentacija Diracove delta funkeije je limes gausijanske funkecije:

1
la]v/m

[ 1@ = tim L [* f@eF az - f00),

gdje se skraceno zapisuje:
1
|alv/m

te u ovom kontekstu Diracova delta funkeija predstavlja raspodjelu (s dimenzijom obrnuto proporcionalnom
varijabli integracije).

=2
lim e=? = d(r),
a—+0



oc (F, t)
ot

= DV?¢(F,t),

te ukoliko promatramo difuziju u jednoj dimenziji se dodatno pojednostavni u:

ac(x, t) D(‘?%(x, t)

ot 0x?

Fourierova transformacija preko prostorne frekvencije k = 27” je:

1 [ :
C(k,t) = %/ c(x,t)e *dz,

—0o0

i onda izraz 8.3 postaje:

aC (k,t) Da?o(k, t)

ot ok 7

gdje desnu stranu izraza mozemo raspisati:

8QC’(k’ t) 82 1 ~ —ikx

1 [ d2

_ —ikx
= D% W <c(x, t)e dx)
1 [ ,
= —k2D% . c(z,t)e”*dx
= —k*DC(k, 1),
te jednadzba difuzije postaje:
oC (k,t
M = —k*DC(k,1),

ot

koje kada integriramo:

c
/cuc,t) "“D/dt’

dobivamo rjesenje:

C(k,t) = Ae ¥t
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Kako nam je Cestica lokalizirana u to = 0, imamo pocetni uvjet c¢(x,0) = d(x), ¢ija Fourierova

transformacija glasi:
Clk,t = 0) = — / " (@) itedy = (8.10)
=0)=— T)e r=— :
’ 27 J_ o 21’

gdje zakljucujemo da je A = % Inverznom fourierovom transformacijom dobivamo:

c(z,t) =F 1 (C(k,t) = %/ e F Dtk . (8.11)

Sredivanjem kvadrata u eksponentu:

1 [ A 1 [ 2_;
c(z,t) = o / eeDtikaqy — L[ - (Dte—ie) g

2 J_ o

_ i e (Dtk2—ik:r—4L;t+4%t)dk

27 J oo (8.12)

[ee) ) 2 .

_ L[ (Dhss) i

21 J_ o

[ee) . 2

- QLQZ”;/ e*(\/ﬁkw%) dk.

™ —00

Integral iz 8.12 rjeSavamo uvodenjem supstitucije u = v/ Dtk — %, gdje je du = v/ Dtdk, gdje

integral postaje gausijan:

> —(\/Dtk— ie )2 1 /OO —u?
e 2Dt/ dk = — e " du, 8.13
/ VDt J_so ( )

gdje je rjesenje integrala jednako /7 te rjesenje jednadzbe difuzije glasi:

1 -2 /7 1 —y2
c(z,t) = —eDt = e4Dt 8.14
(z.1) 2m VDt  V4xDt (8.14)

koja je kako vidimo gausijanska funkcija sto je konzistentno s opazanjem kako smo rjesavanjem

jednadzbe difuzije odmah u rezimu Centralnog grani¢nog teorema.
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9 Dodatak

9.1 RjeSenje integrala 7.14 preko teorema o reziduumima

U ovom poglavlju rjesavanjem integrala

(lk 0 eiwt
P =5z |

upotrebom alata kompleksne analize opravdamo uvodenje step funkcije ©(¢). Po teoremu o

reziduumima:
j{f(z) dz = QWiZRes(f(z),zo), (9.1)

integral kompleksne funkcije f(z) po pozitivno orijentiranoj zatvorenoj krivulji v jednak sumi
reziduuma funkcije f(z) pomnozen s 2mi. U tu svrhu prelazimo na integraciju kompleksne

varijable z:

ezwt ezzt

_ — L 9.2
J(w) (a + iw)k+1 /() (@ +iz)kt1 (92)
gdje je singularitet, odnosno pol zy = ai reda k + 1.
dai
Yr -R R
e
eal
.
Slika 9.1: Kontura integracije v za t > 0 [15]. Slika 9.2: Kontura integracija v za t < 0 [15].

Krivulju v mozemo rastaviti na "ravni” dio i kruzni luk vg, koji se u slucaju ¢ > 0 nalazi na
gornjoj polu-ravnini (slika 9.1) i na donjoj polu-ravnini u u sluéaju ¢t < 0 (slika 9.2, te integral

mozemo zapisati:

}éf(z) dz = /Zf(z) dz+/m (=) dz. (9.3)
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Kako su granice integracije polaznog integrala oo i —oo, po Jordanovoj lemi integracija po

kruznom luku vg je za t > 0:

T 1R Rei®
. — 1 : iRe" if —
REIEOO ~/7R f(Z) dz R—1>r—I|—1c>o 0 (CL + iRezG)k—&-l ¢ ¢ do O’

tezat < 0:

R—+o00 R—+oo J (a + Z’Rei0>k+1

koje reducira integral na:

ﬁf(z)dz:/_if(z)dz:/_j;%dw.

lim / f(z)dz = lim S —— T df =0,
TR

(9.4)

(9.5)

(9.6)

Kako se jedini pol nalazi na gornjoj polu-ravnini, u slucaju ¢ < 0 kontura v ne obuhvacéa nijedan

singularitet te je integral jednak nuli:

Y{f(z) & — 271 ZZO Res(f(2),20), zat >0,

0, za t <0,

sto je jednako mnozenju step funkcijom ©(¢):
j{f(z) dz =2mi Y Res(f(2),2) - O(1).
v -

Za odredivanje reziduuma koristimo Rodriguesovu formulu za pol z, reda m:

(m i 1)! ;:;—11 ((z = 20)" f(2))

Res(f(2), 20) =

z=2z0

kojim dobivamo:

Res(f(2), z0) = & (Mem)

T R ek \ €

~ W \(agizm
()| e
El\ ikt i k!
Uvrstavanjem dobivamo konacni rezultat:
k 0 iwt k 1k —at kik ,—at
a e a® _ (—itte ) a“tte
Py(t) = — ————dw = 21— 0(t) = ———O(t
K = 5 /_OO (a4 iw)F+1 okl ( O
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