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Uvod

Centralni objekt ovog rada je Poisson-Dirichletova razdioba koju je prvi uveo Kingman
1975. godine. Pokazuje se da su njezine primjene mnogobrojne u podrucjima kao Sto
su populacijska genetika, kombinatorika, teorija brojeva, ekonomija, statistika 1 druge. U
ovom radu uvest ¢emo je kroz dva razli¢ita modela koja je proucavao Billingsley u svojoj
knjizi Convergence of Probability Measures iz 1968. i kasnijem izdanju iz 1999. godine.

Prvi model bazira se na proucavanju nasumicnih permutacija fiksne duljine, koje dolaze
iz uniformne distribucije te na njihovom rastavu na cikluse. Zanimat ¢e nas asimptotska
svojstva duljina ciklusa normiranih s duljinom permutacije koja ¢e se posebno vaznima
pokazati u slucaju nekoliko najduljih ciklusa.

Drugi model koji ¢emo proucavati dolazi iz teorije brojeva, konkretno promatrat cemo
rastav nasumicno odabranog broja iz skupa {1,2,...,n} na proste faktore. Pokazat ¢emo
da su asimptotska svojstva skaliranih vrijednosti najvecih prostih faktora, nakon logaritmi-
ranja, ista onima u slucaju dugih ciklusa.

U poglavlju|l|{definirat ¢emo pojmove i dokazati alate nuzne za razumijevanje nastavka
rada. Bududéi da se u radu obraduju rezultati iz viSe matematickih podrucja u ovom se
poglavlju povezuju pojmovi iz teorije brojeva, analize, teorije vjerojatnosti i teorije mjere.

U poglavlju 2] detaljno obrazlaZemo i dokazujemo sve rezultate potrebne kako bi se
objasnilo asimptotsko ponaSanje slucajnih vektora iz dva spomenuta modela. Uvest ¢emo
prostor na kojem su promatrani objekti definirani 1 dokazati da oba modela konvergiraju
prema istoj distribuciji.

U poglavlju 3| pomocu ranije pokazanih rezultata definirat éemo centralni objekt ovog
rada, Poisson-Dirichletovu razdiobu. Pokazat ¢emo kako je povezana s Dirichletovom raz-
diobom te pomocu nje izvesti formulu za gustocu, marginalne gustoe i momente Poisson-
Dirichletove razdiobe.

U poglavlju {4 vratit ¢emo se originalnim motivacijskim primjerima te argumentirati i
ilustrirati kako se dobiveni rezultati na njih odraZavaju.

Svi rezultati bit ¢e potkrijepljeni detaljnim obja$njenjima i primjerima. Za razumi-
jevanje dokaza teorema u radu potrebno je predznanje iz podrucja teorije mjere i teorije
vjerojatnosti.



Poglavlje 1

Pripremni rezultati

U ovom poglavlju definirat cemo pojmove 1 navesti, a jednim dijelom i dokazati, njihova
svojstva koja e se pokazati vaznima u nastavku rada.

1.1 Funkcija I i njezine primjene

Definicija 1.1. Funkciju I' : (0,0) — R definiramo pomocu nepravog Riemannovog
integrala

(9]

@) := fxf-‘e-xclx. (1.1)

0

Pokazuje se da je funkcija I' dobro definirana te da joj se domena moze i proSiriti. Za
okvire ovog rada ovakva definicija ¢e biti dostatna.

Propozicija 1.2. Funkcija I" zadovoljava sljedece jednakosti
I+ 1)=t@),zat>0
(i) 'm+1)=nl,zaneN

1
r(x)r(y) _ x—1 _ —1
(iii) —F(x+y) —fu (1 =u) " du,zax,y>0.
0
Dokaz. (1)

(o)

C@E+1)= fx’e’xdx = (—e™*x')

0

+ f tx' e dx = T ()
0
0



POGLAVLIJE 1. PRIPREMNI REZULTATI 3

(i1) Bududida je

(o8]

ra)= fxoe_"dx =(-e)| =1 (1.2)
. 0
koristeci (i) rekurzivno dobivamoI'(n+ 1) =nl'(n) = ... =n!lI'(1) = n!

(iii)

[Se]

F(x)F(y)zft"_le_tdt-fsx_le_sds:
0

0

fftx_le_’sy_le_sdsdt = [f(u, v)=(t,8) = uv,v(l —u)),

St

-

t,s>0
ﬂ W lem T (1 = wy ey dudy =
O<u<l
O<v
1 o 1 oo
ffux—l (1 _ u)y—l vx+y—le—v dvdu = fux—l (1 _ u)y—l du fvxﬂr—le—vdv —
0 0 0 0

1

fux-l A-uydu-T(x+y).

0

Dijeljenjem izraza s I' (x + y) slijedi tvrdnja propozicije.
Oznad&imo s By (x) c R¥ definiran na sljedeci nacin

k
By (x) := {(tl,...,tk) eRF sty > O,Zt,- < x}.
i=1
Uz ovu definiciju vrijedi sljedeci teorem

Teorem 1.3. Neka je dana funkcija f : R - Riay,...a, > 0, k € N, tada vrijedi

_ F(al)...F(cxk)
- 'l +...+ @)

ff(tl+...+rk)r;“‘1...r,fk‘ldzl...drk ff(z)z2?=1“f-1dt. (1.3)
0
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Dokaz. Tvrdnju pokazujemo matematickom indukcijom. Za k = 1 tvrdnja trivijalno sli-

jedi. Za k = 2 vrijedi
a;—1 ar— ) 1-s
f [ +n)t! 1t22 Ydndt, = S (s1,8) = ((1 = 51) 52, 5182), [ s22 5y 1] = —sz]

11,60>0
H+n<x

(Uocimo da uvjet t| + t, < x povlaci s, = (1 — s1) 5, + 5152 < X.)

f Fls) (1= s sy s 32 —so| dsidisy =

O<si<1
O<sz<x

r r
f(l 57 1 az 1ds1ff(s )Sa1+a2 ld L3 r((all)-i_(czz)) ff(l)ta1+a2 1z,

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za svaki k < n te pokazimo da vrijedi za n. Bududéi
da su slucajevi n = 1, 2 ve¢ pokazani pretpostavimo da je n > 2. Oznaimosa =t3 +...1t,
tada je

_ -2>0
(h+t+a) e e dndy, . d, T E
2 n

By (x)
f L f fo+n+ay ' dndn des .. diy =
B,_»(x) t1,t2>0

H+n<x—a

(Primjenimo li slucajk =2 uz X =x—a if(t) = f(t+a).)

X—a

r(a'l)r(a'Z) as—1
— o et t+a) Ve de L. dr, =

Bn—Z(x) 0
I'(a) I (a2 1o _ tpostavei indukcij
[(e)T (@) FU+t+ ) D S T, T E
I'(a) + a2)

By (x)

l(@)T (@) Tlar+a)l(as)... T (@)
Ny +a)) Tay+a)+az+...+a,)

1—‘(a/l) 1—‘(a/n) ff(t) tz’ | ai— ldt

F(a1 +.

X
f (l’) t((y1+(x2)+25‘:3 a[—ldt —

Po principu matemati¢ke indukcije slijedi tvrdnja teorema za svaki k € N. O
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U radu ¢emo Cesce koristiti sljedeci korolar.

Korolar 1.4. Neka je dana funkcija f : R - R, @ > 01k € N, tada vrijedi

() (
ff(tl FooH ). )™ dey . dy = F(l(:y; ff(t)tk“_ldt.
0

Dokaz. Tvrdnja slijedi izravno iz (1.3)) ako uzmemo a; = ... = = a > 0. O

Moze se pokazati da je funkaicja I' definirana pomocu analiticka, Sto ¢e se kas-
nije pokazati vaznim. Uz nju veZzemo i pojam Euler-Mascheronove konstante y. Nu-
merickim metodama moZe se odrediti njezina priblizna vrijednost, odnosno pokazati da
jey = 0.5772, a za nas Ce biti vazno njezino svojstvo koje daje vazu izmedu funkcije I 1
konstante y. Vrijedi

y=-T"(1). (1.4)

1.2 Neki pojmovi teorije vjerojatnosti

Definicija 1.5. Neka je B : (0, o) X (0, c0o) — R, takva da vrijedi

1

B(x,y):fux_l(l—u)y_l du. (1.5)

0

Za B kazemo da je beta-funkcija.

Definicija 1.6. Neka su p > 0,g > O fiksni. Neprekidna slu€ajna varijabla X ima beta-
distribuciju s parametrima p i g ako joj je gustoca f dana sa

xPH (1 = x)7! 0<x<l1
fx) = B(p,q) T4
0, x<0ilix>1.

Iz (1.5) se lako vidi da je f zaista vjerojatnosna funkcija gustole, a ako uvazimo i
formulu iz propozicije[I.2]slijedi alternativna formula

I'(p+q) (1.6)

'@ ,., -1
———Z Tt 1-x)"", 0<x<1,
f )= (-0
0, x<0ili x> 1.
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Promotrimo kako izgleda beta-distribucija u posebnom sluc¢aju p = ¢ = 1. Budu¢i da
je po propoziciji[I.2]T (n + 1) = n! iz (1.6) slijedi

1-1
f(x)—{—xll(l—x)“, 0<x<l, _{1, 0<x<lI,

(2_1)! g
0, x<0ilix>1 0, x<O0ilix> 1.

Iz ovoga zakljuujemo da je beta-distribucija s parametrima p = g = 1 zapravo uniformna
distribucija na (0, 1). ViSe informacija, odnosno svojstava beta-distribucije moZze se naci u
Sarapa [4]].

Okrenimo se sada rezultatima klju¢nima za daljnji nastavak rada koji govore o grani¢nim
svojstvima slucajnih varijabli.

Definicija 1.7. Reéi ¢emo da niz slucajnih varijabli ili vektora {X,} konvergira po dis-
tribuciji prema slucajnoj varijabli, odnosno vektoru X i piSemo X, = X ako za svaku
neprekidnu, ogranicenu funkciju f vrijedi

Detaljna svojstva 1 motivacija za ovakvu definiciju mogu se naci u Billingsley [1]].
Sljedeci teorem daje nam nekoliko alternativnih definicija koje ¢e se u kasnijim poglav-
ljima pokazati korisnima.

Teorem 1.8. Za X,,, X : Q — R’, r € N sljedecih pet uvjeta su ekvivalentni
(i) X, = X.
(ii) E[f (X,)] = E[f (X,)] kada n — oo za sve ogranicene, neprekidne funkcije f.
(iii) limsup, P[X, € F] < P[X € F] za svaki zatvoreni skup F.
(iv) liminf,P[X, € U] > P[X € U] za svaki otvoreni skup U.
(v) P[X, € A] = P[X € A] za svaki skup A takav da je P[X € 0A] = 0.

Dokaz. (i) = (ii) Vrijedi izravno po definiciji.
(i) = (iii) Neka je F C R" zatvoren skup i neka je € > 0 proizvoljan, tada je f : R" - R

d (x, F))Jr
. ,

f0) = (1 -

i ¢ i ,ax" = xl,o.
dje d oznaCava metriku na R, a x* 1.0
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Bududi da je d(x,F) > 0 za svaki x slijedi da je 0 < f < 1. Bududi da je f
kompozicija neprekidnih funkcija i sama je neprekidna. Takoder ukoliko s oznacimo
F?:={xeR" :d(x, F) > &} vrijedi

Lr(x) < f(x) < 1pe (x). (1.7)

Zaista, ukoliko je x € F tadaje d(x,F) = Opaje f(x) =1 > 1p(x), zax ¢ F je

1r(x) =0, a kako je f > 0 nejednakost trivijalno slijedi. Za x ¢ F* je @ >2=1paje

f)=0<1%(x),azaxe F?jelp (x) = 1,akako je f < 1 nejednakost trivijalno slijedi.
Iz (1.7)) slijedi

limsup P [X, € F] = limsupE [15 (X,)] < limsup E [ £ (X,)] £

n n

E[f ()] <E[Lp (0] = P[X € F].
Bududi da je F zatvoren puStanjem € \, 0 zbog neprekidnosti vjerojatnosti s obzirom na
padajudi niz dogadaja slijedi (iii).
(iif) = (iv) Buduci da je U otvoren slijedi da je U¢ zatvoren pa imamo

(iii)
liminfP[X, € U] = 1 - limsupP[X, € U] > 1 -P[X € U] =P[X € U].

(#ii) 1 (iv) = (v) Oznacimo s Int(A) interior skupa A i s Cl1(A) zatvaraC skupa A. Tada
vrijedi

(@)
PIXe€A]l<P[Xelnt(A)]+P[Xe€dA]=P[X € Int(A)] < liminfP[X, € Int(A)] <
iii)

limsup P [X, € C1(A)] CPIX eCl(A)] <P[X € A]+P[X € 0A] = P[X € A].

iz Cega slijedi (v).
(v) = (i) Neka je f : R" — R ogranicena i neprekidna funkcija, pa postoje konstante
a<beRtakvedajea < f(x) < bzasvaki x € R". Tada za funkciju

vrijedi 0 < g (x) < 1 za svaki x € R". Zato je

X

I I
E[f(X)]:(b—a)]E[g(X)]+a=(b—a)fxng(X)+a=(b—a)ffdtng(X)+a=
0 0 0
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1o 1
(b—a)fdeg(X)dt+a:(b—a)fP[g(X)S1]—P[g(X)§t]dt+a:
0 1 0
1 1

(b—a)fP[g(X)>t]dt+a:(b—a)fP[Xeg‘l((t,oo))]dt+a,
0 0

gdje je Fyx) funkcija distribucije od g (X). Analogan raCun vrijedi i za X,,.
Buduéi da je X € dg™' ((t,0)) € X € g ' (¢) slijedi da je P [X edg™' (1, oo))] <

P [X cg’! (t)] pajeP [X € g™ («, oo))] = (0 za sve osim eventualno prebrojivo mnogo
t €0, 1).

1
Bududi da je P [X € g‘1 «t, oo))] <1,a f 1dt = 1 < oo po Lebesgueovom teoremu o
0

dominiranoj konvergenciji i tvrdnji (v) za A = g~ ((t, 00)) slijedi

1
E[f (X)) = (b-a) f P[X, € g™ (t,0o)]dt +a S
0

1
(b—a)fP[Xeg_l ((t,00))|dt + a = E[f (X)], kada n — oo.
0

Ovime je pokazano da je svih pet uvjeta medusobno ekvivalentno. O

Sljedeca definicija zajedno s propozicijama koje je slijede a navodene su bez dokaza,
koji se mogu naci u primjerima 2.3. i1 2.4. u Billingsley[1]], omoguc¢uje nam da umjesto
svih skupova A u (v) ponekad promatramo manju klasu.

Definicija 1.9. Reci ¢emo da je klasa A odreduje konvergenciju ako za svaki X i svaki niz

{X,} konvergencijaP [X, € A] » P[X € A] zasvakiskup A € AtakavdajeP[X € 0A] =0

povlaci X, = X.

Propozicija 1.10. Klasa A := {1—[ (=00, x;] : x;,i=1,2,..., r} u R" odreduje konvergen-
i=1

ciju.

Propozicija 1.11. Klasa R}’ := {ﬂ;lH ck>1,H¢€ Rk} u R” odreduje konvergenciju. (7 :

R® — R je prirodna projekcija)

Sada smo u mogucnosti dati ekvivalentnu definiciju konvergencije po distribuciji.
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Korolar 1.12. Neka su X, 1 X sluCajne varijable i F , F'x njihove funkcije distribucije.

Tada X,, = X ako i samo ako Fx, (x) — Fx (x) za svaki x € Dp,, gdje je D, skup prekida
funkcije Fx. Odnosno

X,, = X ako i samo ako X, —D> X.

Dokaz. Neka X, = X, tada po teoremu[I.§|P[X, € A] - P[X € A] za svaki skup A takav
daje P[X € 0A] = 0. Neka je x € Dp,, tada je

P[X € 0(—00,x]] =P[X =x] = Fx(x) - Fx(x—) = 0.
Uz A = (—o0, x] dobivamo
Fy, (x) = P[X, € (=00, x]] = P[X € (—c0,x]] = Fx (x),

D
odnosno X, — X.

Pretpostavimo sada da X, g X. Tada za x € Dp,, odnosno, po racunu od ranije, za x
takav da je P[X € 0 (—o0, x]] = O vrijedi

P[X, € (~00,x]] = Fy, (x) = Fx (x) = P[X € (o0, x]].

Po propoziciji zar = 1slijedi X, = X. O

Sljedeci teorem daje nam neke dovoljne uvjete za konvergenciju u slucaju kada pro-
matrana klasa A ne odreduje nuzno konvergenciju. Dokaz se moZe naci u teoremu 2.5 u
Billingsley [1]], a prije iskaza navedimo jo§ jednu definiciju.

Definicija 1.13. Neka je X neprazan skup. Familija S c % (X) zove se poluprsten (pod-
skupova od X) ako:

(S1) 0 e S.
(§2) A BES=>ANBEeS.

($3) A,Be S = dne NIAC,,C-2,...,C, € S, medusobno disjunktni, takvi da je
A\B:C1UC2U...UCH.

Teorem 1.14. Neka je dan poluprsten ‘A takav da je svaki otvoren skup unija prebrojivo
mnogo skupova iz A. Ako vrijedi P[X € A] < liminf, P[X,, € A] za svaki A € A tada
X, =X
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Korolar 1.15. Ako vrijedi P[X € A] < liminf, P [X, € A] za svaki

A€ {l_[ {a;,b;] 1 a; < b; € R}
i=1

tada X, = X.

Dokaz. Tvrdnja slijedi izravno iz prethodnog teorema jer je klasa

A= {H (ai,bi] L a; <bl‘ ER}

i=1

poluprsten, 1 svaki otvoreni interval se moZe prikazati kao prebrojiva unija poluotvorenih
intervala, a svaki otvoren skup se moZe prikazati dao prebrojiva unija otvorenih intervala.
O

Sljedeci teorem daje nam dovoljne uvjete za donoSenje zakljuaka o konvergenciji
kompozicije.

Teorem 1.16. Neka je h izmjeriva funkcija i D, skup njezinih tocaka prekida. Ako je
P[XeD,]=0iX, = Xonda h(X,) = h(X).

Dokaz. Neka je F zatvoren skup i x € CI(h™ (F)). Tada postoji niz (x,),ey takav da je
h(x,) € F. Ako jo§ dodatno zahtijevamo da je x € D;, to implicira da je h(x) € C1(F) = F.
Zato je D§ N Cl (h—1 (F)) c k™' (F). Buduéi daje P[X € D,] = 0 vrijedi P[X € D] = 1, iz
cega slijedi

Teoren{l.§
lim supP [/ (X,) € F] = limsupP |X, € ™' (F)] < limsupP|X, € CI(h™" (F))] <

P|x eCl(h”" (F))|=P|Xx e DynCl(h”" (F))| <P[X e i7' (F)| =P[R (X) € F].
Tvrdnja teorema sada slijedi iz teorema 1.8} odnosno % (X,,) = h (X). O
Korolar 1.17. Ako X,, = X onda je E |X| < liminf, E |X,,]|.

Dokaz. Po teoremu [I.16]|X,| = |X|, pa kao i ranije P [|X,| > ] — P[|X] > ] za sve osim
prebrojivo mnogo t, tvrdnja korolara slijedi po Fatouovoj lemi. O

Korolar 1.18. Ako vrijedi sup, E||X,|"**| < c0i X, = X onda E[X,] > E[X].
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Dokaz. Po korolaru X je integrabilna, a po teoremu X'=X1X, > X . Za
proizvoljni @ vrijedi

E[X] = f X:dP + f X'dP = f xdFy: + f X*dP = f f dt dFy + f Xtdp =

X <a X>a 0 X>a Xi>a

a

e t
fdeX; dr + f XidP = fIP[t <X'<aldt+ f X'dP ianalognim postupkom
0

1 X >a 0 Xy>a

3

E[X*]:fP[t<X+<a]+ fX*dP.

0 Xt>a

Bududi da je sup, E [anl”s] < oo za proizvoljni € postoji dovoljno velik a da vrijedi

f X dP = f X+( )dP<— f (X' < [(X+)1+‘9] alsE[an|“s]<s

Xr>a Xr>a Xy >a

¥

i f X dP < e. Buduéidaje P[r <X, <a] < 1,a f ldt < oo po Lebesgueovom
X*t>a 0
teoremu o dominiranoj konvergenciji i teoremu [1.8] slijedi

a

fP[t<X;<a]dt—>fP[t<X+<a]dt.
0

0

Zbog argumenata vezano uz odabir parametra « sada zakljuCujemo da E[X[] —» E[X ], a
kako bi cijeli postupak analogno proSao i za X, , odnosno X~ slijedi

E[X,] =E[X'|-E[X;] > E[X']-E[X | = B[X].

n
O

Zaklju¢no s ovim korolarom pokazali smo sve potrebne tvrdnje vezane uz konvergen-
ciju slucajnih varijabli. Okrenimo se sada konstrukciji koja ée igrati klju¢nu ulogu u doka-
zima mnogih teorema u nastavku rada.
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Neka je X = (Xj,X>,...) sluCajni vektor za koji vrijedi X; > O za svaki k € N i
Zk_l X, =1. Zelimo definirati slucajni vektor X = ()2'1, X, .. ) tako da zadovoljava

P[f(l = ,-] = X; zasvakii

N A A X
P[ 3:Xk|X1:Xi’X2:Xj]:T.k_X ZaSVakik?&l.,j
i J

Formalna konstrukcija takvog vektora dana je u sljedecoj napomeni.

Napomena 1.19. Neka je So = 0, S; = ZL:I X,. Bududi da je Z:’:l X, = 1 vrijedi
S; — 1. Promotrimo slu€ajne varijable Yi, Y5, ... uniformne na (0, 1) koje su medusobno
nezavisne i nezavisne sa X; za svaki k € N. Neka je 7, =i kadaje §;-; < Y, < §;. Ukoliko
je X; = 0 zaneko i € N onda je 7, # i za svaki r, a ukoliko je X; > 0 onda 7, poprima
vrijednost i s vjerojatnos¢u X;. Neka je 6, = 7y, neka je 8, = 7, gdje je r naymanji indeks
zakojije 6, # 7,, 93 T gdje je s najmanji indeks za koji je 6, 6, # 71 tako dalje. Tada
¢e za vektor X = (X, X, .. ) kojeg definiramo s X Xy, zadovoljavati

P[f( :X] P[Xy, = X;| =P[6, =i] =P[r; = i] = X;, zasvakii,
P [92 = ] N 91 = l] deﬁmct/a od 6,

P[f=X, 1% = X|=P[Xy = X, | Xy = X/] =

P[6, =]
© o0 r—1
P[U‘rl:...:‘r,_lzi,‘r,:jl S Plr,=j]- [1P[r =]
r=2 nezavisnost r=2 k=1
X; B X;
Z X;- H X; 0

=X; ZX’Z —j za svaki j # i,

P[X3 =X | X1 = X, X0 = X;| = P[Xo, = Xu | Xg, = X, X, = X;| =
P[93 = kﬂ@z = jﬂgl = l] deﬁm'ciaod@z
P[6; =iN6, = j] B

(o) (o]
P[U Uti=...=70=L7= )i Tt T €L 1T k]
nezavisnost

r=2 s=r+1

P[Uﬁ =...=T :i,Tr:j]
r=2



POGLAVLIJE 1. PRIPREMNI REZULTATI 13

o 00 r—1 s—1
£ 5 ([t =) -2l =1 11 #lowe 1) P -n
r=2 s=r+1 \n=1 m=r+1 _
XiX; -
1-X;
co 00 r—1 s—1 oo ) oo s=(r+1)
2 2 (X)X T Xi+ X5 |- X Xoo X;-Xi- 2 X722 3 (X,-+Xj)
r=2 s=r+1 \n=1 m=r+1 _ r=2 s=r+1 _
XX - XX -
1-X; 1-X;
Xe Xj-Xi xR, X
—Aq AT k . ..
o le_Xi_Xj, zasvaki k # i, j,

Sto smo 1 zeljeli pokazati. Jedini problem je $to ako niz (6,),y nije dobro definiran. To bi
se moglo dogoditi ako za neki u ne postoji r takav da je 7, # 6,,...6,_,. To bi znacilo da je
Xg +...+ Xy, , =1 Tadarecimodaje , =cczav >ui X, = 0. U ovom slu¢aju ponovno
su zadovoljene traZzene tvrdnje.

Iz ove napomene dobivamo tvrdnju sljedece propozicije

Propozicija 1.20. Za ranije definiran vektor X = ()A( L X, .. ) vrijedi

(i) X > 0, zasvaki k € N,
(ii) Z X =1
k=1

il =i,....0,=1i, =X;
L= : T-X, T 1-X, —... - X,

Dokaz. (1) Tvrdnja vrijedi jer za svaki w 1 za svaki k € N postoji i € N takav da je
X (w) = X; (w) > 0.

r

r—1

(i1) Zbog uvjeta da za 6; biramo 7, s najmanjim indeksom koji je razli¢it od svih ranijih
6; dobivamo da je svaki w vektor X (w) permutacija vektora X (w). Tvrdnja vrijedi

jer je Z;;Xk: 1.
(iii)
PO =iy,....0,=i, | X]=P[6, =i, | XNO =i10...00 =iry]-
PO 1 =i |XNO =i,N...00_2=i,5]...-P[6; =i | X] =
X; Xi,_, Xi,
1-X, —..=X; , 1-X;—...-X;, " 1-Xi

- X;,.

r=1 1
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1.3 Neki pojmovi teorije brojeva

Definicija 1.21. Ako je g (x) > 0 za sve x > a, kazemo da je
f () =0(gW)

ako je f(x) (g (x))! ograniceno za svaki x > a, odnosno postoji konstanta M > 0 takva da
jelf (x)] < Mg (x) za svaki x > a. JednadZba oblika

f)=hx)+0(EW)
znacidaje f (x) — h(x) = O (g (x)).
Uz ovu notaciju vrijedi tvrdnja sljedeée propozicije

Propozicija 1.22. Za funkciju I" definiranu pomo¢u (1.1)) i Euler-Mascheronovu konstantu
v vrijedi

aF(a):F(1+a):1—ya+0(a/2), zaa > 0.

Dokaz. Buduéidajepo (1.2) ' (1) = 1, po (1.4) I (1) = —y, akako je funkcija I analiti¢ka
slijedidajeI'(1+a) = 1-ya+0O (az). Ukoliko na dobiveno primijenimo tvrdnju propozicije
[1.2]slijedi traZena tvrdnja. |

Pokazat ¢emo joS dva teorema koji ¢e se pokazati znacajni u poglavlju

Teorem 1.23.

> 02(P) _ 10g (x)+ 0(1), x - oo,

pP<x
gdje se sumacija vrsi po prostim brojevima p < X.

Dokaz. Neka je

_ [ log(p) n=ph
Aln) o= { 0, inacne.

Po primjeru 5.4. u Dujella [2] vrijedi

> A’i”) = log (x) + O(1). (1.8)

n<x
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Takoder vrijedi
A () log (p) log (p) o | log(p) p
- = < log(p) ) — = <
m>2

log (p)
ZZ P < o0
p

Iz dobivenog slijedi da je

YRRy AR o,

p<x n<x

Sto zajedno sa (1.8) daje tvrdnju teorema. O
Teorem 1.24.

> log(p) = 0(x), x = o,

p<x
gdje se sumacija vrsi po prostim brojevima p < Xx.
Dokaz. Bududi da je

(2n) _ (2n)!
k] ) 1)

ako je n < p < 2n onda prost broj p dijeli (2k”). Zato ozna¢imo li s 8 (x) = Z 3 log (p)
p<x

vrijedi

0(2n)—0(n) = Z log (p) = log[ n p] <log ((2]?)) <log (22”) =2nlog(2). (1.9)

n<p<2n n<p<2n
Zan = 2* zato vrijedi

0(2") < 0(2") + 2" log(2) < ... < 0(2°) + 2" log (2) + ... + 2" log (2) < 2 log (2).
Za2™ < n < 2™ zato vrijedi

0(n) <OQ2") +0(2"") - 02" <2 log (2) + 2" log (2) = 42" log (2) < 4nlog(2),

1z Cega po definiciji|l.21]slijedi tvrdnja teorema. O
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1.4 Formula ukljudivanja i iskljucivanja

Promotrimo skup I C {1,2,...,n} 1 ozna¢imo s |I| kardinalitet skupa /. Neka je r € R i
nekasu Sy,...,S, c R". Tada vrijedi sljedeci teorem

Teorem 1.25. Za svaku integrabilnu funkciju f : R" — R vrijedi

f fcm— (1)"' ffd/l (1.10)
12

Sin.ns, e Mier S§
gdje se u slucaju I = O smatra ﬂ , S¢=R".
1€

Dokaz. Zai=1,...,no0znaimos A; :=S;tesA:=5,N...NS, =A7N...NA,. Tada
jeA°=A;U...UA, te vrijedi

(Lae = Ta) - (Lae = La)) oo (T = Ly, ) =0,

jerjezax ¢ A;U...UA, vrijednost svake karakteristi¢ne funkcije 0,azaxe€ A;U...UA,
postoji i € {1,2,...,n} takav da je x € A; pa je (14 — 1,,) = 0. Raspisivanjem ovog izraza
i primjenom formule 13 - 1+ = 13~ dobivamo

D, DMLy =0= T+ Y DM =0=
Ic{1,2,...,n} {1.2,...,n}

=T+ Y DM a,a=0=1i= > (D', (1.11)
Ic{1,2,....,n}

0+£Ic{1.2,...n}

Za integrabilnu funkciju f : R” — R zato vrijedi

f fdd = ff]lgm s, dA = ff]lAd/l@ff ( D11 4dd =

Sin..nS, R" IC{12 .....

PR f Plagadi= 3 O [fig d= 3 @ [ g
Ic{1,2,....n} R Ic{1,2,....n} R I1c{1,2,....n} Mier ¢
Ovime je pokazana tvrdnja teorema. O

Korolar 1.26. Neka je dan skup X ¢ R" i integrabilna funkcija f : R" — R. Tada je

fax="% (1) f fda, (1.12)

XNS1N...0S, Iei1.2,...n) XO((ier 56

gdje se u slucaju I = () smatra ﬂ.el S¢=R"
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Dokaz. Primijenimo li (1.12)) na funkciju f = f1y dobivamo

Yot [ g

fda=
Ic{1,2,...n} Xm(ﬁielsf)

XNSiN..NS,

Sto je trebalo pokazati. O



Poglavlje 2
Motivacijski primjeri

U ovom poglavlju definirat cemo dva naizgled nepovezana vjerojatnosna modela 1 prouciti
njihova svojstva. Kasnije ¢e nam posluZziti za definiciju Poisson-Dirichletove razdiobe koja
je centralni objekt ovog rada.

2.1 Ciklusi slucajnih permutacija

Prvi prostor koji promatramo jest prostor S, svih permutacija skupa {1,2,...,n} s jedna-
kom vjerojatno$c¢u svake permutacije. Neka je dana slu€ajna permutacija oo € §,, 1 neka
se ta permutacija rastavlja na cikluse {C;, C», ...}, gdje je taj skup konacan. Dodatno pret-
postavimo da C; sadrzi 1, C, sadrZi najmanji element skupa {1, 2, ..., n} koji nije sadrZzan
u Cy, opCenito C sadrzi najmanji element skupa {1, 2, ..., n} koji nije sadrZan ni u jednom
C; zal < k. Uvedimo oznake za duljine (|C,|, |C3|, ...) odgovarajucih ciklusa gdje po po-
trebi ovaj niz mozemo interpretirati kao beskonacan ukoliko uzmemo da je |C;| = 0 za k
vedi od broja ciklusa permutacije o. Primijetimo da trivijalno vrijede sljedece Cinjenice

P(lo) = %i Y " |Gl =n Odnosno » " = 1§ > 07asvakik €.

n! 1 n

Primjer 2.1. Promotrimo kako uvedene oznake izgledaju za n = 9 i na odabranu permuta-

cijuoc=(1331287872), odnosno zapisano pomocu ciklusa o = (1, 3,4) (2,9, 7) (5) (6, 8).

Tada je uz gornje oznake
C =(1,3,4),C,=2,9,7),C3=(5),C4 = (6,8)
iz Cega slijedi
ICi = 3,1Co = 3,1G5] = LGyl = 2.

(o]
Odnosno dobivamo Zk_l 'Cg—"' = 3+39ﬂ =1.

18
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U navedenom primjeru promatrali smo svojstva fiksne permutacije o, a sljedeca lema
nam govori vise o ciklusima slu¢ajno odabrane permutacije.

Lema 2.2. Neka je definiran vjerojatnosni prostor kao gore i neka se o rastavlja na odgo-
varajuce cikluse. Tada vrijedi P(‘Cn—" = i') =P(Cy| =1i) = i zal<i<n

Dokaz.
. broj permutacija s prvim ciklusom duljine i
P(C)| = i) = 2P d pn, jine i _
m-1)-...-.n—-i+1)-n—-90)-...-2-1 1
n! T n

Gdje druga jednakost vrijedi jer znamo da je prvi element ciklusa C; 1, a ostale odaberemo
na(n—1)-...-(n—1i+ 1)nacina. Tako dobivamo C; duljine i a zatim na (n — 7)! nacina
ispermutiramo preostale elemente. O

Pretpostavimo nadalje da je |C;| = i, odnosno da vrijedi C, = (1,ay,a»,...,a;_1). Tada
preostali ciklusi ¢ine permutaciju skupa {1,2,...,n}\ {1,a;,a,...,a;1}. Paje uvjetno na
dogadaj da je |Cy| = i, vjerojatnost da je |C,| = j upravo vjerojatnost da je prvi ciklus
permutacije (n — i)-Clanog skupa duljine j. 1z ovih napomena i prethodne leme slijedi

. : : . : 1 1
PACi =1,1Cl = ) =PC| = jlICiI =0 -P(Cil =) = i

Uocimo da ovaj postupak moZemo nastaviti te induktivno za iy, i, ..., i > 0 takve da je

k
Z . i; < n zakljuCujemo da vrijedi:
j:

PACI =i, |Col = iz, ..., ICil = 1) =

induktivna pretpostavka

P(Ckl =i I ICil = i1, ..., |Chkoil = 1g=t) - PC | = 14, . . ., [Crot| = 1k=1)

1 117 1 _
n—G +...+0_1) (n j:]n—(i1+...+ij) -
1 1 1
n n—ip  n—(h+h+...+iq)

k

Ukoliko je Z . i; > ntada je traZena vjerojatnost nula, jer je nemoguce da je zbroj duljina
]:

ciklusa veci od n.

Ovim razmatranjima dokazan je sljedeci rezultat

Propozicija 2.3. (a) Slucajna varijabla % uniformno je distribuirana na skupu {fl, i < n}.
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|C1| |C2|

sluca]na varijabla =*
n

{;,]Sn—zzn—lCll}.

(b) uvjetno na =*- uniformno je distribuirana na skupu

(c) uvjetno na 'C'l =4l _a Gl o ”‘ L slucajna varijabla = G ”‘ uniformno je
n n n n
dlstrlbulrana na skupu { sk <n—ii—ip—...— 1 =n—|C - |C2| el — |Ck_1|}.

Sada smo spremni razmotriti $to se dogada u grani¢nim situacijama. Prethodna propo-
zicija daje nam za pravo pretpostaviti da ¢e promatrane slucajne varijable u nekom smislu
konvergirati ka slucajnim varijablama koje su uniformno distribuirane na [0, 1]. U tu svrhu
definirajmo slu¢ajne varijable U, U,, ... Uy, . .. koje su sve nezavisne i uniformne na [0, 1].
Pokazimo prvo sljedecu lemu.

Lema 2.4. Neka su |C|1 U, slucajne varijable definirane kao gore. Tada vrijedi

C
u = U,.
n
Dokaz. Nekaje f :[0,1] — R neprekidna funkcija, a buduéi da je skup [0, 1] kompaktan

funkcija f je i ogranicena. Tada vrijedi

S-S A5 Fror-si

Gdje konvergencija vrijedi jer je f neprekidna pa je Riemann integrabilna iz ¢ega slijedi da
Darbuoxova suma konvergira prema Reimannovom integralu funkcije f. Po teoremu [I.§]
slijedi tvrdnja leme. O

Sli¢nu tvrdnju moZemo dobiti i za 2l samo $to u ovom sluéaju moramo danu slu¢ajnu

varijablu u nekom smislu skalirati kako b1 ponovno dobili konvergenciju prema uniformnoj
na [0, 1].

Lema 2.5. Neka su |Cy|, |C5| 1 Uy, U, slucajne varijable definirane kao gore. Tada vrijedi

|Ca|
Gl

n’'1-kl
n

= (Ul’ UZ) .

Dokaz. Uvedimo prvo oznake koje ¢e nam pojednostavniti zapis. Neka je L} = ‘i—' Na-
dalje neka je f : [0,1]> — R neprekidna funkcija, a buduéi da je skup [0, 1]> kompaktan
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funkcija f je 1 ograniCena.. Tada vrijedi

L SR i L
E|f(L} = - fl=——|=
[f( T1- Ln)] Rl n—i f[n 1_ﬁ)

1 - f n’ 1_’ f( X1 lxiq Fubzm
o) Z - ff T x ———d(x1, x2)

i
i+j=1 n 0<x1+x2<1

1 1-x;

LGP d
ff i i dxpdx |y = —2— dy =~ | =
1—x1 1—X] 1—x1
0

1 1

f f FCrny) dydx, = f f F(y)d(x.y) = BLf (U, Uy)]
0 O

[0,11?

Gdje konvergencija vrijedi jer je funkcija (x1, x2) — f(xy, 1x2 )/ (1 — x1) neprekidna pa je

Riemann integrabilna iz ¢ega slijedi da Darbuoxova suma konverglra prema Reimannovom
integralu funkcije. Po teoremu [I.§]slijedi tvrdnja leme. m|

Dokazani rezultat se moZe induktivno poopditi s dvije na r slucajnih varijabli. To je
formalno iskazano sljede¢im teoremom.

Teorem 2.6. Neka su |Cy|,|Cyl,...|C,| i Uy, U,,...U, slucajne varijable definirane kao
gore. Tada vrijedi

(@] IC,

ICil " -

n ol Gl el Gl
n

:>(U19U2’---,Ur)-

n n PR n

Prije nego krenemo na dokaz teorema uocimo da bi nam ponovno, kao i u dokazu
prethodne leme, uvodenje novih oznaka bitno pojednostavilo zapis u iskazu teorema. Zato
prvo navedimo sljedecu definiciju.

Definicija 2.7. Neka su |C,|,|C5], ..., |C,| slu€ajne varijable koje odgovaraju duljinama cik-
lusa permutacije n-Clanog skupa kao $to je definirano ranije. Neka su tada L, L7, ..., L}

slu€ajne varijable na istom vjerojatnosnom prostoru definirane relacijom

Cil .

L?::u,le{l,Z,...,r}
n

inekajeL" = (L}, L5,...,L},0,...).

s Lo
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Uz ove oznake za dokaz teorema potrebno je pokazati da vrijedi

o b L WU
1’1—L’1’""’1—L’11—L’2’—...—L’:_1 1.U2, ..., Up).

Za dokaz teorema potrebna nam je jo$ jedna tehnicka lema koja se dokazuje metodom
matematicke indukcije.

Lema 2.8. Za proizvoljan r € N i za svaku neprekidnu funkciju f : [0, 1]” — R vrijedi
f(xl,lf—il,---,l_xl_x—r_“)
— d(xy,...,x) = U ) 7 X G U P '
f T ) d-m— oz (X150 %) ff(yl y)d (... yr)

0<x1+...4+x,<1 [0,1]"

Dokaz. Budu¢i da su slucajevi kada je r = 1, 2 ve¢ napravljeni u dokazima prethodnih lema
bazu indukcije ve¢ imamo. Zato pretpostavimo da za svaki s < r i za svaku neprekidnu
funkciju f : [0, 1]* — R vrijedi traZzena tvrdnja. Nadalje neka je f : [0, 1]” — R neprekidna
funkcija. Tada vrijedi

X2 &
f f(xl’ l=x12° " l—xl—‘..—xr,l)

(l—xl)‘...-(l—xl—...—xr_l)

Fubini

d(xi,....x) =

0<x+...+x,<1

I=x1—...=xp-1 x X
f('xl’ I-x12 """ 1=x1—c=x—1 _
dx,d(x1,X,...,%_1) =
(1—X1)(1 — X1 —...—Xr_l)
0<xi+..+x,_1<1 0
Xy dx,
YT =
— X1 — ... = X — X1 — ... = X1

1
ff(xl’--'al_)cl)c_r'%l_m,y)dy
0
d b PIEECECEEY r— =
f A=x)-..-d=x1—... = x) (X1, %2 X_1)

0<xi+...+x1<1

Primjenom induktivne pretpostavke za s = r — 1 i za funkciju

Xr-1

1
(-xlax2a"~axr—l)_>ff(xla"' ,)’)d)’
0

1=Xx;—...— X,

1
[ o dd oy

o1 0

f f(yl’yZ’” -,)’r) d(YIaYZ,~~-,)’r)~

[0,1]
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Odnosno trazena tvrdnja vrijedi za r ¢ime je dokazana lema. O
Sada smo spremni za dokaz tvrdnje teorema 2.6]

Dokaz. Neka je f : [0,1]" — R neprekidna funkcija, koja je ponovno i ograni¢ena. Tada
vrijedi

L L?
E[f(”f’—l—zm"“’1_Ln_Ln’_ )"
1 1 2 r—1
n . [} i
Z 11 1 f(zl 2 z
- o Teee” s s . ) _i_l"." _l_l_ _lr;l -
e n n-—1i n—1—...— 1,1 n 1 " 1 - p
; i ir
2 n n
n f(n, 1_%’ B 1_%_ _zr'_ll 00
r — i), _bh_& o _ — b1
i1+..+i=1 (1 ,1) (1 n n) ( n n )
X2 I TS
f(xl’ l=x; """ l—xl—...—x,,l) lemd2 8
d(xla-XZa"-’xr) =
(l—xl)-(l—xl—xz)-...-(l—xl—...—xr_l)

0<x1+...+x,<1

ff()’b)’z,---,yr) d(}ﬂ,yz,---,)’r) = E[f(Ul»UZa---’Ur)]-
(0,11

Gdje konvergencija vrijedi jer je funkcija definirana svojim djelovanjem na proizvoljni
vektor

N f(xl’ ﬁ’ e 1—X1—-.r.—xr-1)
(1 —xl)-(l — X1 —Xz)'...'(l — X1 —...—X,_l)
neprekidna pa je Riemann integrabilna iz Cega slijedi da Darbuoxova suma konvergira

prema Reimannovom integralu funkcije. Ponovno po teoremu [[.§]slijedi tvrdnja teorema.
]

(XI, X250 7xr)

Iz prethodno dokazanog teorema u slucaju r = 2 slijedi (L’f, %) = (U, U,), aiz toga
1
po teoremu zakljucujemo da vrijedi

(L1, L3) = (U, =Up Uy).

n L L

b T rl—Lz) = (U, U, U;) odnosno ponovno po teoremu

Za r = 3 smo pokazali da (L
1.16ldobivamo
(L”l’ Lg, L;l) = (Ula(l - Ul) U27 U3 (1 - Ul - (1 - Ul) UZ))
=U,1-UpU,,A-U)A-U,) Us).
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Induktivnim postupkom za proizvoljan r € N dobivamo
(Ln,Lg7 s 7L:l) = (U]’ (1 - Ul) U27(1 - U]) s (1 - Ur—l) Ur) .

Ovo nas navodi na ideju da promatramo G; := U,,G, = (U;,(1 -U)) U,),...,G, =
WU, -U)U,,(1 -Uy)...(1 =U,;) U,). Uz tako definirane slucajne varijable iz pret-
hodnih napomena slijedi tvrdnja sljedeceg korolara.

Korolar 2.9.
(Ln,Lg,.. ,L’:) = (Gl,Gz,.. .,Gr).

Korolar 2.10. Neka je vektor L" = (L},L3,...,L],...)1 G := (G,G,...,G,,...). Tada
vrijedi

L"=G.
Dokaz. Neka je funkcija 7, : R® — R’ projekcija na prvih r koordinata, odnosno neka

na vektor (x, x,,...) € R” djeluje na sljedeéi nacin «, (x1, x2,...) = (x1,X2,...,%,). U
propoziciji (1.1 re¢eno je da L" = G ako i samo ako P|X, € ;' (4)] - P[X e x;' (4)]

zasvakir € Ni A € R takav da je P [X € on’! (A)] = 0. U teoremu je pokazamo
da je P[r, (X,) € A] — P[x,(X) € A] za svaki A € R’ takav da je P[x,(X) € 0A] = 0
ekvivalentno tome da x, (X,) = x,(X). Bududéi da je P [X,, € ﬂ;l (A)] = P[n,(X,) € A],

P|X en! (A)| = Px, (X) € Ali P|X € or," (4)] = P[x, (X) € 9A] te zbog korolara 2.9
slijedi (L2, L2,...,L"..) = (G1,Ga,...,G,...). 0

Napomena 2.11. Slucajne varijable G, G>, ... imaju sljedecu intuitivnu interpretaciju:
Promatrajmo jedini¢ni interval [, = [0, 1] kako je po definiciji G; = U, znamo da je G,
uniformna slucajna varijabla na /. Slu€ajna varijabla G, uvjetno na realizaciju slucajne
varijable G, je uniformna na intervalu 1 — G;. Odnosno (G, G,) moZemo zamiSljati kao
da rezemo Iy u slu¢ajnom omjeru 1 — U; : U; i odbacujemo drugi dio odsjecenog in-
tervala, odnosno onaj duljine U, = G;. Zatim pocetni dio intervala /;, odnosno interval
I, = [0,1-U;] = [0,1—-G,;] ponovno rezemo u slu¢ajnom omjeru 1 — U, : U, te od-
bacujemo drugi dio intervala, odnosno onaj duljine U, (1 — U;) = G,. Ovaj postupak
mozemo nastaviti, tako ¢emo u sljedeem koraku uzeti pocetni dio intervala /;, odnosno
interval I, = [0,(1 — U;) (1 — U,)] = [0,1 — G| — G,] koji ponovno rezemo. U r-tom ko-
raku, za proizvoljan r € N dobivamo interval I, = [0,(1 - Uy)- (1 -Uy)-...- (1 -U,)] =
[0,1-G, -G, —...—G,].

Dosta je intuitivno za pretpostaviti da je lim,_,. I, = {0}. Takoder iz konstrukcije
intervala 7., odnosno njegove karakterizacije preko G;, koristeéi trivijalnu ¢injenicu da je
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pocetni interval Iy bio je duljine 1 i uz oznaku |/,| za duljinu intervala I, uoavamo da
vrijedi

r—oo

(o8]
i=1

Gi=1-||a-Up=1-1im5|=1
i=1

Zakljucci ove napomene mogu se dokazati i formalno, uz ¢injenicu da ¢e konvergencija
koju smo u napomeni prihvatili intuitivno sada vrijediti gotovo sigurno.

Nas zapravo zanima lim, ., (1 -U;) - (1 = U) - ... - (1 = U,) g.s. Kako su slu¢ajne
varijable Uy, U,, ..., U,,... nezavisne i uniformne na intervalu [0, 1] vjerojatnost da ih je
samo kona¢no mnogo vece ili jednako % je 0. Zato postoji niz (iy),y takav da za svaki
k € N vrijedi U;, > % g.s.. Neka je r proizvoljan, oznacimo s n(r) najveci k takav da je
ir < r. Budu¢i da je limy_, iy = oo slijedi da je lim,_ n(r) = co. Buduéi da za svaki
od faktora u promatranom produktu vrijedi 0 < (1 — U;) < 1 g.s. za proizvoljan r imamo
sljede¢i niz nejednakosti:

1 n(r)
Os(l—Ul)-(l—Uz)-...-(l—U,)s(l—Uil)-(l—Uiz)-...-(l—Uin(r))s(E) g..
Odnosno kad pustimo r — oo po teoremu o sendvicu slijedi traZzena konvergencija.

Prethodna napomena i ovi formalni zaklju¢ci nam zapravo govore da o rastavu slucajne
permutacije na cikluse moZemo razmisljati kao o rezanju intervala u slu¢ajnom omjeru.

Ono §to ¢e nas u nastavku zanimati jest vektor L", ali s komponentama sortiranima
silazno po veli¢ini odnosno vektor

n ,__ n n n n n n
LY o= (Lfy Ly L) Ly 2 Ly 2. 2 Ll >

Intuitivno ocekujemo da Ce iz L" = G slijediti L)) = G, ali da bi mogli tako nesto
i formalno ustvrditi potrebna su detaljnija teorijskih razmatranja koja ¢emo obraditi u po-

glavlju2.3]

2.2 Dijelitelji slucajnih brojeva

Sada se okre¢emo ranije najavljenom drugom primjeru koji, iako naizgled nepovezan s
ciklusima i permutacijama, pokazuje mnogo sli¢nih svojstava.

Promatrat ¢emo rastav prirodnog broja na proste faktore. To nam daje primjer drugog
vjerojatnosnog prostora s kojim ¢emo raditi, a definiran je na skupu svih prirodnih brojeva
manyjih ili jednakih nekom »n € N. Kao 1 u primjeru permutacija neka je jednaka vjerojatnost
odabira svakog broja N, < n. Za dani slucajni broj N, neka su (Py, P,, . ..) razliciti prosti
faktori od N, takvi da vrijedi N, = P{' - P5* - ..., gdje je definirani niz konac¢an. Oznacimo
sT, := Py-P,-.... Uotimo u ovom trenutku da smo u prethodnom primjeru imali
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prirodan poredak medu promatranim ciklusima. S indeksom 1 oznacili smo onaj koji u
sebi sadrzi broj 1, s 2 onaj koji sadrZi najmanji prirodan broj koji se ve¢ nije pojavio u
prvom ciklusu i tako dalje. Takoder uo¢imo da kod prostih djelitelja takvog prirodnog
poretka nema, pa ¢emo zato u ovom primjeru odmah poredati promatrane elemente od
veéeg prema manjem. Sto smo i u prethodnom primjeru u kona¢nici napravili. Ponovno
je moguce dani niz interpretirati i kao beskonacan ukoliko stavimo da je P, = 1 za k veéi
od broja razliCitih prostih djelitelja broja N,. Primijetimo da trivijalno vrijede sljedece
¢injenice P({N,, = k}) = % zak=1,2,...,ni Z:l log (Py) =log (P - P, -...) =log(T,).

‘v . o ce q- ®© log(Pr) _ 1 : log(Py)
Odnosno, sli¢no kao i u prethodnom primjeru, vrijedi Zk:l Toa(T) = 11 ToaT,) = Ozak>1.

Primjer 2.12. Promotrimo kako uvedeni pojmovi izgledaju za N = 3150. Tada je uz
gornje oznake

P1=2,p2=3,p3=5,ps=5,ps =1
T, = 1050

Iz ¢ega dobivamo

Z log(pr) _ log(2) + log(3) + log(3) + log(5) + log(5) +log(7)  1og(1050)
3

log(T,) log(1050)  log(1050)
Neka je vektor X" = (X7, X7, ...) definiran pomocu relacije X; = %. Promotrimo

vektor X = ()A(?, X5, .. ) koji se formalno definira kao u napomeni |1.19|te zadovoljava

P|X} = X!| = X} za svaki i

n

) i X!
P| ;:X7|X?:X?]:1—Xﬂ zasvaki j # i

o n | n n n n Xl? . .o

P[ 3:Xk|X1:Xi,Xszj]:mzasvaklkil,]
! J

Sada uvodimo nove slucajne varijable DY, D5, ... pomocu relacije

Dj :=exp ()?,’: - log (Tn)).

Bududi da )A(f s vjerojatnoS¢u X; poprima vrijednost X; = % onda D7 s vjerojatnoSéu
_ log(Pi) : -
i = Togr,) POPrima vrijednost

( log (P;)
X .

p Tog (T, log (Tn)) = exp (log (P;)) = Pi.



POGLAVLIJE 2. MOTIVACIJSKI PRIMJERI 27

Sli¢ne tvrdnje vrijede za ostale indekse uz uvjet da uzimamo uvjetnu vjerojatnost. Uo¢imo
jos da su sluCajne varijable {P; : i € N} sortirane silazno dok za {D! : i € N} to ne vrijedi.

Ukoliko je N, = py - ... p, gdje su py, ..., p, medusobno razliCiti prosti brojevi onda
je
log (p1) log(p2) log(pr)
no_ no_ _ ) logTw) . log(T},) _
P[D}=pi,...D; = p, | N,] = log(T,,) 1 loeen " | _logpn _ _ logpr) -
log(T}) log(T,) " log(T)
log (p1) log (p2) o log (pr) _
log(T,) log(T,)—log(p)) " log(T,)—log(py)—...—log(p,1)
log(p)) log(p) ~  log(py)
Toa (T AR T
e M) log(fr)  tog (755)
Definirajmo slucajne varijable Vi’ := ni V' := ="~ zai > 1
1 Hict
te sluCajne varijable
log (D)
U’ zai €N
log (Vl”)

Kao $to notacija daje naslutiti pokazat ¢emo da za slucajne varijable U vrijedi
(Un, U;Z, ) = (Ul, U2,...),

gdje su U; medusobno nezavisne slucajne varijable uniformno distribuirane na [0, 1].
RaspiSimo U} zai = 1,2, 3.

Ui log(vy)  log(m
o log (05) tog(py)  wog(pn) loe(2)

" log(v2) 10%(1%«) log ()~ log (D7) 1 - 2D
- log (Dg’) _ log (D’;) _ log (Dg) _
3 log (Vg’) log(D';}-TDg) log (n) — log (D’l’) —log (Dg)
log(D3)
log(n)

| = los(D) _ log(D2)”
log(n) log(n)
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Sada uo¢avamo joS jednu sli¢nost s prethodnim primjerom ciklusa. Jedini problem je
Sto su nas u prethodnom primjeru zanimale upravo sluéajne varijable L;, ali sada nas ne

log(D}) log(D})

zanimaju sluCajne varijable - ) ve¢ slucajne varijable 4 T Pokazimo da je ta razlika
zapravo nebitna. Odnosno formalno dokazimo sljedeéu propoziciju.

Propozicija 2.13. Za niz slu€ajnih varijabli (7,),cy vrijedi

log (T,)

1 kad .
Tog () = lkadan — o

Dokaz. U dokazu koristimo tvrdnje iz teorije brojeva koje su ranije pokazane u teoremu

[1.23] odnosno teoremu [1.24]

> 02(P) _10g (x)+ (1), x - oo, 2.1)
pP<x
Zlog (p) = O(x), x — co. (2.2)
pP<x

Oznacimo s t(m) produkt svih razli€itih prostih faktora prirodnog broja m. Tada je
t(N,) =T,. (2.3)

Bududi da vrijedi

Ellog (7)) = ) 22U _ Z > log(p) =

el m=1"""pm
Z}lmlog(p) >y IOg(”) - Y log(p
p<n p<n p<n

koristeci (2.1 i (2.2) imamo da je E [log (n) — log (T,,)] < log (n)—log (n)—0 (1)+10 (n) =
O(1) kada n — oo. Po definiciji [[.21] postoji konstanta M takva da za dovoljno veliki n
vrijedi E [log (n) — log (T,,)] < M. Buduci da je log (n) > log (T,,) dobivamo

log(T|_ _M
" log(n)’

log(T)
log(n)

] B[1 -] 0 kadan — co. Buduéi

Po teoremu o sendvicu slijedi E Hl - )
og(n)

da konvergencija u L' povlac¢i konvergenciju po distribuciji zbog korolara dobivamo
trazenu tvrdnju. m|
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Kao i u primjeru ciklusa promatrat ¢emo slucajne varijable

G] = U],
G,‘ = (1—Ul)(l—Uz)...(l—Ui_l)U,', zai:2,3,....

U skladu s prethodnom propozicijom ukoliko pokazemo da slucajne varijable U" uistinu
konvergiraju ka uniformnima istim racunom kao i u slu¢aju ciklusa slijedit ¢e da vrijedi

log (D’I‘) log (Dg)
log(T,) " log(T,)"

= (G1,G,,...).
Pokazimo sada da je uporaba oznaka U! bila opravdana, odnosno dokazimo sljedeci
teorem.
Teorem 2.14. Za slucajne varijable U} vrijedi
(U, U3,...)= (U, Uy,...),
gdje su U; medusobno nezavisne slucajne varijable uniformno distribuirane na [0, 1].

Dokaz. Po korolaru [I.15]dovoljno je dokazati da za svaki r e Ni0 < a; < b; < 1 vrijedi

liminfPla; < Ul <bni<r]2 | [bi-a).
i=1

n

PR log(Dy) .
Budu¢i da je U} := 12?2%3 , iImamo
i

log (D’.1

1

log (Vl”)
P [log (V") < log(D?) < log ((V.")h") i < r] =

1

h—

P[ai<U?§bi,i$r]:Pai< Sbi,isr:

P|(V)" <Dl < (V) Li<r|= Z P|N, =m. (V)" <D} < (V})".i<r|=

m=1

Zn: Z P[Ny=m,D} = pi,i <7]

m=1 (y)t<p;<(v)li
pP1 a---prlm
Di#D;j
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gdje je v; = n(p;... pi_l)_l. Ponovno oznacimo s #(m) produkt svih razlicitih prostih
faktora prirodnog broja m.

P[N,=m,D}! =p;,i <r|=P[D|=p;,D5=p,,...Dl =p, | N, =m]|-P(N, =m) =

log(py) log(py) ~  log(p) 1
[(m) PP l(m) *
log (t(m)) IOg (T) log (p1'~-~'pr—1 ) "

Buducdi da iz m < n slijedi t(m) < n dobivamo ogradu

. . ! 1 log(p)
P[a,~<Ul-Sbl~,lSr]ZZ; Z nm (24)
m=1 " (y)ti<pi<(vp)li =1 g PiePr-i
Pl:~--Pr|m
Di#D;

Buduci da su svi pribrojnici s desne strane od (2.4)) pozitivni ukoliko smanjimo broj ele-
menata p; po kojima sumiramo dobit ¢emo izraz manji od desne strane u (2.4). Zato defi-
niramo v;(€) := ne (p; ...pl-_l)_1 =v;i-ezai<ril0<e< .

ne (p; ...pr_l)_1 odnosno

1
Zai = rtada p, < (&) i Cinjenica da je b, € (0, 1) implicira da je p, < p; <

ne=pi-pa...pr (2.5)

Nadalje vrijedi

{ n | n n—pl...p,@ n-ne n(l-g)

= -1=
P1-..Pr P1-..DPr P1--.Pr P1--.Pr P1-.-.Pr

(2.6)

Iz 2.4) i (2.6) slijedi

n

. D 1 & log(p;
Pla<Ul <byi<n T Y1 S [
R i log(—n )
m (Vl) '<PIS(VI(‘9)) il P1Pr-1
Pl,-uprlm
Di*pj
1 Z { n - log (p)) "
n : n N
(i <prtuey 2T Prdvia log(ﬂl'---'Pr—l)
pP1...prsn
DiFDj

1 n(l-g 11 log(p) - log (pi)
n Z 1. Dr \l n )_(1_8) Z rl L)

i) <pi=(vi(e)Pi i=1 log(Pl‘m‘Pr—l )i<pisenti i=1 Pi” log(pr...-prfl
PiFpj Pi#pj
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Nekajen; :=n(py...pi)  zai=1,2,...,r. Zan; vrijedin=n; >n, > ... >n, i

n
n; __ DP1pia

— = = Di.
ni+1 & '
P1---Pi

bi R, b . .
Za p; < (vi(e)) = (ng (p1 ...pi_l)_l) < nf vrijedi nejednakost n;,; > ”11 b Ukoliko je

promijenimo redom zai = r,r—1,... 1 dobivamo da je n, > n(ll_b”')(l_b””"'(l_b‘) =n’, gdje
r—1
smo s ¢ oznacili . (1-b)>0.
| |l_

Ponovno ¢emo Koristiti rezultat iz teorije brojeva, odnosno teorem

Z log (p) =log(x) + O(1), x — oo.

P<x

Odnosno u naSem slucaju

Z s p) b; - log (&) + b; - log (x) + O(1),

p<(ex)bi

> g () _ 4 tog () + 0(1),

p<(x)t

Iz Cega slijedi

> 2(P) _ . log (&) + by - Tog (x) — a; - Tog (x) + O(1) —>
()% <p<(ex)bi
og(p) _ . log(e) . O()
2 plog(n) i a b g )

(0% <p<(ex)i

Zbog Cega postoji x, takav da za svaki x > x, vrijedi

D og®) S b _ayd-e.
plog(x)

()i <p<(ex)i

L . o
Bududi da je n; > n° zan > xJ je n; > x,, odnosno upravo dokazana nejednakost vrijedi za
svakin;,i=1,2,...r.

r 1 .
Pla; < Ui <buisrj=(-¢) Z H pf)igo(gp(jl‘) B

)i<pi<vie)bi i=1
Di#Dj
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r—1
log (p;) log (p,)
(-9 ), n pi - log (n;) 2. pr-log(m) =
W)i<pi<ie)li =1 W) <pr<(vp(e)Pr
._[l7i¢pj_l PiFDPr

r—1 r—1
log (p) log (p,) log (p;)
ooy [l oy e ks |,
i'1 i r'l r : i'l i
G <pzoeyys =1 P08 (r:) G <prsinienr P77 08 (n) = pi-log (ni)
Pi#Pj
i=1,...,r—1
r—1

log (p:) 1
I e G e )

)i<pi<vi(e)li =1

Pi#Dj
i=1,..,r—1
r—1
! log (p)
(1—8)((b,—a,)(1—g)_r._) Z 1—[—2”'_
log (n° or
og (n°) (i <orzt(epti i1 pi - log (n;)

4 r
(1-¢) rll ((b,- —a)(1-o) - (né)) .

Iz Cega slijedi

liminfP[a; < U’ <bj,i<r] > n(bi —a;).
i=1

Iz ovog teorema i ranijih napomena izravno dobivamo tvrdnju sljedeceg korolara.

Korolar 2.15.
log (D’l’) log (Dg)
log(T,,) " log(T,) "
Ono §to ponovno kao i u primjeru ciklusa preostaje za pokazati jest Sto se dogada sa
log (Py) log(P»)
log (T,,)" log(T;,)" ")

odnosno hode li se sortiranjem vektora
log (D’f) log (Dg)
log(T,) " log (T,)" ™

ocuvati konvergencija. Budu¢i da su oba primjera svedena na rjeSavanje istog problema
sada je razumno preci na opCeniti model koji ¢e obuhvatiti relevantna svojstva oba primjera.

— (Gl,Gz,...).
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2.3 Prostor A

Iskazimo i formalno definiciju Cija se vaznost dala naslutiti iz dosadasnjih primjera, a po-
kazat Ce se centralnim prostorom u ovom poglavlju.

Definicija 2.16. Prostor
A={xeR":x,x,...20,x1+x+...=1}

promatramo kao potprostor od R od kojega nasljeduje topologiju konvergencije po koor-
dinatama.

Topologija konvergencije po koordinatama se tako naziva jer niz (X,),ey € A konvergira
k x € R™ ako i samo ako niz (x}), ., konvergira k x; gdje smo s x;; odnosno x; oznacili k-tu
koordinatu vektora x,, odnosno X.

Na prostoru A definirat éemo funkciju rangiranja koja uzima proizvoljni element iz
prostora A 1 njegove elemente sortira od veeg prema manjem. S obzirom na razmatra-
nja u prethodna dva primjera jasno je da su svojstva ove funkcije klju¢na u formalnom
dokazivanju tvrdnji koje smo ranije naslutili.

Definicija 2.17. Funkciju rangiranja p : A — A definiramo pomocu relacije

P(xl»xz,---) = ()’I,yz’---),

za koju postoji permutacija 7 : N — N takva da je (x1,%2,...) = (Ve1y» Ye@)» - - -) 1 vrijedi
VIZVe 2. 2V >

Napomena 2.18. Funkcija p je dobro definirana.

Izx+x+... = 11x;,x,... > 0 slijedi da postoji max;ey x; 1 da se taj maksi-
mum postiZze za neki n < oo indeksa k. 1z toga slijedi da je dobro definirano y; = ... =
Y, = maxgey X;. Nastavimo li ovaj postupak dobivamo egzistenciju vektora (yy, y,,...), a
jedinstvenost je ocita iz definicije.

Teorem 2.19. Funkcija rangiranja je neprekidna.

Dokaz. Budu¢i da je prostor A metric¢ki kako bi dokazali da je funkcija p neprekidna do-
voljno je pokazati da ukoliko niz (X,),ay € A konvergira ka x € A onda niz (p (X)), € A
konvergira k p (x) € A. Po definiciji prostora A ove nizovne konvergencije zapravo znace
konvergenciju po svakoj od pojedinih koordinata. Iz tog razloga koordinate moZemo
permutirati po Zelji pa zato nije smanjenje opCenitosti ako pretpostavimo da za vektor
X = (x1,X2,...) € Avrijedi x; > x, > .... Odnosno da je p (x) = X.

Dakle pretpostavimo da za svaki m € N vrijedi x),, — x,, kada n — oo i dokazimo da
tada za svaki [ € N vrijedi p (x,,); = p (X); = x; kadan — oo.
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DokaZzimo prvo tvrdnju za [ = 1. Iz definicije funkcije p znamo da je tada p (x,), =
maxgey X;. Ukoliko je x; = x, = ... = x; > x74; pokaZimo da za dovoljno velik n vrijedi

p (x,); = maxy<, x;. Neka je € > 0, bududi da je Zml x; = 1, postoji Ky € N takav da

=

je ZMK x; < &. Neka je Ny € N takav da za svaki n > Ny i za svaki i < Kj vrijedi
i=Kop

P o
|x§1 - xi| < & iz Cega slijedi

Ko-1 Ko-1 Ko-1

i Z <1‘in—Ki=Ko ?+1—in=8+ixi<2s,Vn2No.
0 0

i=Kp i=1 i=1 i=1 i=Kjo

Iz Cinjenice da je x; > 0ida x| — x; kada n — oo slijedi da postoji N; € N takav da za
svaki n > N vrijedi |x’1’ — x1| < 3. Tada ako u gornjoj nejednakosti uzmemo & = 3 za
n > max{Ny, N} vrijedi

X1
x1>x1—?—2 ?> x> x, Yk > K.
=Ky
Odnosno za n > max{Ny, N} je p(X,); = max, X;. Sada ovu ocjenu mozemo i po-
boljsati, jer buduci da je x; > x4 > X142 > ... > xg, onda postoji N, takav dazan > N,
b : n n n n
vrijedi X > X7, X] > X] 5,000, X > X

Budu¢i da za svaki k < L vrijedi x;, — x; = x; kada n — oo iz gore pokazanog slijedi i
da p (x,); = maxz<; x; — X3 = p(x); kadan — oo.

Uocimo da promatranjem [/-te najvece vrijednosti umjesto maksimuma isti argumenti
povlace da tvrdnja vrijedi za svaki [ < L. Odnosno moZemo zakljuciti da za dovoljno veliki
nizasvakil < L vrijedi p (x,), € {x],...x]}.

PokaZimo da tvrdnja vrijediiza/ = L+ 1, a onda Ce zbog analognih argumenata tvrdnja
vrijediti i opCenito primjenom matemati¢ke indukcije.

Ukoliko je x;,; = O onda je x; = O zasvakii > L + 1. Tada za svaki € > 0 postoji
N; € N takav da za svaki n > N3 1 za svakii < L vrijedi |x xl| < 1% iz Cegasslijedi

Li1+1—2xl—s+ Zx,—s Vn > Ns.

i=1 i=L+1

Budu¢i da smo ranije ve¢ dokazali da za dovoljno veliki n vrijedi p (x,); € {x],...x}}
sada mozemo zakljuciti da za proizvoljni £ > 0 postoji N, € N takav da za svakin > N,

Preostaje pokazati da tvrdnja teorema vrijedi i u slucaju x,,; # 0.

vrijedi p (X)) < Zi“ x! < & Odnosnodap (x,);,; = 0=p(X);, kadan — oo.
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Ponovno istim argumentima kao 1 ranije dobivamo da za svaki € > 0 postoji K;, Ns € N
[ (o)
takav da je Z i< e 1zasvakin > Ns je Z < X! < 2g Iz ¢injenice da je x;4; > 0
1 1

= 1=

idax}],, = x.1 kadan — oo slijedi da postoji Ng € N takav da za svaki n > Ng vrijedi

Xj = xL+1| < "L;‘. Tada ako u gornjoj nejednakosti uzmemo & = £ za n > max{Ns, Ng}
vrijedi

3

[ee)

XL+1 XL+1

n — n

X}y > Xpp1 — 3 =2. 3 >in2x7€,Vk2K1.
i:K]

Odnosno ponovno koristeéi ¢injenicu da za dovoljno veliki n vrijedi p (x,); € {x],...x}}
dobivamo da je p(X,);,; = maxX;«<k, X;. Sada ovu ocjenu moZemo i poboljSati, jer uz
oznake X;,1 = ... = Xg > Xg41 = Xgy2 = ... = Xg postoji N; takav da za n > N; vrijedi
Xpg1 > Xg415X[e1 > Xgips--- X1, > Xg,. 1z Cega slijedi da ponovno za dovoljno veliki n
vrijedi p (X,);1 = MaX;k<s X.
Buduc¢i da za svaki L < k < § vrijedi x| — x; = x.,; kada n — oo iz gore pokazanog
slijediida p (X,);,; = MaX;«<s X; — Xr+1 = p(X)1,; kada n — co. Cime je dokaz gotov.
]

Sada smo u mogucnosti vratiti se ranije pretpostavljenoj tvrdnji u primjeru ciklusa.
Ustvrdili smo da intuitivno o¢ekujemo da ¢e iz L" = G slijediti da isto vrijedi i za silazno
rangirane cikluse. A sljedeci korolar nam tu ¢injenicu i formalno dokazuje.

Korolar 2.20.
LZ) - G(_).

Dokaz. Od prije znamo da je L" € Aidaje P[G e A] = 1, pa ukoliko G izmijenimo na
skupu vjerojatnosti 0 dobivamo da su L*,G € A. Kako je L, = p(L") 1 G, = p(G), a
funkcija p po teoremu [2.19 neprekidna onda iz teorema [I.16]i korolara [2.10]slijedi traZena
tvrdnja. O

Analogan rezultat dobivamo i u primjeru djelitelja

Korolar 2.21.

log (P,) log (P»)
(log (T,) log(T,)" " ) = Go-

Dokaz. Od prije znamo da je

log (P,) log (Py)
(1og (T,) Tog ()" ) <4
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1daje P[G € A] = 1. Ako G izmijenimo na skupu vjerojatnosti 0 dobivamo da je1 G € A.
Kako je

(1og<P1> log (Py) )_ log (D) log(D3)
log (T,) Tog (T,)" ") =¥\ log (T,) Tog (T,)" "

i G = p(G), a funkcija p po teoremu [2.19 neprekidna onda iz teorema [I.16]i korolara
[2.15]slijedi traZena tvrdnja. |

Ovime je zavrSena rasprava iz oba primjera i u nastavku se posveéujemo prouciti svoj-
stva sluCajnog procesa G, na prostoru A. Naravno da je to kljuno u proucavanju grani¢nih
svojstava za primjere ciklusa i djelitelja.



Poglavlje 3

Poisson-Dirichletova razdioba

U ovom poglavlju cilj nam je definirati, a potom opisati te dokazati glavna svojstva Poisson-
Dirichletove razdiobe ¢ija je vaznost uocena u prethodnom poglavlju.

3.1 Povezanost Dirichletove i Poisson-Dirichletove
razdiobe

Promatrat ¢emo ne$to opcenitiji model nego u prethodnom poglavlju. Do sada smo za
definiciju slucajne varijable G, koristili uniformnu distribuciju, a sada uzimamo beta dis-
tribuciju definiranu u

Definicija 3.1. Neka je dan vjerojatnosni prostor (€2, F,P) i na njemu nezavisne slucajne
varijable By, B,, . .. s beta-(1, 8), 8 > 0 distribucijom. Definiramo slucajne varijable G, G, .. .
tako da vrijedi

Gl = Bl,
Gk = (I—Bl)'...'(l—Bk_])Bk, k22

Neka je takoder G := (G, G, .. .).

Ova definicija se poklapa s ranijom u sluc¢aju & = 1 budu¢i da je uniformna distri-
bucija beta-(1, 1) distribucija, a formule kojom su definirane G; su jednake. Za ovako

[e9)

definirane, odnosno poopcene slucajne varijable Gy, G,,... takoder vrijedi - G, =
1- nm (1 = By), Sto se pokazuje isto kao i u posebnom slucaju iz prethodnog poglavlja.

Takoder, budu¢i da je Zm Gy =1 g.s., ponovho moZemo izmijeniti vrijednost od G na
skupu vjerojatnosti 0 tako da vrijedi G € A. Zato je dobro definirano G, := p(G).

37
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Definicija 3.2. Razdiobu slu¢ajnog vektora G na prostoru A nazivamo Poisson-Dirichletova
razdioba s parametrom 6.

Napomena 3.3. U prethodnom poglavlju pokazali smo da slu¢ajni vektori

n g log (Py) log(P>)
O~ \log(T,)" log(T,)”" "

konvergiraju prema Poisson-Dirichletovoj razdiobi s parametrom 1.

Cilj ovog poglavlja je odrediti funkciju gustoce slu¢ajnog vektora G, i njegovih kom-
ponenti. Pokazuje se da se to najjednostavnije postiZze neizravnim putem. U tu svrhu pro-
motrimo niz slucajnih vektora B" = (B, B3, ...) na prostoru [0, 1]*. Neka su komponente
B}, B;, ... medusobno nezavisne slucajne varijable, takve da B} ima beta-(a + 1, (n — i) @)
distribuciju, gdje je koeficijent @ > 0. Tada je, po (I.6), funkcija gusto¢e od B} dana
formulom

I'r—=i+Da+1)

h (x) = T+ -T((n-ia)

X (1= x) "D 0 (%) (3.1)

Uocimo da za fiksan r kada pustimo n — oo ukoliko dodatno zahtijevamo da vrijedi 1
na — 6 zasvaki 1 <i <rimamo B! = B;,aondai (B},...B)) = (By,...B,).

Napomena 3.4. U nastavku kada koristimo parametar @ podrazumijevat ¢emo da ako n —
o onda nae — 6, paia — 0, drugim rijeCima « se mijenja u ovisnosti o n ¢ak i kada
to eksplicitno nije naglaseno. Formalno moZemo definirati funkciju @ : N — R takvu
da je lim,_ . na(n) = 6 i slucajne varijable B} koje imaju beta-(a (n) + 1, (n — i) @ (n))
distribuciju. U praksi éemo nastaviti pisati a, ali podrazumijevamo znacenje tog parametra
u skladu s ovom napomenom.

Neka je nadalje slucajni vektor G" = (G, G, .. .) definiran s

G| := Bj,
Gi=(1-B})-...-(1-B_))B;, k>2.

Po teoremu i iz prethodnih razmatranja slijedi (G/, ...G") = (G, ...G,).

Propozicija 3.5. Funkcija gustoée slu¢ajnog vektora (G7,G5,...,G") je f! : R" — R,

r—1
iz n n g n Z" -
f,(zl,zZ,...,z»=h1<zl)h2(—2)...hr( ) (l—z—...2)"
1-z -z —...=z) L]

za (21,22, ...,2,) takve daje z;,20,...,2, > 0iz1 + 22+ ... + z- < 1, a f" = O inace.
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Dokaz. Bududi da su BY, B;, ... B; medusobno nezavisne slucajne varijable s funkcijama
gustoce Y, i, ... ' redom, slijedi da je funkcija gustoce slu¢ajnog vektora (Bf, Bj, ... BY)
funkcijay : R" — R,

W (21,20, .,2) =W () 5 (22) .. . K (2,) .

Budu¢i da je (G,G5,...,GY) = (B],(1-B})B;,...,(1=B})-...-(1 = B"_,) B) defini-
ramo funkcijug : R" —» R’,

gi,2,...,z) = (@, (I —-z)z,....,d =2 ...- (I = z-1) 2) .

1 prostor

T = {(sl,...,sr)eR’:sl,...,s,>0,2s,-< 1}
i=1

Vrijedi (G},G5,...,G") = g(B},B5,...B")ifunkcija g : (0,1)" — T je Borelova i bijek-

cija. Nadalje g~' djeluje na vektor (z;,2,,...,2,) € T na sljedeéi na¢in
_ Z Zr
g @2,z ::(zl, 2 )
1-2z; l-z1—...— 2
iz Gega slijedi daje g' € C' (T'). Odredimo Dg™".
I 22 33 Zr
(I-z) (-z-2°  (d-z-...54)
1 23 Zr
(I'=2z1) (1—Z11—Zz)2 G T A & _— _
_ ornje trokutasta matrica
Dg™' =|lo 0 —_— ... & > R
(1-2z1-2) I1-zi1—...2-1)
1
0 0 0
L (1—21—...Zr_1)_

r—1

l_[(l—zl—...z,-)_lio

i=1
za (z1,2,...,2,) € T. Budu¢i da su zadovoljeni uvjeti teorema 11.8. u Sarapa [4] slijedi
da je funkcija gustoce slu¢ajnog vektora (G7, G5, ...,G") dana s

@z 2) =g @z 2) [Dg 7 1 bz, 0 20) =

r—1
z Zr _
h’l’(zl)hg(—z)...h’j( )l_[(l —a =) @2, 2
i=1

I—Zl 1—21—...—Zr_1
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Iz prethodne propozicije, kada uvrstimo ¢emu je po (3.1) jednako 4] slijedi da je

P[(G",...G';)eH]:th(zl)hg( @ )h( & )
H

1—11 l—Zl—...—Zr_l

—_

r—

-z —...2) " 171,20, ...,2)dzy ... dz, =

Il
—_

1 ST ((m—-i+Da+1) ¢ e (1o Nm-Pa-l
F(a’-f-l)rl_[ [((n-1ia) oz (l=-z1—...—2)
H

i=1

r—

1-z —...Zi)_l 17 (z1,20,...,2)dzy .. .dz,.

Il
—_

i

Koristeci svojstvo I' (x + 1) = x - I' (x) odredimo posebno vrijednost izraza

1 ﬁr((n—i+1)a+1)_ 1 T(-i+ DT (n-i+Da)
T+ Ll T(r-he)  oT(@ L. T ((n—i)a) -
1 T((m-1+Da) T((n-2+Da) T((n-r+1Da) _ ~
T T(n-Da) T(m-2a) =~ T(n-na H(”_’”)_
1 . I'(na) ()
T@ T-na ™
Iz pokazanog slijedi
n n _ F(na) L a1 a-1 _ _ _ (n—r)a—-1
P[(G""G’)GH]_I“(a/)’l“((n—r)a)Hf(n)’ A (- - —2)
22 Zr
le—zl - —...Zr_1)]lT(Z1’Z2"“’Zr)da'”dzr' 3.2)

Za daljnje proucavanje svojstava Poisson-Dirichletove razdiobe okrenut ¢emo se mo-
delu koji proizlazi iz populacijske genetike. Pretpostavimo da se promatrana popula-
cija sastoji od jedinki koje pripadaju jednom od rn razlicitih tipova. Ozna¢imo s Z;, i =
1,2,...n relativne frekvencije i-tog tipa. Buduéi da je Z; +...Z, = 1 dovoljno je proma-
trati vektor (Z;,...Z,_;). Razdioba vektora (Z;,...Z,_;) naziva se Dirichletova razdioba,
a odgovarajuca funkcija gustoée dana je formulom

I'(na) ,_,

B d A (ma s a (33)

Jo @i zpm) =

gdje vektor (zy,...z,-1) zadovoljavaz; + ...+ 7,1 < 11z1,...2,-1 > O.
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Parametar a u zapisu predstavlja stopu mutacije po pojedinom tipu. Nas ¢e zanimati
sluc¢aj u kojem se broj tipova beskonacno povecéava, jer se svakom mutacijom u populaciji
stvaraju novi tipovi, ali ukupna stopa mutacije za cijelu populaciju ostaje finska. Formalno
promatrat ¢emo Sto se dogada kada n — oo, ali parametar na ne tezi u 0 ve¢ u pozitivhu
konstantu. Uocimo da se ova situacija poklapa s ranije spomenutim slu¢ajem od interesa
kada je n — oo 1 na — 6. Kao 1 u prethodnom poglavlju zanimat ¢e nas sortirane, odnosno
konkretno najvece relativne frekvencije Zy, Zn), . . . Z).

Napomena 3.6. Uoc¢imo da smo odlukom da promatramo samo prvih r sluc¢ajnih varijabli
izgubili jedno od ranije bitnih svojstava da je suma elemenata u promatranom slu¢ajnom
vektoru 1.

Uvedimo zato formalno vektor Z" = (Z},Z}, .. .) i neka je on slucajni element prostora
A za koji je prvih n — 1 komponenata definirano pomocu funkcije gustoce dane u (3.3), n-ta
komponenta dana formulom 1 — Z] —... - Z' |, a za sve ve¢e komponente vrijedi Z; = 0.
Oznacimo s Z{, := pZ".

Za ovako definiran Z" i fiksan r promatrat ¢emo vektor

(Z("l), Zb, .. .Z(",)) ,
kadan - oina — 60> 0.

Propozicija 3.7. Ako je sluCajni vektor (Z7,...Z,_,) dan funkcijom gustoée (3.3 onda je
za 1 < r < n funkcija gustoce vektora (Z7,...Z") u tocki (zy,...z,), gdje je z1,...,z, > 01
Z1 + ...+ 2z < 1 dana formulom

I' (na) o1
@ (n-ra)

(n—r)a—1

A==z

hr(Z19---Zr) =

Dokaz. Za proizvoljan 1 < r < n oznaimo s h, funkcija gustoce vektora (Z7,...Z").
Oznalimosm :=n—r—110 := Z‘—1 Zi. Zbog 1i slijedi da za vektor (zy, ... z,), takav
dajezy,...,z->0iz; +...+z <1 vrijedi

hr(Zla-qu): f f;z(Zl,-qu,Sl,..-Sm):

S1aeee8 >0
S+ +sp<l-o
I
f (na) (1. 2) sy s) U= =s1— .. —s) N dsy .. dsy, =
I ()
S1yeee8 >0
S1+.o.+sy<l-o
I
(na) (z1...2)%"! f (51...8)" "N =0=s1—...—s,)" "dsy...ds, =
I ()

815008 >0
Si+..+sp<l-o
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(ukoliko na uglatu zagradu primjenimo tvrdnju korolara uz f=1-oc-0"")

I' (na) R (a) et omat g |t _odr |
rn(a)(zl---Zr) f(l— -t dt—[s—l_o_, ds_l—o' =

F(f’la’) a— 1f a— 1 a-1 ma—1 §ma- 1 _
T (@ & | - (=97 -0) (1-o)ds =

I (na) a-1 _ (n-r)a-1 f a1l ma-1 pr()p()zicij@
[ (ma)I1 () @z (=) (Lo sids -
0
I (na) a-1 _ (n—-ra-1 I (Q’) I (ma/) —
[ (ma) T (@) @...z)" 1 =0) Fr((n-ra)
LU ot gt (1 =gy — g0t

@I (-na)
O

Ako umjesto promatranja konkretnog podskupa {1, 2, ..., r} uzmemo proizvoljni pod-
skup skupa {1,2,...,n} duljine r 1 ozna¢imo ga s {iy, i», . . ., i,} zbog simetrije i prethodne
propozicije vrijedi tvrdnja sljedeéeg korolara.

Korolar 3.8. Funkcija gustoce vektora (Zl-’:, .. Z,") u toc¢ki (z1,...2,), gdjeje z,...,2, > 0
171 + ...+ 2z < 1 dana je formulom
I' (na)

_ a 1 a—1 _ _ _ (n-r)a—1
hy(z1,...2,) = Fr(a)l"((n—r)a) == —20) . (3.4)

Oznaéimo s (Z" . .Zfr) vektor dobiven kao u napomeni [1.19|iz Z", odnosno vektor

T

(Z’f, . .Zf). Bududi da je po propoziciji|1.20,

7" z"
Plry=iy,...,7, =i, | 2" =2 —— ... ” = p,(Z",...7"),
=it =0 1 200 = 21 zn -z - —z @..--z)

-1
vrijedi

Pl(21,...20) e HIZ"| = Y pi (2. 20)1n (2. 2),

1

gdje se sumira po uredenim r-torkama medusobno razli¢itih elemenata skupa {1, 2, ..., n}.
Uocimo da tih pribrojnika ima (n), =n(n—-1)...(n —r+ 1)
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Buduci da za dogadaj A i slu€ajnu varijablu X vrijedi
PIA]=E[1A] =E[E[14 | X]] = E[P[A | X]]
imamo sljedecu relaciju

zbogsimetri je

P((Zr,...2") e H :f r @l 2 e 21y 2 dzy L dg T =
@1 z)en)= [ Ymta o)
f(n)rpr(zl»---Zr)hr(Zla---Zr)dZ1---er:

H

I’ (na
(o) f(”)r : Z(f_l .. .z‘r’_l l=-zi=...— Zr)(n—r)oz—l .
H
3r

[(@)'T'((n-r)a)

z 22
11—21.”(1—21—---&—1)

1r 1z 2)dzr ... de, B P[(G,...G") € H].

Iz Cega slijedi da su vektori (Zf, . Zf) i (GY,...G") jednako distribuirani.

Korolar 3.9.
Z?_) Sl G(.) n — 09,

Dokaz. Ranije smo pokazali da (GY,...G)) = (Gy,...G,) iz egapo teoremu slijedi
da p (G") = p(G). Ako uz tu konvergenciju uvaZzimo i napomene prije iskaza korolara
slijedi p (Z") — p(G). Bududi da je Z" permutacija slu¢ajnog vektora Z" vrijedi p (Z”) =
p (Z"). Dakle imamo

ZZI.) =p(Z") :p(Z") = p(G) =G n— oo,
¢ime je korolar dokazan. O

U nastavku ¢emo proucavati grani¢na svojstva vektora Z¢,, ali da bi mogli doci do
potrebnih zakljucaka prvo je potrebno dokazati odreden dio tehnickih tvrdnji.

3.2 Tehnicki rezultati

Za fiksan r € N neka je
M, = {(z],...zr)eRr 1>z > ...z,>0,Zz,- < 1}. 3.5)
i=1

Neka je za fiksni @ funkcija g,, (. ; @) konvolucija funkcije @x®~' sa samom sobom na
intervalu (0, 1) m puta.
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RaspiSimo malo detaljnije funkciju g, (.; @) zam = 1,2, 3:

g1 (x;a) = ax*!

1 1
e = [ar ety dy=a® [y

0 0
1 1

g (x;a) = faz“‘l @’ fy“_l(x —z-y)"ldydz =’ f (x—y -2y " dydz
0 0 O<y,z<1

Matematickom indukcijom za opceniti m dobivamo formulu

m—1
. 1 -1
gn(x;@) =a” f (x=s1— o= Sp1)® | |s dsy...dsp.

i=1
0<81,0ees8m—1<1 !

Sada smo u moguénosti pokazati sljedecu lemu koja ¢e nam biti od pomoc¢i pri odredivanju
traZzenih svojstava Poisson-Dirichletove razdiobe.

Lema 3.10. Gustoca slucajnog vektora (Z(”l),Zz’z), ... ,Z("r)) u tocki (z1,22,...,2) € M,
dana je s

I' (na) l-zi—...—z
nn—1)...(n—r+1)——=a "0 ol mrrbe2g cal.
( ) ( )I“n (a,) 1 r—1 8n—r Z
r
Dokaz. OznaCimosm = n—-1—-r, s = E %€= % Gustoca slucajnog vektora
= r
(z1.73,...,Z;_,)danaje s

F(HCY) a— a— a—
! Z 1(1_Z1_---_Zn—1) l‘ﬂT(Zb---Zn—l),

fn(Zl’---Zn—l): F”(Q)Zl st An—1

gdjeje T = {(xl,. ) ER xy X >0, x Xy < 1} Uz ranije definirane
oznake parcijalnom integracijom Zelimo dobiti gustocu slucajnog vektora (Z(l),. Zz’r))

Buduci da su koordinate slu¢ajnog vektora (Z(l), . Z(r)) sortirane zanimat ¢e nas samo one
permutacije vektora (zy,...z,-1) zakojeje z; > 2o > ... > Z, > Zrily .- -5 201, 20> gdjeE je

=1- Zn z;. Kako bi dobili taj uredaj, zbog simetri¢nosti izraza, dovoljno je formulu

doblvenu parcualnom integracijom pomnoZiti s faktorom (n), = n(n — 1)...(n —r + 1).
Odnosno dobivamo formulu za gustoéu

r
()rrn('za))1 Lt f Y Ym (““Z”) ayi--dym,

0<y15ee-Ym<zr
0<l=8s=y1—c.mVm<zr
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za (z1,...2,) € M,. Dalje raCunamo vrijednost integrala

m a-1
f )’?_lmyi_l[l—S—ZM] dy; ...dyn

0<Y1,5eYm<zr =1
0<l=s5—y|—c.mym<zr

[yi = 283, dy; = zds;, i=1,...m]

m a—-1
-1 -1 -
f @s)™ e sa) z;“(c—zsi] Zdsi ...ds, =

0<s1,...8m<1
O<c—s1—...—sp<1

m
ZoDemrlyem f sa7h o se e - E si|  dsy...ds, =

i=1
0<51,...8m<1
c—1<si+...+s,<c

m m a-1
Z;Z(m+1)—1a,—m f (1—[ as?_l] c— Z S; dsy...ds,.
i=1

i=1
0<s1,...8,<1
c—1<si+..+s,<c

Ukoliko u dobivenom integralu napravimo zamjenu varijabli x = s; + ... + Sy, S, =
X— 8 —...— Su_1, ds,, = dx, slijedi

N .

i=1
0<s1,.e,8m<1
c—1<si+...+s5p<c

m—1
f (c —x)*! f (X =8 == Sy 1_[ sf.”_l dsy...ds,_dx =
c—1l<x<c 0<81,0eesSm1<1 i=1
a! f a(c—x)*! gm(x;)dx =
c—l<x<c

[t =c—x, dt = —dx]
1

! fa/t"_lgm (c—t;a)dt =a 'gn (i)

0
. 2 . n n n
Odnosno dobivamo formulu za gustocu slu¢ajnog vektora (Z(l), Ziys oo ,Z(r))
I'(na) _ _ I
M @ LTy e e (csa).

Iz Cega, nakon Sto uvrstimo ¢emu su jednaki ¢, m i s, slijedi tvrdnja leme.
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Uvedimo jos jednu novu oznaku. Za k > 1 neka je

k
Ci(x) := {(sl,...,sk)eR":sl,...,sk> I,Zsi<x}.
i=1

Uocimo da za x < k uvjeti iz definicije C(x) nisu nikada oba zadovoljeni pa je Ci(x) = 0.
U slucaju kada je k = 0 recimo da je Cy(x) := 0.

U nastavku ¢e nas zanimati granicna svojstva funkcije g,, (x; @) Cija je vaznost postala
ofita u prethodnoj lemi. Tvrdnja sljedeCeg teorema pokazat ¢e se klju¢na u dobivanju
trazenih rezultata.

Teorem 3.11. Za 0 < x < m, vrijedi

(m—k)a—1

( . _ _1\k m l—*m—k(a,)am . a—1 a-1 _ : )
gn(x;a) = Z( 1) I —F((m—k)cx) L P S; ds;...dsy,
i=1

0<k<x Ci(x)

ma—1

gdje se u slucaju k = 0 integral zamjeni s x

X X 1

fgm(u;a)du: fa/m f w=s1—...— 8,1 sg’_l ds;...ds,_du=
i=1

0 0 0<87,500ey 81 <1 !

m—1
lu - Z Si= S8, du= dsm} = f f a”’s?_l e s;_ldsmdsl v dSpy_q.
1

i=

Dokaz. Neka je

A, (x) = (sl,...,sm)eRm:O<sl,...,sm<I,Zsi<x}i
=1

k
Bi(x) := (sl,...,sk)eRk:sl,...,sk>0,2s,~<x}.
i=1

Za 0 < x < m imamo

0<81,eesSm—1<1 0<s1+... 45, <x

Pokazimo da se integracija u zadnjem integralu zapravo vrsi po skupu A,,(x). Uvjeti 0 <
S1yee-Sme1 < 11 Z"i s; < x su trivijalno zadovoljeni. Pretpostavimo da uvjet s,, > 0
nije zadovoljen, odnosno buduéi da nas kod integracije rubovi ne zanimaju pretpostavimo
da je s, = —& < 0. Budu¢i da se integrira po svim 0 < sy,...s,_; dozvoljen je slucaj

s1=...=s, 1 =e2m=2)", ali tada je Zml si = £ — & < 03to je kontradikcija. Dakle
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sm > 0. Pretpostavimo nadalje da je s,, > 1. Bududi da je x < m postoji & > 0 takav da je
x=m—¢.Tadazas; =...= s, =1-& Q2m-2)" imamoZ, i :m—l—%+sm >

i=

m— % > x. Ovime smo pokazali da je zadovoljen 1 uvjet s,, < 1. Odnosno pokazali smo
da je

X

fgm (u;a)du = f amsﬁ’_l...s%_ldsl...dsm.

0 Ap(x)
Uvedimo sljede¢e pomocne oznake
Ppi=A(s1,....,s0) eR" i sy <1}, n=12,....mk=1,2,...,n
Uz ove oznake dobivamo da vrijede sljedee skupovne relacije
Ay(x)=B,(x)NP'N...NP,,
Cex) = Bux) n (P) n...n(P)
Iz dobivenog koriStenjem korolara zan=m,X = B,(x),S; = P"te f(x1,...,%,) =

c

a” (xg,..., xm)“_1 1 ¢injenice da je funkcija f simetriCna s obzirom na varijable xi, ..., x,,
slijedi

f o/"s‘f_] ...s;’n_ldsl Loodsy, = a’"s‘l’_l ... s;;_ldsl Lo.dsy, =
An(x) Bu()NPYN..OP,

m
Z (—l)k(k)am f so7hose el s sy L dsy, =
0<k<m 4 c
Bu()n(P1) n..n(Pr)
k
(buduci da se integrira po podrucju na kojem su sy, ...s; > 1 ivrijedi Z i< ako je

k > x podrucje intergacije je prazan skup, odnosno odgovarajuci pribrojnik je 0)

Z (=1)¥ (’Z) a™ f f s‘f‘l e sz_lsz;ll . sﬁl_ldskﬂ Loodsy .. dsy =

0<k g
= BN (P4) N0 (PE) Bu-r(x=3i, 50)

Z (—1)F (’Z) a™ f s‘f‘l ...sz_l f sgjll ...S:,l_ldSk+] coodsy|dsy .. dsg =

Osksx Ci(x) m—k(x—Zf-‘:] Si)
(ukoliko na uglatu zagradu primjenimo korolar[I.4|uz funkciju f = 1)
l'*m—k( ) X_ZL K
m a
D et | s ————— f (e ds, . dsy =
2 (k)“ f T T - o) B
<K<X Ci(x) 0
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(m—k)a

ml—‘m—k(a,) ol ol k p p
Z(—) k) im = Bal (o = k)a) s{T sy x—Zs,- Sy ...dsy.

0<k<x i=1

U slu€aju k = 0 u izrazu u drugom redu zapravo imamo samo integral po B,,(x), koji zatim
u zadnjem redu prelazi u x™*

X
Budu¢i da smo promatrali f 8m (u; @) du zanimat Ce nas derivacija dobivenog izraza.
0

Zelimo po x derivirati izraz oblika ZO fk(x) Uocimo da izraz ovog oblika ne mora
uvijek biti derivabilan, ¢ak ni u slucaju kada su f; derivabilne, no pokazuje se da u nasem
slucaju jest. Zaista, za x ¢ N, a to se svodi na derivaciju od f; za fiksni k. Promotrimo prvo
v . v . v . e e y) . -l
slu¢aj x € N. U tom slucaju traZena derivacija je ZOsk<x fi(x) + }zl\r_B fix+h)-h. Za

odredivanje limesa koristit éemo argument slican onome pomoc¢u kojega smo zakljucili da

je dovoljno sumirati do x. Ako integriramo po podrucju na kojem su sy,...s; > 11 vrijedi
k X
S < x+h,gdieh \yOzak = xlmamodajez 8= X+ 06 > x + h za dovoljno

mali h Odnosno traZzeni limes je za dovoljno mali & 1ntegral po praznom skupu, odnosno
on je 0. Ovime se slucaj x € N svodi na x ¢ N

S obzirom na ranije komentare za k = 0 traZena derivacija se svodi na derivaciju od
X", odnosno ako uzmemo u obzir konstante dobivamo

(-1)° (m) CANCR max™ !,

0/ mal (ma)

Uocimo da dobiveni izraz odgovara izrazu u slucaju k = 0 iz iskaza teorema. Preostaje
promotriti $to se dogada u slucaju k > 0.
Neka je 1 < k < x fiksan. Buduéi da je x < m vrijedi 8 := (m — k)a > 0. Oznalimo sa

3
o= Z | Sie Zanima nas derivacija integrala

=

k (m—k)a
fsﬁ’l...sg_l[x—Zs,-) dsy...ds;
i) =1
po varijabli x. Odnosno racunamo sljedeci limes
. 1 a 1
lim— (sy.. (x+h—0Yds,...ds, — (sy.. Tx—o)Pds,...ds| =
ANY /)
K (x+h) Ci(x)

1
lim— f (s1...50" " (x+h=0)ds,...ds, +
NOh

Cr(x+m\Cy(x)
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S5 ! (x+h—0')ﬂ—(x—o')ﬁd51.

f(l h

Ci(x)

. dSk.

k
Za(sy,...50) € Cr(x+h)\ Ci(x)je o = Z,_l s; > x odnosno x + h — o < h. Zato je

1
lim — f (s1...50 " (x+h—0)Pds,...ds; <

AN /)
Cr(x+)\Cr(x)

lim ##°! f (s1...50%  dsy...ds, =
hN\0

Cr(x+h)\Cy(x)
lim B! f (s1...50% Vds, ... ds; - f(sl...sk)“_ldsl...dsk korolarlld

Cr(x+h) Ci(x)

71"( )k x+h 1"( )k X 1"( )k x+h
lim i | =2 | sty o V[ et g | 2 hﬁ‘l—aft"“‘ldt:
o | T (ke T (ka) o T (ka)

L 0 0 X

I () L) WP (x+hy — x*
lim 11 O ((x + = ) = lim ) I (x4 W7 - 27

hN\0 I' ka) ka
F@ 7,

im X =0,

™o T (ka)

gdje zadnja jednakost vrijedi jer je 8 > 0. Preostaje odrediti

h—oVf - (x -
limf(sl...sk)“_l (th-of - (x O-)ﬁdsl...dsk.
AN h

Ci(x)

™o T (ka) ka h

Bududi da je }21{1(1) ((x +h-o0f-(x- O')ﬁ) R = B(x— oy pod uvjetom da mozZemo

zamijeniti poredak limesa i integrala odnosno pokazati da vrijedi

lim (515! x+h-of-(x-0f

dSl...dSk =

AN0) h
Ci(x)
th—of - (x-
f im s, ... 5% & of ~( O-)Edsl...dsk
AN h
Ci(x)

dobivamo da je derivacija k-tog ¢lana sume dana formulom

K[ """ (a) a-1 -1
(-1 (k)(m—k)ar((m—k)a) f(sl...sk) B(x—oYfds,...ds.

Ci(®)
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Nakon uvrStavanja vrijednosti 8 1 o 1 sumacije po k dobivamo

r‘m—k m k
gm(x5) = Z (—l)k(’;:)ﬁ . s‘f‘l . sZ‘l [x - Z s,-) ds...dsy,
=1

0<k<x Ci(x)

gdje se u slu¢aju k = 0 integral zamjeni s X"

Ostali smo duzni opravdati zamjenu limesa 1 integrala za Sto ¢emo iskoristiti Lebe-
sgueov teorem o dominiranoj konvergenciji. Po teoremu srednje vrijednosti za funkciju
f(y) =y’ naintervalu [x — o, x — o + ] postoji ¢ € (x — 0, x — o + h) takav da je

,BCB_I 3 x—oc+hf-x=-0)f 3 (x—oc+hf-x=-0)f

x—oc+h-(x—-0) h

Akoje B8 > 1 onda za h < x imamo B%! < B(2x!, aakoje 0 < B < 1 onda je
B < B(x— o). U oba slucaja postoji funkcija g takva da je

a-1 x+h-of-(x-0of
h

(S1 ...Sk)

Sg(S1,...Sk).

U slucaju 8 > 1 vrijedi

f g(s1,...s0dsy...dsg < f (s1...50" ' By ds, .. .dsy korolaiLd

Cr(x) Bi(x)

r@* (., B st wus T(@)
ta dl — 2,6' 1 a+p-1
T (ka) -1~ 5 Tta =
0

BQ2xy!

ausluCgul <p <1

fg(sl,- s dsy ... dsg < f(s1 s Bx— o ds, .. koroénﬂ_z]

Cr(x) By (x)

r (a)k
r (koz)

B (x =t 7t = [t = xs, dt = xds] =

T (@) . L, T@"'rp)
a+,8 1 1 ¢ 1 0z+ﬁ 1 00
T (ka )f( s B <

pa mozemo primijeniti Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji. Cime je tvrdnja
teorema dokazana. m|
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Neka je za k > 116 > 0 definirana funkcija

6-1
(x-Zki5)
Jk ()C;Q) = f dSl...dSk. (36)

S1 oo Sk

Cr(x)

Uocimo dajezax < k Cy (x) = 0,aondai Ji (x;6) = 0. U sluCaju kada je k = 0 recimo
daje Jy(x;6) := X0

Sada smo spremni dokazati rezultate vezane uz grani¢na svojstva funkcije g, (x; @),
koja su iskazana sljede¢im korolarom.

Korolar 3.12. Akom — oo ima — 6 > 0, onda g,, (x; @) konvergira prema

( 1)k Qk
ge(x):(); Faei 0 (3.7)

za svaki pozitivni x. Definiran gornjom formulom gy je vjerojatnosna funkcija gustoce na
(0, 00). Koristeni y je Eulerova konstanta definirana pomocu relacije

Dokaz. Promotrimo Sto se dogada kadam — coima — 6 > 0. Iz znamo da je
I'(1) = —y, aiz propozicije|l.22/daje al (@) =T(1 + @) = 1 —ya + O (az . Zato vrijedi

lim (aT (@))" = lim (1 - ya + 0(a?))" = ,,EEEL(I * %9(% -0l );ﬂ@))m i

lim (1+—9(1—0( ?) L))m— lim (1+—(1—0(a))) = lim (1+_—78) = e,

m—o0 m ’ya m— o0 m

Zbog neprekidnosti funkcija I" za proizvoljni xisvaki k < xje limy_e (C((m—k) @)™ =
(T (0))"". Buduéi da je (m — K < <mt 1 jer vrijedi

(m k)'

Fr@ . T+ 1 . T+ . T@f
= lim ————— = = lim ———— = lim

moe (m—k)f o (am—ak)t O o (@m)f moe i
po teoremu o sendvicu slijedi limy, e 7= k),F (@)F =
Dosadasnjim razmatranjima pokazali smo da je
m\ I *(a)a™ 1
lim (-D | —%— = lim (1)) ————— -
(G i = B o @

gl DO
') k' T(0e k!

(1)
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Preostaje pokazati da je

k (m—-k)a—1
lim s‘l’_l...s}f_l [x—Zsi) ds;...dsy = J(x;0).

m—o0 4
i=1

Ci(x)

Za k = 0, kao $to je napomenuto u iskazu teorema [3.11, umjesto integrala uzimamo x™*",
a kako je Jo(x;0) = 2! u tom slu¢aju konvergencija trivijalno vrijedi. Neka je zato
1 < k < x. Uvedimo novu oznaku

k
1
Dy (x) = {(sl,...,sk)ERk:sl,...,sk> —,Zs,-< 1}

X
i=1

te kao i u prethodnom dokazu neka je

k
Bk(x)z{(sl,...,sk)eRk:sl,...,sk>0,2s,~<x}.
i=1

te pomocu nje napravimo zamjenu varijabli u promatranim integralima. Neka je s; = xu;,
ds; = xdu;.

Cie(x)
(m—k)a—1

k
f x("_l)ku‘f_1 ... uﬁc’_lx(m_k)a_1 [1 - Z ui) duy . ..du, =

Dy(x)
k (m-k)a—1
yma! f u‘f‘l ...u}f‘l (1 - Z ui) duy ...du, =
Di(x) =1
(m—k)a—1
k
ma—1 (1 T L=l ui) a
X (uy - oo u)* duy ... duy,
uy ... U
Dy (x)
-1 0-1
(x-ZEi %) o1~ 25 w)
ds;...ds; = X - Hduy ... du, =
S1 e Sk Di(x) X UL - U
Ci(x)
(1 Z 6-1
-5 w)
X1 f : up...du
up - * U



POGLAVLIJE 3. POISSON-DIRICHLETOVA RAZDIOBA 53

Buduéi da x™ ' — x%! kada m — oo preostaje vidjeti §to se dogada s integralima.

Neka je zato 0 < 6y < 6, a budu¢i da je lim,,_,., (m — k)@ = 6 za dovoljno veliki m je
(m — k) a > 6y. Zato vrijedi

(m—-k)a—-1 0-1
(1 - 5‘6:1 Mi) (1 - f:l Mi) U yeens uk>%
(y - u)” = <
Uy ... U
(m—k)a—1 k 6-1
k Uy U<l
X u, ) =1 - Z U; <
i=1 i=1
—k)a—1 0—1 Go—1
(m—k)a— k 0<1-3¢ <] k o
k i=
X ul Z U; < 2Xk 1- Z U;
i=1 =1 i=1

601

k
f 2xk[1 — u,-) duy ...dug <2x* f [1 - Z ui) duy ...du korolaild

Dy(x) Bi(1)

1M~

) k—1 _ k r(eo)r(k) _ I_‘(90) oo
xl"(k)f(l 2 A= 2 TG+l Ttk
0

Buduc¢i da

(1_Zf:1ui
(g - oo up)” — — O0Okadam — oo
Uy ... U Uy ... U

)(m—k)a—l

po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi
(m—k)a—1 (

f(l—Zleu,-) g oo w)® = 1—leu)91

Uy ... U Uy ... U

du; ...du, — 0kadam — oo.
Dy (x)

Ovime smo pokazali da g, (x; @) — ge¢(x) kada m — oo i ma — 6 za svaki pozitivni x.
Preostaje pokazati da je gy vjerojatnosna funkcija gustoce. Bududéi da je g, (x; @) > 0

za svaki x > 0 paisto vrijedi i za gy. Kako bi smo pokazali da je f go(x)dx = 1 koristimo

0
sljedecu lemu.

Lema 3.13. Laplaceova transformacija funkcije gy jest

o (o) t
1

0 t 0

_ du] . (3.8)
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k
Dokaz. Oznacimo sa o := Z S;.

i=1

k 6-1
_ ( DA f (X_Zizl s,-) Cr(x)=0 za k>x
dx=| Y ™ dsy...dsid =
f = f L1 C T@ek ) sy e

54

Cr(x)
9 1
(= 9)
tx ~
Cr(x)
(-0)" s)e :
6 l 1
F(Q)eW Z f f ds;...dsydx =
0 Ci(x)
1 < (-0 f 1 f” L .
. o ! - dxds,...ds;, =
L@ ; k! sioosmd € (x= o) dxds;...ds
B Sseees Sk>l o
[y=t(x-0), dy =tdx] =
LSO [ L feepsgpe
- - o -y dvd s =
T(6)er’ & k! s C ) dyds: ... ds
B Sseees Sk>1 0
(-0)* f 1 I
———— =TT () dsy .. dsy =
r(@)ewz 1.,,_.ske ST @) dsy . dse
,,,,, Sk>l
k P X ) k
(o) _8 —u
_76) ) f [l‘s = u, tds = du] — e—yat—a u fe A
- =0 k! u
: t
e_wt_eexp l—efe”uldu = €Xp _9(7+1n(t)+fe”uldu} = (3.10)
! t
P |0 _f e " In(u)du +1n(®) + ™ In(w)|  + f e ln(u)du]l )
| 0 t t
) . t 1 _
N _f e In@wdu + (1 +e’)ln(t)]} -oP l—ef ). (3.11)
u
| 0 o

Zamjena integrala i sume u (3.9) je opravdana po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj
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konvergenciji, jer je daljnji racun isti bez &lana (1), a

o

e %exp er_”u_ldu

t

< 00.

Jednakost u (3.10) vrijedi jer je po (1.4) y = -I" (1) = —f e "In(u), a (3.11)) zbog
0

parcijalne integracije, jer je lim,~ o (1 + ¢ ") In(x) = 0. O

Bududi da je

1 -
lim exp [—0 f du
O

0

= ¢’ = 1 po (3.8) dobivamo hm f e "gg(x)dx = 1.

—t -

Kako za t; > 1, vrijedi 0 < e™""gy(x) < 7" go(x) < go(x) po Lebesgueovom teoremu o

monotonoj konvergenciji dobivamo

(o) (o)

. —1x _ : —Ix _
1—£1\n(}fe go(x)dx = fltl\rgle go(x)dx = fgg(x)dx.
0

0 0
Ovime smo pokazali da je gy vjerojatnosna funkcija gustoce i dovr$ili dokaz korolara. O

Zaklju¢no s ovim korolarom raspolazemo svim rezultatima potrebnima da odredimo
funkciju gustoce slucajnog vektora G, na prostoru A koji ima Poisson-Dirichletovu razdi-
obu s parametrom 6.

3.3 Svojstva Poisson-Dirichletove razdiobe

(z" z"

Teorem 3.14. Za fiksan r kada n — oo i nae — 0 funkcija gustoce slucajnog vektora
1y Z@ays - - Z(r)) konvergira na skupu M,, definiranom u , prema funkciji

_ l—z—...— 2
eT @) e’z ... 2g9( 1Z ) (3.12)
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Dokaz. Funkcija gustoée slucajnog vektora (Z("l), ZE’Z), e, Zfr)) u tocki (zy,...,2,) € M, po
lemi [3.10]je
I'(na) _ R _ l—-z1—...—z2
-1... —r+1 (nr)al'”ozl(nr+1)(12n_r r; —
nn—-1)...(n—r )—F"( ) 2 2,2, g - @
I'(na) 1 Da—2 l-z1—...— 2
nae-(n—Da-...-(n—r+Da——=—=70" . 220 g e2g cal.
e DG gy ¢ 3
}i_)rg(n—i)az@, zai=0,1,...,r—1.

na—6
}i_)rglo I'(na) =T (0), jer je funkcija I' neprekidna.
na—6

}1_)1130 (@l (@) = e, §to je pokazano u dokazu korolara(3.12

na—o
}Lrgloz“ ! —zi_l,zai: 1,...,r—1.
1’105—>9
Da-2 _ _6-2
’!l_)l'{.lo Z(n r+1)a— =
na—0
) l-z1—...—2 l-z1—...—z2 .. .
lim g,,_,( ! Lial =g ! ~ 1, po tvrdnji korolara[3.12] jer je
na—6 Zr Zr
l-z1—...—-2
‘ "> 0za (z1,...,2,) € M,.
Zr
Ovime je pokazano da funkcija gustoée slu¢ajnog vektora (Z("l),Z(”z), . (r)) konver-
gira na skupu M, prema funkciji
_ 1- 1—...—Z
fG@iz) =0T Oz - g2 289( - -
;
kadan — coina — 6. O

Kada uzmemo u obzir zakljucke s kraja sekcije[3.1] uoavamo vaznost pokazivanja da
je funkcija f definirana u prethodnom teoremu vjerojatnosna funkcija gustoce. To ¢emo
1 pokazati, ali prvo se okrenimo proucavanju funkcije koju dobivamo iz f nakon S$to se
integriranjem po skupu na kojem to ima smisla rijeSimo svih osim zadnje varijable. Tu
funkciju moZemo smatrati r-tom marginalnom gusto¢om od funkcije f i njenu eksplicitnu
formulu daje nam sljedeci teorem.

Teorem 3.15. Za 0 < x < r~' r-ta marginalna gustoca od funkcije dane formulom u

tocki x jest

9r+k 1=
a0 =47 3 D _1),Jk+r1( — 9), (3.13)

O0<k<x~!-r
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gdje je funkcija Ji (- ; 0) definirana u (3.6)).

Napomena 3.16. Prije nego krenemo na dokaz obrazloZimo zaSto se u iskazu teorema
uzima 0 < x < r~'. Nas zanima x takav da postoji vektor (z1,...,2,-1,X) € M,. 1z uvjeta

;
1> ..., > 01 Z (G < 1 iz definicije prostora M, slijedi x > 0, ali namece se i uvjet
=

r—1
1> Z (LT X>rex odnosno x < r~'. Okrenimo se sada dokazu teorema 3.15|
=

Dokaz. Uvedimo oznaku

r—1
M, (x) = {(zl,...z,_l)eRr_l 1>z > .. > 70 >x>0,2zi<l—x},

i=1

jer se upravo po tom skupu vrsi parcijalna integracija kojom dobivamo

l-z1—...—
d.(x;0) = f 0T () eyezfl o z;_llx‘)_zgg( a x)dzl Loodze =
X
M (x)

(9

“DFe (1-z,—...—x
OT @) ez ... 7 X0 ( —J :0|dz, ...dz,_,.
f @) ez L X ;F(Q)ewk! k X 5 4 Zr-1

M, (x)

Bududi da funkcija J; (- ; 6) ima faktor u kojem se integrira po podrucju Cy (-), pribrojnik
zakojejek > (1 —z; —...— x) x”' su jednaki 0. Zato su pogotovo pribrojnici za koje je
k>x'-r=(0-x—-...—x)x' > =2z —...—x)x " jednaki 0. Iz ovoga zakljuéujemo

da se vrijednost integrala ne mijenja ukoliko se sumacija vrsiti samo po k < x™' — r.

- (1-z—...—
d(x:0)= Y f gt 2 CU (17 2.0)dz, ... dz-y.
k! X
0§k<(£—r)Mr(x)

Zbog simetricnosti izraza koji integriramo uvjet z; > ... > z,_; moZemo maknuti
ukoliko tako dobiveni integral podijelimo s (r — 1)!. Ukoliko jo§ napravimo i zamjenu
varijabli xs; = z;, xds; =dz;zai =1,2,...,r — 1 dobivamo

- (_1)k9r+k ~ ~ 1—x

ng Z m Sll'...'Sr_ll.]k X —Sl—...—Sr_l;Q dSl...dSr_l.

Osk<(3r) c(15)
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Uvrstimo li u dobiveni integral ¢emu je po (3.6) jednaka vrijednost funkcije J; (- ;6)
dobivamo

-1
Ix _yr-l o gk 4
-1 —1 ( x Zl:l sl Zj=1 tj) d d d d _
Sl '...'Sr_l tl. .tk tl... tk Sl... sr_l—

-y = [
S]_l'...'S__ll'l_l'...'tlzl - S; — t; dsy...ds,_idt;...dty =

; i=1 j=1
Crorr (55) ’ /

1—x
Jk+r—1( ’9)
X

Ovime smo pokazali tvrdnju teorema, odnosno da je

9r+k 1—x
d(x:;0) = X" Z (= l)k Jiir-1 (T ;9)-

—1)!
O<k<x~!-r )

O

Od pomo¢i za dokazivanje da je f definirana u teoremu [3.14] vjerojatnosna funkcija
gustoce, ali 1 od vaznosti kao takav, bit ¢e nam sljedeci teorem.

Teorem 3.17. Zam =0, 1,2, ... m-ti momenti s obzirom na funkciju d, (- ; 0) danu u (3.13))
jesu

oo i r—1

( . _ F(e + l) m—1 gr—l -u,,—1 ( -u,,—1
fx’"d,(x,@)dx— To+m y Y fe udu| exp|l-y—6 | e"u du|dy.
0 y

y
Dokaz. Buduéidajed, (x;0) = 0zax > r ! vrijedi

1 1 ax]  [d(v":0)
xmdr(x;e)dx:fxmd,(x;e)dxz[y:—, dy:——]:f—dy@
X
0 1

1 r+k

C ) VT e 0= 10 dy =

0<k<y-r

j
I

ym+2 y
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[

Z(— y— D f O et = 1:0)dy = (nekajen:=k+r—1)
) L 0r+k P m) (y _ 1 _ Z:LZI si)f)—]
Yt |y ds, ...ds,dy =
k!'(r—1)! S1 et Sy
=0 [ C(o-1)
N P -1 ( —~(O+m) Al
;(—l)m (Sl'...'Sn) y y—l—zlsi dydsl...ds,,
= S1yeee8p>1 :’:1 si+l =

Primijenimo li supstituciju s = (1 + Z:;l s,-) yhds=— (1 + Z:;l s,-) -y~%dy dobivamo

b . -1
f y—(9+m) [y -1-= Z Si) dy —
27 1S,‘+1 i=1
f go+m= 2 - n -1 1 | 01 ds
(1+Z 6+m2 - i P 1+les1—

1 m=1,1 _ 01 _ 1 rerm)
(1+z?:1s,-)’”0fs (=9 ds‘(1+z;.;]si)'" L@+m)’

iz Cega slijedi

X"d, (x;0)dx =

o%“_

re+1)e"' <« g n -
F(9(+r;)()r—1)vz(_l)kﬁ f (Sl""'S")_lr(m)[lJf Si) dsi ...ds,.
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n
Oznacimo sa o := Z | Sie Tada je
=

[

n —-m d
F(m)[l + Z Si] = (1 +O—)_mfxm_1€_xdx —_ [y = 1 j_co-’ dy — 1 +XO-

i=1 0

[ee)

(1+o)™ f (1 +o)"y" e (1 + o) dy = f Y le gy,
0 0

Zato vrijedi

1
fxmdr (x;0)dx =
0

re+16e"' < N f _lji L o(Les s
~f = s, e (L) dy ds, .. ds, =
T©@+m)(r— 1) k_o( " (S0 f e yast...as
- S1yeeeSp>1 0

(o)

e+ I)Qr_l - ka o no eTYsi
-1 —f e f dsy...ds,dy =
T@+m (=D ; 17 El 5 g

. i
0 8158 >1

[ (o)

Fro+De"' < kgkf e fe—ys
—Df— [ y" e ds| dy=[ys=u, yds=d
F(9+m)(r—1)!;( ) R e [ys = u, yds = du]

0 1
r—1 k

[ee) [ee)

r@+10- f L f”e—u L fe_“
m _ _1 _ - —
TOo+mae-11J°> ¢ - u pX ' L dul dy
y

i k=0 Y

oo r=1 oo

r@+ne! f L fe—“ fe‘“
m ¢ 4 —o | < aulay =
rTe+ma-n1J)> ¢ PR B u
y

0 v

0 00 r=1 00

C@+1) 0! f_ 4 f_ .

— |y “uld —y—0 “udu| dy.
T@+m) y -1 e 'u du exp|—y e 'u duldy
0

y y

Sada smo u mogucnosti pokazati sljedeci korolar.
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Korolar 3.18. Funkcija f : R" = R,

. _ l-z1—...—%
[ z) =0T Oz - g2 289( 1 - )]IM,(zl,---,zr)
jest vjerojatnosna funkcija gustoce.

Dokaz. U teoremu |3.14]je pokazano da kada n — oo i na — 6 funkcije gustoce slucajnog
vektora (Z(l),Z(z), .. Z("r)) konvergiraju prema f. Zbog Cinjenice da je funkcija gustoce

slu¢ajnog vektora (Zﬁ), Ziys oo Z("r)) pozitivna slijedi da je f > 0. Preostaje pokazati da je

ff(zl""’Zr)dzl -..dZ =
R"

PokaZimo prvo da je za svaki r € N

fd,(x;@): 1.

0

U teoremu smo za m = 0 dokazali da je

1

r—1

_Tre+1 o1 a
fd,(x ;(Z) )f Y fe_”u_ldu exp —y—@fe_”u_ldu dy =
y

U slucaju r = 1 imamo

1 00

(o8] 6 [ee]
fdl (x;0) = f@y‘le_yexp —9[6_”u_1du dy = f(')_ —Gfe_”u_ldu dy =
0 y

0 0 y

y—0

¢’ — limexp Gfe_“u_ldu = —e>=1.
y
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U slu¢aju r > 1 imamo

(9

f@y‘le_yexp —Ofe_”u‘ldu dy=1=
y

(o) [Se]

(1
1 -y —u, —1 _
09” fy e exp —er u duldy _60’—1(5):>
0 y
oo oo [ r=1
1
fy_le_yexp —Gfe_“u_ldu (- fe_”u_ldu dy=(-1""r- 1)!5 =
0 y y
r—1
) [er u l ) )
fd,(x 0) =06 fy_le_y d exp efe-"u-‘du dy = 1. (3.14)
(r—1!
0 0 y

U teoremu [3.15|je dokazano da je d, (z,;6) = f f(zi,...,2,)dzy ...dz—1, a to zajedno
Rr-1
s (1) daje

ff(Z1,...,Zr)dZ1 fd (z,;0)dz, = 1.

Zakljucno sa korolarom koji slijedi dokazali smo trazena svojstva Poisson-Dirichletove
razdiobe.

O

Korolar 3.19. Neka je dan slucajni vektor G := (G(1), G2, - . .) na prostoru A s Poisson-
Dirichletovom razdiobom s parametrom 6. Neka je r € N fiksan. Tada je funkcija gustoce
sluajnog vektora (G1), Gy, - - . , G(») funkcija f : R — R,

- _ l-z1—-...— 2z
f@..nz) =0T @ e - 2gg( lz )]IM,(Z1,..-,Zr),

gdje je funkcija gy dana u (3.7)), a prostor M, u (3.5).
Funkcija gustoce slucajne varijable G, funkcijad, (-;60) : R — R,

. _ 6r+k 1=
d(x30) = X2 ) D e |

0<k<x~!-r

)]1<0, y ().
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gdje je funkcija J; dana u (3.6)).
Za m € N m-ti moment slucajne varijable G, iznosi

00 ) r=1 )

ro+1 oy 0! oy - oy
E[(Gy)"] = m y lm fe u'du exp —y—é)fe u'du dy.

y y

(3.15)

Dokaz. U korolaru [3.9|je pokazano da Z, = G, kadan — coin — co. Iz toga slijedi
da za fiksan r funkcija gustoCe slucajnog vektora (Z( 1y Ziays + -+ Zf,)) konvergira k funkciji
gustoce slu¢ajnog vektora (G, G, - - -, G () kadan — co. U teoremu je dokazano
da funkcija gustoce sluc¢ajnog vektora (Zﬁ), Ziyys oo Z(”,)) konvergira k funkciji f. Buduci
da je u korolaru pokazano da je f vjerojatnosna funkcija gustoce zakljucujemo da je
f funkcija gustoce slu¢ajnog vektora (G(1), Gy, - - - » G).

Buduci da je funkcija f funkcija gustoce slucajnog vektora (G1y, G2y, - - . , G()), a funk-
cija d, (- ;6) po teoremu [3.15] r-ta marginalna gusto¢a od f i po dokazu korolara [3.18] vje-
rojatnosna funkcija gustoce slijedi da je d, (- ; 8) funkcija gustoce sluajne varijable G,).

Budu¢i da je d, (-;6) funkcija gustoCe slucajne varijable G, a po teoremu za
proizvoljni m € N vrijedi

(o)

r@+1 o | r (
fx’"d (x;0)dx = F((H il )) y’"‘lm fe_”u_ldu exp |-y — Qfe “wdu|dy

y

dobivamo traZenu tvrdnju za E [(G(,)"]. i



Poglavlje 4
Zakljucak

U poglavlju 2 proucavali smo dva primjera sluc¢ajnih vektora za koje smo pokazali da ko-
nvergiraju prema distribuciji koju nazivamo Poisson-Dirichletova. U poglavlju 3| dokazali
smo svojstva te distribucije, tako da smo sada u mogucnosti rec¢i nesto visSe o grani¢nom
ponaSanju dugih ciklusa i velikih djelitelja.

Korolar 4.1. Neka je |C(,)

slucajna varijabla koja odgovara duljini r-tog po velicini ciklusa

permutacije n-Clanog skupa. Kada n — oo slucajna varijabla @ konvergira k slucajnoj
varijabli s funkcijom gustoce d, (-; 1) danoj u (3.13)) i m-tim momentima danima u (3.15)
zaf=1.

Dokaz. Po napomeni [3.3|slu¢ajni vektor L{, konvergira prema Poisson-Dirichletovoj raz-

diobi s parametrom 1. Buduci da je |Cf1—)| r-ta komponenta vektora L, po korolaru 3.19

vrijedi traZena tvrdnja uz parametar 6 = 1. O

Korolar 4.2. Neka je P, sluCajna varijabla koja odgovara r-tom po veli€ini prostom faktoru
prirodnog broja N, < n. Kada n — oo slu¢ajna varijabla lolgft(&))), gdje je funkcija t dana u
(2.3), konvergira k sluc¢ajnoj varijabli s funkcijom gustoce d, (-; 1) danoj u (3.13)) i m-tim

momentima danima u (3.15) za 6 = 1.

log(P1) log(Pp)
log(T,)” log(Ty)” *

Dokaz. Sluc€ajni vektor ( ) konvergira prema Poisson-Dirichletovoj razdi-

obi s parametrom 1, ponovno po napomeni Bududi da je t(N,) = T, i ls‘g’ft((;’))) r-ta
komponenta vektora (igig‘;, igigzi, . ) po korolaru [3.19| vrijedi traZena tvrdnja uz parame-
tar 6 = 1. O

Promotrimo detaljnije $to se dobiva iz prethodna dva korolara u slu¢aju r = 1 odnosno

e D . . “ . Col v
za najdulji ciklus 1 najveéi prosti faktor. Kada n — oo slucajna varijabla % 1 sluCajna

64
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varijabla 1;2%((113\/1"))) konvergiraju k slu¢ajnoj varijabli s funkcijom gustoce
1)k dsy...ds
di(x;h=x" b f ik Wi ¥ 4.1)
4 k! S1 ...t Sk
O<k<x=1-1 PRES|
Ty si<iE

gdje se u slucaju k = 0 za vrijednost integrala uzima 1.
|l

Za niz slucajnih varijabli —= vrijedi

Co|

supE

n

l+e
]S1<oo

¢ime je zadovoljen uvjet korolara[I.18] 1z ¢ega moZemo zakljuciti da je za dovoljno veliki n
ocekivana relativna duljina najduljeg ciklusa slu¢ajne permutacije priblizno dana formulom
1-1

|C(1)| ra+1) ( o 1 ( —u, ~1 ( —u, ~1
E[ 2 | S Ta+D y mfe u du exp—y—fe u duldy =
0 y y
fe‘y exp —fe‘”u‘ldu dy = 0.624.
0 y

Vjerojatnosti P [G(,, > x] mogu se numericki izraCunati i tabelirati za razli¢ite parame-
tre 6. Slucaj koji nas najviSe zanima za 6§ = 11 r = 1 po Griffiths [3] izraCunat na Cetiri
decimale dan je u tablici4.1

X 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
P[Gqy > x] || 1.0000 | 1.0000 | 0.9996 | 0.9951 | 0.9763 | 0.9346

X 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65
P[G) > x] || 0.8697 | 0.7878 | 0.6931 | 0.5978 | 0.5108 | 0.4308

X 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95
P[G) > x] || 0.3567 | 0.2877 | 0.2231 | 0.1625 | 0.1054 | 0.0513

Tablica 4.1: Distribucija slucajne varijable G;).

Ponovno za dovoljno veliki # moZemo po podacima iz tablice 4.1 zakljuciti da je

log (Py)
log (T,)

log (P
p| 18P _ ool 1 - 09996 = P[P < T ~ 0.0004.
log (T),)

> 0.8] ~0.2231 = P[P, > TP%| ~ 0.2231,
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Prirodno se postavlja pitanje Sto znaci dovoljno veliki n. Na to pitanje neCemo dati
formalan odgovor, ali ga intuitivno moZemo naslutiti vizualnim pristupom. Na slici 4.1
prikazan je graf funkcije dane u {.I]) prema kojoj po korolaru {2 konvergira sluc¢ajna va-
rijabla igi’;'; Bududi da je za odredivanje vrijednosti funkcije gustoée za x < 0.2 potrebno
raCunati peterostruke 1 viSe integrale Sto je numericki vrlo zahtjevno graf je prikazan za

x €[0.2,1].

08

06f

04F

02F

Slika 4.1: Graf funkcije d, (x; 1), za x € [0.2, 1].

Kako bismo odredili ponasanje varijable }giglg za konkretan n promatrali smo slu€ajne

uzorke od po m = 1000 elemenata i za dobivene realizacije crtali histograme.

Tako su na slici prikazani histograni dobiveni u sluéaju n = 10°, n = 10'°, n = 10
i n = 10 pomoéu programskog paketa Wolfram Mathematica [5]]. Uo¢imo da se na svim
grafovima moze uociti rast otprilike do vrijednosti 0.5 kao Sto 1 oekujemo s obzirom na
graf sa slike i pad nakon 0.5. Ono $to na grafovima za n < 10% posebno odskace od
oc¢ekivanog jesu slucajevi kada je ll(;gg(—(’;:)) > 0.9 Sto se dogada na primjer u slucaju kada je
t, = p1, odnosno kada je nasumi¢no odabran broj prost ili potencija prostog. Uo¢imo da taj
utjecaj postupno slabi kako 7 raste i da za n = 10°° histogram vrlo dobro odgovara grafu sa
slike Buduéi da se to postiZe tek za n = 10*° zaklju¢ujemo da je brzina konvergencije
vrlo spora.

S ovih nekoliko od mnogobrojnih primjena rezultata dobivenih u ovom radu zaokruzena

je tema razdiobe dugih ciklusa i velikih djelitelja.
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1
Slika 4.2: Histogrami vrijednosti °
o og(T,)
varijabli Py 1 T,.

za razli¢ite n 1 za 10000 realizacija slu€ajnih
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Sazetak

Jedan on ciljeva ovog diplomskog rada bio je definirati Poisson-Dirichletovu razdiobu i
prouciti njezina glavna svojstva. Uvedeni su pojmovi iz podrucja matematicke analize, te-
orije vjerojatnosti i teorije brojeva nuzni za razumijevanje kasnijih rezultata, a neka njihova
svojstva su 1 dokazana. Motivacija 1 opravdanost definicije Poisson-Dirichletove razdiobe
ilustrirani su kroz dva primjera u drugom poglavlju. Detaljno su obrazloZena i formalno
pokazana asimptotska svojstva slucajnih vektora koji odgovaraju relativnim duljinama cik-
lusa slucajnih permutacija, odnosno logaritamskih vrijednosti prostih djelitelja slu¢ajnog
prirodnog broja manjeg od n. U treem poglavlju izreCeni su i dokazani glavni rezultati raz-
matrani u ovom radu. Povezana je funkcija gustoce Poisson-Dirichletove razdiobe, njezine
marginalne gustoce i momenti s asimptotskim svojstvima dugih ciklusa i velikih djelitelja.
U zadnjem poglavlju su ti rezultati primijenjeni na konkretnim podacima te je ilustrirana
brzina konvergencije distribucija dugih ciklusa i velikih djelitelja za velik, ali konacan n.



Summary

One of the aims of this thesis was to define Poisson-Dirichlet distribution and study its
main properties. Concepts from the fields of Analysis, Probability theory and Number the-
ory are introduced and some of their properties proven in order to fully understand later
results. The motivation and justification for the definition of Poisson-Dirichlet distribution
are illustrated by two examples in Chapter 2. Asymptotic properties of random vectors
corresponding to relative lengths of cycles in random permutations and logarithmic values
of prime divisors of random natural numbers smaller than n are formally proven and ex-
plained in detail. The main results discussed in this thesis are stated and proven in Chapter
3. The relation between probability density function of Poisson-Dirichlet distribution, its
marginal densities and moments and asymptotic properties of long cycles and great divi-
sors is proven. In concluding chapter these results are applied to specific data, we also
illustrate the speed of convergence of distributions of long cycles and great divisors for
large, but finite n.
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