
Egzaktna simulacija trajektorija difuzija

Knežević, Marin

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / stručni stupanj: University of 
Zagreb, Faculty of Science / Sveučilište u Zagrebu, Prirodoslovno-matematički fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:856220

Rights / Prava: In copyright / Zaštićeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-29

Repository / Repozitorij:

Repository of the Faculty of Science - University of 
Zagreb

https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:856220
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:11814
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:11814
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:11814
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Uvod

Stohastički fenomeni su sveprisutni u brojnim sferama ljudskog djelovanja. Evoluciju jed-
nog takvog fenomena u stanovitom vremenskom razdoblju proučava matematička teorija
slučajnih procesa. Prilikom analize procesa redovito se koriste modeli bazirani na linear-
nim stohastičkim diferencijalnim jednadžbama. Upravo su oni od esencijalne važnosti u
financijskoj matematici kao teorijska podloga Black-Scholes-Mertonovog modela odre Ådi-
vanja cijena izvedenica te kod modeliranja kamatnih stopa (npr. Vasičekov model). No,
primjene nisu ograničene isključivo na matematičke discipline, koriste se u fizici, meteoro-
logiji, a sve češÂce i u biologiji.

U svakoj od gornjih primjena bitno je pouzdano i efikasno znati simulirati trajektorije
slučajnog procesa koji zadovoljava danu stohastičku diferencijalnu jednadžbu. Me Ådutim,
samo u rijetkim slučajevima postoje zatvorene formule koje opisuju distribuciju procesa,
stoga moramo pribjeÂci numeričkim aproksimacijama trajektorija. To je upravo predmet
proučavanja ovog rada, predstavit Âcemo dvije metode koje generiraju uzorke iz traženih
distribucija. Tradicionalnu Eulerovu shemu, nasuprot novijoj i bržoj egzaktnoj metodi
temeljenoj na uzorkovanju s odbacivanjem, razvijenoj u radovima [2] i [3].
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Poglavlje 1

Teorijska pozadina

1.1 Slučajni procesi s neprekidnim vremenom

Fiksirajmo vjerojatnosni prostor (Ω,ℱ ,P) . Podsjetimo se što to znači (i) Ω je neprazan
skup čije elemente zovemo elementarnim doga Ådajima; (ii) ℱ je σ-algebra doga Ådaja na Ω,
odnosno neprazna familija podskupova od Ω koja sadrži Ω, te je zatvorena na komple-
mentiranje i prebrojive unije; (iii) P : ℱ → [0, 1] je σ-aditivna funkcija na ℱ takva da je
P(Ω) = 1 koju zovemo v jero jatnost.

Nadalje, označimo s ℬ = ℬ(R) Borelovu σ-algebru na R. To je najmanja σ-algebra pod-
skupova od R koja sadrži sve poluotvorene intervale (a, b],−∞ < a ≤ b < ∞.

Definicija 1.1.1. Slučajna varijabla na izmjerivom prostoru (Ω,ℱ ) je funkcija X : Ω→ R
izmjeriva u paru σ-algebri (ℱ ,ℬ).

Definicija 1.1.2. Neka je X slučajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Ω,ℱ ,P). Vje-
rojatnost inducirana slučajnom varijablom X, ili distribucija od X, je funkcija PX : ℬ →
[0, 1] definirana formulom

PX(B) := P(X ∈ B) = P(X−1(B)), B ∈ ℬ.

Drugim riječima, PX je slika vjerojatnosne mjere P po funkciji X.

Definicija 1.1.3. Neka je (Ω,ℱ ) izmjeriv prostor, te neka je za svaki t ∈ R+ Xt slučajna
varijabla na (Ω,ℱ ). Familija X = (Xt : t ≥ 0) naziva se slučajni proces (s neprekidnim
vremenom).

Za ω ∈ Ω (neprekidnu) funkciju t ↦→ Xt(ω) s R+ u R zovemo put (trajektorija) slučajnog
procesa za dani ω.
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1.2. 3

1.2 Brownovo gibanje

Jednodimenzionalno Brownovo gibanje ima fundamentalnu ulogu u teoriji proučavanja re-
alnih slučajnih procesa u neprekidnom vremenu. KoristeÂci njegovu jednostavnost možemo
precizno opisati znatno kompleksnije slučajne procese.

Definicija 1.2.1. Neka je (Ω,ℱ ,P) vjerojatnosni prostor. Slučajni proces B = (Bt, t ≥ 0)
je Brownovo gibanje ako vrijedi:

(i) Putovi t ↦→ Bt(ω) su neprekidne funkcije sa R+ u R (za g.s. ω ∈ Ω).

(ii) B0 = 0.

(iii) Za sve m ∈ N i 0 = t0 < t1 < · · · < tm su prirasti

Bt1 = Bt1 − Bt0 , Bt2 − Bt1 , . . . , Btm − Btm−1

nezavisni.

(iv) Za sve 0 ≤ s < t je prirast Bt − Bs normalno distribuiran s očekivanjem nula i
varijancom t − s.

Slika 1.1: Pet trajektorija Brownog gibanja, sa standardnim devijacijama u sivom

Osim samog slučajnog procesa, bit Âce nam potrebna i informacija vezana uz taj proces.
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Definicija 1.2.2. Neka je (Ω,ℱ ,P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (Bt, t ≥ 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F = (ℱt, t ≥ 0) σ-
algebri koja zadovoljava

(i) Za sve 0 ≤ s < t, ℱs ⊂ ℱt (informacija kasnije ne može biti manja od informacije
ranije).

(ii) (Adaptiranost) Za svaki t ≥ 0, Bt je ℱt-izmjeriva slučajna varijabla (informacija
dostupna u trenutku t dovoljna je za računanje Brownovog gibanja u tom trenutku).

(iii) (Nezavisnost buduÂcih prirasta) Za sve 0 ≤ s < t, prirast Bt − Bs nezavisan je od
ℱs (svaki prirast Brownovog gibanja nakon vremena s nezavisan je od informacije
dostupne u trenutku s).

Tipičan primjer filtracije za Brownovo gibanje je prirodna filtracija Brownovog gibanja de-
finirana s ℱt = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t). U tom slučaju, informacija u trenutku t sadrži informaciju
o Brownovom gibanju do trenutka t i ništa više.

1.3 Itôv diferecijalni račun

Fiksirajmo pozitivno vrijeme T > 0. Neka je B = (Bt : t ∈ [0,T ]) Brownovo gibanje
zajedno s Brownovskom filtracijom F = (ℱt : t ∈ [0,T ]). Neka je H = (Ht : t ∈ [0,T ])
adaptiran slučajni proces obzirom na F. Dati Âcemo definiciju i pregled osnovnih svojstava
Itôvog integrala

∫︁ T

0
Ht dBt.

Definicija 1.3.1. Adaptiran slučajni proces H = (Ht : t ∈ [0,T ]) zove se jednostavan
proces ako je

Ht =

n−1
∑︁

j=0

ϕ j 1[t j,t j+1)(t), (1.1)

za neku particiju Π = {0 = t0 < t1 < · · · < tn = T } intervala [0,T ], i ome Ådene slučajne
varijable ϕ j, j = 0, 1, . . . , n − 1, takve da je ϕ j ℱt j

-izmjeriva. S ℰT označimo familiju svih
adaptiranih jednostavnih slučajnih procesa na [0,T ].

Definicija 1.3.2. Za slučajni proces H ∈ ℰT definiran s (1.1) definiramo slučajni proces
I = (It : t ∈ [0,T ]) s

It =

n−1
∑︁

j=0

ϕ j(Bt j+1∧t − Bt j∧t).1

1a ∧ b = min{a, b}
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Proces I zovemo Itôv integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B

i označavamo ga s

It =

∫︁ t

0
Hs dBs = (H · B)t .

U diferencijalnom obliku bismo pisali

dIt = Ht dBt .

Sada definiciju proširujemo na familiju F-adaptiranih slučajnih procesa koji zadovoljavaju
tehnički uvjet:

E

∫︁ T

0
H2

t dt < ∞ .

Ovu familiju procesa Âcemo označavati s ℒ2
ad.

Glavna ideja za proširenje definicije Itôvog integrala je aproksimacija procesa H ∈ ℒ2
ad

nizom jednostavnih procesa H(n) ∈ ℰT . U [9] se detaljno pokazuje kako Itôv integral u
širem slučaju možemo konzistentno definirati kao limes integrala jednostavnih integranada
uz profinjivanje particija.

∫︁ t

0
Hu dBu = (L2) lim

n→∞

∫︁ t

0
H(n)

u dBu .

Definicija 1.3.3. Neka je B = (Bt : t ≥ 0) Brownovo gibanje i neka je F = (ℱt : t ≥ 0)
pridružena filtracija. Itôv proces je slučajni proces X = (Xt : t ≥ 0) oblika

Xt = X0 +

∫︁ t

0
Hs dBs +

∫︁ t

0
Vs ds , (1.2)

gdje je X0 ∈ R, a H = (Ht : t ≥ 0) i V = (Vt : t ≥ 0) su adaptirani procesi t.d. H ∈ ℒ2
ad i

∫︀ t

0
|Vs| ds < ∞ g.s. za sve t ≥ 0.

Jednadžbu (1.2) u diferencijalnom obliku pišemo kao

dXt = HtdBt + Vtdt.
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Tako Åder možemo definirati stohastički integral u odnosu na proizvoljni Itôv proces.

Definicija 1.3.4. Neka je X = (Xt : t ≥ 0) Itôv proces dan formulom (1.2), te neka je
K = (Kt : t ≥ 0) adaptiran proces koji zadovoljava sljedeÂce tehničke uvjete:

E

∫︁ t

0
K2

s H2
s ds < ∞ i

∫︁ t

0
|KsVs| ds < ∞

za sve t ≥ 0. Stohastički integral od K s obzirom na Itôv proces X definiran je formulom
∫︁ t

0
Ks dXs =

∫︁ t

0
KsHs dBs +

∫︁ t

0
KsVs ds .

Teorem 1.3.5. (Itôva formula za Itôv proces) Neka je X = (Xt : t ≥ 0) Itôv proces dan

formulom (1.2) i neka je f (t, x) funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama ft(t, x),
fx(t, x) i fxx(t, x). Tada za svaki T ≥ 0,

f (T, XT ) = f (0, X0) +
∫︁ T

0
ft(t, Xt) dt +

∫︁ T

0
fx(t, Xt)Ht dBt

+

∫︁ T

0
fx(t, Xt)Vt dt +

1
2

∫︁ T

0
fxx(t, Xt)H

2
t dt . (1.3)

Dokaz se nalazi u [9].

1.4 Linearne SDJ

Primjer 1.4.1. (Geometrijsko Brownovo gibanje) Neka je B = (Bt : t ≥ 0) Brownovo
gibanje, kao osnovni primjer navodimo proces Xt dan stohastičkom diferencijalnom jed-
nadžbom

dXt = αXtdt + σXtdBt

čije je rješenje za konstante α ∈ R, σ > 0 dano s

Xt = X0e(α−σ2
2 )t+σBt , t ∈ [0,T ]. (1.4)

Ovaj proces predstavlja najvažniji model kretanja cijena dionica u neprekidnom vremenu.

Primjer 1.4.2. (Vasičekov model kamatnih stopa) Vasičekov model procesa kamatnih
stopa R = (Rt : t ≥ 0) dan je stohastičkom diferencijalnom jednadžbom

dRt = (α − βRt) dt + σdBt , t ≥ 0, (1.5)

gdje su α, β, σ > 0. PozivajuÂci se na teoriju ponovo navodimo rješenje u zatvorenoj formi,



1.4. 7

Rt = e−βtR0 +
α

β
(1 − e−βt) + σe−βt

∫︁ t

0
eβs dBs . (1.6)

Štoviše znamo da je Rt normalno distribuirana slučajna varijabla, te vrijedi

ERt = e−βtR0 +
α

β
(1 − e−βt) ,

VarRt =
σ2

2β
(1 − e−2βt) .

Odavde vidimo da, bez obzira kako odabrali parametre modela α, β i σ, s pozitivnom
vjerojatnošÂcu Rt može biti manji od nule. To je loše svojstvo predloženog modela. Dobro
svojstvo modela je da se kamatne stope vraÂcaju prema srednjem (mean-reverting property).
U slučaju Rt =

α

β
, član uz dt u (1.5) (tzv. drift), jednak je nuli. U slučaju Rt >

α

β
, član uz dt

je negativan, te gura Rt natrag prema α
β
. U slučaju Rt <

α

β
, član uz dt je pozitivan, te opet

gura Rt natrag prema α
β
. Uočimo još da ako je R0 =

α

β
, tada je ERt =

α

β
za sve t ≥ 0. Ako je

R0 ,
α

β
, tada je limt→∞ ERt =

α

β
.

Primjer 1.4.3. (Cox-Ingersoll-Ross-ov (CIR) model kamatnih stopa) Cox-Ingersoll-Rossov
model procesa kamatnih stopa Rt zadan je stohastičkom diferencijalnom jednadžbom

dRt = (α − βRt) dt + σ
√︀

Rt dBt . (1.7)

Nedostatak CIR modela je da se rješenje stohastičke diferencijalne jednadžbe (1.7) ne može
zapisati u zatvorenoj formi. Stoga ga jedino možemo simulirati numeričkim metodama.
Me Ådutim, prednost CIR modela u odnosu na Vasičekov je taj da Rt nikad nije negativan.
Heurističko objašnjenje te činjenice je da kada se Rt približava nuli, član uz dBt postaje
mali (volatilnost teži prema nuli), dok se član uz dt približava α > 0. U takvoj situaciji
dominantan je pozitivan drift koji Rt gura dalje od nule. Slično kao i Vasičekov model, CIR
model ima svojstvo vraÂcanja prema srednjem.

Definicija 1.4.4. Linearna stohastička diferencijalna jednadžba (SDJ) je stohastička jed-
nadžba oblika

Xt = Yt +

∫︁ t

0
XsdZs

odnosno zapisano u diferencijalnom obliku

dXt = dYt + XtdZt, X0 = Y0,

gdje su Y = (Yt : t ≥ 0) i Z = (Zt : t ≥ 0) Itôvi procesi.
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Naša daljnja razmatranja Âcemo ograničiti na jednadžbe oblika

dXt = α(Xt) dt + σ(Xt)dBt (1.8)

za prikladne α : R → R i σ : R → R, t ∈ [0,T ] te početan uvjet X0 = x0. Odnosno u
integralnom obliku

Xt = X0 +

∫︁ t

0
α(Xs)ds +

∫︁ t

0
σ(Xs)dBs . (1.9)

Proces Xt je njeno jako rješenje ako je adaptiran s obzirom na Brownovo gibanje (tj. nje-
govu prirodnu filtraciju), ako su gornji integrali dobro definirani, te zadovoljava (1.8).
Adaptiranost povlači da je za sve t ∈ [0,T ], Xt izmjeriva funkcija od Bs, s ≤ t. S druge
strane, postoje i tzv. slaba rješenja koja su potencijalno definirana na drugom vjerojat-
nosnom prostoru. Oba tipa rješenja nazivaju se difuzijama. Egzistencija i jedinstvenost
rješenja je garantirana ako su funkcije α i σ Lipschitz neprekidne (dokaz se nalazi u četvr-
tom poglavlju [4]).

1.5 Girsanovljev teorem

Za početak promotrimo jednostavnu proceduru zamjene mjere, kojom možemo promijeniti
distribuciju slučajne varijable. Na vjerojatnosnom prostoru (Ω,ℱ ,P) promotrimo nenega-
tivnu slučajnu varijablu Z takva da je EZ = 1. Definiramo P* : ℱ → [0, 1] formulom

P*(A) :=
∫︁

A

Z(ω) dP(ω) = E[1AZ] , A ∈ ℱ . (1.10)

Tada je P* vjerojatnost na (Ω,ℱ ). Štoviše, ako je P(A) = 0, tada je i P*(A) = 0. Kažemo da
je P* apsolutno neprekidna u odnosu na P i pišemo P* ≪ P.

Teorem 1.5.1. (Girsanovljev teorem) Neka je B = (Bt : 0 ≤ t ≤ T ) Brownovo gibanje

na vjerojatnosnom prostoru (Ω,ℱ ,P), te neka je F = (ℱt : 0 ≤ t ≤ T ) filtracija za to

Brownovo gibanje. Za adaptiran slučajni proces Θ = (Θt : 0 ≤ t ≤ T ) takav da je

E

[︃∫︁ T

0
Θ

2
s ds

]︃

< ∞2

definiramo

Zt = exp

{︃

−
∫︁ t

0
Θu dBu −

1
2

∫︁ t

0
Θ

2
u du

}︃

, Z = ZT

B*t = Bt +

∫︁ t

0
Θu du . (1.11)

2Zapravo je dovoljno pretpostaviti da vrijedi
∫︀ T

0
Θ

2
s ds < ∞ P-g.s. i koristiti opÂcenitiju definiciju Itôvog

integrala za tu klasu integranada.
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Ako vrijedi

E

∫︁ T

0
Θ

2
uZ2

u du < ∞

tada je slučajni proces B* = (B*t : 0 ≤ t ≤ T ) Brownovo gibanje s obzirom na vjerojatnost

P* definiranu formulom (1.10).



Poglavlje 2

Metoda prihvaÂcanja i odbacivanja

2.1 Klasičan pristup

Pretpostavimo da želimo simulirati slučajnu varijablu s gustoÂcom f , ali to nije moguÂce
(jednostavno) napraviti metodama transformacije. Osnovna ideja metode prihvaÂcanja i
odbacivanja (engl. accept-reject method ili rejection sampling) je simulirati iz neke druge
gustoÂce g (što znamo efikasno napraviti), ali odbaciti realizacije koje su "manje vjerojatne"
za originalnu gustoÂcu f (u odnosu na gustoÂcu g).

Lema 2.1.1. Pretpostavimo da su f i g funkcije gustoÂce na R te M ∈ [1,∞) takav da je

f (x) ≤ Mg(x), za sve x ∈ R. (2.1)

Neka je X ∼ g,Y ∼ f , te U ∼ Unif(0,1) nezavisna od X. Tada je

P

(︃

U ≤ f (X)
Mg(X)

)︃

=
1
M

(2.2)

te

P

(︃

X ≤ t
⃒

⃒

⃒U ≤ f (X)
Mg(X)

)︃

= P(Y ≤ t), t ∈ R. (2.3)

Drugim riječima, uvjetno na UMg(X) ≤ f (X), distribucija od X jednaka je bezuvjetnoj

distribuciji od Y.

10
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Dokaz. Neka je t ∈ R proizvoljan i E = {x ∈ R : g(x) > 0}. BuduÂci da su X i U nezavisne
slijedi

P

(︃

X ≤ t,U ≤ f (X)
Mg(X)

)︃

=

∫︁ t

−∞
g(x)1E(x)

∫︁
f (x)

Mg(x)

0
dudx =

∫︁ t

−∞

f (x)
Mg(x)

g(x)1E(x)dx

=
1
M

∫︁ t

−∞
f (x)1E(x)dx =

1
M
P(Y ≤ t).

Uočite da smo u prvoj jednakosti iskoristili da je P(X ∈ Ec) = 0 te da je f (x)/[g(x)M] ≤ 1
za sve x ∈ E, a u četvrtoj da je f (x) = 0 za sve x ∈ Ec. Na isti način (ili puštanjem t → ∞)
se pokaže da vrijedi (2.2), a onda odmah slijedi i (2.3). □

Ako vrijede uvjeti iz prethodne leme, dolazimo do tzv. accept-reject algoritma za simu-
liranje iz gustoÂce f koristeÂci gustoÂcu g kao tzv. predlagajuÂcu gustoÂcu (engl. proposal

density):

1: Generiraj X ∼ g i U ∼ Uni f (0, 1)
2: Ako je U ≤ f (X)

g(X)M
vrati X, inače vrati se na 1.

Uvjetno na X = x, V := UMg(x) ima uniformnu razdiobu na [0,Mg(x)] te prihvaÂcamo x

ako je V ≤ f (x), kao što je vidljivo na Slici 2.1.

Vjerojatnost prihvaÂcanja generiranog X ∼ g je

p = P

(︃

U ≤ f (X)
Mg(X)

)︃

=
1
M
.

Dakle, broj pokušaja do prvog prihvaÂcanja N ima G(p) razdiobu pa je specijalno

E[N] = M.

Iz tog razloga, za efikasnu predlagajuÂcu gustoÂcu g, uzimamo M što je manji moguÂci (ali
takav da vrijedi (2.1)).
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Slika 2.1: Grafički prikaz rejection sampling algoritma na primjeru dvije beta razdiobe

U svrhu ilustracije htjeli smo generirati uzorak iz Beta(2.7, 6.3) distribucije s gustoÂcom
f . Kao predlagajuÂcu distribuciju smo odabrali Beta(2, 6) distribuciju (gustoÂca g). Prvotno
generiramo uzorak (Xi,Ui), i = 1, . . . , 1000 pri čemu su Xi ∼ Beta(2, 6) i Ui ∼ Uni f (0, 1)
nezavisne. Grafički smo prikazali točke (Xi,Vi), i = 1, . . . , 1000 gdje je Vi = UiMg(Xi).
Točke koje se nalaze ispod grafa gustoÂce f (tj. za koje je Vi ≤ f (Xi)) predstavljaju točke
koje prihvaÂcamo u accept-reject algoritmu, vidi Sliku 2.1 (narančastom bojom naznačeni
su grafovi funkcija f i Mg).

Tako Åder važno svojstvo accept-reject algoritma je da je za njegovu provedbu dovoljno znati
gustoÂcu f samo do na multiplikativnu konstantu. Zaista, ako je f = c f̃ za neku (nepoznatu)
konstantu c ≥ 0 i (poznatu) funkciju f̃ , te za M̃ ≥ 0 vrijedi f̃ ≤ M̃g, tada za M ≔ cM̃

vrijedi f ≤ Mg te

f (x)
g(x)M

=
c f̃ (x)

g(x)cM̃
=

f̃ (x)

g(x)M̃
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2.2 Alternativan pristup

Ova metoda nije ograničena samo na simuliranje slučajnih varijabli. U iznimnim je sluča-
jevima moguÂce konstruirati alternativan uvjet za prihvaÂcanje ili odbacivanje predloženog
elementa X na temelju minimalno raspoloživih informaciju o njemu. To se pokazuje esen-
cijalnim kod primjene algoritma u kontekstu difuzija, gdje je nemoguÂce pohraniti potpunu
informaciju o njenoj neprekidnoj trajektoriji.
Jedan takav algoritam možemo iskoristiti pod sljedeÂcim uvjetima. Neka je (S ,𝒮) dovoljno
regularan izmjeriv prostor s vjerojatnosnim mjerama ν i µ, takvima da je µ apsolutno ne-
prekidna u odnosu na ν. Pretpostavimo dalje kako postoji ϵ > 0 takav da

f ≔ ϵ
dµ

dν
≤ 1, ν − g.s.

Tako Åder pretpostavljamo kako je jednostavno generirati uzorke iz ν. U ovoj interpretaciji
vjerojatnosne mjere ν i µ na (S ,𝒮) poistovjeÂcujemo s distribucijama nekih slučajnih varija-
bli dok su dµ i dν upravo funkcije gustoÂce tih varijabli. Tada nam iduÂca lema govori kako
generirati uzorak iz µ.

Lema 2.2.1. Neka je (Xn, In)n≥1 niz nezavisnih jednakodistribuiranih slučajnih elemenata

koji poprimaju vrijednosti u S × {0, 1} takvih da X1 ∼ ν i

P(I1 = 1|X1 = x) = f (x), za svaki x ∈ S .

Uz τ ≔ min{i ≥ 1 : Ii = 1}, P(Xτ ∈ dx) = µ(dx), odnosno Xτ ∼ µ.

Dokaz. Za svaki i = 1, 2, . . . dobivamo

P(Ii = 1) =
∫︁

S

P(Ii|Xi = x)ν(dx) =
∫︁

S

f (x)ν(dx) =
∫︁

S

ϵµ(dx) = ϵ.

Trivijalno, za svaki F ∈ 𝒮 vrijedi:

P(Xτ ∈ F) = P(Xτ ∈ F, I1 = 1) + P(Xτ ∈ F|I1 = 0)P(I1 = 0).

Iz nezavisnosti članova niza (Xn, In)n≥1 slijedi

P(Xτ ∈ F|I1 = 0) = P(Xτ ∈ F).

Dalje nastavljamo na sljedeÂci način:

P(Xτ ∈ F, I1 = 1) =
∫︁

F

P(I1 = 1|X1 = x)ν(dx) =
∫︁

F

f (x)ν(dx) = ϵµ(F).

Kombinacijom gornjih rezultata dobivamo

P(Xτ ∈ F) = ϵµ(F) + (1 − ϵ)P(Xτ ∈ F).

Odnosno P(Xτ ∈ F) = µ(F). □
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Simulacija trajektorija difuzija

3.1 Eulerova metoda

Pretpostavimo da imamo SDJ kao (1.8)

dXt = α(Xt) dt + σ(Xt)dBt .

U praktičnim primjenama nas često zanimaju stohastička svojstva rješenja {Xt; 0 ≤ t ≤ T }
gornje jednadžbe. Na primjer, možemo se pitati koliko iznosi E[g({Xt}t)] pri čemu je g

funkcija koja ovisi o cijeloj trajektoriji procesa. Ako ne znamo ili nije moguÂce analitički
pronaÂci rješenje, možemo iskoristiti Monte Carlo simulacije. U tom je slučaju potrebno
znati simulirati trajektorije procesa Xt. To možemo jednostavno napraviti koristeÂci nume-
ričke aproksimacije.
Numeričko rješenje SDJ je slučajni proces {Xn

t }t∈[0,T ] koji aproksimira pravo rješenje na
[0,T ], pri tome koristeÂci particiju 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T u kojoj računamo vrijednosti
procesa {Xn

t }. Tipično uzimamo ti =
iT
n
, i = 0, 1, . . . , n. Neka je opÂcenito ∆i = ti − ti−1 i

∆iB = Bti − Bti−1 za sve i = 1, . . . , n, tako Åder uočimo da je ∆iB ∼ N(0,∆i).
Stavimo Xn

0 = x0 te za i = 1, . . . , n

Xn
ti
= Xn

ti−1
+ α(Xn

ti−1
)∆i + σ(Xn

ti−1
)∆iB. (3.1)

Izme Ådu točaka particije proces {Xn
t } interpoliramo linearno. Proces {Xn

t ; 0 ≤ t ≤ T } na-
ziva se Eulerova aproksimacija rješenja jednadžbe (1.8), a simulirati ga možemo sljedeÂcim
algoritmom:

14
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1: xn
0 = x0

2: for i = 1, . . . , n do
3: generiraj ∆ib ∼ N(0,∆i)
4: xn

ti
= xn

ti−1
+ α(xn

ti−1
)∆i + σ(xn

ti−1
)∆ib

5: end for
6: vrati (xn

0, . . . , x
n
n)

Kvaliteta aproksimacije ovisi o tome koliko je gusta diskretizacijska mreža, odnosno o
tome koliko je n velik. No, s veÂcim n pada efikasnost algoritma.

S time na umu na iduÂcom slici prikazujemo kolika greška nastaje kada odaberemo širinu
ekvidistantne mreže ∆i =

1
2k za k = 2, 4, 6, 8.

Slika 3.1: Greška Eulerove sheme(zelena) u odnosnu na egzaktnu trajektoriju(roza)
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3.2 Egzaktna metoda

3.2.1 Uvod

Ponovo počinjemo od SDJ (1.8)

dXt = α(Xt) dt + σ(Xt)dBt, t ∈ [0,T ], X0 = x ∈ R. (3.2)

No, algoritam i teoriju Âcemo razvijati uz dodatnu pretpostavku σ ≡ 1, odnosno promatrat
Âcemo

dXt = α(Xt) dt + dBt, t ∈ [0,T ], X0 = x ∈ R. (3.3)

Time nismo smanjili opÂcenitost jer (3.3) možemo dobiti transformacijom (3.2) koristeÂci
proces Y = (Yt : t ∈ [0,T ]) definiran s

Yt =

∫︁ Xt

z

1
σ(u)

du ,

gdje je z proizvoljan element iz skupa stanja X, kao što je pojašnjeno u [3].

Napomena 3.2.1. Kako namjeravamo koristiti metodu prihvaÂcanja i odbacivanja, zgodno
je neprekidan slučajan proces X poistovjetiti s vjerojatnosnom mjerom na skupu 𝒞 = { f :
[0,T ]→ R, f neprekidna} koju inducira njegova distribucija. Za ω ∈ 𝒞 možemo definirati
koordinatnu funkciju Bt(ω) = ω(t), t ∈ [0,T ] kao i filtraciju 𝒟 = σ({Bt : 0 ≤ t ≤ T }).
Konačno, neka jeWWienerova mjera na (𝒞,𝒟) uz koju je B = {Bt : 0 ≤ t ≤ T } Brownovo
gibanje.

Posebno Âce nas zanimati vjerojatnosna mjera Q na (𝒞,𝒟) povezana s rješenjem SDJ (3.3)
X = {Xt; 0 ≤ t ≤ T }. Prvi korak metode je izvršiti Girsanovljevu transformaciju mjera.

Propozicija 3.2.2. Pretpostavimo da koeficijent drifta iz (3.3) zadovoljava Novikovov uvjet:

EW

[︃

exp

{︃

1
2

∫︁ T

0
α2(Bt)dt

}︃]︃

< ∞.

Tada za ω ∈ 𝒞 vrijedi

dQ

dW
= exp

{︃∫︁ T

0
α(Bt)dBt −

1
2

∫︁ T

0
α2(Bt)dt

}︃

=: G(B). (3.4)

Tvrdnja je dokazana u [7]. Cilj nam je pomoÂcu (3.4) konstruirati accept-reject mehanizam.
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Me Ådutim, često G(B) nije moguÂce egzaktno izračunati. Stoga uvodimo niz pretpostavki na
koeficijent drifta. Uz uvjet da je α svugdje diferencijabilna funkcija i uzimajuÂci A(u) =
∫︀ u

0
α(y)dy, u ∈ R Itôva formula (1.3) daje

G(B) = exp

{︃

A(BT ) − A(B0) − 1
2

∫︁ T

0
(α2(Bt) + α

′(Bt))dt

}︃

.

Definicija 3.2.3. Pristrano Brownovo gibanje BM = {BMt : 0 ≤ t ≤ T } heuristički defi-
niramo kao (BM|BMT = ρ) gdje je ρ distribuirana prema nekoj funkciji gustoÂce h : R →
[0,∞).

Propozicija 3.2.4. Neka je Z vjerojatnosna mjera inducirana pristranim Brownovim giba-

njem BM na (𝒞,𝒟). Ako je nosač od h cijeli R, tada je Z ekvivalentna sW i

dZ

dW
=

h(BT )

(1/
√

2πT ) exp(−B2
T
/(2T ))

.

Tvrdnja je pokazana u [2]. Sada trivijalno slijedi

dQ

dZ
=

dQ

dW

dW

dZ

∝ exp

{︃

A(BT ) −
B2

T

2T
− 1

2

∫︁ T

0
(α2(Bt) + α

′(Bt))dt

}︃

/h(BT ) , (3.5)

gdje ∝ označava kako izostavljeni faktori ne ovise o ω.

Dalje, pretpostavljamo kako je
∫︁

R

exp{A(u) − u2/(2T )}du =: c < ∞ ,

tada kao funkciju gustoÂce možemo odabrati h(u) = exp{A(u) − u2/(2T )}/c te (3.5) postaje

dQ

dZ
∝ exp

{︃

−
∫︁ T

0

(︃

1
2
α2(Bt) +

1
2
α′(Bt)

)︃

dt

}︃

. (3.6)

Konačno zahtijevamo ograničenost integranda u (3.6), odnosno da postoje konstante k1, k2 ∈
R takve da k1 ≤ 1

2α
2(u) + 1

2α
′(u) ≤ k2 za svaki u ∈ R. (3.6) se može tada zapisati kao

dQ

dZ
∝ exp

{︃

−
∫︁ T

0
ϕ(Bt)dt

}︃

, (3.7)

za ϕ ≥ 0, koju definiramo kao ϕ(u) = 1
2α

2(u) + 1
2α
′(u) − k1, u ∈ R.
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Sada je ideja koristiti distribuciju Z kao predlagajuÂcu u accept-reject shemi koja generira
uzorak iz Q. Tako Åder, uvijek možemo odabrati vremenski interval T > 0 takav da je
0 ≤ ϕ(u) ≤ T−1 za proizvoljni u ∈ R. Dovoljno je uzeti T ≤ 1/(k2 − k1) = 1/R.

3.2.2 Algoritam

Neka je H =
∫︀ T

0
ϕ(Bt)dt. Dalje, pretpostavimo kako smo u stanju simulirati potpune tra-

jektorije ω ∼ Z pristranog Brownovog gibanja. To možemo napraviti za bilo koji konačni
skup vremenskih trenutaka simulirajuÂci prvo završnu vrijednost ωT ∼ h i zatim ostatak
kostura prateÂci dinamiku Brownovih mostova.

Pretpostavke gornjeg pododjeljka, skupa s Lemom 2.2.1, daju iduÂci algoritam za simulaciju
trajektorija difuzije X primjenjiv samo u teoriji:

1: Generiraj neprekidnu trajektoriju ω ∼ Z
2: Izračunaj H(ω)
3: Konstruiraj binarni indikator I takav da P[I = 1 |ω] = exp{−H(ω)}
4: Ako je I = 0, vrati se na 1.
5: Vrati ω

U praksi ω možemo simulirati samo u konačno mnogo instanci 0 ≤ t1, t2, . . . ≤ T stoga
je nemoguÂce egzaktno izračunati integral H(ω). Me Ådutim, postoji zanimljiviji algoritam
sličan gornjemu koji zaobilazi korake 1 i 2, ali i dalje uspješno provodi 3 i 4 koristeÂci
pritom samo konačni slučajni kostur od ω.

Napomena 3.2.5. Jedna od glavnih ideja algoritma se temelji na činjenici da se za ogra-
ničenu funkciju 0 ≤ ϕ(u) ≤ T−1 doga Ådaji vjerojatnosti

∫︀ T

0
ϕ(u)du mogu konstruirati jed-

nostavno simulirajuÂci slučajne točke (V,W) ∼ Uni f [(0,T ) × (0,T−1)]. Upravo Âce doga Ådaj
{ϕ(V) ≥ W} imati traženu vjerojatnost.

Tu ideju možemo proširiti na doga Ådaje vjerojatnosti exp(−H) koristeÂci Taylorov razvoj.
On daje zapis doga Ådaja vjerojatnosti exp(−H) u ovisnosti o prebrojivo mnogo doga Ådaja
vjerojatnosti H. Nadalje, ispada da je moguÂce taj doga Ådaj prikazati na dva načina; kao
prebrojivu uniju rastuÂcih i kao prebrojivi presjek padajuÂcih doga Ådaja. I ono najbitnije,
istinitost doga Ådaja u gornjem razvoju se može provjeriti konačnim kosturom trajektorije
ω ∼ Z, stoga se možemo uvjeriti i u istinitost početnog doga Ådaja vjerojatnosti exp{−H(ω)}
u konačno mnogo koraka.
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Gornje su ideje objedinjene u sljedeÂcem teoremu. Neka (Ω,ℱ ,P) vjerojatnosni prostor koji
sadrži sve potrebne slučajne elemente korištene u teoremu.

Teorem 3.2.6. Neka je ω ∼ Z trajektorija pristranog Brownovog gibanja BM na [0,T ].
Neka je τ = (Vi,Wi)i≧ niz nezavisnih točaka uniformno distribuiranih na [0,T ] × [0, 1/T ].
Dalje uzmimo U ∼ Uni f (0, 1). Pretpostavimo da su ω, τ i U nezavisne. Definirajmo

sljedeÂce doga Ådaje:

Γ0 = Ω Γn =

{︃

ϕ(BV1(ω)) ≥ W1, . . . , ϕ(BVn
(ω)) ≥ Wn, U ≤ 1

n!

}︃

, n = 1, 2, . . . ,

Zatim definiramo niz doga Ådaja (En)n≥1 kao

E2n+1 = (Γ0 − Γ1) + (Γ2 − Γ3) + · · · + (Γ2n − Γ2n+1) , n = 0, 1, . . . ,

E2n+2 = (Γ0 − Γ1) + (Γ2 − Γ3) + · · · + (Γ2n − Γ2n+1) + Γ2n+2 , n = 0, 1, . . . ,

gdje (+) koristimo za uniju disjunktnih skupova i D − F = D ∩ Fc za skupove F ⊆ D.

Tada:

(i) (E2n+1)n≥0, (E2n+2)n≥0 su nizovi rastuÂcih i padajuÂcih doga Ådaja takvih da je E2κ+1 ⊆
E2λ+2 za bilo koje κ, λ ∈ {0, 1, . . .} te P[∩∞0 E2n+2 − ∪∞0 E2n+1] = 0.

(ii) Neka je E = ∪∞0 E2n+1. Ako je I binarni indikator takav da I = 1 ukoliko se E dogodi

i 0 inače, tada

P[I = 1|ω] = exp

{︃

−
∫︁ T

0
ϕ(Bt(ω))dt

}︃

.

Dokaz. (i) Iz definicije doga Ådaja odmah dobivamo E1 ⊆ E3 ⊆ · · · ⊆ E2n+1 ⊆ E2n+2 za
n ∈ {0, 1, . . .}. Iz E2n = E2n+2 + (Γ2n+1 −Γ2n+2), slijedi E2n+2 ⊆ E2n ⊆ · · · ⊆ E2. Očito vrijedi
i E2κ+1 ⊆ E2λ+2 za sve κ, λ ∈ {0, 1, . . .}.

Iz definicije (Γn)n≥0 zaključujemo Γn+1 ⊆ Γn te Γ2n+2 = E2n+2 − E2n+1. Tako Åder kako je
Γn ⊆ {U ≤ 1

n! } slijedi ∩nΓn ⊆ ∩n{U ≤ 1
n! } i oba doga Ådaja su vjerojatnosti nula. Stoga:

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⋂︁

n

E2n+2

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

−
⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

⋃︁

n

E2n+1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

=

⋂︁

n

(E2n+2 − E2n+1) =
⋂︁

n

Γ2n+2.

Trivijalno, ∪nE2n+1 ⊆ ∩nE2n+2 te njihova razlika ∩nE2n+2 − ∪nE2n+1 ima vjerojatnost nula.
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(ii) Kako E2n+1 ↑ E slijedi

P[I = 1 |ω] = P[E |ω] = lim
n→∞
P[E2n+1 |ω].

KoristeÂci E2n+1 =
∑︀n

k=0(Γ2k − Γ2k+1), dobivamo

P[E2n+1 |ω] =
n

∑︁

k=0

(P[Γ2k |ω] − P[Γ2k+1 |ω])

=

2n+1
∑︁

k=0

(−1)kP[Γk |ω].

Zbog činjenice da su τ = (Vn,Wn)n≥1 nezavisne i jednakodistribuirane, te da su τ,U i ω
nezavisne slijedi

P [Γk | ω] = P

[︃

U ≤ 1
k!
| ω

]︃ k
∏︁

i=1

P
[︀

ϕ
(︀

BVi
(ω)

)︀ ≥ Wi | ω
]︀

. (3.8)

P[ϕ(BVi
(ω)) ≥ Wi | ω] je vjerojatnost da se, uz dani ω ∼ Z, slučajno izabrana točka iz

[0,T ] × [0, 1/T ] na Åde ispod grafa {(t, ϕ(Bt(ω))) : t ∈ [0,T ]}. Sada iz Bt = ω(t), t ∈ [0,T ]
slijedi

P
[︀

ϕ
(︀

BVk
(ω)

)︀ ≥ Wk | ω
]︀

=

∫︁ T

0
ϕ (Bt(ω)) dt.

Očito P[U ≤ 1
k! | ω] = 1

k! , stoga (3.8) postaje

P [Γk | ω] =
1
k!

{︃∫︁ T

0
ϕ (Bt(ω)) dt

}︃k

.

Konačno dobivamo

P[I = 1 | ω] = lim
n→∞

2n+1
∑︁

k=0

(−1)k

k!

{︃∫︁ T

0
ϕ (Bt(ω)) dt

}︃k

= exp

{︃

−
∫︁ T

0
ϕ (Bt(ω)) dt

}︃

.

□
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Napomena 3.2.7. Teorem 3.2.6 ne nameÂce nikakva ograničenja vezana uz redoslijed ge-
neriranja slučajnih elemenata u njemu. Kako bi ga preoblikovali u accept-reject shemu
nužno je da prvo vučemo U, a zatim paralelno generiramo trajektoriju ω ∼ Z i niz τ.

Algoritam Âcemo svesti na iterativan postupak simuliranja prvo (Vi,Wi) uniformno na [0,T ]×
[0, 1/T ] te simuliranja ω(Vi) uvjetno na veÂc dobiveni uzorak ω(V1), ω(V2), . . . , ω(Vi−1).
Sjetimo se i da jednostavno možemo konstruirati BM koje prolazi nekim točkama vodeÂci
pritom računa da počinjemo od završne točke ω(T ) ∼ h. Ostaje samo Brownovim mos-
tovima spojiti vrijednosti {ω(V1), . . . , ω(Vi−1), ω(T )}. Preciznije za dobiveni Vi koristimo
formulu:

ω(Vi) ∼ 𝒩
(︃

ω(V i
−) +
ω(V i

+
) − ω(V i

−)

V i
+ − V i

−
(Vi − V i

−),
(V i
+
− Vi)(Vi − V i

−)

V i
+ − V i

−

)︃

, (3.9)

gdje definiramo V i
− = max{0,V j, j = 1, . . . , i − 1 : V j < Vi} i V i

+
= min{T,V j, j = 1, . . . , i −

1 : V j > Vi}. Korištenje ovih formula je opravdano na stranici 360 u [6].
Iz definicije (Ei)i≥1 je jasno kako nakon j iteracija imamo dovoljno informacija zaključiti
jesu li se doga Ådaji E1, E2, . . . , E j dogodili ili nisu. Uvjet zaustavljanja našeg algoritma je
onda upravo prvi put kada smo sigurni da se neparni Ei dogodio ili kada se parni Ei nije
dogodio. Teorem 3.2.6 nam kaže da u prvom slučaju mora biti I = 1 dok je u drugom
I = 0. Daljnje iteracije ne mijenjaju odluku o indikatoru I.

Slika 3.2: Prikaz skupova Ei, i ≥ 1. Ako se ne dogodi neki paran Ei ne dogodi se ni
E. Analogno, dovoljno je da se dogodi neki neparan Ei kako bi znali da se dogodio i E.
(Preuzeto iz [2])
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Konačno, prezentiramo algoritam koji implementira uzorkovanje s odbacivanjem uz Te-
orem 3.2.6 u obliku pseudokoda:

1: Postavi rubove BM: ω(0) = 0 i ω(T ) ∼ h.
2: Simuliraj U ∼ Uni f (0, 1). Postavi i = 0.
3: Simuliraj (V,W) ∼ Uni f [(0,T ) × (0, 1/T )]. Postavi i = i + 1.
4: Konstruiraj ω(V) uzimajuÂci u obzir dosadašnji kostur ω.
5: Ako ϕ(ω(V)) < W ili U > 1/i! onda

Ako je i paran postavi I = 0 i vrati se na 1.
Ako je i neparan postavi I = 1 i odi na 7.

6: Inače odi na 3.
7: Vrati dosad simulirani dio trajektorije ω.

3.2.3 Efikasnost algoritma

Potrebno je komentirati dva aspekta efikasnosti egzaktnog algoritma. Prvi se odnosi na
vjerojatnost prihvaÂcanja jednom predložene trajektorije BM. Dok se drugi pobliže tiče sa-
mog algoritma i govori o očekivanom broju točaka iz (0,T ) × (0, 1/T ) koji je potreban da
bi donijeli odluku o trajektoriji koju gradimo.

Izraz (3.7) možemo zapisati kao

ϵ(T )
dQ

dZ
= exp

{︃

−
∫︁ T

0
ϕ(Bt)dt

}︃

, (3.10)

za prikladan ϵ(T ). Iz dokaza Leme 2.2.1 slijedi da je ϵ(T ) upravo vjerojatnost da Âce pro-
izvoljna trajektorija ω ∼ Z biti prihvaÂcena. Drugim riječima, ϵ(T ) = P[I = 1], za indikator
I iz Teorema 3.2.6.

Propozicija 3.2.8. Za T ≤ 1/(k2 − k1), vjerojatnost ϵ(T ) doga Ådaja {I = 1} je barem e−1 i

padajuÂca je funkcija s obzirom na T, posebno limT↓0 ϵ(T ) = 1.

Dokaz. Kako 0 ≤ ϕ ≤ T−1, vjerojatnost prihvaÂcanja proizvoljne trajektorije ω ∼ Z iznosi

exp
{︂

−
∫︀ T

0
ϕ(Bt)dt

}︂

≥ exp(−1).

Nadalje, po pretpostavci T ≤ T0 =
1

k2−k1
. Kako bi naglasili ulogu varijable vremena defini-

rajmo p : [0,T0] ×C → [0, 1]

p(T, ω) = exp

{︃

−
∫︁ T

0
ϕ(Bt(ω))dt

}︃

.
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Iz Teorema 3.2.6 (ii) slijedi

ϵ(T ) =
∫︁

C

p(T, ω)Z(dω). (3.11)

Trivijalno, p je padajuÂca funkcija u ovisnosti o T i limT↓0 p(T, ω) = 1, oba svojstva
vrijede Z − g.s. Iz (3.11) sada vidimo da je i ϵ(T ) tako Åder padajuÂca u T . Dalje, kako
limn→∞ p(1/n, ω) = 0 i p( 1

n
, ω) ≤ p( 1

n+1 , ω) teorem o monotonoj konvergenciji povlači

lim
n→∞
ϵ(1/n) = lim

n→∞

∫︁

C

p(1/n, ω)Z(dω) =
∫︁

C

{︂

lim
n→∞

p(1/n, ω)
}︂

Z(dω) = 1.

Iz monotonosti ϵ(T ) slijedi limT↓0 ϵ(T ) = 1. □

Kao i očekivano, vjerojatnost prihvaÂcanja predložene trajektorije BM raste kada smanju-
jemo vremenski period kojeg promatramo.

Propozicija 3.2.9. Definirajmo slučajnu varijablu N : Ω→ 1, 2, . . . s

N(ω) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

min{n = 2, 4, . . . : ω < En}, za ω ∈ Ec,

min{n = 1, 3, . . . : ω ∈ En}, za ω ∈ E.

Tada je E[N] ≤ e.

Dokaz. Primijetimo da P[N ≥ n] ≤ P[U ≤ 1
(n−1)! ], pa odmah dobivamo

E[N] ≤
∞
∑︁

i=1

1
(n − 1)!

= e.

□

Slučajna varijabla N predstavlja broj doga Ådaja En koje moramo provjeriti prije no što mo-
žemo ocijeniti pripada li ω u E ili Ec. Iznena ÅdujuÂc je rezultat da za bilo koji prikladan T i
koeficijent drifta α očekujemo da Âce nam biti dovoljne manje od 3 točke za prosudbu.



Poglavlje 4

Primjene

4.1 Usporedba metoda na primjeru

U ovom poglavlju smo egzaktni algoritam, koji je do sada bio obra Åden samo s teoretske
strane, implementirali u R-u te primijenili na prikladnoj difuziji. Dobivene rezultate, od-
nosno dobivene distribucije usporedili smo s onima generiranim Eulerovom metodom. Pri-
tom stavljajuÂci poseban naglasak na usporedbu efikasnosti dviju metoda, u vidu potrebnog
vremena za izvršenje algoritama. Preciznije, željeli smo rekreirati rezultate prezentirane
u [2] vezane uz jednodimenzionalnu distribuciju difuzije u nekoj vremenskoj točki. Kao
podobnu stohastičku diferencijalnu jednadžbu za tu svrhu prepoznajemo

dXt = (1 + sin(Xt)) dt + dBt, 0 ≤ t ≤ T, X0 = 0. (4.1)

Ona je odabrana jer koeficijent drifta α(x) = 1 + sin(x) zadovoljava nužne pretpostavke
komentirane u prošlom poglavlju:

i) α je svugdje derivabilna funkcija.

ii) Vrijedi:
∫︁

R

exp{A(u) − u2/(2T )}du =: c < ∞ ,

za A(u) =
∫︀ u

0
α(s) ds.

iii) Postoje k1, k2 ∈ R takvi da

k1 ≤
1
2
α2(u) +

1
2
α′(u) ≤ k2, za svaki u ∈ R.

U našem slučaju možemo uzeti k1 = −0.33 i k2 = 2.07. PrateÂci oznake prethodnog poglav-
lja imamo ϕ(u) = 1

2 ((1+ sin(u))2
+cos(u))+0.33 i završno vrijeme T = 1/(k2−k1) = 0.417.

Vrijedi 0 ≤ ϕ(u) ≤ T−1 za sve realne u.

24



4.1. 25

Dalje, za proces BM = (BM|BMT = ρ) vrijedi ρ ∼ h ∝ exp{u − cos(u) − u2/(2T )}. Kako
nam je u algoritmu potrebno simulirati jedino BMT možemo pribjeÂci običnom rejection-

samplingu s jediničnom normalnom predlagajuÂcom distribucijom. Konkretno, koristili
smo paket AR dostupan u R-u.

Algoritmom smo generirali 5000 egzaktnih trajektorija difuzije iz (4.1). U tu smo svrhu
morali predložiti 9700 putanja BM, što znači da je vjerojatnost prihvaÂcanja P[I = 1] iz
Teorema 3.2.6 otprilike 0.515 . To se poklapa i s teorijskom ocjenom iz Propozicije 3.2.8
jer 0.515 > e−1 kao i s limT↓0 ϵ(T ) = 1. Kod 76% predloženih trajektorija bilo je dovoljno
generirati manje od 3 točke iz [0,T ]× [0, 1/T ] za donošenje odluke o prihvaÂcanju. Najviše
je bilo potrebno simulirati 7 točaka.

Slika 4.1: Primjer trajektorije koja je prihvaÂcena u egzaktnom algoritmu. Crvenim točkama
je naznačen kostur iz Teorema 3.2.6.
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Na istom primjeru možemo i zornije objasniti tijek algoritma. Prvo je potrebno transfor-
mirati trajektoriju djelovanjem funkcije x ↦→ ϕ(x). Dovoljno je sada prikazati dio ravnine
[0,T ] × [0, 1/T ], na njemu se nalaze sve simulirane točke (V,W), kao i po definiciji, cijela
slika trajektorije ϕ(Xt). Prvi put kad se neka točka na Åde iznad grafa funkcije ϕ(Xt) algo-
ritam staje. Isto tako ne smijemo zaboraviti vrijednost slučajne varijable U ∼ Uni f (0, 1)
koja tako Åder može uzrokovati odbacivanje trajektorije.

Slika 4.2: Za prihvaÂcanje trajektorije sa Slike 4.1 dovoljno je bilo simulirati 3 točke iz
[0,T ] × [0, 1/T ]. TreÂca točka (V3,W3) se nalazi iznad grafa ϕ(Xt), što je prema Teoremu
3.2.6 dovoljno da zaključimo da se dogodio E3 pa i E, odnosno I = 1.

No nisu sve trajektorije bile prihvaÂcene, stoga su iduÂce slike posveÂcene slučajevima u ko-
jima odbacujemo predloženu putanju. Odabrali smo primjer u kojem U ∼ (0, 1) nije odi-
grala presudnu ulogu.
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Slika 4.3: Primjer trajektorije koja nije prihvaÂcena u egzaktnom algoritmu. Crvenim toč-
kama je ponovno naznačen kostur iz Teorema 3.2.6.

Slika 4.4: Za odbacivanje gornje trajektorije dovoljno je bilo simulirati 4 točke iz [0,T ] ×
[0, 1/T ]. Četvrta točka (V4,W4) se nalazi iznad grafa ϕ(Xt), što je prema Teoremu 3.2.6
dovoljno da zaključimo da se ne dogodi E4 pa ni E, odnosno I = 0.
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Konačno, usporedili smo distribuciju egzaktno generiranih trajektorija s onima dobivenim
standardnom Eulerovom metodom. U tu smo svrhu generirali uzorak od 10000 trajektorija
egzaktnim algoritmom te 10000 trajektorija Eulerovom shemom s različitim vremenskim
diskretizacijama. Promatrali smo jednodimenzionalnu distribuciju slučajne varijable X0.3,
odnosno gdje se nalazi proces u trenutku t = 0.3.

Slika 4.5: Procijenjene funkcije gustoÂce X0.3 iz uzoraka duljina 10000 generiranih egzakt-
nom i Eulerovom metodom(s vremenskim inkrementima 2−10 i 2−14).

Dobivene distribucije su vrlo slične te bi za konkretniji zaključak trebalo generirati op-
sežnije uzorke. Egzaktnom algoritmu je bilo potrebno 58 sekundi, što je brže od gušÂce
Eulerove sheme kojoj je bilo potrebno 159 sekundi, ali ne i od rje Åde Eulerove sheme koja
je završila za samo 11 sekundi. Me Ådutim, kada bismo željeli simulirati trajektoriju u da-
ljoj buduÂcnosti egzaktnom algoritmu bi potreban broj operacija rastao linearno [2], dok bi
zbog akumulacije grešaka Eulerova metoda morala imati sve gušÂce vremenske inkremente
te drastično veÂci broj operacija.
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4.2 Simulacija prvog vremena prelaska

U nekim primjenama nam nije od interesa čitava trajektorija, veÂc samo neke njene karakte-
ristike. Na primjer, maksimalna ili minimalna vrijednost koju poprima na intervalu [0,T ]
ili primjerice prvi trenutak kada prije Åde razinu γ > 0.

Umjesto da simuliramo čitavu trajektoriju dovoljno je generirati kosture iz Teorema 3.2.6
te traženo svojstvo ispitati na Brownovim mostovima me Ådu čvorovima kostura. Na taj
način inicijalni problem vezan uz egzotičnu difuziju svodimo na jednostavan zadatak koji
se tiče Brownovih procesa.

Proceduru Âcemo demonstrirati simulirajuÂci prvo vrijeme prelaska razine γ = 0.4 veÂc spo-
menute difuzije

dXt = (1 + sin(Xt)) dt + dBt, X0 = 0. (4.2)

Kako bismo odredili prvo vrijeme prelaska počinjemo od egzaktnog algoritma kojim do-
bivamo poznati kostur. Zatim za svaki od Brownovih mostova provjeravamo poga Åda li
razinu γ = 0.4 te za prvog takvog računamo točno vrijeme poga Ådanja. Naravno, može se
dogoditi da niti jedan most u kosturu ne do Åde do tražene razine te tada moramo generirati
novi kostur kojeg lijepimo na prijašnji.

U trenutku kada pažnju prebacimo na izdvojeni Brownov most možemo se osloniti na veÂc
postojeÂcu teoriju vezanu uz vremena prelazaka Brownovog gibanja. Označimo s BM(δ) =
{BMs(δ) : 0 ≤ s ≤ t} Brownovo gibanje koje u trenutku t poprima vrijednost δ te s BM =

{BMs : s ≥ 0} obično Brownovo gibanje. Neka su dana vremena prelazaka τγ(δ) = inf{s ∈
[0, t] : BMs(δ) ≥ γ} i τη,ζ = inf{s ≥ 0 : BMs ≥ η + ζs} uz konvenciju inf ∅ = ∞. Tada za
svaki s ∈ [0, t] vrijedi

P[τγ(δ) > s] = P
[︂

τη,ζ >
s

t − s

]︂

. (4.3)

Dokaz je u [2].



30 POGLAVLJE 4. PRIMJENE

Uzmemo li η = γ/
√

t i ζ = (γ − δ)/
√

t dobivamo

τγ(δ)
d
= g

(︁

τη,ζ
)︁

za g(u) =

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

tu/(u + 1), 0 < u < ∞,
∞, u = ∞.

(4.4)

Poznato je da je funkcija gustoÂce τη,ζ dana s Bachier-Levyjevom formulom (vidi [2]):

pη,ζ(u) =
|η|

u3/2
√

2π
exp

{︁

−(ζu + η)2/2u
}︁

, u > 0. (4.5)

Označimo li sada s IG(µ, λ), µ > 0, λ > 0, inverznu Gaussovu distribucija čija funkcija
gustoÂce iznosi:

IG(µ, λ, u) =

√︂

λ

2πu3
exp

{︃

−λ(u − µ)
2

2µ2u

}︃

, u > 0, (4.6)

prepoznajemo da je za ηζ < 0 gustoÂca (4.5) zapravo IG(−η/ζ, η2). To je slučaj u kojem
BMs sigurno prelazi linearno ograničenje η + ζt. Inače, vrijedi ηζ ≥ 0 i tada se (4.5) može
zapisati kao exp(−2ζη)IG(η/ζ, η2, u). Što ima interpretaciju da BMs prelazi danu linearnu
granicu s vjerojatnošÂcu exp(−2ζη) te je u tom slučaju vrijeme prelaska distribuirano prema
gustoÂci IG(η/ζ, η2). Dakle, za simulaciju τη,ζ dovoljno je znati simulirati iz IG(µ, λ), a
koristeÂci (4.4) jednostavno možemo dobiti i τγ(δ).

Uz ovaj teorijski osvrt imamo sve što je potrebno za simulaciju vremena prelaska (4.2). U
prezentaciji algoritama sa 𝒮{x0; t1, t2, . . . , tn} označavamo kostur promatranog procesa X u
vremenskim trenucima 0 < t1 < t2 < . . . < tn koji počinje u x0. Algoritam glasi:

1: Postavi i = 0, y = 0.
2: Egzaktnim algoritmom generiraj kostur 𝒮{y; ti,1, ti,2, . . . , ti,ni

}.
3: Za svaki Brownov most u kosturu provjeri poga Åda li razinu γ i zapamti prvi takav.
4: Ako nijedan most nije pogodio γ postavi y = XT , i = i + 1 i odi na 2.
5: Inače, odredi prvo vrijeme prelaska τ i vrati (i − 1) * T + τ



4.2. 31

Kao što smo najavili gornji algoritam smo implementirali u R-u i primijenili na (4.2) uz
γ = 0.4. Na taj način smo generirali uzorak prvih vremena poga Ådanja duljine 10000 čiju
smo empirijsku distribuciju ponovno usporedili s uzorkom dobivenim Eulerovom metodom
s vremenskim inkrementom od 2−14.

Slika 4.6: Usporedba distribucija τ0.4 dobivenih egzaktnom i Eulerovom metodom na te-
melju procijenjenih funkcija gustoÂce
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Sažetak

U ovome radu proučavamo metode simulacija trajektorija difuzija odre Ådenih stohastičkim
diferencijalnim jednadžbama s posebnim naglaskom na egzaktnu metodu koja se temelji
na uzorkovanju s odbacivanjem.
U prvom poglavlju dajemo pregled teorije slučajnih procesa i Itôvog diferencijalnog računa
potrebnog za sva daljnja razmatranja.
U drugom poglavlju predstavljamo klasičnu metodu prihvaÂcanja i odbacivanja odnosno re-

jection sampling uvodeÂci pritom i alternativan pristup korišten u egzaktnoj metodi.
Nadalje, u treÂcem poglavlju iz teoretske perspektive prezentiramo metode za simulaciju
trajektorija difuzija, prvo Eulerovu metodu i zatim egzaktnu metodu. Tako Åder, dajemo
ocjenu efikasnosti egzaktnog algoritma.
Konačno, u četvrtom poglavlju obje metode implementiramo u matematičkom program-
skom okruženju R te vršimo usporedbe na konkretnoj stohastičkoj diferencijalnoj jed-
nadžbi.



Summary

In this thesis, we study different methods of simulating diffusion trajectories determined
by stochastic differential equations with special emphasis on the exact method based on
rejection sampling.
In the first chapter, we give an overview of the theory behind stochastic processes and Itô’s
differential calculus necessary for all further considerations.
In the second chapter, we present the standard method of rejection sampling, while also
introducing an alternative approach used in the exact method.
Furthermore, in the third chapter, from a theoretical perspective, we present methods for
simulating diffusion trajectories, first the Euler method and then the exact method. We also
evaluate the efficiency of the exact algorithm.
Finally, in the fourth chapter, we implement both methods using the mathematical pro-
gramming environment R and perform comparisons given a fixed stochastic differential
equation.
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