Egzaktna simulacija trajektorija difuzija

Knezevié, Marin

Master's thesis / Diplomski rad

2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:856220

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-03-29

W £,
% £,
S S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% E_;' Repository of the Faculty of Science - University of
3 o Zagreb
9, Nad
% S
Op. o

\‘
Yo _ e

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:856220
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:11814
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:11814
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:11814

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Marin Knezevic

EGZAKTNA SIMULACIJA
TRAJEKTORIJA DIFUZIJA

Diplomski rad

Voditelj rada:
doc. dr. sc. Vanja Wagner

Zagreb, ozujak 2023.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Sadrzaj
Uvod

1 Teorijska pozadina
1.1 Slucajni procesi s neprekidnim vremenom . . . . . . . ... . ... ...
1.2 Brownovogibanje . . . . . . .. ... ..
1.3 TItov diferecijalniracun . . . . . . .. ... ... ... ...
1.4 Linearne stohasticke diferencijalne jednadzbe . . . . .. ... .. .. ..
1.5 Girsanovljevteorem . . . . . . . ... Lo

2 Metoda prihvacanja i odbacivanja
2.1 KlasiCanpristup . . . . . . ..o e e e
2.2 Alternativan pristup . . . . . . .. ... e e e e

3 Simulacija trajektorija difuzija
3.1 Eulerovametoda. . . . .. ... .. . ... ... ..
3.2 Egzaktnametoda . . . .. .. ... ... ...

4 Primjene
4.1 Usporedba metoda na primjeru . . . . . . ... ... ... ... ...

4.2  Simulacija prvog vremena prelaska . . . . . ... ..o

Bibliografija

il

iii

0N P WNN

10
13

14
14
16

24
24
29

32



Uvod

Stohasticki fenomeni su sveprisutni u brojnim sferama ljudskog djelovanja. Evoluciju jed-
nog takvog fenomena u stanovitom vremenskom razdoblju proucava matematicka teorija
slucajnih procesa. Prilikom analize procesa redovito se koriste modeli bazirani na linear-
nim stohastickim diferencijalnim jednadzbama. Upravo su oni od esencijalne vaznosti u
financijskoj matematici kao teorijska podloga Black-Scholes-Mertonovog modela odredi-
vanja cijena izvedenica te kod modeliranja kamatnih stopa (npr. Vasicekov model). No,
primjene nisu ogranicene isklju¢ivo na matematicke discipline, koriste se u fizici, meteoro-
logiji, a sve ¢esée i u biologiji.

U svakoj od gornjih primjena bitno je pouzdano i efikasno znati simulirati trajektorije
slucajnog procesa koji zadovoljava danu stohasticku diferencijalnu jednadZzbu. Medutim,
samo u rijetkim slu€ajevima postoje zatvorene formule koje opisuju distribuciju procesa,
stoga moramo pribje¢i numerickim aproksimacijama trajektorija. To je upravo predmet
proucavanja ovog rada, predstavit ¢emo dvije metode koje generiraju uzorke iz trazenih
distribucija. Tradicionalnu Eulerovu shemu, nasuprot novijoj i brzoj egzaktnoj metodi
temeljenoj na uzorkovanju s odbacivanjem, razvijenoj u radovima [2] 1 [3].



Poglavlje 1

Teorijska pozadina

1.1 Slucajni procesi s neprekidnim vremenom

Fiksirajmo vjerojatnosni prostor (2, #,P) . Podsjetimo se §to to znaci (i) Q je neprazan
skup ¢ije elemente zovemo elementarnim dogadajima; (ii) ¥ je o-algebra dogadaja na Q,
odnosno neprazna familija podskupova od € koja sadrzi €, te je zatvorena na komple-
mentiranje i prebrojive unije; (iii) P : # — [0, 1] je o-aditivna funkcija na ¥ takva da je
P(Q2) = 1 koju zovemo v jero jatnost.

Nadalje, ozna¢imo s 8 = B(R) Borelovu o-algebru na R. To je najmanja o-algebra pod-
skupova od R koja sadrzi sve poluotvorene intervale (a, b], —c0 < a < b < co.

Definicija 1.1.1. Slucajna varijabla na izmjerivom prostoru (2, ) je funkcija X : Q —» R
izmjeriva u paru o-algebri (7, B).

Definicija 1.1.2. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, P). Vje-
rojatnost inducirana slu¢ajnom varijablom X, ili distribucija od X, je funkcija Py : 8 —
[0, 1] definirana formulom

Px(B) := P(X € B) = P(X"'(B)), B € B.
Drugim rijeCima, Py je slika vjerojatnosne mjere P po funkciji X.

Definicija 1.1.3. Neka je (Q, ¥) izmjeriv prostor, te neka je za svaki t € R, X; sluCajna
varijabla na (Q, ). Familija X = (X, : t > 0) naziva se slu¢ajni proces (s neprekidnim
vremenom).

Za w € Q (neprekidnu) funkciju ¢ — X,(w) s R, u R zovemo put (trajektorija) slu¢ajnog
procesa za dani w.
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1.2 Brownovo gibanje

Jednodimenzionalno Brownovo gibanje ima fundamentalnu ulogu u teoriji proucavanja re-
alnih slu¢ajnih procesa u neprekidnom vremenu. Koriste¢i njegovu jednostavnost mozemo
precizno opisati znatno kompleksnije slu¢ajne procese.

Definicija 1.2.1. Neka je (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces B = (B;, t > 0)
je Brownovo gibanje ako vrijedi:

(1) Putovi ¢t — B;(w) su neprekidne funkcije sa R, uR (za g.s. w € Q).
(i) By = 0.
(1) Zasvem e Ni0 =1, <t; <--- < t, su prirasti
B,=B,-B,,B,-B,,....,B, — B, _,
nezavisni.

(iv) Za sve 0 < s < t je prirast B, — B; normalno distribuiran s o¢ekivanjem nula i
varijancom t — s.

Slika 1.1: Pet trajektorija Brownog gibanja, sa standardnim devijacijama u sivom

Osim samog slucajnog procesa, bit ¢e nam potrebna i informacija vezana uz taj proces.
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Definicija 1.2.2. Neka je (Q2, ¥, P) vjerojatnosni prostor i neka je B = (B, t > 0) Brownovo
gibanje na tom prostoru. Filtracija za Brownovo gibanje je familija F = (¥, t > 0) o-
algebri koja zadovoljava

(i) Zasve 0 < s < t, Fy C ¥, (informacija kasnije ne moZe biti manja od informacije
ranije).

dostupna u trenutku 7 dovoljna je za racunanje Brownovog gibanja u tom trenutku).

(i) (Adaptiranost) Za svaki t > 0, B; je F,-izmjeriva sluCajna varijabla (informacija

(iii) (Nezavisnost buduéih prirasta) Za sve 0 < s < f, prirast B, — B, nezavisan je od
¥, (svaki prirast Brownovog gibanja nakon vremena s nezavisan je od informacije
dostupne u trenutku s).

Tipican primjer filtracije za Brownovo gibanje je prirodna filtracija Brownovog gibanja de-
finirana s 7, = 0(B,, 0 < s < 1). U tom slucaju, informacija u trenutku ¢ sadrZi informaciju
o Brownovom gibanju do trenutka 7 i niSta vise.

1.3 Itov diferecijalni racun
Fiksiraymo pozitivno vrijeme 7 > 0. Neka je B = (B, : t € [0,T]) Brownovo gibanje

zajedno s Brownovskom filtracijom F = (F; : t € [0,T]). Nekaje H = (H, : t € [0,T])
adaptiran slucajni proces obzirom na F. Dati ¢emo definiciju i1 pregled osnovnih svojstava

Itdvog integrala
T
f H,dB,.
0

Definicija 1.3.1. Adaptiran slucajni proces H = (H, : t € [0,T]) zove se jednostavan
proces ako je

n—1
Hy= " i 1y, (1.1)

=0
za neku particiju [ = {0 = ¢ <1, < --- < t, = T} intervala [0, T], i omedene slucajne
varijable ¢;, j = 0,1,...,n — 1, takve da je ¢; ﬁj-izmjeriva. S &7 oznacimo familiju svih

adaptiranih jednostavnih slucajnih procesa na [0, T].

Definicija 1.3.2. Za slucajni proces H € &r definiran s (1.1) definiramo slucajni proces
I=:1te[0,T]s

n—1
I, = ¢j(Bt'+1/\t - Bt~/\t)-1
J J
=0

Ya A b = min{a, b}
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Proces I zovemo Itov integral jednostavnog procesa H u odnosu na Brownovo gibanje B
1 oznaCavamo ga s

!
It:stst:(H-B),.
0

U diferencijalnom obliku bismo pisali
dI[ = Ht dB[ .

Sada definiciju proSirujemo na familiju F-adaptiranih slucajnih procesa koji zadovoljavaju

tehnicki uvijet:
T
Ef Hdt < 0.
0

Ovu familiju procesa éemo oznalavati s L2,.

Glavna ideja za progirenje definicije [tdvog integrala je aproksimacija procesa H € L2,
nizom jednostavnih procesa H™ € &;. U [9] se detaljno pokazuje kako Itdv integral u
Sirem sluc¢aju mozZemo konzistentno definirati kao limes integrala jednostavnih integranada
uz profinjivanje particija.

f H,dB, = (L*) lim H(") dB,.

n—oo

Definicija 1.3.3. Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo gibanje i nekaje F = (¥, : t > 0)
pridruzena filtracija. Itdv proces je slucajni proces X = (X, : t > 0) oblika

! !
X,:X0+f Hsst"'f Vds, (1.2)
0 0

gdiejeXo e R,baH=(H,:t>0)1V = (V, :t > 0) su adaptirani procesi t.d. H € Lid 1
fot |Vilds < 0o gs. zasvet > 0.

JednadZbu (1.2) u diferencijalnom obliku piSemo kao

dX[ = thBt + tht.
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Takoder moZemo definirati stohasticki integral u odnosu na proizvoljni Itov proces.

Definicija 1.3.4. Neka je X = (X; : t > 0) Itov proces dan formulom (1.2), te neka je
K = (K, : t > 0) adaptiran proces koji zadovoljava sljedeée tehnicke uvjete:

t t
EfoHfds<ooif|KsVY|ds<oo
0 0

za sve t > 0. Stohasticki integral od K s obzirom na Itov proces X definiran je formulom

t t t
f K dX; = f K,H;dB, + f KVids.
0 0 0

Teorem 1.3.5. (Itova formula za Itév proces) Neka je X = (X, : t > 0) Itov proces dan
formulom (1.2) i neka je f(t,x) funkcija s neprekidnim parcijalnim derivacijama f(t, x),
fi(t, x) 1 for(t, x). Tada za svaki T > 0,

T T
FT.Xr) =£(0.X) + f £t Xy dr + f £, X)H, dB,
0 0

T 1 T
+ f fx(t,Xt)V,dt+§ f fult, X)H? dt . (1.3)
0 0

Dokaz se nalazi u [9].

1.4 Linearne SDJ

Primjer 1.4.1. (Geometrijsko Brownovo gibanje) Neka je B = (B, : t > 0) Brownovo
gibanje, kao osnovni primjer navodimo proces X, dan stohastickom diferencijalnom jed-
nadzbom

dX; = aX,dt + ocX,dB,

Cije je rjeSenje za konstante @ € R, 0 > 0 dano s
o2
X, = Xpe B 1 e 0,T]. (1.4)
Ovaj proces predstavlja najvazniji model kretanja cijena dionica u neprekidnom vremenu.

Primjer 1.4.2. (Vasicekov model kamatnih stopa) Vasicekov model procesa kamatnih
stopa R = (R, : t > 0) dan je stohastickom diferencijalnom jednadZbom

dR, = (¢ —pBR)dt + odB,, t>0, (1.5)

gdje su a, B, 0 > 0. Pozivajuci se na teoriju ponovo navodimo rjesenje u zatvorenoj formi,



1.4. 7

!
R, = e PRy + % (1-e?)+oe® f & dB, . (1.6)
0

StoviSe znamo da je R, normalno distribuirana slucajna varijabla, te vrijedi

ER, = ePRy+ %(1 — e,

2
VarR, = ‘27—'8 (1—e ).

Odavde vidimo da, bez obzira kako odabrali parametre modela a, S 1 o, s pozitivnom
vjerojatno$¢u R, moZe biti manji od nule. To je loSe svojstvo predloZenog modela. Dobro
svojstvo modela je da se kamatne stope vracaju prema srednjem (mean-reverting property).
U slucaju R, = %, Clan uz dt u (1.5) (tzv. drift), jednak je nuli. U slucaju R, > %, Clan uz dt
je negativan, te gura R, natrag prema % U sluCaju R, < % Clan uz dt je pozitivan, te opet
gura R, natrag prema % Uoc¢imo jos da ako je Ry = %, tada je ER, = % zasvet > 0. Ako je
Ry # %, tada je lim,_,., ER, = %

Primjer 1.4.3. (Cox-Ingersoll-Ross-ov (CIR) model kamatnih stopa) Cox-Ingersoll-Rossov
model procesa kamatnih stopa R, zadan je stohastickom diferencijalnom jednadzbom

dR, = (@ — BR,)dt + o /R, dB, . (1.7)

Nedostatak CIR modela je da se rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadZzbe (1.7) ne moze
zapisati u zatvorenoj formi. Stoga ga jedino moZemo simulirati numerickim metodama.
Medutim, prednost CIR modela u odnosu na Vasicekov je taj da R, nikad nije negativan.
Heuristicko objaSnjenje te Cinjenice je da kada se R, priblizava nuli, ¢lan uz dB, postaje
mali (volatilnost tezi prema nuli), dok se Clan uz dt priblizava @ > 0. U takvoj situaciji
dominantan je pozitivan drift koji R, gura dalje od nule. Sli¢no kao 1 Vasi¢ekov model, CIR
model ima svojstvo vraéanja prema srednjem.

Definicija 1.4.4. Linearna stohasticka diferencijalna jednadzba (SDJ) je stohasticka jed-
nadZba oblika

t
X, =Y+ f XdZ,
0
odnosno zapisano u diferencijalnom obliku
dX[ = le + XtdZ[, XO = YO,

gdijesuY =(Y,;:t>0)i1Z = (Z : t > 0) Itovi procesi.
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Nasa daljnja razmatranja ¢emo ograniciti na jednadZzbe oblika
dX, = a(X,)dt + o(X,)dB, (1.8)

zaprikladnea : R - Rio : R — R, ¢t € [0,T] te poCetan uvjet X, = xo. Odnosno u
integralnom obliku

X,:X0+fa/(Xs)ds+f o(X,)dBs . (1.9)
0 0

Proces X; je njeno jako rjesenje ako je adaptiran s obzirom na Brownovo gibanje (tj. nje-
govu prirodnu filtraciju), ako su gornji integrali dobro definirani, te zadovoljava (1.8).
Adaptiranost povlaci da je za sve t € [0,T], X; izmjeriva funkcija od By, s < t. S druge
strane, postoje 1 tzv. slaba rjeSenja koja su potencijalno definirana na drugom vjerojat-
nosnom prostoru. Oba tipa rjeSenja nazivaju se difuzijama. Egzistencija i jedinstvenost
rjeSenja je garantirana ako su funkcije @ i o Lipschitz neprekidne (dokaz se nalazi u Cetvr-
tom poglavlju [4]).

1.5 Girsanovljev teorem

Za pocetak promotrimo jednostavnu proceduru zamjene mjere, kojom moZemo promijeniti
distribuciju slucajne varijable. Na vjerojatnosnom prostoru (2, ¥, P) promotrimo nenega-
tivnu slucajnu varijablu Z takva da je EZ = 1. Definiramo P* : ¥ — [0, 1] formulom

P*(A) := fZ(w)dP(a)) =E[1,Z], Ae¥F. (1.10)
A
Tada je P* vjerojatnost na (Q, 7). Stovise, ako jeP(A) = 0, tada je i P*(A) = 0. KaZemo da
je P* apsolutno neprekidna u odnosu na P i piSemo P* <« P.

Teorem 1.5.1. (Girsanovljev teorem) Neka je B = (B, : 0 < t < T) Brownovo gibanje
na vjerojatnosnom prostoru (Q,F ,P), te neka je ¥ = (¥, : 0 <t < T) filtracija za to
Brownovo gibanje. Za adaptiran slucajni proces ® = (0, : 0 <t < T) takav da je

T
EU @2 ds| < oo?
0
definiramo
t 1 !
Z, = exp{—f(audBu——f@ﬁdu},z:zT
0 2 0
t
B = Bt+f®udu. (1.11)
0

2Zapravo je dovoljno pretpostaviti da vrijedi fOT ©2ds < oo P-g.s. i koristiti opéenitiju definiciju Itdvog
integrala za tu klasu integranada.
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Ako vrijedi

T
Ef ®>Z% du <
0

tada je slucajni proces B* = (B} : 0 <t < T) Brownovo gibanje s obzirom na vjerojatnost
P* definiranu formulom (1.10).



Poglavlje 2

Metoda prihvacanja i odbacivanja

2.1 Klasican pristup

Pretpostavimo da Zelimo simulirati slu¢ajnu varijablu s gusto¢om f, ali to nije moguce
(Jednostavno) napraviti metodama transformacije. Osnovna ideja metode prihvacanja i
odbacivanja (engl. accept-reject method ili rejection sampling) je simulirati iz neke druge

gustoce g (Sto znamo efikasno napraviti), ali odbaciti realizacije koje su "manje vjerojatne"
za originalnu gustodu f (u odnosu na gustocu g).

Lema 2.1.1. Pretpostavimo da su f i g funkcije gustoce na R te M € [1, o) takav da je
f(x) < Mg(x), za sve x € R. 2.1

Neka je X ~ g, Y ~ f, te U ~ Unif(0,1) nezavisna od X. Tada je

fX\_ 1
P(U < e (X)) = (2.2)
te
X)) _
P(X5t|Us Mg(X))_P(Ysz), teR. (2.3)

Drugim rijecima, uvjetno na UMg(X) < f(X), distribucija od X jednaka je bezuvjetnoj
distribuciji od Y.

10
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Dokaz. Neka jet € R proizvoljani E = {x € R : g(x) > 0}. Buduéi da su X i U nezavisne
slijedi

[
&N M) (" fW
P(XSt,Us m)_ f 81 fo dudx = B Mg(x)g(x)lE(x)dx

:% f:oo f(X)IE(X)dX = %P(Y < Z‘)-

Uocite da smo u prvoj jednakosti iskoristili da je P(X € E€) = 0 te da je f(x)/[g(x)M] < 1
zasve x € E, au Cetvrtoj da je f(x) = 0 za sve x € E°. Na isti naCin (ili puStanjem ¢t — o0)
se pokaZze da vrijedi (2.2), a onda odmah slijedi i (2.3). O

Ako vrijede uvjeti iz prethodne leme, dolazimo do tzv. accept-reject algoritma za simu-
liranje iz gustoCe f koriste¢i gustoéu g kao tzv. predlagajucu gustodu (engl. proposal
density):

1: Generiraj X ~ g1 U ~ Unif(0,1)

2: Akoje U < % vrati X, inace vrati se na 1.

Uvjetno na X = x, V := UMg(x) ima uniformnu razdiobu na [0, Mg(x)] te prihvaéamo x
ako je V < f(x), kao sto je vidljivo na Slici 2.1.

Vjerojatnost prihvaanja generiranog X ~ g je

) f00\ 1
p‘P(Us Mg<X>)‘ M

Dakle, broj pokusaja do prvog prihvacanja N ima G(p) razdiobu pa je specijalno

E[N] =M.

Iz tog razloga, za efikasnu predlagajucu gustocu g, uzimamo M §to je manji moguci (ali
takav da vrijedi (2.1)).
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Slika 2.1: Graficki prikaz rejection sampling algoritma na primjeru dvije beta razdiobe

U svrhu ilustracije htjeli smo generirati uzorak iz Bera(2.7,6.3) distribucije s gusto¢om
f. Kao predlagajucu distribuciju smo odabrali Beta(2, 6) distribuciju (gustoca g). Prvotno
generiramo uzorak (X;, U;),i = 1,..., 1000 pri ¢emu su X; ~ Beta(2,6) 1 U; ~ Unif(0,1)
nezavisne. Graficki smo prikazali tocke (X;, V;),i = 1,...,1000 gdje je V; = U;Mg(X;).
Tocke koje se nalaze ispod grafa gustoce f (tj. za koje je V; < f(X;)) predstavljaju tocke
koje prihvaéamo u accept-reject algoritmu, vidi Sliku 2.1 (narancastom bojom naznaceni
su grafovi funkcija f 1 Mg).

Takoder vazno svojstvo accept-reject algoritma je da je za njegovu provedbu dovoljno znati
gustoéu f samo do na multiplikativnu konstantu. Zaista, ako je f = cf za neku (nepoznatu)
konstantu ¢ > 0 i (poznatu) funkciju f, te za M > 0 vrijedi f < Mg, tada za M = cM
vrijedi f < Mg te

GO cf(x) _ f(x)
gOM  g(x)eM  g(x)M
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2.2 Alternativan pristup

Ova metoda nije ograni¢ena samo na simuliranje slu¢ajnih varijabli. U iznimnim je sluca-
jevima moguce konstruirati alternativan uvjet za prihvacanje ili odbacivanje predloZenog
elementa X na temelju minimalno raspoloZzivih informaciju o njemu. To se pokazuje esen-
cijalnim kod primjene algoritma u kontekstu difuzija, gdje je nemoguce pohraniti potpunu
informaciju o njenoj neprekidnoj trajektoriji.

Jedan takav algoritam moZemo iskoristiti pod sljede¢im uvjetima. Neka je (S, S) dovoljno
regularan izmjeriv prostor s vjerojatnosnim mjerama v i u, takvima da je u apsolutno ne-
prekidna u odnosu na v. Pretpostavimo dalje kako postoji € > 0 takav da

d
f = ed—'l: <l,v-g.s.

Takoder pretpostavljamo kako je jednostavno generirati uzorke iz v. U ovoj interpretaciji
vjerojatnosne mjere v i u na (S, S) poistovjecujemo s distribucijama nekih slu¢ajnih varija-
bli dok su du i dv upravo funkcije gustoce tih varijabli. Tada nam iduca lema govori kako
generirati uzorak iz u.

Lema 2.2.1. Neka je (X, 1,),>1 niz nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih elemenata
koji poprimaju vrijednosti u S x {0, 1} takvih da X, ~ v i

P, = 1|1X; = x) = f(x), za svakix € S.
Uzt =min{i > 1 : [; = 1}, P(X; € dx) = u(dx), odnosno X; ~ p.

Dokaz. Zasvakii=1,2,...dobivamo

PU;=1) = fIP(I,-lX,- = x)v(dx) = ff(x)v(dx) = fe,u(dx) =€
s s s
Trivijalno, za svaki F' € S vrijedi:
P(X, e F)=P(X, € F,I, = 1)+ P(X; € F|I, = 0)P(I; = 0).
Iz nezavisnosti ¢lanova niza (X, I,,),>1 slijedi
P(X, € F|I, =0) =P(X; € F).

Dalje nastavljamo na sljedeéi naCin:

PX,eF I, =1)= fIP(Il = 11X, = x)v(dx) = ff(x)v(dx) = eu(F).

F F
Kombinacijom gornjih rezultata dobivamo

P(X, € F) = eu(F) + (1 — e)P(X; € F).
Odnosno P(X; € F) = u(F). O



Poglavlje 3

Simulacija trajektorija difuzija

3.1 Eulerova metoda

Pretpostavimo da imamo SDJ kao (1.8)
dX, = a(X;)dt + o(X,)dB; .

U prakti¢nim primjenama nas ¢esto zanimaju stohasti¢ka svojstva rjesenja {X;;0 < ¢t < T}
gornje jednadzbe. Na primjer, moZemo se pitati koliko iznosi E[g({X,},)] pri ¢emu je g
funkcija koja ovisi o cijeloj trajektoriji procesa. Ako ne znamo ili nije moguce analiticki
pronaci rjeSenje, moZemo iskoristiti Monte Carlo simulacije. U tom je slucaju potrebno
znati simulirati trajektorije procesa X;. To moZemo jednostavno napraviti koriste¢i nume-
ricke aproksimacije.

Numericko rjeSenje SDJ je slucajni proces {X}'}.0.r) koji aproksimira pravo rjeSenje na
[0, T'], pri tome koristeéi particiju 0 = #) < t; < ... < t, = T u kojoj racunamo vrijednosti
procesa {X'}. TipiCno uzimamo ¢; = %l = 0,1,...,n. Neka je oplenito A; = t; — t;,; i
AiB=B, - B, zasvei=1,...,n, takoder uoCimo da je A;B ~ N(0, A;).

Stavimo X[j = xotezai =1,...,n

X! = X!+ (X! A+ (X! )AB. 3.1)

Izmedu tocaka particije proces {X}'} interpoliramo linearno. Proces {X};0 < ¢ < T} na-
ziva se Eulerova aproksimacija rjeSenja jednadzbe (1.8), a simulirati ga moZemo sljedeéim
algoritmom:

14
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5= X
fori=1,...,ndo

generiraj A;b ~ N(0, A;)

xp = xp  +alx DA+ o(xg JADb
end for
vrati (xg, ..., X))

AN A e

Kvaliteta aproksimacije ovisi o tome koliko je gusta diskretizacijska mreZa, odnosno o
tome koliko je n velik. No, s ve¢im n pada efikasnost algoritma.

S time na umu na iducom slici prikazujemo kolika greSka nastaje kada odaberemo Sirinu
ekvidistantne mreZe A; = 5 za k = 2,4,6,8.

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Slika 3.1: Greska Eulerove sheme(zelena) u odnosnu na egzaktnu trajektoriju(roza)
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3.2 [Egzaktna metoda

3.2.1 Uvod
Ponovo pocinjemo od SDJ (1.8)

dX, = a(X)dt + o(X))dB,, te€[0,T], Xo=x€cR. (3.2)

No, algoritam i teoriju ¢éemo razvijati uz dodatnu pretpostavku o = 1, odnosno promatrat
¢emo
dX, = a(X,)dt+dB,, t€[0,T], Xo=x€eR (3.3)

Time nismo smanjili opéenitost jer (3.3) mozemo dobiti transformacijom (3.2) koristeci
proces Y = (Y, : t € [0, T]) definiran s

X, 1
Y, = ——du,
’ f cw "

gdje je z proizvoljan element iz skupa stanja X, kao §to je pojasnjeno u [3].

Napomena 3.2.1. Kako namjeravamo koristiti metodu prihvacanja i odbacivanja, zgodno
je neprekidan slucajan proces X poistovjetiti s vjerojatnosnom mjerom na skupu C = {f :
[0,T] — R, fneprekidna} koju inducira njegova distribucija. Za w € C moZemo definirati
koordinatnu funkciju B;(w) = w(t),t € [0,T] kao i filtraciju D = o({B; : 0 <t < T}).
Konacno, neka je W Wienerova mjera na (C, D) uz koju je B = {B, : 0 <t < T} Brownovo
gibanje.

Posebno ¢e nas zanimati vjerojatnosna mjera Q na (C, D) povezana s rjeSenjem SDJ (3.3)
X ={X;;0 <t < T}. Prvi korak metode je izvrsiti Girsanovljevu transformaciju mjera.

Propozicija 3.2.2. Pretpostavimo da koeficijent drifta iz (3.3) zadovoljava Novikovov uvjet:

1t
Ew exp{if(; a (Bt)dt} < 00,

Tada za w € C vrijedi

d

Q _ fT (B,)dB 1fT 2(B))dty =: G(B) 3.4)
W_CXP Oa/, t_ioa ' =: . .

Tvrdnja je dokazana u [7]. Cilj nam je pomocu (3.4) konstruirati accept-reject mehanizam.
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Medutim, Cesto G(B) nije moguce egzaktno izraCunati. Stoga uvodimo niz pretpostavki na
koeficijent drifta. Uz uvjet da je a svugdje diferencijabilna funkcija i uzimajuéi A(u) =
i a()dy, u € R Itova formula (1.3) daje

T
G(B) = exp {A(BT) — A(Bo) - % f (@*(B,) + a’(Bt))dt}.
0

Definicija 3.2.3. Pristrano Brownovo gibanje BM = {BM, : 0 < t < T} heuristi¢ki defi-
niramo kao (BM|BM; = p) gdje je p distribuirana prema nekoj funkciji gustoée & : R —
[0, 00).

Propozicija 3.2.4. Neka je Z vjerojainosna mjera inducirana pristranim Brownovim giba-
njem BM na (C, D). Ako je nosac od h cijeli R, tada je Z ekvivalentna s W i

dz h(Br)
dW  (1/V2aT)exp(-B%/(2T))

Tvrdnja je pokazana u [2]. Sada trivijalno slijedi

dQ _dQ dW
dZ ~ dW dZ
o exp {A(Br) - ﬁ ~3 f (@*(B) +a (B,))dr} /h(Br), (3.5)

gdje oc oznacava kako izostavljeni faktori ne ovise 0 w.

Dalje, pretpostavljamo kako je

f exp{A(u) — u?*/2T)}du =: ¢ < oo,

R

tada kao funkciju gustoée moZemo odabrati h(u) = exp{A(u) — u*>/(2T)}/c te (3.5) postaje

dQ T, 1,
7 o exp{ fo (Ea (By) + Ea (Bt)) dt}. (3.6)

Konacno zahtijevamo ograni¢enost integranda u (3.6), odnosno da postoje konstante k;, k, €
R takve da k; < %az(u) + %o/(u) < k, za svaki u € R. (3.6) se moZe tada zapisati kao

— exp{ f qb(Bt)dt} (3.7)

za ¢ > 0, koju definiramo kao ¢(u) = %az(u) + %a/’(u) — ki, ueR.
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Sada je ideja koristiti distribuciju Z kao predlagajucu u accept-reject shemi koja generira
uzorak iz Q. Takoder, uvijek moZemo odabrati vremenski interval 7 > 0 takav da je
0 < ¢(u) < T~! za proizvoljni u € R. Dovoljno je uzeti T < 1/(k, — k;) = 1/R.

3.2.2 Algoritam

Neka je H = fOT ¢(B,)dt. Dalje, pretpostavimo kako smo u stanju simulirati potpune tra-
jektorije w ~ Z pristranog Brownovog gibanja. To moZemo napraviti za bilo koji kona¢ni
skup vremenskih trenutaka simuliraju¢i prvo zavr$nu vrijednost wy ~ h 1 zatim ostatak
kostura prate¢i dinamiku Brownovih mostova.

Pretpostavke gornjeg pododjeljka, skupa s Lemom 2.2.1, daju iduéi algoritam za simulaciju
trajektorija difuzije X primjenjiv samo u teoriji:

Generiraj neprekidnu trajektoriju w ~ Z

Izracunaj H(w)

Konstruiraj binarni indikator / takav da P[/ = 1 |w] = exp{—H(w)}
Ako je I =0, vrati se na 1.

Vrati w

AN

U praksi w moZemo simulirati samo u kona¢no mnogo instanci 0 < t,%,,... < T stoga
slican gornjemu koji zaobilazi korake 1 1 2, ali 1 dalje uspjeSno provodi 3 i 4 koristeci
pritom samo konacni slucajni kostur od w.

Napomena 3.2.5. Jedna od glavnih ideja algoritma se temelji na Cinjenici da se za ogra-
ni¢enu funkciju 0 < ¢(u) < T~ dogadaji vjerojatnosti fOT ¢(u)du mogu konstruirati jed-
nostavno simulirajuéi sluéajne tocke (V, W) ~ Unif[(0,T) x (0, T~")]. Upravo ¢e dogadaj
{¢(V) > W} imati traZenu vjerojatnost.

Tu ideju moZemo prosiriti na dogadaje vjerojatnosti exp(—H) koriste¢i Taylorov razvoj.
On daje zapis dogadaja vjerojatnosti exp(—H) u ovisnosti o prebrojivo mnogo dogadaja
vjerojatnosti H. Nadalje, ispada da je moguce taj dogadaj prikazati na dva nacina; kao
prebrojivu uniju rastucih i kao prebrojivi presjek padajucih dogadaja. I ono najbitnije,
istinitost dogadaja u gornjem razvoju se moZe provjeriti kona¢nim kosturom trajektorije
w ~ Z, stoga se mozemo uvjeriti i u istinitost pocetnog dogadaja vjerojatnosti exp{—H(w)}
u kona¢no mnogo koraka.
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Gornje su ideje objedinjene u sljedeem teoremu. Neka (Q, ¥, P) vjerojatnosni prostor koji
sadrZi sve potrebne slucajne elemente koriStene u teoremu.

Teorem 3.2.6. Neka je w ~ Z trajektorija pristranog Brownovog gibanja BM na [0, T).
Neka je v = (V;, W))i» niz nezavisnih toc¢aka uniformno distribuiranih na [0, T] x [0, 1/T].
Dalje uzmimo U ~ Unif(0,1). Pretpostavimo da su w,T i U nezavisne. Definirajmo
sljedece dogadaje:

rh=Q TI,= {¢>(Bvl(w)) > Wy,...,¢(By (w) > W,, U < %} . on=12,...,

Zatim definiramo niz dogadaja (E,),>1 kao
By =@To-T)+ T2 =T3)+ -+ T2 —To), n=0,1,...,

Eppp=To-T))+T2-T3)+-+ T —T241) +T'ps2, n=0,1,...,

gdje (+) koristimo za uniju disjunktnih skupova i D — F = D N F€ za skupove F C D.
Tada:

(i) (E2ns1)nz0, (E2n42)ns0 Su nizovi rastucih i padajucih dogadaja takvih da je Ey.q1 C
E> .0 za bilo koje k,A€{0,1,...}te P[OSOEQ,HZ - U80E2n+1] =0.

(ii) Neka je E = Uy Ey,.1. Ako je I binarni indikator takav da I = 1 ukoliko se E dogodi
i 0 inace, tada

T
P[I = 1jw] = exp {—f ¢(Bt(w))a’t}.
0

Dokaz. (i) 1z definicije dogadaja odmah dobivamo E; C E3 C --- C Ey,,; € Eyypp za
ne {O, 1,.. } 1zE,, = Eyip + (F2n+1 - F2n+2), Slljedl Eyin CEy), C--- CE,. Ocito Vrijedi
1 Eri1 CEyvipzasvek, A€ {0, 1,.. }

Iz definicije (I'y)n>0 zakljuCujemo Iy C T, te Topiy = Egyyo — Eggqy. Takoder kako je
[, C{U < -} slijedi N, I, € N,{U < -} 1 oba dogadaja su vjerojatnosti nula. Stoga:

1 1
n n

[ﬂ E2n+2) - (U E2n+l] = ﬂ(Ezmz —Eyy1) = ﬂ [0tz

Trivijalno, U, E»,+1 € N, E2,42 te njihova razlika N, Es,2 — U, Ey,,1 ima vjerojatnost nula.



20 POGLAVLIJE 3. SIMULACIJA TRAJEKTORIJA DIFUZIJA
(i1) Kako E;,.1 T E slijedi
Pl = 1|w] = PIE |w] = lim P[E>,+1 |w].

Koriste¢i Expi1 = D p_o(Tax — I'ogr1), dobivamo

PlEy1 |w] = Z(P[szlw] — Pl [w])
k=0
2n+1

= > (-D'PI ],
k=0

Zbog Cinjenice da su 7 = (V,, W,),>1 nezavisne i jednakodistribuirane, te da su 7,U 1 w
nezavisne slijedi

PlIy|lwl=P

1 k
vt w] [ 216w = w0l (38)

Pl¢(By,(w)) > W; | w] je vjerojatnost da se, uz dani w ~ Z, sluCajno izabrana tocka iz
[0,T] x [0, 1/T] nade ispod grafa {(t, p(B,(w))) : t € [0,T]}. Sadaiz B, = w(?), t € [0,T]
slijedi

T
wamwhwudzf¢wmmn
0

Ocito P[U < & | w] = &, stoga (3.8) postaje

k! — kI
1 T k
Pﬁumzﬁ{f¢m@mﬂ.
. 0

Kona¢no dobivamo

2n+1

(_1)k T k
P/ =1]|w] = lim E X {f ¢(Bt(a))) dl‘}
n—-oo k:() 1 0 .

T
= exp {— f ¢(Bz(w))dt}
0
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Napomena 3.2.7. Teorem 3.2.6 ne namece nikakva ogranicenja vezana uz redoslijed ge-
neriranja slucajnih elemenata u njemu. Kako bi ga preoblikovali u accept-reject shemu
nuzno je da prvo vu¢emo U, a zatim paralelno generiramo trajektoriju w ~ Z i niz 7.

Algoritam ¢emo svesti na iterativan postupak simuliranja prvo (V;, W;) uniformno na [0, T'] X
[0,1/T] te simuliranja w(V;) uvjetno na ve¢ dobiveni uzorak w(V;), w(V,),...,w(V, ).
Sjetimo se i da jednostavno moZemo konstruirati BM koje prolazi nekim to¢kama vodeéi
pritom racuna da pocinjemo od zavrS$ne tocke w(7T) ~ h. Ostaje samo Brownovim mos-

tovima spojiti vrijednosti {w(V}),...,w(Vi1),w(T)}. Preciznije za dobiveni V; koristimo
formulu:
. Vi) — w(V: ViV, = Vi
(V) ~ N(waﬂ_) g D20V iy Gz W2 V) 5,
Vi-V. Vi-V.

gdje definiramo V2 = max{0,V;,j=1,...,i—1:V; < V}i V. =min{T,V;,j=1,...,i—
1 : V; > V;}. KoriStenje ovih formula je opravdano na stranici 360 u [6].

Iz definicije (E;);>; je jasno kako nakon j iteracija imamo dovoljno informacija zakljuciti
jesu li se dogadaji Ey, E>, ..., E; dogodili ili nisu. Uvjet zaustavljanja naSeg algoritma je
onda upravo prvi put kada smo sigurni da se neparni E; dogodio ili kada se parni E; nije
dogodio. Teorem 3.2.6 nam kaZe da u prvom slucaju mora biti / = 1 dok je u drugom
I = 0. Daljnje iteracije ne mijenjaju odluku o indikatoru /.

Y

Slika 3.2: Prikaz skupova E;, i > 1. Ako se ne dogodi neki paran E; ne dogodi se ni

E. Analogno, dovoljno je da se dogodi neki neparan E; kako bi znali da se dogodio i E.
(Preuzeto iz [2])
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Konacno, prezentiramo algoritam koji implementira uzorkovanje s odbacivanjem uz Te-
orem 3.2.6 u obliku pseudokoda:

Postavi rubove BM: w(0) = 01 w(T) ~

Simuliraj U ~ Unif(0, 1). Postavi i = 0.

Simuliraj (V, W) ~ Unif[(0,T) x (0,1/T)]. Postavii =i + 1.
Konstruiraj w(V) uzimajuci u obzir dosadasnji kostur w.
Ako ¢(w(V)) < Wili U > 1/i! onda

Ako je i paran postavi / = 0 1 vrati se na 1.

Ako je i neparan postavi / = 11odina7.

6: Inace odi na 3.

7. Vrati dosad simulirani dio trajektorije w.

ANE AR

3.2.3 Efikasnost algoritma

Potrebno je komentirati dva aspekta efikasnosti egzaktnog algoritma. Prvi se odnosi na
vjerojatnost prihva¢anja jednom predloZene trajektorije BM. Dok se drugi pobliZe ti¢e sa-
mog algoritma i govori o ocekivanom broju tocaka iz (0, 7)) X (0, 1/T) koji je potreban da
bi donijeli odluku o trajektoriji koju gradimo.

Izraz (3.7) moZemo zapisati kao

e(T)— = exp{ f o(B, )dt} (3.10)

za prikladan €(7"). 1z dokaza Leme 2.2.1 slijedi da je €(T') upravo vjerojatnost da ée pro-
izvoljna trajektorija w ~ Z biti prihvaéena. Drugim rijeCima, (7)) = P[/ = 1], za indikator
I iz Teorema 3.2.6.

Propozicija 3.2.8. Za T < 1/(k, — k), vjerojatnost (T) dogadaja {I = 1} je barem e i
padajuéa je funkcija s obzirom na T, posebno limz |y €(T) = 1.

Dokaz. Kako 0 < ¢ < T™!, vjerojatnost prihvaéanja proizvoljne trajektorije w ~ Z iznosi
T
exp {— I ¢(B,)dt} > exp(~1).

Nadalje, po pretpostavci T < T = ﬁ Kako bi naglasili ulogu varijable vremena defini-
rajmo p : [0,Ty] x C — [0, 1]

T
P(T,w)=exp{— fo ¢(Bz(w))dt}-
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Iz Teorema 3.2.6 (ii) slijedi
eT) = fp(T, w)Z(dw). (3.11)
c
Trivijalno, p je padajuca funkcija u ovisnosti o 7' 1 limz o p(T,w) = 1, oba svojstva

vrijede Z — g.s. 1z (3.11) sada vidimo da je i €(T) takoder padaju¢a u 7. Dalje, kako

lim, . p(1/n,w) =01 p(i, w) < p(ﬁ, w) teorem o monotonoj konvergenciji povlaci

lim e(1/n) = lim f p(1/n, w)Z(dw) = f {hm p(l/n,w)}Z(da)):l.

Iz monotonosti €(7') slijedi limy o €(T) = 1. O

Kao i1 ocekivano, vjerojatnost prihvaanja predloZene trajektorije BM raste kada smanju-
jemo vremenski period kojeg promatramo.

Propozicija 3.2.9. Definirajmo sluc¢ajnu varijablu N : Q — 1,2,...s

Nw) minfn =2,4,...:w ¢ E,}, zaw € ES,
w) =
minfn =1,3,...:w€eE,), zaweeE.

Tada je E[N] < e.

Dokaz. Primijetimo da P[N > n] < P[U < ﬁ], pa odmah dobivamo

@
E[N]SZ;(”_D! = e.

O

Slucajna varijabla N predstavlja broj dogadaja E, koje moramo provjeriti prije no $to mo-
Zemo ocijeniti pripada li w u E ili E¢. Iznenadujuc je rezultat da za bilo koji prikladan 7 i
koeficijent drifta @ oCekujemo da ¢e nam biti dovoljne manje od 3 tocke za prosudbu.
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Primjene

4.1 Usporedba metoda na primjeru

U ovom poglavlju smo egzaktni algoritam, koji je do sada bio obraden samo s teoretske
strane, implementirali u R-u te primijenili na prikladnoj difuziji. Dobivene rezultate, od-
nosno dobivene distribucije usporedili smo s onima generiranim Eulerovom metodom. Pri-
tom stavljajuci poseban naglasak na usporedbu efikasnosti dviju metoda, u vidu potrebnog
vremena za izvrSenje algoritama. Preciznije, Zeljeli smo rekreirati rezultate prezentirane
u [2] vezane uz jednodimenzionalnu distribuciju difuzije u nekoj vremenskoj tocki. Kao
podobnu stohasticku diferencijalnu jednadZbu za tu svrhu prepoznajemo

dX, = (1 +sin(X,))dt +dB,, 0<t<T, X,=0. (4.1)

Ona je odabrana jer koeficijent drifta @(x) = 1 + sin(x) zadovoljava nuZne pretpostavke
komentirane u proslom poglavlju:

1) a je svugdje derivabilna funkcija.
i1) Vrijedi:
f exp{A(u) — u?/2T)}du =: ¢ < o,

R
za Au) = fo” a(s)ds.

iii) Postoje ki, k, € R takvi da

1 1
ki < 5az(u) + 30 W) <k, zasvakiu€R.
U naSem sluc¢aju moZemo uzeti k; = —0.33 1 k, = 2.07. Prateci oznake prethodnog poglav-
lja imamo ¢(u) = 5((1+sin(u))* +cos(u))+0.33 i zavrno vrijeme T = 1/(k, —k;) = 0.417.
Vrijedi 0 < ¢(u) < T~! za sve realne u.

24
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Dalje, za proces BM = (BM|BM; = p) vrijedi p ~ h oc exp{u — cos(u) — u?/(2T)}. Kako
nam je u algoritmu potrebno simulirati jedino BM; moZemo pribjeci obi¢nom rejection-
samplingu s jedini¢nom normalnom predlagajuéom distribucijom. Konkretno, koristili
smo paket AR dostupan u R-u.

Algoritmom smo generirali 5000 egzaktnih trajektorija difuzije iz (4.1). U tu smo svrhu
morali predloZiti 9700 putanja BM, §to zna¢i da je vjerojatnost prihvacanja P[I = 1] iz
Teorema 3.2.6 otprilike 0.515. To se poklapa i s teorijskom ocjenom iz Propozicije 3.2.8
jer 0.515 > e7! kao i s limy g €(T) = 1. Kod 76% predloZenih trajektorija bilo je dovoljno
generirati manje od 3 tocke iz [0, T'] X [0, 1/T] za donoSenje odluke o prihvaéanju. Najvise
je bilo potrebno simulirati 7 tocaka.

0.8-

0.0-

-0.4-

0.0 0.1 02 03 0.4

Slika 4.1: Primjer trajektorije koja je prihva¢ena u egzaktnom algoritmu. Crvenim tockama
je naznacen kostur iz Teorema 3.2.6.
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Na istom primjeru moZemo i zornije objasniti tijek algoritma. Prvo je potrebno transfor-
mirati trajektoriju djelovanjem funkcije x — ¢(x). Dovoljno je sada prikazati dio ravnine
[0,7T] x [0, 1/T], na njemu se nalaze sve simulirane tocke (V, W), kao i po definiciji, cijela
slika trajektorije ¢(X;). Prvi put kad se neka tocka nade iznad grafa funkcije ¢(X,) algo-
ritam staje. Isto tako ne smijemo zaboraviti vrijednost slucajne varijable U ~ Unif(0, 1)
koja takoder moze uzrokovati odbacivanje trajektorije.

1.0-

05- U=0.13

0.0 0.1 02 0.3 0.4

Slika 4.2: Za prihvacanje trajektorije sa Slike 4.1 dovoljno je bilo simulirati 3 tocke iz
[0,7] x [0,1/T]. Trea toc¢ka (V3, W3) se nalazi iznad grafa ¢(X;), Sto je prema Teoremu
3.2.6 dovoljno da zaklju¢imo da se dogodio E3 pai E, odnosno I = 1.

No nisu sve trajektorije bile prihvacene, stoga su iduce slike posveéene slucajevima u ko-
jima odbacujemo predloZenu putanju. Odabrali smo primjer u kojem U ~ (0, 1) nije odi-
grala presudnu ulogu.
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0.0-

0.0 01 02 03
t
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Slika 4.3: Primjer trajektorije koja nije prihvadena u egzaktnom algoritmu. Crvenim toc-
kama je ponovno naznacen kostur iz Teorema 3.2.6.

H(Xt)

U=007
.2
t

Slika 4.4: Za odbacivanje gornje trajektorije dovoljno je bilo simulirati 4 tocke iz [0, T'] X
[0,1/T]. Cetvrta tocka (V4, W) se nalazi iznad grafa ¢(X;), $to je prema Teoremu 3.2.6
dovoljno da zaklju¢imo da se ne dogodi E4 pa ni E, odnosno I = 0.
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Konacno, usporedili smo distribuciju egzaktno generiranih trajektorija s onima dobivenim
standardnom Eulerovom metodom. U tu smo svrhu generirali uzorak od 10000 trajektorija
egzaktnim algoritmom te 10000 trajektorija Eulerovom shemom s razli¢itim vremenskim
diskretizacijama. Promatrali smo jednodimenzionalnu distribuciju slu¢ajne varijable X3,
odnosno gdje se nalazi proces u trenutku # = 0.3.
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00- ——= e
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Slika 4.5: Procijenjene funkcije gustoée X3 iz uzoraka duljina 10000 generiranih egzakt-
nom i Eulerovom metodom(s vremenskim inkrementima 2710 i 2714).

Dobivene distribucije su vrlo sli¢ne te bi za konkretniji zakljuCak trebalo generirati op-
seznije uzorke. Egzaktnom algoritmu je bilo potrebno 58 sekundi, Sto je brze od gusée
Eulerove sheme kojoj je bilo potrebno 159 sekundi, ali ne i1 od rjede Eulerove sheme koja
je zavrSila za samo 11 sekundi. Medutim, kada bismo Zeljeli simulirati trajektoriju u da-
ljoj buduénosti egzaktnom algoritmu bi potreban broj operacija rastao linearno [2], dok bi
zbog akumulacije greSaka Eulerova metoda morala imati sve gus¢e vremenske inkremente
te drasticno veéi broj operacija.



4.2. 29

4.2 Simulacija prvog vremena prelaska

U nekim primjenama nam nije od interesa Citava trajektorija, ve¢ samo neke njene karakte-
ristike. Na primjer, maksimalna ili minimalna vrijednost koju poprima na intervalu [0, T']
ili primjerice prvi trenutak kada prijede razinu y > 0.

Umjesto da simuliramo Citavu trajektoriju dovoljno je generirati kosture iz Teorema 3.2.6
te trazeno svojstvo ispitati na Brownovim mostovima medu ¢vorovima kostura. Na taj
nacin inicijalni problem vezan uz egzoti¢nu difuziju svodimo na jednostavan zadatak koji
se ti¢e Brownovih procesa.

Proceduru ¢emo demonstrirati simulirajuéi prvo vrijeme prelaska razine y = 0.4 ve¢ spo-
menute difuzije

dX, = (1 +sin(X,))dt + dB,, X, =0. (4.2)

Kako bismo odredili prvo vrijeme prelaska po€injemo od egzaktnog algoritma kojim do-
bivamo poznati kostur. Zatim za svaki od Brownovih mostova provjeravamo pogada li
razinu y = 0.4 te za prvog takvog ratunamo to¢no vrijeme pogadanja. Naravno, moZe se
dogoditi da niti jedan most u kosturu ne dode do trazene razine te tada moramo generirati
novi kostur kojeg lijepimo na prijasnji.

U trenutku kada paZnju prebacimo na izdvojeni Brownov most moZemo se osloniti na vec¢
postojecu teoriju vezanu uz vremena prelazaka Brownovog gibanja. Oznacimo s BM(6) =
{BM,(6) : 0 < s < t} Brownovo gibanje koje u trenutku ¢ poprima vrijednost 6 te s BM =
{BM; : s > 0} obi¢no Brownovo gibanje. Neka su dana vremena prelazaka 7,(0) = inf{s €
[0,2] : BM(6) > y}iTt,, = inf{s > 0 : BM; > 1 + {s} uz konvenciju inf ) = co. Tada za
svaki s € [0, ] vrijedi

P[r,(6) > 5] = P [T,,,( > - a
: - S

] . 4.3)

Dokaz je u [2].
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Uzmemo lin = y/ Vti¢ = (y — §)/ V't dobivamo

tu/(u+1), 0<u<oo,

7,0 £ g ()  zagw) = {Oo (4.4)

u = oo,

b

Poznato je da je funkcija gustoCe 7, dana s Bachier-Levyjevom formulom (vidi [2]):

|71

P = ———=
w32 \/ﬁ

exp {~(u+n)?/2u}, u>0. (4.5)

Oznacimo li sada s IG(u, A),u > 0,4 > 0, inverznu Gaussovu distribucija ¢ija funkcija
gustoce 1znosi:

Pl Alu — p)?
IG(u, A, u) = ﬁ exXp {_%} , u>0, (4.6)
U U

prepoznajemo da je za n < 0 gustoca (4.5) zapravo IG(-n/{,1?). To je slucaj u kojem
BM sigurno prelazi linearno ogranicenje n + {t. Inace, vrijedi n{ > 0 i tada se (4.5) moze
zapisati kao exp(—2¢n)IG(n/¢, %, u). Sto ima interpretaciju da BM, prelazi danu linearnu
granicu s vjerojatnoscéu exp(—2{n) te je u tom slucaju vrijeme prelaska distribuirano prema
gustoéi IG(n/¢,n?). Dakle, za simulaciju 7,, dovoljno je znati simulirati iz IG(u, A), a
koristeci (4.4) jednostavno moZemo dobiti i 7,(6).

Uz ovaj teorijski osvrt imamo sve §to je potrebno za simulaciju vremena prelaska (4.2). U
prezentaciji algoritama sa S{xy; 1, %, .. ., t,} oznacavamo kostur promatranog procesa X u
vremenskim trenucima 0 < t; < 1, < ... < t, koji po€inje u x,. Algoritam glasi:

Postavii =0,y = 0.

Egzaktnim algoritmom generiraj kostur S{y; ;1. ti2, .. ., tin,}-

Za svaki Brownov most u kosturu provjeri pogada li razinu y i zapamti prvi takav.
Ako nijedan most nije pogodio y postaviy = Xr,i =i+ 11 odi na 2.

Inace, odredi prvo vrijeme prelaska rivrati (i — 1)« T + 7

AR
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Kao Sto smo najavili gornji algoritam smo implementirali u R-u i primijenili na (4.2) uz
v = 0.4. Na taj na¢in smo generirali uzorak prvih vremena pogadanja duljine 10000 ¢iju
smo empirijsku distribuciju ponovno usporedili s uzorkom dobivenim Eulerovom metodom

s vremenskim inkrementom od 274,
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Slika 4.6: Usporedba distribucija 794 dobivenih egzaktnom i Eulerovom metodom na te-
melju procijenjenih funkcija gustoce
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Sazetak

U ovome radu prou¢avamo metode simulacija trajektorija difuzija odredenih stohastickim
diferencijalnim jednadzbama s posebnim naglaskom na egzaktnu metodu koja se temelji
na uzorkovanju s odbacivanjem.

U prvom poglavlju dajemo pregled teorije slucajnih procesa i Itovog diferencijalnog raCuna
potrebnog za sva daljnja razmatranja.

U drugom poglavlju predstavljamo klasi¢nu metodu prihvacanja i odbacivanja odnosno re-
Jection sampling uvodeci pritom i alternativan pristup koristen u egzaktnoj metodi.
Nadalje, u treCem poglavlju iz teoretske perspektive prezentiramo metode za simulaciju
trajektorija difuzija, prvo Eulerovu metodu i zatim egzaktnu metodu. Takoder, dajemo
ocjenu efikasnosti egzaktnog algoritma.

Konacno, u Cetvrtom poglavlju obje metode implementiramo u matematickom program-
skom okruzenju R te vr§imo usporedbe na konkretnoj stohastickoj diferencijalnoj jed-
nadZzbi.



Summary

In this thesis, we study different methods of simulating diffusion trajectories determined
by stochastic differential equations with special emphasis on the exact method based on
rejection sampling.

In the first chapter, we give an overview of the theory behind stochastic processes and 1t6’s
differential calculus necessary for all further considerations.

In the second chapter, we present the standard method of rejection sampling, while also
introducing an alternative approach used in the exact method.

Furthermore, in the third chapter, from a theoretical perspective, we present methods for
simulating diffusion trajectories, first the Euler method and then the exact method. We also
evaluate the efficiency of the exact algorithm.

Finally, in the fourth chapter, we implement both methods using the mathematical pro-
gramming environment R and perform comparisons given a fixed stochastic differential
equation.
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