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Uvod

Geometrija se smatra jednom od najstarijih matematickih disciplina i ve¢ se u starom
Egiptu i Grckoj koristila za rjeSavanje prakti¢nih problema u graditeljstvu i arhitekturi.
Pojmovi kao Sto su trokut, kruznica i mnogokut igraju klju¢nu ulogu u euklidskoj geome-
triji. Tetivni 1 tangencijalni Cetverokuti posebne su vrste mnogokuta koji imaju opisanu,
odnosno upisanu kruznicu. Oni su od posebnog znacaja za istraZivanja u geometriji zbog
svojih zanimljivih svojstava i njihovog utjecaja na druge pojmove u geometriji.

Ovaj diplomski rad posvecen je temi tetivno-tangencijalnog ¢etverokuta. Iz naziva mozemo
pretpostaviti da je tetivno-tangencijalni ¢etverokut konveksni Cetverokut koji je i tetivan i
tangencijalan. Istrazivanje ovog Cetverokuta moze pomoci u razumijevanju Sireg podrucja
geometrije i dati nova saznanja u ovom znacajnom podru¢ju matematike.

Prvo poglavlje ovog rada govori o etverokutima, odnosno svojstvima tetivnog i tangenci-
jalnog Cetverokuta koji ¢e nam posluZiti za pokazivanje nekih zanimljivih svojstava tetivno-
tangencijalnog Cetverokuta. Takoder ¢emo definirati pojam kontaktnog Cetverokuta.

U drugom poglavlju definirat ¢emo tetivno-tangencijalni Cetverokut te pokazati neke ka-
rakterizacije tetivno-tangencijalnih Cetverokuta. U ovom poglavlju ¢emo, uz svojstva te-
tivnih 1 tangencijalnih Cetverokuta, koristiti inverziju te nekoliko svojstava pravokutnih tro-
kuta kako bismo dokazali Fussov teorem te Yunovu nejednakost za tetivno-tangencijalne
Cetverokute. U dodatku na kraju rada pokazat éemo osnovna svojstva potencije tocke s
obzirom na kruZnicu i inverzije.



Poglavlje 1

O cetverokutima

1.1 Tetivni cetverokut

Osnovna svojstva tetivnog Cetverokuta

Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojemu se moze opisati kruZnica.

D

Slika 1.1: Tetivni Cetverokut
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Dokazat ¢emo jednu od najpoznatijih karakterizacija tetivnog etverokuta: Cetverokut je
tetivan ako i samo ako mu je zbroj mjera parova nasuprotnih kutova jednak 180°.

Teorem 1.1.1. Neka je ABCD Ccetverokut s kutovima mjera «, 3, v i 6. Tada je ABCD
tetivni Cetverokut ako i samo ako vrijedi

a+y=pB+06=180°.

Dokaz. Naslici 1.1 uo€imo sukladnost sljedec¢ih obodnih kutova nad istim lukom: /DAC =
(DBC, /\CAB = /CDB, /ACD = /ABD i /ACB = /ADB. Za unutarnje kutove a, 8, y1 90
Cetverokuta kod vrhova A, B, C i D, redom, vrijedi:

a+7v = (/DAC + /CAB) + ({ACD + /ACB)
= (DBC + /CDB) + (LABD + /ADB)
= (LABD + /DBC) + ({ADB + /CDB)

Buduéidajea+f8+7y+06=360° vrijedidajea+7y =8+ 06 = 180°.

Obratno, promotrimo kruZnicu ¢ na kojoj leze tocke A, B i C Cetverokuta ABCD te neka
za kutove Cetverokuta vrijedi @ +y = 8+ 6 = 180°. Luk AC kruZnice c koji sadrzi to¢ku
B sadrzi i sve tocke T za koje vrijedi |[ZATC| = |£ABC| = B. Luk AC kruznice ¢ koji ne
sadrzi toCku B sadrzi sve tocke T' za koje vrijedi [ZATC| = 180° — . Buduc¢i da za tocku D
vrijedi

|£LADC| =6 = 180° — B = [LATC|,

tocka D se nalazi na luku AC kruznice c koji ne sadrzi tocku B, odnosno tocka D se nalazi
na kruznici ¢ koja sadrzi tocke A, B i C. Dakle, ABCD je Cetverokut koji ima opisanu
kruznicu ¢, odnosno tetivni Cetverokut. O

SrediSte opisane kruZnice tetivnog Cetverokuta sjeciste je simetrala stranica cetverokuta.
Naime, buduci da su stranice tetivnog Cetverokuta tetive njemu opisane kruznice, a znamo
da simetrale tetiva kruznice prolaze kroz njeno srediSte, zakljucujemo da je srediSte opi-
sane kruznice tetivnog Cetverokuta sjeciSte simetrala njegovih stranica.

Nadalje, neka se simetrale stranica Cetverokuta ABCD sijeku u tocki S. Buduci da se tocka
S nalazi na simetrali stranice AB, vrijedi |S A| = |S B|. Kako se tocka S nalazi i na simetra-
lama stranica BC, CD i AD vrijedi |SB| = |SC|, |SC| = |SD|i|S D| = |SA|. Dakle, za tocke
A, B, C i D cCetverokuta vrijedi [SA| = |[SB| = |[SC| = |S D|, odnosno tocka S je jednako
udaljena od tocaka A, B, C i D. Tocke A, B, C i D leze na kruznici sa srediStem u tocki S i
duljinom radijusa |S A|, odnosno, Cetverokut ABCD je tetivan. Dakle, Cetverokut je tetivan
ako 1 samo ako mu se simetrale svih stranica sijeku u jednoj tocki.
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U nastavku ¢emo dokazati lemu koju ¢emo iskoristiti kako bismo dokazali teorem koji
dovodi u omjer duljine dijagonala tetivno-tangencijalnog Cetverokuta. Lema je karakte-
rizacija tetivnog Cetverokuta pomocu mjera njegovih kutova i trigonometrijske funkcije
tangens.

Lema 1.1.2. Neka je ABCD proizvoljni konveksni cetverokut. Cetverokut ABCD je tetivan
ako i samo ako vrijedi

a vy B 0
tg—-tg—-=tg—-tg—-. 1.2
g5R5=1235185 (1.2)
Dokaz. Pretpostavimo da je ABCD tetivan. Tada vrijedi § +% = g + g = 90°, iz Cega slijedi
Yot o o2
tgztgz_tgztg(% 2)
=t act a—l
B R
Analogno, vrijedi tg § tg g = 1. Dakle,
a_ vy B 0
—tg-=tg-tg-=1.
epley ~ 8383

Obratno, pretpostavimo da ABCD nije tetivan. Bududi da vrijedi (% + Z) + (E + g) = 180°

te je prema pretpostavci § + 2 # 90°, bez smanjenja opCenitosti méiemo2 pretpostaviti
$4+2590°18+2<90°. Iz

@ yy_ tgh+igd

O>tg(§+§): 1-tg2tgl

2 2

i Cinjenice da su § i £ Siljasti kutovi, odnosno tg § + tg 5 > 0, zakljuCujemo tg § tg 5 > 1.
Sli¢no zakljucujemo da je tg § tg g < 1. Dakle, tg§Stgt #tg § tg ‘—;.

O

Teorem 1.1.3. (Brocardov teorem) Neka je KLMN tetivni Cetverokut te tocka O srediste
njemu opisane kruznice. Ako se produZeci nasuprotnih stranica sijeku u tockama T i 'V, a
dijagonale Cetverokuta u tocki J kao na slici 1.2, tada je tocka O ortocentar trokuta AJTV.

Dokaz Brocardovog teorema moZze se pronaci u [10].
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K

Slika 1.2: Brocardov teorem

1.2 Tangencijalni Cetverokut

Osnovna svojstva tangencijalnog cetverokuta

Tangencijalni Cetverokut je Cetverokut kojemu se moze upisati kruZznica. Dokazat ¢emo
jednu od najpoznatijih karakterizacija tangencijalnog cetverokuta.

Teorem 1.2.1. Zbroj duljina dviju nasuprotnih stranica tangencijalnog cetverokuta jednak
Jje zbroju duljina preostalih dviju stranica tog cetverokuta.

Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut, O srediSte njemu upisane kruznice c te
K, L, M 1 N diraliSta kruZnice ¢ sa stranicama Cetverokuta ABC D@ na slici 1.3. Buduéi
da vrijedi |OK| = |ON|1ida su ZAKO = /ANO pravi kutovi te AO zajednicka stranica,
prema S S K~ teoremu o sukladnosti trokuta vrijedi AAKO = AANO. Slijedi |AK| = |AN].
Analogno dobivamo |BK| = |BL|, |CL| = |CM|1|DM| = |DN|. Dakle,
|AB| + |CD| = (JAK| + |BK]|) + (|ICM| + |DM))

= (JAN| + |BL|) + (ICL| + |DN])

= (JAN| + [DN|) + (IBL| + |CL])

= |AD| + |BC|.
Obratno, neka za éitver_okutiBCD vrijedi |AB| + |CD| = |AD| + |BC]| te neka je ¢ kruZnica
koja dira stranice AB, BC 1 AD Cetverokuta ABCD u to¢kama K, L 1 N, redom. SrediSte O
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Slika 1.3: Tangencijalni Cetverokut

kruZnice c nalazi se na simetralama kutova /BAD i /ABC.

Buduc¢i da su AB, BC i AD tangente na kruZnicu c, vrijedi [AK| = |AN| i |BK| = |BL|.
Odsjecke stranica cetverokuta ABCD oznacCimo s e = |AK|, f = |BL|, g = |CL|i h = |DN|.
Iz pretpostavke slijedi:

|AB| + |CD| = |AD| + |BC|
e+ f+|CDl=e+h+f+g
|ICD| =g+ h.

Neka tangenta iz vrha D na kruZnicu c sijeCe pravac BC u tocki V i dira kruznicu c u tocki
M. Tada je ABV D tangencijalni Cetverokut i vrijedi

IDM| = |DN|=h, |VM|=|VL|= x.
Za duljinu duZine CV vrijedi
(i) |CV| = g — x, ako je V izmedu tocaka C'i L,
(i1) |CV| = x — g, ako je V na produzetku duZine CL.
U prvom slucaju je |CV| = g — x kao na slici 1.4 pa u trokutu ACVD vrijedi

IDV|+|CV|=h+x+g—x=g+h=|CD|
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Slika 1.4: Slucaj kadaje |CV| =g — x

Dakle, tocka V se nalazi na duZini CD. Buduéi da se tocke C i V nalaze na pravcima CD i
BC, vrijedi C = V.
U drugom slucaju je [CV| = x — g pa u trokutu ACV D vrijedi

ICD|+|CV|=g+h+x—-—g=h+x=|DV|.

Dakle, toc¢ka C se nalazi na duZini DV. Buduéi da se to¢ke C i V nalaze na pravcima DV
1 BC, vrijedi C = V. Buduc¢i da je ABVD tangencijalni Cetverokut 1 C = V, slijedi da je
ABCD tangencijalni Cetverokut. O

Dokaz obrata prethodnog teorema preuzet je iz [7].

SrediSte upisane kruZnice tangencijalnog Cetverokuta sjeciste je simetrala kutova Cetveroku-
ta. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut kao na slici 1.3. Bududi da su trokuti AAKO i
AANO sukladni, vrijedi ZOAK = /OAN, odnosno AO je simetrala kuta /ZKAN. Analogno
vrijedi da srediSte upisane kruZnice leZi na preostalim simetralama kutova tangencijalnog
Cetverokuta.

Nadalje, neka je O sjecisSte simetrala kutova Cetverokuta ABCD. Bududi da je O na si-
metrali kuta /BAC, vrijedi d(O,AB) = d(O,AD). Takoder, O se nalazi na simetralama
kutova /ABC, /BCD i tADC pa vrijedi d(O,AB) = d(O, BC), d(O,BC) = d(O,CD) i
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d(0,CD) = d(O,AD). 1z d(O,AB) = d(O,BC) = d(O,CD) = d(0O,AD) slijedi da je
tocka O jednako udaljena od stranica AB, BC, CD i AD &etverokuta ABCD. Neka su K,
L, M i N noZiSta okomica iz O na stranice AB, BC, CD i AD Cetverokuta, redom. Tada
vrijedi |OK| = |OL| = |OM| = |ON|, odnosno to¢ke K, L, M i N nalaze se na kruznici
¢ sa srediStem O 1 duljinom radijusa |OK| koja dodiruje stranice Cetverokuta ABCD u
tokama K, L, M i N. Cetverokut ABCD ima upisanu kruZnicu pa je tangencijalan. Dakle,
Cetverokut je tangencijalan ako i samo ako mu se simetrale svih kutova sijeku u jednoj
tocki.

Neka kruznica upisana Cetverokutu ABCD dira stra_nice AB, BC, CD i AD &etverokuta
ABCDutockama K, L, M 1 N, redom. DuZine KM i LN nazivamo tangencijalnim tetivama.
Cetverokut KLM N naziva se kontaktni ¢etverokut tangencijalnog cetverokuta ABCD.

D

M

A® K B
Slika 1.5: Tangencijalne tetive i kontaktni ¢etverokut

U nastavku ¢emo pokazati nekoliko svojstava kontaktnog cetverokuta.

Lema 1.2.2. Neka su «, B, v i 6 mjere kutova tangencijalnog cetverokuta ABCD te o/,
B, v i & mjere kutova njegovog kontaktnog cetverokuta KLMN u vrhovima K, L, M i N,
redom. Tada vrijedi

, a+p B+y , v+0 o0+«

= N /:—, :—’ 6,: .
=== FEmm = 2
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Dokaz. Promotrimo trokute AAKO 1 AKA’O kao na slici 1.6, gdje je A” = AON KN. U
trokutu AAKO vrijedi

ILOAK]| = % ILOKA| = 90°.
Dakle, |LAOK| = 90° — % Nadalje, u trokutu AKA’O vrijedi

ILOA'K| = 90°, |/A’OK]| = 90° — %

Dakle, [/OKA’| = . Na analogan nacin, promatrajuci trokute ABKO i AKOB’ dobivamo
|LOB’K| = § Buduc¢i da je [/B'KA’| = |[£B'KO| + |LOKA’|, vrijedi

+
o = B KA = LEE,
2
Analogno dobivamo mjere preostalih kutova kontaktnog cetverokuta KLMN. O

A K B

Slika 1.6: Mjere kutova kontaktnog cetverokuta
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Teorem 1.2.3. (Pascalov teorem) Parovi pravaca na kojima leze nasuprotne stranice Seste-
rokuta upisanog kruZnici sijeku se u tri kolinearne tocke.

Dokaz ovog teorema moZe se pronaci u [1].

Za Sesterokut ABCDEF, prema Pascalovom teoremu 1.2.3 vrijedi da su toc¢ke P = AB N
DE, Q =BCNEFiR=CDn FA kolinearne.

Pascalov teorem mozemo koristiti na degeneriranim Sesterokutima koje dobivamo kada
dva vrha Sesterokuta ¢ine jedan vrh trokuta, Cetverokuta ili peterokuta. Primjerice, ako je
ABCDE tetivni peterokut, Pascalov teorem moZemo primijeniti na degenerirani Sesterokut
AABCDE. Tada Pascalov teorem tvrdi da su tocke AANCD, ABNDE i BCNEA koliearne.
Pritom ulogu pravca AA ima tangenta na kruZnicu opisanu peterokutu ABCDE u tocki A.

Slika 1.7: Pascalov teorem
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Sljedeci korolar i teorem posljedice su Pascalovog teorema primijenjenog na tangencijalni
Cetverokut.

Korolar 1.2.4. Sjecista pravaca na kojima leZe nasuprotne stranice tangencijalnog cetvero-
kuta kolinearna su sa sjecistima pravaca na kojima leZe nasuprotne stranice njegovog kon-
taktnog cetverokuta.

Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut te KLMN njegov kontaktni Cetverokut.
Neka se pravci AB 1 CD sijeku u tocki P, pravei AD 1 BC u tocki Q, pravel KL 1 MN u
tocki T te pravci KN i LM u tocki V kao na slici 1.8.

Slika 1.8: Tocke P, Q, T i V su kolinearne

Promotrimo degenerirani Sesterokut KKLMMN, gdje su K i M dvostruki vrhovi. Pravac
KK u ovom slucaju je tangenta AB, a pravac MM je tangenta CD na kruZnicu opisanu
Sesterokutu. Prema teoremu 1.2.3, sjeciSta P = KKNMM,T = KLNMNiV = LMNKN
su kolinearna.

Analogno, promatrajuci Sesterokut KLLMNN dobivamo da su tocke Q = LLNNN,TiV
kolinearne. Iz P € TV i Q € TV slijedi da su tocke P, Q, T i V kolinearne. O
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Teorem 1.2.5. Dijagonale i tangencijalne tetive tangencijalnog cetverokuta sijeku se u
Jjednoj tocki.

Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut, k njemu upisana kruznica te KLMN nje-
gov kontaktni Getverokut. Neka se dijagonale KM i LN kontaktnog Cetverokuta sijeku
u tocki J kao na slici 1.9. Promotrimo kontaktni ¢etverokut kao degenerirani Sesterokut
KKMLLN gdje su KK = AB1i LL = BC tangente na kruznicu k u tockama L 1 M. Prema
Pascalovom teoremu 1.2.3, sjeciSta B = KKNLL,J = KMNLNiV = KN N LM su
kolinearna. Nadalje, promotrimo degenerirani Sesterokut KMMLNN. Ponovno, prema
Pascalovom teoremu 1.2.3, sjeciSta V, D = MM N NN i J su kolinearna. Buduci da
tocke B i D leZe na pravcu VJ, totke B, D i J su kolinearne, odnosno dijagonala BD
cetverokuta ABCD prolazi tockom J. Analogno, promatranjem degeneriranih Sesterokuta
KKLNNM i KLLNMM te koriStenjem Pascalovog teorema dobivamo da su to¢ke A, C, J
i T = KL N NM kolinearne pa dijagonala AC &etverokuta ABCD prolazi to¢kom J. O

A ” "8

Slika 1.9: Tangencijalne tetive 1 dijagonale sijeku se u jednoj tocki
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Korolar 1.2.6. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut te O srediste njemu upisane kruZnice.
Ako se pravci AB i CD sijeku u tocki P, pravci AD i BC u tocki Q te dijagonale AC i BD u
tocki J, tada je pravac PQ okomit na pravac OJ.

Dokaz. Kontaktni Cetverokut KLMN tetivni je Cetverokut sa srediStem O opisane kruZnice.
Prema teoremu 1.2.5, dijagonale Cetverokuta ABCD sijeku se s tangencijalnim tetivama u
tocki J. Ako se produzeci nasuprotnih stranica kontaktnog Cetverokuta KLMN sijeku u
tockama 7 1 V kao na slici 1.10, tada prema teoremu 1.1.3 vrijedi 7V L OJ. Prema
korolaru 1.2.4 se pravci TV 1 PQ podudaraju pa vrijedi PQ L OJ. O

Slika 1.10: Pravac PQ okomit je na pravac OJ

Prethodni dokaz preuzet je iz [9]. U nastavku ¢emo promatrati tangencijalni cetverokut
koriste¢i inverziju s obzirom na njemu upisanu kruZnicu. O inverziji se moZe vise procitati
u dodatku na kraju rada.

Lema 1.2.7. Slike vrhova tangencijalnog cetverokuta pri inverziji u odnosu na njemu upi-
sanu kruZnicu polovista su stranica kontaktnog cetverokuta.
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Dokaz. Nekaje ABCD proizvoljan tangencijalni cetverokut s pripadnom upisanom kruzni-
com c sa srediStem O 1 kontaktnim Cetverokutom KLMN kao na slici 1.11. Neka je A" =
AO N KN. Dokazimo da je A’ poloviste stranice KN.

Promotrimo trokut AAKN. Budu¢i da vrijedi |AK| = |AN]|, |AA’| = |AA’| 1 |LAA’K]|
|[£NA’A|, prema S S K~ teoremu o sukladnosti trokuta slijedi AAA’K = AAA’N. Dakle,

|JA’K| = |A’N|, [£AA’K]| = 90°.

PokaZimo da je A’ slika tocke A pri inverziji s obzirom na kruZnicu ¢. Promotrimo trokute
AOAK 1 AOKA’. Bududi da je [£OKA| = [£tKA'O| = 90° 1 LZAOK = (A’OK, prema KK
teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AOAK ~ AOKA’. Nadalje, odgovarajuce stranice su
proporcionalne, odnosno

|OA| _ |OK|
[OK| ~ |0A']

|OA||OA’| = |OK||OK|

|OA||0A’| = |OK*.

Prema definiciji inverzije, to¢ka A" slika je toCke A pri inverziji s obzirom na kruZnicu
C. O

Slika 1.11: Slika vrhova tangencijalnog ¢etverokuta pri inverziji s obzirom na kruZnicu ¢
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Lema 1.2.8. Polovista stranica svakog cetverokuta vrhovi su paralelograma.

Dokaz. Neka je ABCD cetverokut. Oznacimo poloviSta nje&wih_stranica SA(,By,Ci1D
kao na slici 1.12. Bududéi da su A; i Dy polovista stranica AB i AD trokuta AABD, duZina
A D srednjica je trokuta AABD te prema teoremu o srednjici trokuta vrijedi

1
AiDy || BD, A\ D] = 51BD|. (1.3)
Analogno, B,C je srednjica trokuta ABCD 1 vrijedi
1
B\Cy || BD, |B,Ci| = 5|BD. (1.4)

Iz (1.3) 1 (1.4) slijedi da je A;B,C;D, paralelogram. O

A A1 B

Slika 1.12: Polovista stranica Cetverokuta vrhovi su paralelograma
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Teorem 1.2.9. Slike vrhova tangencijalnog cetverokuta pri inverziji s obzirom na njemu
upisanu kruznicu su vrhovi paralelograma.

Dokaz. Nekaje ABCD tangencijalni Cetverokut s kontaktnim ¢etverokutom KLMN. Prema
lemi 1.2.7, slike A’, B’, C" 1 D’ toCaka A, B, C i D preslikaju se u polovista stranica kontak-
tnog Cetverokuta KLMN. Buduci da su tocke A’, B’, C’' 1 D’ polovista stranica ¢etverokuta
KLMN, prema lemi 1.2.8 slijedi da su tocke A’, B’, C’ i D’ vrhovi paralelograma, odnosno
da je A’B'C’D’ paralelogram. O

Slika 1.13: A’B’C’D’ tvore paralelogram



Poglavlje 2

Tetivno-tangencijalni Cetverokut

Tetivno-tangencijalni Cetverokut je Cetverokut koji ima upisanu i opisanu kruZnicu, od-
nosno Cetverokut koji je istovremeno tetivan i tangencijalan.

Slika 2.1: Tetivno-tangencijalni Cetverokut

U ovom ¢e poglavlju promatrani tetivno-tangencijalni ¢etverokut biti cetverokut ABCD s
kontaktnim Cetverokutom KLMN tako da su vrhovi K, L, M 1 N kontaktnog Cetverokuta
na stranicama AB, BC, CD i AD, redom. Duljine stranica Cetverokuta ABCD oznacit ¢emo
sa=1AB|, b = |BC|, c = |CD|1d = |AD| te mjere njegovih kutova s «, 8, y 1 6. KruZnicu
opisanu ¢etverokutu ABCD duljine radijusa R oznacit ¢emo s k, a upisanu kruznicu duljine
radijusa r sa c.

17
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2.1 Karakterizacije tetivnho-tangencijalnog cetverokuta

Sljedeci teorem prirodna je posljedica najpoznatijih karakterizacija tetivnog 1 tangencijal-
nog cetverokuta.

Teorem 2.1.1. Neka je ABCD Ccetverokut sa stranicama duljina a, b, ¢ i d te mjerama
kutova a, B, y i 6. Tada je ABCD tetivno-tangencijalni cetverokut ako i samo ako vrijedi

at+c=b+d,
a+y=B8+06=180°.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz teorema 1.1.1 i teorema 1.2.1. O

Odnos tetivno-tangencijalnog cetverokuta i njegovog kontaktnog cet-
verokuta
U sljede¢im lemama i teoremima promatrat ¢emo tetivno-tangencijalni cetverokut, nje-

gov kontaktni Cetverokut i tangencijalne tetive te ¢emo dokazati karakterizacije tetivno-
tangencijalnog Cetverokuta promatrajuci kontaktni Cetverokut i tangencijalne tetive.

Lema 2.1.2. Tangencijalni cetverokut je tetivan ako i samo ako duZine koje spajaju po-
lovista stranica kontaktnog cCetverokuta cine pravokutnik.

Slika 2.2: ABCD je tetivan ako 1 samo ako je A’B’C’D’ pravokutnik
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Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Eetverokut. Neka su KM i LN tangencijalne tetive
Cetverokuta ABCD. Neka su A’, B’, C’ 1 D’ polovista stranica kontaktnog Cetverokuta
KLMN kao na slici 2.2. Dokazat ¢emo da je Cetverokut ABCD tetivan ako i samo ako je
Cetverokut A’ B’C’ D’ pravokutnik.

Pretpostavimo da je ABCD tetivni Cetverokut s opisanom kruznicom k. Prema lemi 1.2.7,
vrhovi A, B, C 1 D pri inverziji s obzirom na kruZnicu c preslikaju se u polovista A’, B’, C’
i D’ duzina KN, KL, LM i MN, redom. Prema lemi 1.2.9 duZine A’B’, B'C’, C'D’ i A’D’
¢ine paralelogram jer spajaju polovista stranica kontaktnog cetverokuta KLMN. Opisana
kruznica k Cetverokuta ABCD se pri inverziji u odnosu na kruznicu c¢ preslika u kruznicu £’
koja je opisana paralelogramu A’B'C’D’. Tada je A’B’C’D’ paralelogram kojemu se moze
opisati kruznica, odnosno A’B’C’D’ je pravokutnik.

Obratno, pretpostavimo da je Cetverokut A’B’C’D’ pravokutnik. Pravokutnik je tetivni
cetverokut pa postoji kruznica k’ koja sadrzi tocke A’, B’, C’ 1 D’. Inverzijom u odnosu na
kruznicu ¢ kruznica k’ preslika se u kruZnicu k koja je opisana Cetverokutu ABCD. Dakle,
ABCD je tetivni Cetverokut. |

Teorem 2.1.3. Tangencijalni Cetverokut je tetivan ako i samo ako su njegove tangencijalne
tetive medusobno okomite.

Slika 2.3: Tangencijalne tetive u tetivno-tangencijalnom cetverokutu su okomite
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Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Eetverokut. Neka su KM i LN tangencijalne tetive
cetverokuta ABCD. Neka je c kruzZnica upisana Cetverokutu ABCD kao na slici 2.3.
Pretpostavimo da je ABCD tetivni Cetverokut te da je kruZnica k njegova pripadajuca opi-
sana kruznica. Prema teoremu 1.2.9, slike A’, B’, C’ i D’ vrhova A, B, C i D pri inverziji u
odnosu na kruZnicu c Cine paralelogram i vrijedi

A'B' ||C'D' || LN, B'C'||A'D'|| KM.
Prema lemi 2.1.2. paralelogram A’B’C’D’ je pravokutnik i vrijedi
A'B 1L BC'.
[zA'B' || LN 1 B'C’ || KM slijedi
KM L LN.
Obratno, neka su tangencijalne tetive KM i LN okomite. Neka su tocke A’, B’, C’ i D’ po-
loviSta stranica kontaktnog cetverokuta KLMN. Prema lemi 1.2.8 znamo da je Cetverokut
A’B’C’'D’ paralelogram i da su stranice paralelograma A’B’C’D’ paralelne dijagonalama
Cetverokuta KLMN. Buduéidaje KM L LN, paralelogram A’B’C’D’ je pravokutnik. Nje-
govi vrhovi su slike to¢aka A, B, C i D pri inverziji s obzirom na kruZnicu c. Pravokutnik
je tetivni Cetverokut pa postoji kruZnica k" koja sadrzi tocke A’, B’, C' 1 D’. Inverzijom
u odnosu na kruznicu c¢ kruZnica k" preslika se u kruznicu k koja je opisana Cetverokutu
ABCD. Dakle, ABCD je tetivni Cetverokut. O

Zakolinearne tocke A, B 1 C djeliSni omjer (ABC) definiramo kao omjer usmjerenih duljina

AC 1 AB. Dakle,
AC

(ABC) = B
Teorevm 2.1.4. Neka je ABCD tangencijalni cetverokut te KLMN njegov kontaktni cetvero-
kut. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi

|JAK| _ |IDM]|

IBK| ~ ICM|’

odnosno (ABK) = (DCM).

Dokaz. Neka je O srediSte 1 r = |OK| duljina radijusa upisane kruznice. Pretpostavimo da
je ABCD tetivan. Tada vrijedi @ = 180° —y i = 180° - 6. Dakle, [LOAK| = § =90° -1 =
|£.COM|1|LOBK| = g =90° - g = [/.DOM|.

Iz KK teorema o sli¢nosti trokuta slijedi AOAK ~ ACOM 1 vrijedi

|IOK| _ |CM|
IAK| oM’
r_IcM|

VR 2.1)
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Slika 2.4: ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi (ABK) = (DCM)

Analogno, iz KK teorema o sli¢nosti trokuta slijedi AOBK ~ ADOM 1 vrijedi

|OK| _ |DM|
|IBK|  |OM]|’

DM
_r__pM] (2.2)
|BK| r

1z (2.1) i (2.2) dobivamo |AK]| - |[CM| = r* = |BK| - |DM|, odnosno

|JAK| _ |DM|
|IBK|  |CM|’

tj. (ABK) = (DCM).

DokazZimo sada da ako vrijedi (ABK) = (DCM), tada je Cetverokut ABCD tetivan Cetvero-
kut. Pretpostavimo suprotno, odnosno da Cetverokut ABCD nije tetivan. Tada je zbroj
mjera jednog para nasuprotnih kutova manji od 180°, a zbroj mjera drugog para nasuprot-
nih kutova veci od 180°. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je @ +y < 180° 1
B+ 6> 180°.

Tada su |[£0AK| = ¢ < 90° = ¥ = 90° — |ZOCM| = |/COM| i [£OBK| = £ > 90° - ¢ >
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90° — |£ODM)| = |£DOM)|. Budu¢i da su kutovi ZOAK 1 £COM Siljasti, zakljuCujemo

|LO0AK| < |£COM]|
tg(|L0AK)) < tg(|2.COM))
|OK| < |MC|
JAK|  |OM]|
r IMC|
— <
|AK| r
|AK| - [MC| > r*.

Analogno, |KB| - |DM| < r?. Dakle, vrijedi |AK| - |MC| > r* > |KB| - IDM|, iz Cega slijedi

AK| _ |DM]
IBK| = |MC|’

odnosno (ABK) > (DCM). O

Dokaz prethodnog teorema preuzet je iz [12]. U nastavku ¢emo dokazati teorem i leme
iz [5] koje ¢emo Kkoristiti pri dokazivanju teorema koji dovodi u odnos duljine dijagonala
tetivno-tangencijalnog Cetverokuta s duljinama odsjecaka stranica koje vrhovi kontaktnog
cetverokuta odsjecaju. Promatrat ¢emo tetivno-tangencijalni cetverokut ABCD s kontakt-
nim cetverokutom KLMN i srediStem O upisane kruZnice duljine radijusa r = |OK]|. Du-
ljine odsjecaka stranica Cetverokuta ABCD oznacit ¢emo s e = |AK]|, f = |BL|, g = |[CM| i
h = |DN|.

Teorem 2.1.5. Neka je ABCD tangencijalni cetverokut te KLMN njegov kontaktni Cetvero-
kut. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi eg = fh.

Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut. Pokazat ¢emo da je eg = fh. Prema lemi
1.1.2 vrijedi

o a vy _ B 6
ABCD je tet tg—-tg-=tg-tg—-
CD je tetivan g2g2 g2g2
rr r.r
= - - = —.—=
e g [ h
— eg= fh.
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Slika 2.5: ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi eg = fh

Lema 2.1.6. Neka je ABCD konveksni Cetverokut. Tada vrijedi

&€ — &3

tgla+B+y+0)= (2.3)

T-—g+&
gdje su
g =tga+tgB+tgy+tgo
= zbroj tangensa pojedinacnih kutova,
& =tgatgf+tga tgy+tgatgd +tgftgy +tgftgd +tgytgd
= zbroj umnoZaka tangensa parova kutova,

ey =tgatgftgy +tgatgftgd +tgftgBtgd
= zbroj umnoZaka tangensa trojki kutova,
gy =tgatgftgytgd.
Dokaz. Definirajmo 8,(:’) kao sumu umnozaka tangensa k-torki n kutova. Za dva kuta a i 8
imamo

2 _

8(12):tga/+tg,3, g, =tgatgp.
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Tada je
tga+tgf 852)
I-tgatgf 1-&2

Takoder je poznata formula za tri kuta, a, 51,

tgla +p) =

3 (3)
e - 83

tg@+B+y) = ——F-
l-&

Promotrimo formulu za Cetiri kuta, @, 5, y 1 6. Tada je

tg(a+B+vy)+tgo

1 —tgla+B+y)tgd

(%a+%ﬁ+%7%%%a%ﬁ+@a%7+%ﬁ%7yH

I -tgatgftgy
(tga+tgf+tgy) — (tgatgB+tgatgy +tgftgy) 5

B 1 -tgatgptgy '8

(tga+tgB+tgy) —(tgatgB+tgatgy +tgBtgy) +tgo —tgatgfigytgd
1 -tgatgBtgy

1 —tgatgBtgy+(tga+tgB+tgy)tgd — (tigatgf+tgatgy +tgBigy)tgd
1 -tgatgpftgy

tgla+B+y+0)=

g0

1

“4) “4)
€ —&
“) (CON
1- g, tg,

Ovime smo dokazali formulu (2.3). O

Lema 2.1.7. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut te KLM N njegov kontaktni Cetverokut.

Tada vrijedi
, fgh+egh+efh+efg
re= .
e+f+g+h

Dokaz. Neka su

q:g%+@§+g%+g;
&:g%g§+g%g%+g%@g+g§g%+g§@g+g%g;
83:tg%tggtg%’+tg%tg'§tgg+tg§tg%tgg,
mztg%tg'gtg%/tgg.
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Prema lemi 2.1.6 vrijedi

gf¢+L4208). oo
2 2 2 2 l—& +e&4

Bududi da j je 5 4+ ﬁ + + ¢ = 180°, dobivamo tg( + ﬁ + 2 + ) = 0, odnosno, &; = &3.
Dakle, Vrl]edl

3 3 3 3 3

r r
—=——+—+ + = +f+g+h
h gh egh efh efg efgh(e fre+h

paje
1 1 1 1 1
2 = M=+ |-
CEe s ot S gk
fegh+egh+efh+efg 1
=efgh- -
efgh e+ f+g+h
_ Jgh+egh+efh+efg
B e+f+g+h '

Dokaz prethodne leme preuzet je iz [5].

Lema 2.1.8. Neka je ABCD tangencijalni cetverokut. Tada vrijedi:

IACP _f h((e+g)(f+h)+4fh)

|BDP? = f ((e +8)(f + h) + deg).

Dokaz. Promotrimo sljedeci izraz

= = 2.2
1+tg2(%) 1+r_ e+r
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Prema lemi 2.1.7 vrijedi
ez_fgh+egh+efh+efg
(2 g)_ e+f+g+h
oS 2/ 2_I_fgh+egh+efk+efg
e
e+f+g+h

e+ f+g+h) —(fgh+egh+efh+efg)
~e(e? +eg +eh+ gh) + f(e2 + gh+ eh + eg)
e+ f+g+h) —(fgh+egh+efh+efg)
- (e + f)(e* + eg + eh + gh)

e+ f+g+h) —(fgh+egh+efh+efg)
- (e+ f)e+g)e+h) ‘

Koristec¢i poucak o kosinusu u trokutu AABD dobivamo

IBD* = (e + f)* + (e + h)* = 2(e + f)(e + h) cos(2)

ez(e+f+g+h)—(fgh+egh+efh+efg)
(e+ f)e+g)e+h)

((e+g)e+ ) +(e+g)e+h)? =2 +f + g+ e’h)

=(e+f)P+(+h’—-2e+f)e+h)

et+g

+2(fgh+egh+efh+efg))

1
= — (ef* + f2g +eh* + gh* + 2fgh + 4egh + 2efh + 4efg)
e+g

- (e + ©)(f* + W) +4eg(f + h) + 2f h(e + g))
e+g

1

= ——((e+g)(f + 1) + deg(f + )
e+g

_f+h

= e+g((e+g)(f+h)+4eg).

Analogno se dobije:
e+

IACP? = ]Ti((e +8)(f +h) +4fh).
O

Teorem 2.1.9. Neka je ABCD tangencijalni cetverokut te KLM N njegov kontaktni Cetvero-
kut. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako vrijedi

AC|  e+g

IBD|  f+h
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Dokaz. KoriStenjem teorema 2.1.5 1 leme 2.1.8 dobivamo

ABCD je tetivan <= fh = eg, prema teoremu 2.1.5

— (e+9(f+h)+4fh=(e+g)(f +h)+4deg

e+g f+h f+h e+g
= f+h((e+g)(f+h)+4fh)e+g = e+g((e+g)(f+h)+4eg)m
— |AC|2f—+h = |BD|2ﬂ, prema lemi 2.1.8

e+ f+h

o ACP _(etg 2

BD?  \f+h
o JACl_e+g

IBD|  f+h

O

Newtonovi pravci tetivno-tangencijalnog i kontaktnog Cetverokuta

U nastavku ¢emo dokazati jednu od vaznih karakteristika tetivno-tangencijalnog cetveroku-
ta koja govori o Newtonovim pravcima tetivno-tangencijalnog Cetverokuta te njemu kon-
taktnog Cetverokuta. Za dokaz ¢e nam trebati nekoliko pomo¢nih lema. Dokazi sljedeca
dva teorema preuzeti su iz [9].

Teorem 2.1.10. Neka se pravci na kojima leZe nasuprotne stranice tangencijalnog cetvero-
kuta ABCD sijeku u tockama P i Q. Neka je O srediste upisane kruZnice cetverokuta
ABCD. Cetverokut ABCD je tetivan ako i samo ako je kut /POQ pravi kut.

Dokaz. U dokazu koristimo oznake kao na slici 2.6. Neka su G 1 H poloviSta tangencijalnih
tetiva KM i LN, redom te neka se KM i LN sijeku u tocki J. Promotrimo jednakokracne
trokute AKPM i ALQN. Vrijedi GP L KMiHQ L LN.

Budu¢i da su ZJGO 1 LOHJ pravi kutovi u Cetverokutu OGJH te zbroj mjera kutova u
cetverokutu iznosi 360°, vrijedi

[£POQ| = [tGOH| = 360° — 2 -90° — |LHJG|.
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Tada je [£POQ| = 90° ako i1 samo ako vrijedi [ZNJK| = 90°. No, prema teoremu 2.1.3, kut
(NJK je pravi kut ako i samo ako je ABCD tetivno-tangencijalni Cetverokut.

U dokazu ovog teorema takoder je dokazano da je u svakom tangencijalnom Cetverokutu
ABCD cetverokut OHJG tetivan budu¢i da su £JGO i LOHJ nasuprotni pravi kutovi u
Cetverokutu OGJH. i

Slika 2.6: ABCD je tetivan ako 1 samo ako je ZPOQ pravi kut

Lema 2.1.11. Neka je ABC raznostranic¢ni trokut, P poloviste stranice AB te H noziste
visine iz vrha C na stranicu AB. Trokut AABC je pravokutan ako i samo ako je /ACP =
LHCB.

Dokaz. Neka je ABC raznostranicni trokut, P poloviste stranice AB te H noziite visine iz
vrha C na stranicu AB. Oznacimo s «, 81 y mjere kutova pri vrhovima A, B i C trokuta
ABC. Neka su |Z/ACP| = ¢, 1 |£tHCB| = ¢,.

Pretpostavimo da je kut y pravi, odnosno da je AABC pravokutan trokut. Tvrdimo da je
%1 = ¢2. Bududi da je AABC pravokutan trokut, srediSte njemu opisane kruznice poloviste
je hipotenuze AB. Dakle, srediSte opisane kruZnice je P i slijedi |AP| = |BP| = |CP|.
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. ol

Slika 2.7: Trokut AABC je pravokutan ako 1 samo ako je ZACP = /HCB

Budu¢i da je [AP| = |CP|, trokut AAPC je jednakokracan 1 vrijedi
=@ (2.4)

Izy=|/BHC| =90° 18 = |£.CBH|, prema KK teoremu o sli¢nosti trokuta vrijedi AABC ~
ACHB te

a = ;. (2.5)
Iz (2.4) 1 (2.5) slijedi

$1 = ¢o.
Obratno, pretpostavimo [LACP| = |£tHCB| = ¢. Tvrdimo da je y = 90°. Prema teoremu o

vanjskom kutu trokuta slijedi |£ZBPC| = a + ¢.
Promotrimo trokut APCH. Budu¢i da je APCH pravokutan trokut, vrijedi

a+ ¢+ |[/PCH|=90°. (2.6)

sing  sina

Koristeci teorem o sinusu u trokutu AAPC dobivamo = ——, odnosno
|AP|  |CP]|
AP sin
AP _ sing. @2.7)
|[CP| sina

Prema pretpostavci je izraz |LACP| = |£HCB| = ¢. KoriStenjem teorema o sinusu u trokutu

APBC dobivamo ] .
sin(p + |[/PCH|) _ sinp

|BP| ~cp|
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Buducdi da je P poloviste duZine AB, odnosno |AP| = |BP|, B+ ¢ =90° u trokutu ABCH te
prema (2.6), iz prethodne jednakosti slijedi
|AP| _|BP| _sin(90° —a) cosa
ICP| |CP| sin(90° —¢) cosg’

(2.8)

Iz (2.7) 1 (2.8) dobivamo

sing  cosa

sina cos ¢
sin(2¢) = sin(2a).

Gornja jednadzba ima dva rjeSenja: 2¢ = 2a 1 2¢ = 180° — 2a. Iz drugog rjesenja i
B+ ¢ =90° slijedi @ = B §to je u kontradikciji s pretpostavkom teorema da je trokut ABC
raznostrani¢an. Dakle, ¢ = « 1 vrijedi

v=¢+|/PCH|+ ¢
=a+¢+|LPCH|
= 90°, prema (2.6).

O

Teorem 2.1.12. Neka je ABCD cvetverolﬂ i @ke P i O takve da P=ABNCDiQ =
AD N BC. Tada su polovista dijagonala AC i BD te poloviste duZine PQ kolinearna.

Pravac na kojem leZe polovista duzina AC, BD i PQ iz teorema 2.1.12 zovemo Newtonov
pravac. Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [14].

Teorem 2.1.13. (Newtonov teorem) Ako je ABC D tangencijalan Cetverokut, onda se srediste
upisane kruznice takoder nalazi na Newtonovom pravcu.

Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [2] i [4].

Teorem 2.1.14. Tangencijalni cetverokut je tetivan ako i samo ako mu je Newtonov pravac
okomit na Newtonov pravac kontaktnog cetverokuta.

Dokaz. Neka je ABCD tangencijalni Cetverokut te KLMN njegov kontaktni Cetverokut.
Prema teoremu 1.2.5 dijagonale Cetverokuta ABCD 1 KLMN sijeku se u jednoj tocki. Na-
zovimo tu tocku J. Uz oznake kao u dokazu teorema 2.1.10, neka je X polovisSte duZine
PQ kao na slici 2.8.

Budud¢i da je O srediSte upisane kruZnice Cetverokuta ABCD, prema teoremima 2.1.12
i 2.1.13 tocke E, O, F i X su kolinearne tocke na Newtonovom pravcu, gdje su E i F
polovista dijagonala AC i BD, redom. Neka je Y sjeciite pravaca PQ i OJ. Prema korolaru
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Slika 2.8: ABCD je tetivan ako i samo ako je EF L GH

1.2.6 vrijedi PQ L OJ.
Prema dokazu leme 2.1.10, Cetverokut OHJG je tetivan, dakle vrijedi /ZHGO = /HJO.
Neka je I sjeciSte pravaca EF i GH. Zbog zbroja mjera kutova u trokutu AOIG vrijedi

|£0IG| = 180° — (|£GOI| + |£IGO))
= 180° — (|£GOF| + |LtHGO))
= 180° — (|£POX| + |LHJO)),

Bududi da je trokut AHJO pravokutan slijedi
[£0IG| = 180° — [£POX| — (90° — [LHOJ|) = 90° — |£POX]| + |£QOY].

Dakle, jednakost
|£0IG| = 90° — [LPOX]| + |£LQOY]

je istinita za sve tangencijalne Cetverokute kojima ni jedan par nasuprotnih stranica nije
paralelan, odnosno u kojima postoje sjeciSta P i Q. Nadalje,

EF 1 GH & |/0IG| = 90°
& |LPOX| = |£Q0Y|
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U trokutu APOQ vrijedi da je PQ L OJ ako i samo ako je OY visina trokuta POQ.
Buduéi da je X poloviite stranice PQ, primijenimo lemu 2.1.11 na trokut APOQ. Tada
je |£POX| = |£Q0OY]| ako i samo ako je |ZPOQ| = 90°.

Prema teoremu 2.1.10 vrijedi da je |£ZPOQ| = 90° ako i samo ako je tangencijalni Cetverokut
ABCD tetivan.

Time je tvrdnja teorema 2.1.14 dokazana ako postoje to¢ke P 1 Q.

Promotrimo slucaj kada je barem jedan par nasuprotnih stranica tangencijalnog ¢etverokuta
paralelan. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo AB || CD.

Tada je ABCD trapez 1 vrijedi @ + 6 = 8 + 7y 1z Cega slijedi

a-B=vy-0.
Trapez je tetivni Cetverokut ako i samo ako je @ + vy = 8 + 6, odnosno
a-pB=0-v.

Tada je trapez ABCD tetivno-tangencijalni etverokut ako 1 samo ako
Yy=0=0—y&=y=0a=0,

odnosno trapez ABCD je tetivno-tangencijalan ako 1 samo ako je jednakokracni tangenci-
jalni trapez. Ako je ABCD jednakokracni tangencijalni trapez, onda su diraliSta upisane
kruZnice s osnovicama trapeza poloviSta osnovica, a diraliSta s krakovima tocke koje su
medusobno simetri¢ne s obzirom na os simetrije trapeza. Drugim rije¢ima, jedna tangenci-
jalna tetiva je paralelna s osnovicama, a druga je okomita na njih, odnosno EF L GH. 0O

Dokaz prethodnog teorema preuzet je iz [9].

2.2 Tetivno-tangencijalni cetverokut pomocu inverzije

U nastavku ¢emo proucavati tetivno-tangencijalni cetverokut kroz inverziju. Promotrimo
sliku 2.9. ABCD je tetivno-tangencijalni Cetverokut s opisanom kruZnicom k sa srediStem u
tocki S i duljinom radijusa R te upisanom kruznicom c sa srediStem u tocki O i duljinom ra-
dijusa r. Neka je KLM N kontaktni Cetverokut tetivno-tangencijalnom cetverokutu ABCD.
Primijenimo inverziju s obzirom na kruZnicu c. Napomenimo da inverzijom nefemo pres-
likavati stranice Cetverokuta, nego vrhove te tada slike vrhova spojiti duzinama.

Slike A’, B’, C' 1 D’ to¢aka A, B, C 1 D leze na kruznici k’ sa srediStem 7 i duljinom radi-
jusa R’. Slika A’ to¢ke A leZi na polari od A s obzirom na c te je prema lemi 1.2.7 poloviste
duZine KN. Prema lemi 2.1.2 &etverokut A’B’C’D’ je pravokutnik.
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Slika 2.9: Slika tetivno-tangencijalnog Cetverokuta pri inverziji s obzirom kruZznicu ¢

Dokazimo teorem 2.1.14 koriste¢i inverziju uz oznake kao u teoremu uz pretpostavku
da promatrani tetivno-tangencijalni Cetverokut nema osi simetrije, odnosno da tetivno-
tangencijalni Cetverokut nije deltoid niti jednakokracni trapez. Dokaz teorema preuzet je
iz [6].

Dokaz. Neka je ny Newtonov pravac tangencijalnog cetverokuta ABCD. Pravac n; prolazi
kroz polovista E i F dijagonala AC i BD, sredistem O upisane kruZnice ¢ te polovistem X
duzine PQ gdje su P i Q sjecista pravaca na kojem leZe nasuprotne stranice &etverokuta
ABCD. Neka je n, Newtonov pravac kontaktnog cetverokuta KLMN. Pravac n, prolazi
kroz poloviita G i H dijagonala KM i LN &etverokuta KLMN. Promotrimo inverziju s
obzirom na kruZnicu c. Buduéi da pravac n; prolazi kroz srediste inverzije O, slika pravca
n je opet pravac n;. Slike P i Q tocaka G 1 H leZe na slici pravca n, pa je slika n} pravca
n, kruznica kroz tocke O, P1i Q.

Pravci n 1 ny okomiti su ako i samo ako su im slike n} 1 n), pri inverziji medusobno oko-
mite, odnosno ako i samo ako je pravac OX okomit na kruznicu n. Znamo da je pravac
okomit na kruznicu ako i samo ako prolazi njenim srediStem. Dakle, pravac OX je okomit
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Slika 2.10: ABCD je tetivan ako i samo ako je n; L n,

na kruznicu n), ako 1 samo ako pravac OX prolazi srediStem kruznice n}.

Pretpostavimo da su n; 1 n, medusobno okomiti, tj. da pravac OX prolazi srediStem
kruZnice n),. Budu¢i da je PQ tetiva kruZnice n), vrijedi da se pravac OX i simetrala duZine
PQ sijeku u sredistu kruZnice n),. Ako se pravac OX i simetrala duZine PQ ne podudaraju,
tocka X je sjeciste pravaca OX i simetrale duZine PQ pa je X srediste kruZnice n,. Ako se
pravac OX i simetrala duZine PQ podudaraju, onda je Eetverokut ABCD deltoid, no prema
pretpostavci, Getverokut ABCD nije deltoid. Dakle, vrijedi da je poloviste X duZine PQ
srediSte kruznice n}, [ZPOQ| = 90° te da je prema teoremu 2.1.10 ABCD tetivan.
Obratno, pretpostavimo da je ABCD tetivan Cetverokut. Tada prema teoremu 2.1.10 vrijedi
da je ZPOQ pravi kut, odnosno da je PQ promijer kruZnice nj,. Tada je polovisSte X duZine
PQ srediste kruZnice n,. Budu¢i da je OX polumjer kruZnice nj, pravac OX je okomit na
kruZnicu n}, odnosno pravac n| okomit je na kruznicu n}, pa je s time pravac n; okomit na
pravac n,.

]
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Za dokaz sljedecih nekoliko teorema trebat ¢e nam tzv. relacija paralelograma.

Lema 2.2.1. (Relacija paralelograma) U svakom paralelogramu vrijedi da je zbroj kva-
drata duljina svih stranica paralelograma jednak zbroju kvadrata duljina njegovih dijago-
nala.

Dokaz. Neka je ABCD paralelogram. Duljine njegovih stranica ozna¢imo s a = |AB| =
|CD|1b = |BC| = |AD|, a njegov kut pri vrhu A s a. Koriste¢i poucak o kosinusu u trokutu
ABAD dobivamo

a* + b* = 2ab cos(e) = |BDP.

U paralelogramu su susjedni kutovi suplementarni, dakle [ZADC| = 180° — «. Koristeci
poucak o kosinusu u trokutu AADC dobivamo

a* + b* — 2ab cos(180° — @) = |AC|*.
1z trigonometrijskog identiteta cos(180° — x) = — cos(x) slijedi
a’ + b* + 2ab cos(a) = |AC.
Dakle, zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelograma jednak je

IBD* + |AC|* = a* + b* — 2abcos(@) + a* + b* + 2ab cos(a)
=2a* + 2b°.

A B

Slika 2.11: Paralelogram ABCD s duljinama stranica a1 b
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Direktna posljedica relacije paralelograma je formula za duljinu teZiSnice trokuta.

Korolar 2.2.2. Neka je ABC trokut te neka je P poloviste duZine AB. Tada je
2 _ 1 2 N 2
|CP|” = §(|AC| + |BC|") — ZlAB| . (2.9)

Teorem 2.2.3. (Fussov teorem) Neka su R duljina radijusa opisane i r duljina radijusa
upisane kruznice tetivno-tangencijalnog cetverokuta te d udaljenost izmedu sredista opi-
sane i upisane kruZnice. Tada vrijedi:

1 1 1

R-d?  R+d? 7~

Slika 2.12: Fussov teorem

Dokaz. Neka je O srediSte upisane kruznice te K 1 L diraliSta upisane kruZnice 1 stranica
AB 1 BC tetivno-tangencijalnog Cetverokuta ABCD. Za pocetak ¢emo izraziti riz pomocu
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duljina |[AO| 1 |CO|. Buduci da je Cetverokut ABCD tetivan, kutovi pri vthovima A 1 C su
suplementarni, odnosno
a+vy =180

Cetverokut ABCD je tangencijalan, dakle vrijedi
a Y
(BAO| = =, |[/OCB|= =.
| =5 | =3
UvrStavajuci gornju jednadzbu u @ + y = 180° dobivamo

|ZBAO| + |LOCB| = 90°,
|LAOK| + |LLOC| = 90°.

Spojimo trokute AAOK i AOCL u pravokutni trokut s katetama AO i CO kao na slici 2.13.

O

Ju

A K,L #;

Slika 2.13: Trokut nastao spajanjem pravokutnih trokuta AAOK i AOCL

Njegovu povrSinu moZemo izracunati na dva nacina:
%r(lAKl +|CL|) = %lAOllCOl. (2.10)
Koristeci Pitagorin pouc¢ak dobivamo:
(JAK| + [CL])* = |AOF + |COP. (2.11)
Uvrstimo (2.11) u (2.10):
r*(JAOF + |COF) = JAOF|COF.
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Iz gornje jednadzbe slijedi
1 1 1

= + .
2 JAOP>  |COP?

Neka su E i F sjeciita pravaca CO i AO s opisanom kruznicom. Tada je EF promjer
kruZnice jer

(2.12)

|/FSD|+ |/DSE|=2(/.FAD| + |/DCE))
=a+7y=180"

Iskoristimo formulu (2.9) za duljinu teZiSnice u trokutu EFO:
»_ 1 2 N 2
ISOI” = E(IEOI +|FO") - ZIEFI :
Raspisivanjem dobivamo
1
|EO)* + |[FOI* = 2|S O + 5|EF|2 (2.13)
=2(d* + R%). (2.14)

Koristeci potenciju to¢ke O na opisanu kruZnicu dobivamo

|AO||FO| = |CO||EO| = (R + d)(R — d). (2.15)
Iz (2.13) 1 (2.15) slijedi
1 N I |FO|? N |EOJ?
IAO)? ~ |COJ? - (R —d?»)?  (R*>-d?)?
_|[EOF* +|FOP
- (R? — d?)?
2(R* +d%
= —. 2.16
(R2 — d2)2 ( )
Iz (2.12) 1 (2.16) dobivamo
l B 2(R* +d%
2 (R? — d?)?
_(R+d’+R-ay
- (R? — d?)?
1 1

T R+d:  R=d
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Dokaz Fussovog teorema preuzet je iz [3].

Lema 2.2.4. Neka je ABCD tetivno-tangencijalni Cetverokut, ¢ njegova upisana kruznica
sa sredistem O i duljinom radijusa r te k njegova opisana kruznica sa sredistem S i dulji-
nom radijusa R. Neka je k' slika kruznice k pri inverziji u odnosu na c. Oznacimo srediste
kruznice k' s T, a duljinu njenog radijusa s R'. Neka je d’ = |OT|. Tada vrijedi

2R +2d"” = 1.

Dokaz. Neka je J tocka takva da je T poloviste duzine OJ. Buduéi da je A’B'C’D’ tetivni
paralelogram ¢iji vrhovi leze na kruznici k', odnosno da je A’B’C’D’ pravokutnik, duZina
B'D’ je promjer kruZnice k’ koji prolazi kroz srediite 7. To¢ka T poloviste je duZina B'D’
1 OJ, dakle Cetverokut B'JD’O je paralelogram.

——————
> - -

Slika 2.14: B'JD’O je paralelogram

Promotrimo paralelogram B’'JD’O sa slike 2.14. Koriste¢i lemu 2.2.1 dobivamo
210D’ +2|0B* = [B'D'|* +|0JF
= QITD')* + (20T
= 4TD'* + 40T .
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Buduéida je |TD’| = R'i|OT| = d', slijedi
|OD'|* + |OB'|* = 2R + 2d". (2.17)

PokaZimo da je J sjeciSte dijagonala Cetverokuta ABCD. Oznacimo s d = |OS|.

Prema teoremu B.2.6 vrijedi

7’2

R _ g2
Iz je‘:dnakosti {R—;d)z + m = r% iz teorema 2.2.3 zbrajanjem razlomaka na lijevoj strani
dobivamo ekvivalentnu jednakost

d=d (2.18)

2R*+d) 1
(R? — d?)? T2
koju transformiramo u oblik
r? 1
= 2.19
R -7 2R +d2) (2.19)
koji ¢emo koristiti u nastavku.
Neka je J’ slika tocke J pri inverziji. Tada vrijedi
2 2 2
0J'| = —~ ’ ’ (2.20)

T joJ| " 20T 2

i duljinu duZine TJ’ moZemo zapisati na sljedeéi nain:
|TJ'| =]0J'| - |OT)|.

Promotrimo izraz |7 O||T J’|. Primjenom prethodnih jednakosti dobivamo

ITONTJ'| = TOI(0J’'| - |OT1)
’ ,,.2 ’ ,,.2 72
_d(m—d)_z—d .

Koristeéi (2.18) dobivamo

r? dr? 2
TO\|TJ | = — - |—
ToITs| = 5 (Rz_dz)

72 222

9 (R2 — d2)2
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1z (2.19) slijedi

2 422
TOTJ) | = = — —=——=
IToIT /| 2 2AR*+d?
3 PR + r*d* - r*d?
2R+ dY)
r2R2
TXR )
Ponovo, primjenom (2.19) dobivamo
2R
TOT)| = ——=.
TOITT | = s
2
Prema teoremu B.2.6, iz formule R’ = i za duljinu radijusa slike kruZnice pri inver-
ziji slijedi
ITO|TJ'| = R (2.21)

Bududi da vrijedi |TB’| = |TD’| = R, iz (2.21) dobivamo
ITB||TD'| = R* = |TO|TJ|.

Pravci OJ’ 1 BD’ sijeku se u tocki T pa primjenom potencije tocke 7 na kruZnicu za-
klju€ujemo da su B’, D’, O i J’ na istoj kruZnici, a to znaci da se tocke B, D i J nalaze na
istom pravcu. Analogno dobivamo da su A, C i J kolinearne. Dakle, J je sjeciSte dijago-
nala AC i BD &etverokuta ABCD.

Cetverokut ABCD je tetivno-tangencijalni Cetverokut pa prema teoremu 2.1.3 slijedi su
tangencijalne tetive okomite. Tada je kut ZKJL pravi, odnosno AJKL je pravokutni trokut
sa srediStem opisane kruznice u B’ pa je

|KB'| = |JB'|.
Cetverokut B'JD'O je paralelogram pa vrijedi |[JB| = |OD’| te iz prethodne jednakosti
dobivamo
|KB'| = |JB'| = |0D'|.
Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut AOB’K dobivamo
IKB'|* + |0B'|* = |OK?
|OD')* +|OB'* = 1*. (2.22)

Iz (2.17) i (2.22) slijedi
2R +2d7% = 1.
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Teorem 2.2.5. (Ponceletova propozicija) Neka je ABCD tetivno-tangencijalni cetverokut
s opisanom kruznicom k i upisanom kruzZnicom c. Tada se iz proizvoljne tocke kruZnice
k moZe konstruirati tetivno-tangencijalni cetverokut s opisanom kruZnicom k i upisanom
kruznicom c.

Ay

Slika 2.15: Ponceletova propozicija

Dokaz. Neka su k = k(S,R)1c = k(O, r) redom opisana i upisana kruZnica nekog tetivno-
tangencijalnog Cetverokuta. Neka je k€’ = k(T, R’) slika kruZnice k pri inverziji s obzirom
na kruznicu ¢. Ozna¢imo s d = |0S|id’ = |OT|. Prema lemi 2.2.4 vrijedi

2R? +2d7% = 1. (2.23)
Neka je J to¢ka takva da je T poloviste duZine OJ.

Uzmimo proizvoljnu to¢ku A’ s kruZnice k’. Neka okomica iz tocke A" na pravac OA’
sijeCe kruznicu ¢ u tockama K i N. Tada je KN tetiva kruZnice ¢ kojoj je poloviste tocka
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A’. Dokazimo da je ZKJN pravi kut.

Slika 2.16: Ponceletova propozicija

Primjenom formule |TA'[> = 1(|JA']* + |OA’?) — 1|0J|* iz korolara 2.2.2 u trokutu AA’JO
dobivamo

1 1
E(|JA'|2 +|0A’)) = |ITA']> + Z|OJ|2
1 1
E(|JA'|2 +|0A’?) = R? + Z(251')2
IJA')? + |OA’)? = 2R? + 2d".

Prema lemi 2.2.4 vrijedi 2R"* + 2d"* = r? pa iz prethodne jednakosti slijedi
|JA'P +|0A) = . (2.24)
Koristeci Pitagorin poucak u trokutu AA’OK vrijedi

|OKJ> = |OA’]> + |KA']*.
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Buduéi da je |OK|* = r2, uvrstavajuéi prethodnu jednakost u (2.24) dobivamo
|JA'? +|0A* = |OA’} + |[KA'P.

Dakle,
|JA'| = |[KA'| = INA|.

DuZina KN je promjer opisane kruZnice trokutu AKJN iz &ega slijedi da je ZKJN pravi kut.

Nadalje, neka su M i L redom sjecista pravaca KJ i NJ sa kruZnicom c. Cetverokut KLMN
ima okomite dijagonale koji se s_ijeku u to¢ki J, a vrhovi su mu na kruZnici ¢. Neka su B,
C’ 1 D’ polovista stranica KL, LM i MN, redom. Dokazimo da su B’, C’ i D’ na kruznici
k.

Buduéi da je AKJL pravokutan, a B’ poloviste duZine KL, vrijedi |KB'| = |LB'| = |JB/|.
Sli¢no kao za tocku A’, primjenom korolara 2.2.2 dobivamo
QITB'))* + 2|0T|)* = 2|JB'|* + 2|0B'|*
= 2|KB'|* + 2|0B'|.

DuZina KL je tetiva kruZnice c sa srediStem O i tocka B’ je poloviste tetive KL pa je pravac
OB’ okomit na tetivu KL i trokut AKB’O je pravokutan. Primjenom Pitagorinog teorema i
uvrstavajuéi |[KB'|* + |OB'|> = |OK|? u prethodnu jednakost dobivamo

QITB'))” + (2|0T|)* = 2|0K[*.
Koriste¢i d' = |OT|1r = |OK]| te dijeljenjem s 2 prethodnu jednakost moZemo zapisati kao
ATB'| +2d% = 7.
Prema lemi 2.2.4 iz prethodne jednakosti slijedi
ITB'|=R'.

Dakle, tocka B’ se nalazi na kruzZnici k’. Analogno dobivamo da se tocke C’ i D’ nalaze na
kruznici k’.

Neka su toc¢ke A, B, C 1 D slike toCaka A’, B’, C’ 1 D’ pri inverziji. Tocke A, B, C 1 D se
nalaze na kruZnici k. DokaZimo da su stranice ¢etverokuta ABCD tangente na kruZnicu c.

Pravac AB je slika kruznice opisane trokutu AA’B’O pri inverziji s obzirom na kruZnicu
c. Bududi da je AKB’O pravokutan trokut, srediste kruznice opisane trokutu AKB’O je na
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polovistu duZine OK i duljina njenog radijusa je %lOK |. Analogno, trokut AKA’O je pravo-
kutan te je srediste opisane kruZnice trokutu AKA’O poloviste duZine OK i duljina njenog
radijusa je %lOK |. Dakle, kruZnica sa sredistem na polovistu duZine OK i duljine radijusa
%IOK | prolazi kroz toc¢ke A’, O, B’ i K, odnosno, kruZnica opisana trokutu AA’B’O sadrZi i
tocku K.

Tocka K nalazi se na kruznici ¢ inverzije pa je ona fiksna tocka te inverzije, odnosno
K’ = K. Tada se tocka K nalazi i1 na slici kruznice opisane trokutu AA’B’O, odnosno
na pravcu AB. Buduéi da je duzina OK promjer kruZnice opisane trokutu AA’B’O, a to¢ka
O srediSte inverzije, pravac AB je tangenta na kruZnicu c.

Analogno vrijedi da su ostale stranice Cetverokuta tangente na kruZnicu c. Dakle, Cetverokut
ABCD je tetivno-tangencijalni Cetverokut s opisanom kruZnicom k 1 upisanom kruznicom
C. O

Propozicija 2.2.6. (Carlitzova nejednakost) Za duljinu radijusa R opisane kruZnice k i
radijusa r upisane kruzZnice c tetivno-tangencijalnog cetverokuta vrijedi

R > \/ir.

Dokaz. 1z jednakosti iz leme 2.2.4 dobivamo V2R’ < r. Uvrstimo li prethodnu nejedna-
2 pr

kost u formulu R = 772 A duljinu radijusa R slike kruznice k&’ s duljinom radijusa

R’ pri inverziji gdje je d’ udaljenost izmedu srediSta kruZnice k’ i kruZnice inverzije c,
dobivamo ) )
r°R’ r
R=———>—2>2r
RIZ _ d/2 R/
]

Jednakost se postize kada je tetivno-tangencijalni Cetverokut kvadrat. Lako se provjeri da
se primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut kojeg €ine radijus opisane, radijus
upisane kruZnice i pola stranice kvadrata dobije R = V2r.

Teorem 2.2.7. (Yunova nejednakost za tetivno-tangencijalne cetverokute)
U tetivno-tangencijalnom cetverokutu vrijedi

R < 3 sinzcos'§+sin§cos§+sin§cos§+sin§cos§

Dokaz. Koristeci lemu 1.2.2 i poucak o sinusima dobivamo

rv2 1( a Yy 0% 0 0 a)sl.

ILN| = 2rsina’ = 2rsiny’, |KM|=2rsinf = 2rsind’.
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Zbrajanjem jednakosti
|LN| , (af N ,8) L i a
—— =sina’ =sin|= + =| = sin — cos = + sin = cos —,
2r ¢ 272 22 272
M =sinfB = sin(é + Z) = sinécos Y + sinzcosé,
2r 2 2 2 2 2 2
LN 0 o) o
—| 2r| =siny’ = sin(%’ + 5) = sm%cos > + sinicos %,
kM| sind’” = sin (6 + a/) sin 0 cos i + sin a cos 0
= S1 = S1 — — ]| =Ss1n — —_ mn — —
2r 2 2 2 2 2 2

B

e g . . . .« )
te koriStenjem Cinjenice da je ABCD tetivan Cetverokut, odnosno sin 5 = cos % te sin 5=

1)
cos 3 dobivamo

M—singcosé+sin'§cosz+sinzcos§+sin§cosg+
r ST 27 2772 272 2772
singcosé+sin'§cosz+sinzcos§+sin§cosg

2 2 2 2 2 2 2 2

1) o)
:Z(Sm%cosg+sin§cos%+sin%cos§+sin§cos%).

1
MnoZenjem jednakosti s 7 dobivamo

! (s'n i cosﬁ + s'n'B cos 14 + sin 14 cos 0 + sin 0 cos a/) LN+ |KM]| < 2r+or 1
= |sin = — +8In = =~ +sin = = = —|= =
2 2 2 2 2 2 2 2 2 4r ~ A4r

s ¢cime smo dokazali desnu stranu Yunove nejednakosti.

b

Nadalje, za formulu za duljinu radijusa R slike kruZnice duljine radijusa R’ pri inverziji s
obzirom na kruZnicu duljine radijusa r vrijedi

}"2 R r2

= >
R R?2 —4d? — R/Z_dzz'

2
Uvrstimo li gornju nejednakost u rT dobivamo

rv2 _ rV2r?-2d»

2

r

R
22
r 1;/_ < V2RZ =247,
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Slika 2.17: U tetivno-tangencijalnom Cetverokutu vrijedi Yunova nejednakost

PomnoZimo gornju nejednakost s 2 i iskoristimo formulu 2R + 2d"* = r? iz leme 2.2.4.
Tada slijedi

2
2¥2r <22 - Qay. (2.25)

R

Budud¢i da je vrijednost 2 4/r> — (2d’)? duljina najkrace tetive kruznice ¢ kroz toc¢ku J, a

w aritmeticka sredina duljina bilo koje dvije okomite tetive kroz J, vrijedi
LN|+|KM
2P =Qd)? < ||2¥ (2.26)

1z (2.25) 1 (2.26) dobivamo
2272  ILN|+ K M|
R 2

1
PomnoZimo li gornju nejednakost s % dobivamo:
r

rva < ILN| + kM| _ 1 (sin ¢ cosﬁ + sin'B cos 4 + siny cos 0 + sin 0 cos a)

R ~ 4r 20272 272 272 272
Dakle, dokazali smo lijevu stranu Yunove nejednakosti.
Jednakost (2.25) se postiZze kada je promatrani tetivno-tangencijalni Cetverokut kvadrat,

odnosno J = O.

O



Dodatak A

Potencija toCke s obzirom na kruznicu

A.1 Definicija potencije tocke i svojstva

Teorem A.1.1. Neka je k kruZnica sa sredistem O i duljinom radijusa r te T proizvoljna
tocka ravnine. Neka je p proizvoljni pravac kroz T koji sijece kruZnicu k u tockama A i B.
Tada je

TA-TB=O0T? - = const.,

gdje su TA, TB i OT usmjerene duljine.

Slika A.1: Potencija tocke T s obzirom na kruZnicu

48
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Dokaz. Neka je C poloviste tetive AB. Tada vrijedi

TA-TB = (TC + CA)TC + CB)
= (TC + CAXTC - CA)

= TC? — CA?

= (TO?* - 0C?) - (0A® — 0C?)
= TO? — 0A?

=0T> - r.

O

Definicija A.1.2. Potenciju tocke T s obzirom na kruZnicu k sa sredistem O i duljinom
radijusa r definiramo kao p(k,T) = OT? — 1%,

Teorem A.1.3. Neka su dane kruZnice k\(Oy, r1) i ky(O;,1r2). Skup svih tocaka s jednakim
potencijama s obzirom na kruznice ki i k, je pravac p okomit na pravac O,0; koji prolazi
kroz zajednicke tocke kruZnica k i k, ukoliko ih one imaju.

P
1

ki

Slika A.2: Potencijala kruZnica

Dokaz. Neka su dane kruznice ki(Oy,r1) i ky(O,,12). Neka je T tocka Cija je potencija
jednaka s obzirom na obje kruznice k; i k, te M sjeciSte pravca O;0; i okomice iz tocke T
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na pravac 0,0,. Ozna¢imo s d; = O/ M, d, = O, M te d = 0,0,. Tada vrijedi
TO -r=TO0; -1,
TM>+di—r; =TM* +d5 - 13
di—d5=ri—r.
BUdUéi daje d = 0102 = O]M + MOZ = d] - dz, SllJCdl
22

1~

d

r

di+d, =

RjesSavanjem gornjih dviju jednadzbi dobivamo

2,2 .2 2, .2 .2
_d +ri—r; B d”+r;—r

di=—1 2 d,=—
! 2d 7 2d

Ni jedna od ovih udaljenosti ne ovisi o polozaju tocke T, dakle za proizvoljnu tocku 7 ¢ija
je potencija jednaka s obzirom na obje kruznice, toc¢ka M je fiksna. Dakle, tocka T lezi
na pravcu okomitom na pravac O;0, u tocki M. Ako se kruZnice k; i k, sijeku, tada za
T € ky Nk vrijedi p(ky, T) =0 = ptky, T). O

Definicija A.1.4. Pravac koji je skup tocaka s jednakim potencijama s obzirom na dvije
kruznice zovemo potencijalom ili radikalnom osi kruZnica.



Dodatak B
O inverziji

Svojstva tetivno-tangencijalnog Cetverokuta promatrali smo koristeci inverziju s obzirom
na njegovu upisanu kruznicu. U ovom poglavlju definirat ¢emo inverziju te pokazati neka
svojstva inverzije.

B.1 Definicija inverzije i slika tocke pri inverziji

Neka je dana tocka O i realni broj p. Inverzija i[O, p] je preslikavanje definirano na skupu
E?\{O)} takvo da je i(A) = A’, gdje je A’ tocka na pravcu OA takva da je |OA||OA’| = p.
Tocku O zovemo srediStem inverzije, a broj p potencijom inverzije.

Inverzija je involutorno preslikavanje, odnosno iz i(A) = A’ slijedi i(A”) = A. Par toCaka A
1 A" koje su jedna drugoj slike pri inverziji i zvat ¢emo inverznim tockama s obzirom na i.
Tocki O ne pridruZzujemo niti jednu tocku ravnine.

Neka je r = 4/p broj koji zovemo polumjerom inverzije i. Prema definiciji je |OA||OA’| =
r?. KruZznicu k(O, r) zovemo kruznicom inverzije i. Za to¢ku A na toj kruZnici je i(A) = A.
Tocka ravnine je fiksna ako i samo ako leZi na kruZnici inverzije. Inverziju i[O, r*] zovemo
i inverzija s obzirom na kruZnicu k(O, r).

Pogledajmo kako konstruirati sliku tocke pri inverziji. Neka je dana kruznica ¢ = k(O, r) 1
tocka A. Konstruirajmo tocku A” inverznu to¢ki A s obzirom na kruznicu c.

Akoje A € ¢, tada je A" = A. Pretpostavimo da je tocka A izvan kruZnice ¢ kao na slici B.1.
Neka je D diraliSte tangente iz A na ¢ 1 A’ noZiSte okomice iz D na OA . Tada iz pravokutnog
trokuta AODA zbog sli¢nosti trokuta AODA i AOA’D dobivamo |OA| - |OA’| = r?, odnosno
A’ je slika toCke A pri promatranoj inverziji.

51
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Slika B.1: Slika tocke pri inverziji

Ako je tocka A unutar kruZnice ¢, neka tada okomica u tocki A na pravac OA sijece kruZnicu
c u tocki D 1 neka tangenta na kruZnicu c u tocki D sijeCe pravac OA u tocki A’. Tada je
tocka A’ slika od totke A pri inverziji i[O, r*].

Teorem B.1.1. Neka su A i A’ te B i B’ dva para pridruZenih tocaka inverzije s sredistem
inverzije O. Tada je AA’B’B tetivni Cetverokut i vrijedi /OAB = (OB'A’ te /OBA =
LOA'B'.

Dokaz. Neka je i[O, r?] dana inverzija. Ozna¢imo sa k kruZnicu kroz to¢ke A, A’ i B.
Tvrdimo da je i B’ € k. Neka pravac OB sijece kruZznicu k u to¢ki B, # B kao na slici B.2.
Tada je zbog potencije tocke |OBJ||OB;| = |OA||OA’|, a iz definicije inverznih toCaka vrijedi
|OBJ|OB’| = r* = |OA||OA’|. Stoga je |OB;| = |OB’|, tj. By = B’. Druga tvrdnja slijedi iz
svojstva tetivnog Cetverokuta. O

U sljedeéem teoremu upoznat ¢emo se s formulom koja nam daje vezu izmedu udaljenosti
dviju tocaka i njihovih slika pri inverziji.

Teorem B.1.2. Ako su Ai A’ te Bi B’ dva para pridruZenih tocaka inverzije i[O, r*], onda
vrijedi
2
B =

- _|AB.
|OA||OB|
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Slika B.2: AA’B’B je tetivni Cetverokut

Dokaz. Prema teoremu B.1.1 vrijedi ZOAB = tOB’A’ i /OBA = OA’B’. Tada su prema
KK teoremu o sli¢nosti trokuta trokuti OAB i OB’A’ sli¢ni te vrijedi

A’B'| _|OA'| _|OA'lOAl ~ r?

IBA| ~ |0B| ~ |OB|OA| ~ |OA|lOB|

B.2 Slika kruzZnice pri inverziji

Proucit ¢emo sliku kruZnice pri inverziji i[O, *]. KruZnica inverzije k(O, r) preslika se u
samu sebe jer joj je svaka toCka fiksna za inverziju i. Svaki pravac kroz to¢ku O preslika
se sam na sebe.

Teorem B.2.1. KruZnica ortogonalna na kruZnicu inverzije preslika se sama na sebe.

Dokaz. Neka je kruZnica k ortogonalna na kruznicu inverzije c. Neka se & i ¢ sijeku u tocki
T 1 neka bilo koja sekanta od k kroz O sijeCe k u toCkama A 1 A’. Tada je OT tangenta od
k zbog ortogonalnosti k i ¢ pa slijedi |OA||OA’| = |OT|* = 7%, j. Ai A’ je par inverznih
toCaka. Dakle, iz A € k slijedi i(A) = A’ € kpajei(k) = k. O

Uoc¢imo da ako se kruZnica k sa srediStem S inverzijom preslika u kruZnicu k', onda slika
tocke S pri inverziji nije srediSte kruznice k’.
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N

Slika B.3: Slika ortogonalne kruZnice pri inverziji

Teorem B.2.2. Slika pravca p koji ne prolazi sredistem O kruZnice inverzije i[O, r*] pri toj
inverziji je kruznica koja prolazi tockom O i u toj tocki ima tangentu paralelnu s pravcem

p.
Teorem B.2.3. Slika kruZnice koja prolazi centrom O inverzije pri toj inverziji je pravac
paralelan s tangentom te kruZnice u tocki O.

Dokazi prethodna dva teorema mogu se pronaci u [1].

Teorem B.2.4. Slika kruznice k koja ne prolazi kroz srediste O inverzije i[O, r?] pri toj
inverziji je opet kruZnica k' takva da je tocka O srediste slicnosti kruznica k i k' i to vanjsko
ako je tocka O izvan kruZnice k, a unutrasnje ako je tocka O unutar kruzZnice k.

Dokaz. Neka je P bilo koja tocka kruznice k, zatim i(P) = P’ te P, drugo sjeciSte pravca
OP s kruznicom k. Tada je |OP||OP’| = r?, gdje je r* potencija inverzije i te |OP||OP,| = p,
gdje je p potencija tocke O s obzirom na kruZnicu k. Iz ove dvije jednakosti slijedi 8—2 =

% = const. pa tocka P’ opisuje skup tocaka k" homotetican skupu k tocaka P; u odnosu na

homotetiju (0, %) Zato je k' kruZnica, a tocka O je srediSte slicnosti kruznica k i k’. To je



DODATAK B. O INVERZIJI 55

srediSte vanjsko ako 1 samo ako su P’ i P; s iste strane tocke O na pravcu OP. Budu¢i da
su P i P’ s iste strane tocke O, zadnji uvjet je ekvivalentan tome da su P i P; s iste strane
od O, odnosno da je O izvan kruznice k. O

P

Slika B.4: Slika kruznice koja ne prolazi srediStem inverzije

Teorem B.2.5. Ako je k bilo koja kruZnica kroz par pridruZenih tocaka A i A’ inverzije
ilO, r*], onda je k ortogonalna na kruzZnicu inverzije ¢ = k(O, r).

Dokaz. Neka je OT tangenta iz O na k. Tada je OT? = OA - OA’ zbog potencije tocke O s
obzirom na kruZnicu k. Takoder vrijedi OA - OA’ = r? jer su A i A’ inverzne toCke. Zato je
OT =rislijedidajeT € cte T € ¢ N k. Stoga je k ortogonalna na c. O

Teorem B.2.6. Neka je kruZnica k' = k(T,R’) slika kruznice k = k(S,R) pri inverziji s
obzirom na kruznicu ¢ = k(O, r). Oznacimo udaljenosti |OS|i|OT|s d i d’, redom. Tada
vrijedi:

3 R'r? , Rr?
a) R_R,z_avz’ R _Rz_dz’
, dr?
R

Dokaz. a) Uocimo da su srediSta S, O i T kruZnica k, c i k" kolinearna. Neka pravac 70
sijeCe kruZnicu k u tockama P 1 Q kao na slici B.5. Neka su P" 1 O slike toCaka P 1 Q pri
inverziji i[O, *]. Primijetimo da su PQ i P’Q’ promjeri kruZnica k i k', redom. Dakle,

2R =|PQ|, 2R =|P'Q.
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Bududi da je inverzija involutorno preslikavanje, to¢ke P i1 Q slike su to¢aka P’ 1 Q’ pri
inverziji i[O, *] pa vrijedi
r? L, 2R'r?
2R =IPQI= o lP Q= o
|OP"|0Q| |OP'|0Q']
Neka okomica iz O na pravac OT sijeCe kruZnicu £k’ u toc¢kama K i L. Primjenom potencije
tocke O na kruznicu &’ 1 Pitagorinog poucka na pravokutni trokut ATOK dobivamo

(B.1)

|OP'||0Q’| = |OK||OL| = |OK||OK| = |OK|* = R* - d”.

Slika B.5: KruZnica k' je slika kruZnice k pri inverziji u odnosu na kruZnicu ¢

Uvrstimo 1i prethodnu jednakost u (B.1) dobivamo
R 2R'r? 3 2R'r?
- |0P'||0Q’| - R2 — g2’

Dakle, vrijedi
R’ r2

R: R/Z_d/Z'
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Inverzija involutorno preslikavanje iz ¢ega analogno slijedi
, Rr?
R = Ok
b) Buduci da pravac OS sijece kruznicu k u tockama P 1 Q, vrijedi

0S| =|SP|-[0P| =|S Q| - |OP| = |0Q| - 0S| - |OP.

Iz prethodne jednakosti slijedi

ogQ|-|0oP
os) = 1021-107
2
Analogno dobivamo
OP'| - 10Q’
or - loP1- 1001
2
Uvrstimo u prethodnu jednakost [OP’| = |0r_zp| 1|00 = %. Tada dobivamo
OP'| - |0Q’
or) - 10P1- 100/
2
2 2
_loPl_j0gl
2
r*(10Q| - |OP|)
___loPjog)
2
_ (100l - |OP|)
2|0PI0Q]
Iz prethodne jednakosti i1 (B.2) slijedi
2
|OT| = 0S|+ ———.
|OP||OQ)

Sli¢no kao u prvom dijelu dokaza pokazuje se da vrijedi

|OP||OQ| = R? — d*

57

(B.2)

(B.3)

Budu¢idasud =|0S|id" = |0OT|, uvrStavanjem prethodne jednakosti u (B.3) dobivamo

, r? dr?

|oPIl0Q] ~ R?—d*




DODATAK B. O INVERZIJI 58

Teorem B.2.7. Ako su k' i I slike krivulja k i [ pri inverziji i[O, r?] i ako je M sjeciste
krivulja k i l te M’ = i(M) odgovarajuce sjeciste krivulja k' i l', onda vrijedi /. (k',l") =
Ly(k, D), tj. inverzija ¢uva kutove parova krivulja.

Dokaz prethodnog teorema moze se pronaci u [1]. Direktna posljedica teorema B.2.7 je
sljedeci teorem.

Teorem B.2.8. Neka su kruznice ki i k, ortogonalne. Tada vrijedi:
a) Ako obje kruznice prolaze sredistem inverzije, tada su njihove slike okomiti pravci.

b) Ako kruZnica k, prolazi, a kruznica ky ne prolazi sredistem inverzije, tada je slika
kruznice k, pravac k' koji je ortogonalan na sliku kruZnice k, pri inverziji, odnosno
na kruznicu k.

c) Ako niti jedna kruznica ne prolazi sredistem inverzije, tada su njihove slike ortogo-
nalne kruZnice.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu upoznali smo se s pojmom tetivno-tangencijalnog Cetverokuta
te nekim njegovim znacajnim svojstvima i karakterizacijama. Rad je podijeljen u dva po-
glavlja. U prvom poglavlju dokazujemo svojstva tetivnih 1 tangencijalnih ¢etverokuta koja
nam sluZe za dokazivanje karakterizacija tetivno-tangencijalnog Cetverokuta.

U drugom poglavlju definiramo tetivno-tangencijalni etverokut te pokazujemo neke nje-
gove karakterizacije. Nadalje, promatramo odnos Newtonovog pravca tetivno-tangencijal-
nog Cetverokuta i Newtonovog pravca njemu kontaktnog cetverokuta, dokazujemo Fussov
teorem koji pokazuje odnos izmedu radijusa upisane i opisane kruZnice tetivno-tangencijal-
nog Cetverokuta, Ponceletovu propoziciju te Carlitzovu nejednakost. Zatim dokazujemo
Yunovu nejednakost za tetivno-tangencijalne Cetverokute.

U dodatku rada definiramo i pokazujemo osnovna svojstva potencije tocke s obzirom na
kruznicu i inverzije.



Summary

In this thesis, we were introduced to the concept of bicentric quadrilateral and some of
its significant properties and characterizations. The work is divided into two chapters. In
the first chapter, we prove the properties of cyclic and tangential quadrilaterals, which will
serve us to prove the characterizations of bicentric quadrilaterals.

In the second chapter, we define the bicentric quadrilateral and show some of its characte-
rizations. Furthermore, we observe the relationship between Newton’s line of the bicentric
quadrilateral and Newton’s line of its contact quadrilateral, we prove Fuss’s theorem that
shows the relationship between the radius of the inscribed and the radius of the circums-
cribed circle of the bicentric quadrilateral, Poncelet’s proposition and Carlitz’s inequality.
Then we prove Yun’s inequality for bicentric quadrilaterals.

In the appendix of this thesis, we define and show the basic properties of the power of a
point with respect to the circle and inversion.
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