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1 UVOD

1 Uvod

1.1 Uvodni komentar

Cilj ovog rada je dokazati John Ballov teorem o egzistenciji ravnoteºnog rje²enja za hiperelasti£no
tijelo £ija je gusto¢a unutarnje energije opisana polikonveksnom funkcijom koji ¢emo dokazati na
kraju rada. Teorem je prvi dokazao John Ball u svome radu [6] iz 1977. godine.

Problemi pronalska minimizatora funkcionala intenzivno se istraºuju jo² od vremena Leonharda
Eulera (1707.-1783.) i Joseph-Louisa Lagrangea (1736.-1813.) koji su dali prvi zna£ajniji rezultat
o egzistenciji stacionarnih to£aka funkcionala, poznatiji kao Euler-Lagrangeove jednadºbe. Vaºniji
rezultati o egzistenciji minimizatora £ekali su razvoj funkcionalne analize s obzirom kako je prostor
u kojem se traºe minimizatori beskona£nodimenzionalan.

Radom Stefana Banacha (1892.-1945.) dolazi do zna£ajnijih pomaka u funkcionalnoj analizi.
David Hilbert (1862.-1943.) predlaºe metodu pronalska minimizatora kori²tenjem minimiziraju¢eg
niza koji ¢e konvergirati prema minimizatoru, no u to vrijeme jo² uvijek nisu rije²eni svi tehni£ki
problemi iz funkcionalne analize. Prvi fundamentalni teorem iz funkcionalne analize koji se koristi
u dokazu John Ballovog teorema je Banach-Saks-Mazurov teorem koji je dokazan 1930. godine
(Stefan Banach i Stanislaw Saks), odnosno neovisno 1933. (Stanislaw Mazur). Idu¢i veliki teorem
funkcionalne analize kojeg je John Ball iskoristio je Banach-Eberlein-�mulianov teorem £iji jedan
smjer dokazuje Vitold Lvovitsch �mulian (1914.-1944.) 1940. godine, dok obrat dokazuje William
Frederick Eberlein (1917.-1986.) tek 1947. godine.

Razvijanjem teorije u drugoj polovici 20. stolje¢a do²lo je do zna£ajnijih pomaka u rje²avanju
problema egzistencije minimizatora, no razvojem teorije elasti£nosti, tj. modeliranjem hiperelasti£-
nih tijela, do²lo se do pretpostavki na model hiperelasti£nog tijela na koji se nisu mogli iskoristiti
ranije dobiveni rezultati. Problem je rije²io John Ball uvo�enjem pojma polikonveksnosti, slabije
pretpostavke od konveksnosti. U radu ¢emo razraditi sve detalje potrebne za dokazivanje teorema
kroz pet cjelina, kako slijedi.

Poslije uvoda, tj. u drugom dijelu, radimo poglavlja iz funkcionalne analize s naglaskom na
Banach-Saks-Mazurov teorem i Banach-Eberlein-�mulianov teorem. Banach-Saks-Mazurov teorem
govori o konstrukciji jako konvergentnog niza iz slabo konvergentnog niza te o povezanosti jako
zatvorenih konveksnih skupova sa slabo konvergentnim nizovima unutar takvih skupova. Banach-
Eberlein-�mulianov teorem analogon je teorema o egzistenciji konvergentnog podniza ome�enog
niza. Kako bi se dokazao Banach-Eberlein-�mulianov teorem, napravit ¢emo kratki pregled teorije
baza i baznih nizova u Banachovim prostorima. Osim navedenog, dokazat ¢e se geometrijske forme
Hahn-Banachovog teorema koje ¢e se koristiti na nekoliko mjesta u nastavku rada.

U tre¢em dijelu razvit ¢emo teoriju Soboljevljevih prostora na kojima ¢emo raditi do kraja rada.
Iznijet ¢emo osnovna svojstva Soboljevljevih prostora koja ¢e nam trebati u nastavku, dokazat
¢emo potpunost, separabilnost i re�eksivnost odre�enih Soboljevljevih prostora, de�nirati norme
na istima te iskazati Rellich-Kondrachov teorem o kompaktnim ulaganjima Soboljevljevih prostora.
Kako bi se motivirala de�nicija Soboljevljevih prostora, poglavlje kre¢e s osnovnim razmatranjem
slabih derivacija.
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1.2 Notacija 1 UVOD

�etvrti dio nastavak je diferencijalnog ra£una s kona£nodimenzionalnih prostora na op¢enite
normirane prostore. Uvodi se pojam diferencijabilnosti te dokazuju sva (o£ekivana) osnovna svoj-
stva diferencijala na normiranim prostorima. Iskazuje se i dokazuje Piolin identitet koji je najvaºniji
rezultat ovog poglavlja i koji ¢e se na vi²e mjesta koristiti u nastavku. Naposljetku, navedeni su
analogoni teorema srednje vrijednosti te teorema o diferencijabilnosti limesa diferencijabilnih funk-
cija. Iskazan je teorem o implicitnom preslikavanju te su navedeni neki osnovni primjeri gdje se
navedeni teoremi koriste.

Peto poglavlje motivacija je za de�nicije u posljednjem dijelu. De�nirana su preslikavanja od
interesa, zajedno sa svojstvima koja od njih o£ekujemo te je obrazloºeno za²to promatramo upravo
takva preslikavanja.

U ²estom, tj. posljednjem poglavlju razvit ¢emo teoriju s kojom se dokazuje egzistencija raznih
minimizatora na prostorima funkcija koji su de�nirani u tre¢em i petom poglavlju. Kako bi olak-
²ali analizu, detaljnije su obra�ene konveksne funkcije i pripadna svojstva istih. Uveden je pojam
epigrafa funkcije, s £ijom zatvorenosti je uspostavljena veza s odre�enim vrstama neprekidnosti
funkcija. Isto tako, de�niramo razne vrste neprekidnosti funkcija. Prije samog iskaza John Ballovog
teorema, dokazuju se osnovna svojstva preslikavanja vezanih za kofaktor matrica i determinantu te
se na kraju navodi i dokazuje John Ballov teorem koji daje egzistenciju minimizatora, tj. ravnoteº-
nog rje²enja hiperelasti£nog tijela.

U dodatcima navedeni su rezultati koji se smatraju poznati otprije te koji su u nekom obliku
iskazani ili dokazani tijekom studija na PMF MO u Zagrebu. Za sve rezultate koji nisu dokazani,
navedena je literatura gdje se mogu prona¢i dokazi, a isti su izostavljeni jer zahtijevaju razvijanje
teorije koja bi napravila zna£ajniji odmak od teme ovog rada.

1.2 Notacija

Sljede¢u notaciju koristimo u nastavku. Nalazimo se u topolo²kom prostoru X.

1. Kugla sa sredi²tem x i radijusa r > 0 u normiranom, tj. metri£kom prostoru

K(x, r) := {y ∈ X : ∥x− y∥ < r} = {y ∈ X : d(x, y) < r}.

2. Za funkciju f : X → Y sliku skupa A ⊆ X ozna£avat ¢emo uglatim zagradama, tj.

f [A] := {f(a) : a ∈ A}.

Nadalje, za B ⊆ Y ozna£avamo prasliku kao f←[B].

3. Za vektorski prostorX ozna£avamo pripadni prostor linearnih funkcionala kaoX∗, dok prostor
ograni£enih linearnih funkcionala ozna£avamo s X ′.

4. Za vektorske prostore X i Y ozna£avamo prostor linearnih funkcionala A : X → Y kao
L(X,Y ). Prostor ograni£enih linearnih funkcionala izme�u prostora X i Y ozna£avamo s
B(X,Y ), odnosno u slu£aju X = Y s B(X).
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1.3 Uvodne de�nicije i rezultati 1 UVOD

5. Multiindeks je n-torka α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn0 za koju de�niramo |α| = α1 + · · · + αn i
∂αf = ∂α1

1 · · · ∂αn
n f .

6. Ukoliko ne ºelimo odrediti nad kojim poljem promatramo prostor X, tada ¢emo to polje
jednostavno ozna£iti s F.

7. Mm×n ozna£ava skup svih realnih m× n matrica.

8. Ukoliko kaºemo da je A gust u B, tada zapravo mislimo kako je A ∩B gust u B.

9. Rub skupa A ozna£avamo s ∂A, a zatvara£ skupa A s A.

10. De�nirajmo R≥ := {x ∈ R : x ≥ 0} i R> := {x ∈ R : x > 0}.

11. U oznakama Rn, Rm, RN ili RM podrazumijeva se n,m,N,M ∈ N.

12. Mjere na prostoru X ozna£avamo s µ ili λ.

13. Ukoliko iz konteksta nije jasno na kojem prostoru se promatra norma, funkciju norme na
normiranom prostoru X ozna£it ¢emo s ∥ · ∥X .

1.3 Uvodne de�nicije i rezultati

De�nirajmo osnovne pojmove koji ¢e se £esto koristiti u nastavku i £ije je poznavanje bitno za
razumijevanje daljnjeg teksta. To je ujedno i razlog zbog kojeg ovaj odjeljak nije u Dodatku.

Za neki skup U de�niramo familiju kompaktnih skupova

K(U) := {K ⊆ U : K kompaktan}.

Esencijalni supremum ozna£ava supremum za g.s. element iz skupa, tj.

ess supx∈U |f(x)| = inf{M : |f(x)| ≤M za g.s. x ∈ U}.

De�nicija 1.1. Za p ∈ [1,∞⟩ i U ⊆ X de�niramo Lp prostore

Lp(U) := {[f ] | f : U → R izmjeriva,
∫
U
|f |pdλ <∞},

Lploc(U) := {[f ] | f : U → R izmjeriva,
∫
K
|f |pdλ <∞, ∀K ∈ K(U)},

L∞(U) := {[f ] | f : U → R izmjeriva, ess supx∈U |f(x)| <∞},
L∞loc(U) := {[f ] | f : U → R izmjeriva, ess supx∈K |f(x)| <∞, ∀K ∈ K(U)}

gdje je [f ] klasa ekvivalencija funkcija koje su g.s. jednake funkciji f . Dalje ¢emo poistovijetiti klasu
funkcija [f ] sa samom funkcijom f .

Na Lp(U), p ∈ [1,∞⟩, de�niramo normu kao:

∥f∥p = ∥f∥Lp :=

(∫
U
|f |pdλ

) 1
p

.
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1.3 Uvodne de�nicije i rezultati 1 UVOD

Na L∞(U) prostoru de�niramo normu kao:

∥f∥∞ = ∥f∥L∞ = inf
{
M : ess supx∈U |f(x)| ≤M

}
.

Osnovna svojstva Lp prostora dana su u sljede¢im teoremima.

Teorem 1.1. Neka je U ⊆ Rn, U otvoren. Prostori (Lp(U), ∥ · ∥Lp(U)) Banachovi su za svaki
p ∈ [1,∞].

Dokaz se moºe prona¢i u [9, str. 135, Teorem 3.4-1].

Teorem 1.2. Neka je U ⊆ Rn, U otvoren. Prostori (Lp(U), ∥ · ∥Lp(U)) separabilni su za svaki
p ∈ [1,∞⟩. Prostor L∞(U) nije separabilan.

Dokaz se moºe prona¢i u [9, str. 65, Teorem 2.5-4].

Teorem 1.3 (Hölder). Neka su f ∈ Lp(U) i g ∈ Lq(U) gdje je 1
p +

1
q = 1. Tada je fg ∈ L1(U) i

vrijedi
∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Dokaz se moºe prona¢i u [20, str. 48, Propozicija 7.10].

De�nicija 1.2. Neka je U ⊆ Rn otvoren skup. Rub skupa U je Lipschitz neprekidan ako postoje
konstante α > 0, L > 0, s ∈ N te funkcije

fr : ωr → R, ωr := {z ∈ Rn−1 : |z| < α}, 1 ≤ r ≤ s

tako da vrijedi

∂U =
s⋃
r=1

{(z′r, zr) : z′r ∈ ωr, zr = fr(z
′
r)}

uz uvjet
|fr(z′r)− fr(y

′
r)| ≤ L|z′r − y′r|, ∀z′r, y′r ∈ ωr, 1 ≤ r ≤ s.

Posljednji uvjet govori kako su funkcije fr Lipschitz neprekidne. Otvoreni skupovi s Lipschitz
neprekidnim rubom su upravo oni skupovi £ije rubove moºemo dobiti kao slike kona£no funkcija
koje su Lipschitz neprekidne.

De�nicija 1.3. Podskup U ⊆ Rn domena je ako je ome�en, povezan i otvoren skup s Lipschitz
neprekidnim rubom.

Prisjetimo se de�nicije kompaktnosti u op¢enitim topolo²kim prostorima te normiranim prosto-
rima.

De�nicija 1.4. 1. Neka je (X, T ) topolo²ki prostor i K ⊆ X. Podskup K kompaktan je skup ako
za svaki otvoreni pokriva£ U ⊆ T , U ̸= ∅ podskupa K postoji n ∈ N i skupovi U1, · · · , Un ∈ U
takvi da vrijedi

K ⊆
n⋃
i=1

Ui.
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1.3 Uvodne de�nicije i rezultati 1 UVOD

2. Neka je X normiran prostor i K ⊆ X. Podskup K kompaktan je skup ako svaki niz u K ima
konvergentan podniz £iji limes je u K.

Moºe se pokazati da de�nicija kompaktnosti u topolo²kim prostorima povla£i de�niciju kom-
paktnosti u normiranim prostorima (gdje se promatra topologija inducirana normom).

U kona£nodimenzionalnim prostorima, kompaktnost je ekvivalentna sa zatvorenosti i ome�e-
nosti skupa (Heine-Borelov teorem). U beskona£nodimenzionalnim prostorima vrijedi samo jedna
implikacija.

Propozicija 1.1. Kompaktan skup u normiranom prostoru je ome�en i zatvoren.

Kompaktan skup u op¢enitom topolo²kom prostoru ne mora biti zatvoren. Neka je X neki skup
s barem dva elementa i promotrimo topolo²ki prostor (X, {∅, X}). Neka je K ⊆ X t.d. je K ̸= ∅ i
K ̸= X. Tada je K o£ito kompaktan (jer je topologija kona£na), ali skup K nije zatvoren jer X \K
nije u {∅, X}. Op²irnija rasprava dana je u [14,Poglavlje 8].

Budu¢i da ¢e se na vi²e mjesta koristiti u nastavku, navodimo i sljede¢i teorem.

Teorem 1.4 (generalizirana Fatouova lema). Neka je (fn)n∈N niz izmjerivih funkcija fn : X →
R za koje postoji integrabilna funkcija g : X → R takva da je fn ≥ −g za svaki n ∈ N, tada vrijedi∫

lim inf
n

fndµ ≤ lim inf
n

∫
fndµ.

Dokaz. Primijenimo Fatouovu lemu na niz funkcija (fn + g)n za koju vrijedi fn + g ≥ 0.
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2 FUNKCIONALNA ANALIZA

2 Funkcionalna analiza

U ovome poglavlju izloºit ¢emo kratki pregled pojmova i teorema funkcionalne analize koji ¢e se u
bitnome koristiti u nastavku.

2.1 Slaba konvergencija

U op¢enitim topolo²kim prostorima pojam konvergencije de�nira se na sljede¢i na£in.

De�nicija 2.1. Neka je (X, τ) topolo²ki prostor, (xn)n ⊆ X niz i x ∈ X. Kaºemo da niz (xn)n
konvergira prema to£ki x ako

(∀U ∈ τ, x ∈ U)(∃nU ∈ N)(n > nU ⇒ xn ∈ U).

Konvergenciju niza ozna£avamo s xn → x ili limn xn = x. To£ku x nazivamo i limes niza (xn)n.

Dakle, konvergencija niza uvelike ovisi o tome kako je de�nirana topologija prostora pa isti
vektorski prostor s razli£itim topologijama moºe imati razli£ite konvergentne nizove i razli£ite limese
istih konvergentnih nizova.

Primjer 2.1. Neka je X skup koji sadrºi barem jedan element, (X, {∅, X}) topolo²ki prostor s
indiskretnom topologijom, tj. s najmanjom mogu¢om topologijom na skupu X. Tada je svaki niz u
tom topolo²kom prostoru konvergentan i konvergira prema svakoj drugoj to£ki tog prostora.

Pretpostavimo sada da skup X ima dodatnu strukturu, tj. da je normiran vektorski prostor.
Tada je dobro de�nirana operacija oduzimanja to£aka i postoji funkcija norme pa vidimo da je
gornja de�nicija konvergencije ekvivalentna sljede¢em:

(∃x ∈ X)(∀ε > 0)(∃nε ∈ N)(n > nε ⇒ ∥xn − x∥ < ε).

Topologiju induciranu normom na normiranom prostoru X nazivamo jakom topologijom.

De�nicija 2.2. Potpun normiran prostor nazivamo Banachov prostor. Potpun unitaran prostor,
tj. potpun prostor sa skalarnim produktom, nazivamo Hilbertov prostor.

Uzmimo sada beskona£nodimenzionalni separabilni Hilbertov prostorX i njegovu ortonormiranu
bazu (en)n (ONB u takvom prostoru postoji, dokaz se moºe prona¢i u [4, str. 35]). Tada je (en)n ⊆
S(0, 1), ali taj niz nema konvergentan podniz jer je ∥en − em∥ =

√
2, za svaki n,m ∈ N, tj. postoje

ograni£eni nizovi koji nemaju konvergentan podniz. To je svojstvo koje smo izgubili s obzirom na
kona£nodimenzionalne prostore.

Gornja razmatranja motiviraju nas na de�niciju nekih drugih topologija na beskona£nodimen-
zionalnim prostorima.

De�nicija 2.3. Linearan funkcional f : X → R ograni£en je ako postoji konstanta a > 0 t.d.
vrijedi

|f(x)| ≤ a∥x∥X , ∀x ∈ X.

Skup ograni£enih linearnih funkcionala na X ozna£avamo s X ′.

De�nicija 2.4. Slaba topologija na normiranom prostoru X najmanja je topologija u kojoj su svi
ograni£eni funkcionali neprekidni. Ozna£avamo je sa σ(X,X ′). Niz (xn)n konvergira slabo prema x
ako konvergira u slaboj topologiji prema x. U oznaci xm

w→ x ili (w)xn → x ili xn ⇀ x.
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2.2 Geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

Po Teoremu A.1 znamo kako je ograni£enost linearnog operatora ekvivalentna neprekidnosti
linearnog operatora u jakoj topologiji (tj. onoj induciranoj normom). Zaklju£ujemo kako je slaba
topologija slabija od topologije inducirane normom na tom prostoru. Lako se vidi da uvjet slabe
konvergencije niza moºemo zapisati i na sljede¢i na£in: (xn)n konvergira slabo prema x ako i samo
ako

(∀f ∈ X ′)(f(xn) → f(x)).

Jedan je smjer zbog neprekidnosti ograni£enih linearnih funkcionala u slaboj topologiji trivijalan,
drugi smjer dobije se raspisom uvjeta konvergencije preko baza okolina (op²irnija rasprava dana
je u [4,Poglavlje 5.]). Sada lako slijedi da je limes slabo konvergentnog niza jedinstven i da jaka
konvergencija (tj. u normi) povla£i slabu konvergenciju. Slaba konvergencija ima svojstvo da svaki
ograni£en niz u re�eksivnom prostoru ima slabo konvergentan podniz ²to ¢emo kasnije i pokazati.

Napomena 2.1. Jednu bazu slabe topologije na normiranom prostoru X £ine skupovi oblika

B(x0, f1, . . . , fn, ε) := {x ∈ X : |fi(x− x0)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}

za svaki x0 ∈ X, svaki ε > 0, svaki n ∈ N te za sve f1, . . . , fn ∈ X ′.

Moºe se pokazati kako se slaba i jaka topologija podudaraju samo u kona£nodimenzionalnim
prostorima ([4, str. 84]). Kod beskona£nodimenzionalnih prostora razlika jake i slabe topologije
vidi se ve¢ kod otvorenih okolina nule gdje otvorene okoline nule u slaboj topologiji sadrºe cijele
potprostore dok to kod jake topologije o£ito ne mora biti slu£aj.

De�nicija 2.5. Slaba zvijezda topologija (u oznaci w∗ ili slaba∗) je slaba topologija na X ′ inducirana
svim funkcionalima x̂ : X ′ → F de�niranim s x̂(f) := f(x) za svaki x ∈ X.

Niz funkcionala (fn)n ⊆ X ′ konvergira prema f ∈ X ′ u slaboj∗ topologiji ako vrijedi

fn(x) → f(x), ∀x ∈ X.

Slabu∗ konvergenciju ozna£avamo s fn
w∗→ f .

2.2 Geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema

Za po£etak, prisjetimo se Hahn-Banachovog teorema.

Teorem 2.1 (Hahn-Banachov teorem za realne vektorske prostore). Neka je X realan
vektorski prostor te p : X → R funkcija koja zadovoljava sljede¢a svojstva:

1. p(αx) = αp(x), ∀α > 0, ∀x ∈ X;

2. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ X.

Neka je Y ≤ X potprostor te l0 : Y → R linearni funkcional koji zadovoljava l0(y) ≤ p(y) za svaki
y ∈ Y . Tada postoji linearni funkcional l : X → R za koji vrijedi

l(y) = l0(y) (∀y ∈ Y ), l(x) ≤ p(x) (∀x ∈ X).
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2.2 Geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

Funkcija p : X → R koja zadovoljava uvjete 1. i 2. iz prethodnog teorema naziva se sublinearni
funkcional. Sublinearni funkcionali op¢enitiji su pojam od norme i polunorme s obzirom kako
uvjet 1. vrijedi samo za strogo pozitivne skalare. Primjer jednog sublinearnog funkcionala koji nije
polunorma ¢emo dati kasnije.

Napomena 2.2. Uo£imo kako prethodni teorem daje samo egzistenciju linearnog funkcionala koji
ne mora biti ograni£en, za razliku od sljede¢eg teorema.

Teorem 2.2 (Hahn-Banachov teorem za normirane prostore). Neka je X normiran prostor,
Y ≤ X potprostor i f0 ∈ Y ′. Tada postoji f ∈ X ′ takav da vrijedi

f(x) = f0(x) za ∀x ∈ Y te ∥f∥X′ = ∥f0∥Y ′ .

Dokaz prethodna dva teorema moºe se prona¢i u [9, str. 261-264] ili u [4, str. 64-66]. U nastavku
¢e nam trebati geometrijske forme gornjeg teorema.

Teorem 2.3 (Prva geometrijska forma Hahn-Banachovog teorema). Neka je X realni normirani
vektorski prostor, A,B ⊆ X, A ̸= ∅, B ̸= ∅ te A ∩B = ∅. Nadalje, neka je

1. A konveksan i otvoren;

2. B konveksan.

Tada postoje l ∈ X ′ \ {0} i γ ∈ R t.d. vrijedi

l(x) ≤ γ ≤ l(y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Interpretacija 2.1. Teorem daje dva neovisna uvjeta. Prvi kaºe kako djelovanjem funkcionala l
na A dobivamo samo vrijednosti manje od γ ∈ R, dok drugi tvrdi da djelovanjem funkcionala l na
B dobivamo samo vrijednosti ve¢e od γ. Zapravo smo podijelili prostor X na dva dijela sa skupom
l←[{γ}], od kojih jedan sadrºi skup A, dok drugi sadrºi skup B.

Dokaz. Uzmimo skup C ⊆ X koji je neprazan, konveksan, otvoren i 0 ∈ C. De�nirajmo funkciju

p : X → [0,∞⟩, p(x) := inf
{
b > 0 :

x

b
∈ C

}
. (1)

1. Postoji M > 0 t.d. vrijedi 0 ≤ p(x) ≤M∥x∥ za svaki x ∈ X.
C je otvoren i 0 ∈ C pa postoji r > 0 t.d. je K(0, r) ⊆ C. Za proizvoljni x ∈ X i b > ∥x∥

r
vrijedi xb ∈ K(0, r) pa je i xb ∈ C. Zato imamo

p(x) = inf
{
b > 0 :

x

b
∈ C

}
≤ inf

{
b >

∥x∥
r

}
=

1

r
inf{b > ∥x∥} =

1

r
∥x∥,

odakle slijedi tvrdnja za M := 1
r .

2. Vrijedi C = {x ∈ X : p(x) < 1}.
Naime, C je otvoren pa za proizvoljni x ∈ C postoji δ > 0 t.d. je (1 + δ)x = x

1
1+δ

=: xb ∈ C,

zato je

p(x) = inf
{
b > 0 :

x

b
∈ C

}
≤ 1

1 + δ
< 1.

Za obrat, neka je x ∈ X t.d. je p(x) < 1. Tada postoji 0 < b < 1 t.d. je x
b ∈ C, a jer je C

konveksan te sadrºi ishodi²te to je
(
bxb + (1− b)0

)
∈ C tj. x ∈ C.
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2.2 Geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

3. Za svaki a > 0 i svaki x ∈ X vrijedi p(ax) = ap(x).
Neka je a > 0 i x ∈ X. Imamo

p(ax) = inf
{
d > 0 :

ax

d
∈ C

}
= inf

{
ab > 0 :

ax

ab
=
x

b
∈ C

}
= ap(x).

4. Vrijedi p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) za sve x, y ∈ X.
Uzmimo x, y ∈ X i ε > 0. Po prethodnim svojstvima vrijedi

p

(
x

p(x) + ε

)
=

p(x)

p(x) + ε
< 1 ⇒ x

p(x) + ε
∈ C.

Analogno, imamo i y
p(y)+ε ∈ C. Jer je C konveksan, to za svaki µ ∈ ⟨0, 1⟩ vrijedi

µ
x

p(x) + ε
+ (1− µ)

y

p(y) + ε
∈ C.

Ako uzmemo µ := p(x)+ε
p(x)+p(y)+ε < 1 dobivamo

1

p(x) + p(y) + ε
(x+ y) ∈ C. (2)

Ako primjenimo funkciju p na izraz (2), imamo

1

p(x) + p(y) + 2ε
p(x+ y) < 1

tj.
p(x+ y) < p(x) + p(y) + 2ε.

Pustimo li ε→ 0, slijedi tvrdnja.

Pretpostavimo sada kako je C ⊆ X nepraznan, konveksan i otvoren skup te neka je y0 ∈ X \ C.
Pokaºimo kako postoji l ∈ X ′ t.d.

l(x) < l(y0), ∀x ∈ C.

Prvo pretpostavimo kako je 0 ∈ C te neka je p : X → [0,∞⟩ funkcija de�nirana kao u (1). De�ni-
rajmo Y := [y0], tj. kao linearnu ljusku vektora y0. Potprostor Y dobro je de�niran s obzirom kako
je y0 /∈ C, a 0 ∈ C. Nadalje, de�nirajmo funkcional l0 : Y → R kao l0(αy0) := α, za svaki α ∈ R.
Jer yo /∈ C, to je p(y0) ≥ 1 pa vrijedi

l0(αy0) = α ≤ αp(y0) = p(αy0), ∀α ≥ 0,

odnosno
l0(αy0) = α ≤ 0 ≤ p(αy0), ∀α < 0

tj. imamo
l0(y) ≤ p(y), ∀y ∈ Y.

Po Hahn-Banachovu teoremu 2.1 slijedi kako postoji linearni funkcional l : X → R t.d. vrijedi
l(y0) = l0(y0) = 1 i l(x) ≤ p(x) za svaki x ∈ X. Iz nejednakosti p(x) ≤M∥x∥ imamo

l(x) ≤ p(x) ≤M∥x∥,
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2.2 Geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

−l(x) = l(−x) ≤ p(−x) ≤M∥x∥

odakle slijedi |l(x)| ≤M∥x∥ pa je l ∈ X ′. Vrijedi p(x) < 1 pa za svaki x ∈ C slijedi

l(x) ≤ p(x) < 1 = l0(y0)

²to smo i trebali pokazati. O£ito je l ̸= 0.
Pretpostavimo sada kako 0 /∈ C. Odaberimo proizvoljnu to£ku x0 ∈ C i de�nirajmo

D := {x− x0 : x ∈ C}, z0 := y0 − x0.

O£ito je 0 ∈ D i z0 /∈ D. Naime, kada bi bilo z0 ∈ D, tada je z0+x0 = y0 ∈ C ²to nije po pretpostavci
y0 /∈ C. Po prethodno dokazanome slijedi kako postoji l ∈ X ′ t.d. l(x − x0) < l(y0 − x0) za sve
(x− x0) ∈ D odakle iz linearnosti funkcionala l slijedi l(x) < l(y0) za svaki x ∈ C.
De�nirajmo skup

C :=
⋃
y∈B

{(x− y) ∈ X : x ∈ A}.

Skup C otvoren je jer je unija otvorenih skupova. Tako�er, skup C je konveksan. Uzmimo x1, x2 ∈ A
i y1, y2 ∈ B. Kako su A i B konveksni imamo

(µx1 + (1− µ)x2) ∈ A, (µy1 + (1− µ)y2) ∈ B, ∀µ ∈ ⟨0, 1⟩.

De�nirajmo z1 := x1 − y1 ∈ C i z2 = x2 − y2 ∈ C, tada je

µz1 + (1− µ)z2 = (µx1 + (1− µ)x2)− (µy1 + (1− µ)y2) ∈ C

tj. skup C je konveksan (jer sve elemente skupa C moºemo prikazati kao razliku elementa iz A i
eleemnta iz B). Vrijedi A ∩ B = ∅ pa 0 /∈ C. Po prije dokazanom slijedi kako postoji l ∈ X ′ \ {0}
t.d. l(z) < l(0) = 0 (ovdje je y0 = 0 /∈ C) za svaki z ∈ C, odnosno l(x − y) < 0 za svaki x ∈ A i
svaki y ∈ B. Zato moºemo odabrati γ ∈ R t.d. vrijedi

l(x) ≤ γ ≤ inf
y∈B

l(y), ∀x ∈ A.

Funkcija p : X → [0,∞⟩ iz dokaza prethodnog teorema naziva se Minkowskijev funkcional i to
je primjer jednog sublinearnog funkcionala.

Teorem 2.4 (Druga geometrijska forma Hahn-Banachovog teorema). Neka je X realni normirani
vektorski prostor, A,K ⊆ X, A ̸= ∅, K ̸= ∅ te A ∩K = ∅. Nadalje, neka je

1. A konveksan i zatvoren;

2. K konveksan i kompaktan.

Tada postoji l ∈ X ′, γ ∈ R i δ > 0 t.d. vrijedi

l(x) ≤ γ − δ ≤ γ + δ ≤ l(y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ K.

Interpretacija 2.2. Za razliku od prve geometrijske forme, ovdje smo dodatno razdijelili skupove
l[A] i l[K] za neki broj strogo ve¢i od nule, tj. najmanje za 2δ.
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2.3 Banach-Saks-Mazurov teorem 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

Dokaz. Fiksirajmo r > 0 i de�nirajmo skupove

A(r) :=
⋃
x∈A

K(x, r), K(r) :=
⋃
y∈K

K(y, r).

Skupovi A(r) i K(r) su neprazni, konveksni i otvoreni. Pokaºimo kako postoji r0 > 0 t.d. za svaki
r ≤ r0 vrijedi A(r) ∩K(r) = ∅. Pretpostavimo suprotno, tada moºemo odabrati nizove (xn)n ⊆ A
i (yn)n ⊆ K t.d. vrijedi

xn + vn = yn + wn, ∀n ∈ N,

gdje su (vn)n i (wn)n nizovi t.d. limn vn = 0 i limnwn = 0. Naime, moºemo promatrati r := 1
n

te izabrati neku to£ku z ∈ A
(
1
n

)
∩ K

(
1
n

)
. Tada o£ito kugla K(z, 2n) sije£e i A i K pa za xn

uzmemo proizvoljnu to£ku iz K
(
z, 2n

)
∩ A, dok za yn uzmemo neku to£ku iz K

(
z, 2n

)
∩K, tada je

∥vn∥, ∥wn∥ < 2
n ²to nam i treba.

Kako je K kompaktan, tada postoji podniz (yσ(n))n koji je konvergentan u K. Vrijedi vσ(n) → 0
i wσ(n) → 0 pa i (xσ(n))n konvergira u X, a kako je A zatvoren, onda je limn xσ(n) ∈ A. Iz toga
slijedi limn xσ(n) = limn yσ(n) ∈ A ∩K, ²to je kontradikcija. Zato postoji r0 s gornjim svojstvom.

Za skupove A(r0) i K(r0) po prvoj geometrijskoj formi Hahn-Banachovog teorema 2.3 postoji
l ∈ X ′ \ {0} i γ ∈ R t.d. za svaki x′ ∈ A(r0) i svaki y′ ∈ K(r0) vrijedi

l(x′) ≤ γ ≤ l(y′),

odnosno
l(x+ v) ≤ γ ≤ l(y + w), ∀v, w ∈ X takve da je ∥v∥, ∥w∥ ≤ r0.

Posebno, moºemo promatrati samo v, w ∈ X t.d. je ∥v∥, ∥w∥ = r0 pa iz gornjeg slijedi

l(x) + sup
∥v∥=r0

l(v) ≤ γ ≤ l(y) + inf
∥w∥=r0

l(w).

Uo£imo jo² kako je sup∥v∥=r0 l(v) = r0∥l∥ te je inf∥w∥=r0 l(w) = − sup∥w∥=r0 l(w) = −r0∥l∥ prema
teoremu A.2. Ako de�niramo δ := r0∥l∥ (δ > 0, jer je l ̸= 0) slijedi tvrdnja.

Napomena 2.3. Za razliku od prve geometrijske forme Hahn-Banachovog teorema, u drugoj ge-
ometrijskoj formi su oba promatrana skupa zatvorena.

2.3 Banach-Saks-Mazurov teorem

Kako bi skratili zapis u dokazu sljede¢eg teorema, uvodimo de�niciju konveksne ljuske.

De�nicija 2.6. Neka je A ⊆ X neki skup. De�niramo

CoA :=
⋂

A⊆K, K konveksan

K.

Skup CoA nazivamo konveksna ljuska od A.

Jasno je kako je konveksna ljuska ujedno i konveksan skup, tj. najmanji konveksan skup koji
sadrºi promatrani skup.

Teorem 2.5 (Banach-Saks-Mazur). Neka je X realan normiran vektorski prostor, (xk)k ⊆ X i
x ∈ X takav da xk

w→ x.
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2.3 Banach-Saks-Mazurov teorem 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

1. Za svaki n ∈ N postoje λn1 , λ
n
2 . . . , λ

n
n ∈ R≥0 t.d.

∑n
k=1 λ

n
k = 1 i

yn :=

n∑
k=1

λnkxk, yn
n→∞−→ x.

2. Ako je C ⊆ X neprazan, jako zatvoren, konveksan i takav da je (xk)k ⊆ C, onda je i x ∈ C.

3. Za svaki n ∈ N postoje m(n) ∈ N0, µ
n
k ∈ R≥0 gdje je n ≤ k ≤ n +m(n) i

∑n+m(n)
k=n µnk = 1

takvi da

zn :=

n+m(n)∑
k=n

µnkxk, zn
n→∞−→ x.

Interpretacija 2.3. 1. Tvrdnja kaºe kako za svaki slabo konvergentan niz moºemo konstruirati
jako konvergentan niz koji ¢e konvergirati prema istom limesu, a da pritom n-ti £lan jako
konvergentnog niza ovisi samo o prvih n £lanova slabo konvergentnog niza.

2. Otprije je poznato kako jako zatvoren skup sadrºi sve limese jako konvergentnih nizova. Ova
tvrdnja kaºe kako imamo isti slu£aj i kod slabo konvergentnih nizova uz dodatnu pretpostavku
na konveksnost skupa. Dodatno, moºe se pokazati kako su takvi skupovi i slabo zatvoreni.

3. Konstruiramo jako konvergentan niz kojemu n-ti £lan ne ovisi ni o jednom od prvih n £lanova
niza.

Dokaz. De�nirajmo niz konveksnih skupova An := Co(∪nk=1{xk}) i A := ∪n∈NAn. Uzmimo x, y ∈
A. Tada je x ∈ An i y ∈ Am za neke m,n ∈ N. Neka je bez smanjenja op¢enitosti n < m. Tada je
An ⊆ Am pa iz konveksnosti od Am slijedi [x, y] ∈ Am ⊆ A. Dakle, A je konveksan.

De�nirajmo ρn = infw∈An ∥x − w∥ i pokaºimo da je limn ρn = 0 (primijetimo da je x element
prema kojem niz (xn)n slabo konvergira). Kako je (An)n rastu¢i niz, to je (ρn)n padaju¢i niz.
Pretpostavimo suprotno, tj. da je limn ρn = ρ > 0 (niz (ρn)n je padaju¢i i ome�en odozdo pa zato
limes u svakom slu£aju postoji), tj. K(x, ρ) ∩ A = ∅. Iz prve geometrijske forme Hahn-Banachova
teorema 2.3 (primijenjene na skupove A i K(x, ρ)) slijedi kako postoji l ∈ X ′ i γ ∈ R t.d.

l(x+ ρv) = l(x) + ρl(v) ≤ γ ≤ l(w), ∀v ∈ K(0, 1), ∀w ∈ A.

Zajedno s Teoremom A.2, imamo

l(x) + ρ∥l∥ = l(x) + ρ sup
∥v∥≤1

l(v) ≤ l(w), ∀w ∈ A.

Ako odaberemo w = xn, tada imamo

l(x) + ρ∥l∥︸︷︷︸
>0

= l(xn), ∀n ∈ N

²to je kontradikcija jer l(xn) → l(x) po de�niciji slabe topologije. Dakle, infw∈An ∥x−w∥ → 0 kada
n → ∞ pa za svaki n ∈ N postoji yn ∈ An takvi da ∥x − yn∥ → 0 (kako su An kompaktni, onda
se in�mum postiºe u skupu). Budu¢i da je yn ∈ An, a An je konveksna ljuska od {x1, . . . , xn},
vrijedi yn oblika yn :=

∑n
k=1 λ

n
kxk gdje su λ

n
1 , . . . , λ

n
n ∈ R≥0 t.d.

∑n
k=1 λ

n
k = 1, £ime je prva tvrdnja

dokazana.
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2.4 Baze i bazni nizovi 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

Kako je yn ∈ An i An ⊆ C (jer je (xn)n ⊆ C i C konveksan) vrijedi yn ∈ C pa jer je C jako
zatvoren to je x ∈ C.

Za dokaz tre¢e tvrdnje de�nirajmo Cn := Co(∪∞k=n{xk}) za svaki n ∈ N. Fiksirajmo n ∈ N.
Tada je xm ∈ Cn ⊆ Cn za svaki m ≥ n pa je po drugoj tvrdnji teorema i x ∈ Cn. Kako se x nalazi
u zatvara£u skupa Cn, zato postoji zn ∈ Cn takav da je ∥x− zn∥ < 1

n . Uo£imo kako je

Cn = lim
m→∞

Co

(
m⋃
k=n

{xk}

)

pa zato postoji niz (ym)m takav da je ym ∈ Co∪mk=n{xk} te takav da ym
m→∞−→ zn. Za dovoljno velik

m ∈ N vrijedi ∥ym − zn∥ < 1
n , a po de�niciji skupa Co∪mk=n{xk} slijedi kako je ym oblika

ym =

m∑
k=n

αmk xk,

m∑
k=n

αmk = 1, αmk ≥ 0.

Naposljetku dobijemo

∥x− ym∥ ≤ ∥x− zn∥+ ∥ym − zn∥ ≤ 2

n

Zadnja tvrdnja ekvivalentna je sljede¢em: za svaki n ∈ N postoje m(n) ∈ N0 i µnk ≥ 0 za n ≤ k ≤
n+m(n) takvi da vrijedi

n+m(n)∑
k=n

µnk = 1, lim
n

∥∥∥∥∥x−
n+m(n)∑
k=n

µnkxk

∥∥∥∥∥ = 0

odakle slijedi posljednja tvrdnja.

2.4 Baze i bazni nizovi

Prisjetimo se pojma baze u op¢enitim normiranim Banachovim prostorima.

De�nicija 2.7. Neka je X Banachov prostor. Niz (en)n∈N ⊆ X je baza za X ako za svaki x ∈ X
postoji jedinstveni niz skalara (αn(x))n∈N takav da

x =
∞∑
n=1

αn(x)en.

U prethodnoj de�niciji bitna je jedinstvenost skalara αn, kao i poredak vektora en.

Napomena 2.4. Promotrimo preslikavanja e∗n : X → F, e∗n(x) := αn(x) za n ∈ N. Tada je o£ito
e∗n ∈ X∗ za svaki n ∈ N te vrijedi

1. e∗n(em) = δnm;

2. za svaki x ∈ X vrijedi

x =

∞∑
n=1

e∗n(x)en.
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2.4 Baze i bazni nizovi 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

Funkcionale e∗n nazivamo biortogonalni funkcionali te kaºemo da je baza Schauderova ako su svi
funkcionali e∗n neprekidni. Na Banachovim prostorima moºe se pokazati kako su pojmovi baze i
Schauderove baze ekvivalentni, tj. na Banachovim prostorima vrijedi e∗n ∈ X ′ za svaki n ∈ N (dokaz
se moºe prona¢i u [1, str. 3], ), ²to je posljedica teorema o zatvorenom grafu ([4, str. 103]).

De�nicija 2.8. Neka je X Banachov prostor. Niz (xn)
∞
n=1 ⊆ X je bazni niz ako je (xn)n baza za

[{xn : n ∈ N}], tj. za zatvara£ linearne ljuske tog niza.

Napomena 2.5. Uo£imo kako su svi elementi baznog niza razli£iti jer tvore bazu nekog zatvorenog
potprostora u X. Kada bi postojali m,n ∈ N t.d. je xm = xn, tada bi za x := xm imali dvije
mogu¢nosti u zapisu preko baze, tj. x = 1 · xm = 1 · xn ²to je kontradikcija s jedinstvenosti niza
skalara u zapisu elementa preko baze. Zbog ovoga je za bazni niz (xn)n ekvivalentno:

1. (xn)n ima gomili²te x;

2. skup {xn : n ∈ N} ima gomili²te x.

Napomena 2.6. Razlika izme�u baze i baznog niza je ta ²to bazni niz ne treba biti baza za cijeli
prostor X, ve¢ samo za neki zatvoreni potprostor. Isto tako, bazni niz se utoliko razlikuje i od
fundamentalnog niza koji razapinje cijeli prostor, ali nije mu baza.

De�nicija 2.9. Neka je X topolo²ki prostor i A ⊆ X.

1. Skup A je slabo kompaktan ako je A kompaktan u slaboj topologiji prostora X. Skup A je
relativno slabo kompaktan ako je slabi zatvara£ skupa A kompaktan u slaboj topologiji prostora
X.

2. Skup A je (slabo) nizovno kompaktan ako svaki niz u A ima podniz koji (slabo) konvergira
prema nekoj to£ki iz A. Skup A je relativno nizovno kompaktan ako svaki niz u A ima podniz
koji konvergira prema nekoj to£ki iz X.

3. Skup A je (slabo) prebrojivo kompaktan ako svaki niz u A ima (slabo) gomili²te u A. Skup
A je relativno prebrojivo kompaktan ako svaki niz u A ima gomili²te u X.

Napomena 2.7. U metri£kim prostorima gornje tri de�nicije kompaktnih skupova su ekvivalentne
po Teoremu C.4.

Lema 2.1. Neka je (xn)n bazni niz u Banachovom prostoru i x slabo gomili²te tog niza. Tada je
x = 0.

Dokaz. Kako je x slabo gomili²te niza (xn)n, onda je i slabo gomili²te konveksnog skupa ⟨xn : n ∈ N⟩,
tj. linearne ljuske niza (xn)n prema Napomeni 2.5. Po tvrdnji 1. Banach-Saks-Mazurovog teoremu
2.5 slijedi kako postoji niz (yn)n koji jako konvergira prema x, tj. yn → x te yk ovisi o prvih k £lanova
niza (xn)n zbog £ega je (yn)n ⊆ ⟨xn : n ∈ N⟩. To upravo zna£i da je x sadrºan u zatvara£u skupa
⟨xn : n ∈ N⟩ prema Teoremu C.2, tj. x ∈ [{xn : n ∈ N}]. Kako je (xn)n baza za [{xn : n ∈ N}],
moºemo zapisati x kao

x =
∑
n∈N

x∗n(x)xn

gdje su x∗n biortogonalni funkcionali baze (xn)n. Jer je x slabo gomili²te niza (xn)n, to zna£i da
je f(x) gomili²te niza (f(xm))m za svaki f ∈ X ′. Kako su prema Napomeni 2.4 funkcionali x∗n
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2.5 Banach-Eberlein-�mulianov teorem 2 FUNKCIONALNA ANALIZA

neprekidni, to je x∗n(x) gomili²te niza (x∗n(xm))m∈N za svaki n ∈ N. Po de�niciji biortogonalnih
funkcionala, vrijedi x∗n(xm) = 0 za svaki n ̸= m zbog £ega su svi £lanovi niza (x∗n(xm))m∈N jednaki
nuli nakon n-tog mjesta pa mora biti x = 0 kao gomili²te tog niza.

Lema 2.2. Neka je A (relativno) slabo prebrojivo kompaktan podskup Banachovog prostora X.
Pretpostavimo da je x ∈ X jedino gomili²te niza (xn)n ⊆ A. Tada (xn)n konvergira slabo prema x.

Dokaz. Pretpostavimo kako (xn)n ne konvergira slabo prema x. Tada za neki f ∈ X ′ niz (f(xn))n
ne konvergira prema f(x) pa moºemo odabrati podniz (f(xnk

))k tako da vrijedi

inf
k∈N

|f(x)− f(xnk
)| > 0.

To je kontradikcija jer je x slabo gomili²te niza (xn)n pa i niza (xnk
)k (uo£imo kako (xnk

)k ⊆ A
mora imati gomili²te jer je A prebrojivo kompaktan, a s obzirom kako je x jedino gomili²te niza
(xn)n, to moºe biti samo to£ka x).

Teorem 2.6. Neka je X Banachov prostor te S ⊆ X ome�en skup za kojeg vrijedi 0 /∈ S, tj. nula
se ne nalazi u jakom zatvara£u skupa S. Tada je ekvivalentno:

1. S ne sadrºi bazni niz;

2. S je relativno slabo kompaktan skup i slabi zatvara£ skupa S ne sadrºi nulu, tj. S
w
je slabo

komapktan i 0 /∈ S
w
.

Dokaz se moºe prona¢i u [1, str. 22].

2.5 Banach-Eberlein-�mulianov teorem

Idu¢i ve¢i teorem funkcionalne analize koji ¢e nam trebati u nastavku je Banach-Eberlein-�mulianov
teorem. Za normiran prostor X de�nirajmo preslikavanje

φ : X → X ′′, φ(x) = x̂ (3)

gdje je x̂(f) := f(x).

De�nicija 2.10. Normiran prostor X re�eksivan je ako je preslikavanje φ de�nirano u (3) su-
rjektivno.

Teorem 2.7. Sljede¢i Banachovi prostori re�eksivni su:

1. kona£no-dimenzionalni normirani vektorski prostori;

2. Hilbertovi prostori;

3. zatvoreni podskupovi re�eksivnog Banachovog prostora;

4. dualni prostor re�eksivnog Banachovog prostora;

5. prostori lp i Lp(U) za 1 < p <∞ gdje je U ⊆ RN , U otvoren.
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Dokaz. Dokaºimo samo tre¢u tvrdnju koju ¢emo iskoristiti u dokazu re�eksivnosti Soboljevljevih
prostora.
Za proizvoljni y′′ ∈ Y ′′ trebamo pokazati kako postoji y ∈ Y za koji vrijedi y′′(y′) = y′(y) za svaki
y′ ∈ Y ′.
Neka je Y zatvoren potprostor normiranog re�eksivnog prostora X i y′′ ∈ Y ′′ proizvoljan. Promo-
trimo linearni funkcional

x′′ : X ′ → F, x′′(x′) := y′′(x′|Y ).

Taj linearni funkcional je neprekidan zbog

|y′′(x′|Y )| ≤ ∥y′′∥∥x′|Y ∥ ≤ ∥y′′∥∥x′∥, ∀x′ ∈ X ′.

Zato je x′′ ∈ X ′′, a kako je X re�eksivan, postoji y ∈ X za kojeg je

x′(y) = x′′(x′) = y′′(x′|Y ), ∀x′ ∈ X ′.

Posebno je x′(y) = 0 za sve x′ ∈ X ′ za koje je x′|Y = 0 pa zaklju£ujemo kako je y ∈ Y (kada
bi bilo y ∈ X \ Y , tada bi po Teoremu A.10 postojao funkcional x′ ∈ X ′ za kojeg je x′|Y = 0 i
x′(y) = d(y, Y ) > 0 gdje je d(y, Y ) > 0 jer je Y zatvoren potprostor). Za proizvoljni y′ ∈ Y ′, neka
je x′ ∈ X ′ neko pro²irenje funkcionala y′ (koje postoji po Hahn-Banachovom teoremu 2.2). Tada
vrijedi y′ = x′|Y i imamo

y′′(y′) = y′′(x′|Y ) = x′|Y (y) = y′(y).

Za proizvoljni y′′ ∈ Y ′′ smo na²li pripadni y ∈ Y za kojeg vrijedi y′′(y′) = y′(y) pa zaklju£ujemo
kako je Y re�eksivan prostor.

Ostatak dokaza moºe se prona¢i u [9, str. 298].

Napomena 2.8. Pretpostavimo kako je A ⊆ X slabo prebrojivo komapaktan, gdje je X normiran
Banachov prostor. Tada je nuºno A ome�en skup. Pretpostavimo suprotno, tada A nije ni slabo
ome�en skup, tj. postoji funkcional f ∈ X ′ za koji vrijedi supa∈A |f(a)| = ∞. Posebno, postoji
niz (an)n ⊆ A za koji vrijedi |f(an)| = n, tj. limn |f(an)| = ∞ te ima gomili²te a jer je sadrºan u
A. Tada za svaki ε > 0 kugla K(a, ε) sadrºi beskona£no £lanova niza (an)n ²to je nemogu¢e jer je
f [K(a, ε)] kompaktan skup u R, a vrijedi limn |f(an)| = ∞.

Teorem 2.8. Neka je X Banachov prostor i A ⊆ X. Ekvivalentno je:

1. A je (relativno) slabo kompaktan;

2. A je (relativno) slabo nizovno kompaktan;

3. A je (relativno) slabo prebrojivo kompaktan.

Dokaz. Iz de�nicija o£ito vrijedi 1.⇒ 3. i 2.⇒ 3. Pokaºimo relativne obrate (analogno se dokazuje
ne relativni slu£aj). Prije svega, uo£imo da je A ome�en zbog Napomene 2.8 i jer svaka pretpostavka
na A implicira slabu prebrojivu kompaktnost.

(i) 3. ⇒ 2. Proizvoljan niz u A ima slabo gomili²te u X te trebamo pokazati kako sadrºi podniz
koji slabo konvergira prema nekoj to£ki iz X.
Neka je (xn)n ⊆ A neki niz. Po pretpostavci postoji slabo gomili²te x niza (xn)n. Ako za
beskona£no £lanova niza vrijedi xn = x tada smo gotovi. Zato pretpostavimo kako za svaki
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£lan niza vrijedi xn ̸= x. Ako se x nalazi u jakom zatvara£u skupa {xn : n ∈ N}, tada postoji
podniz (xnk

)k koji konvergira jako prema x (pa i slabo) te smo gotovi.
Ukoliko x nije u jakom zatvara£u, de�nirajmo skup

S := {xn − x : n ∈ N}.

Kako x nije u jakom zatvara£u skupa (xn)n, vrijedi 0 /∈ S, a budu¢i da je x slabo gomili²te
niza (xn)n, to upravo zna£i da je 0 ∈ S

w
. Zato moºemo primijeniti Teorem 2.6 prema kojem

postoji bazni niz (yk − x)k sadrºan u S. Vrijedi

(yk)k ⊆ (xn)n ⊆ A

pa (yk)k ima slabo gomili²te y. Zbog linearnosti funkcionala je y − x slabo gomili²te niza
(yk − x)k koji je bazni niz pa moºemo primijeniti Lemu 2.1 prema kojoj je y − x = 0, tj.
y = x. Dakle svako gomili²te niza (yk)k jednako je x, tj. (yk)k ima samo jedno gomili²te.
Prema Lemi 2.2 slijedi kako niz (yk)k slabo konvergira prema x odakle slijedi tvrdnja.

(ii) 3.⇒ 1. Pretpostavimo suprotno, tj. neka A nije relativno slabo kompaktan. Neka je

φ : X → X ′′

ulaganje de�nrano u (3). Kako je A ome�en, prema Banach-Alaogluovom teoremu A.7 slijedi

kako je slabi∗ zatvara£ W := φ[A]
w∗

slabo∗ kompaktan1 u X ′′. Jer je A ome�en i nije
(relativno) slabo kompaktan, to po Teoremu A.9 vrijedi

W ⊈ φ[X].

Zato postoji x′′ ∈W \φ[X] ⊆ X ′′. Tada je x′′ ̸= 0 pa moºemo odabrati f ∈ X ′ za koji vrijedi
x′′(f) > 1. De�nirajmo skup

A0 := {x ∈ A : f(x) > 1} ⊆ A.

Pokaºimo kako skup A0 nije relativno slabo kompaktan. Uzmimo slabo∗ otvorenu okolinu U
elementa x′′ i promotrimo skup

V := U ∩ {y′′ ∈ X ′′ : y′′(f) > 1}.

O£ito je x′′ ∈ V , a kako je V presjek dva slabo∗ otvorena skupa tada je i sam slabo∗ otvoren.
Zato je V isto slabo∗ otvorena okolina elementa x′′. Vrijedi 2

V ∩ φ[A] ̸= ∅

jer je x′′ ∈W . Ako raspi²emo uvjet skupa φ[A0] dobivamo

φ[A0] = {φ(x) : x ∈ A, f(x) > 1} = {x̂ ∈ X ′′ : x ∈ A, x̂(f) > 1}3

1Kako je A ome�en, tada je i φ[A] ome�en pa je sadrºan u nekoj zatvorenoj kugli prostora X ′′ koja je po Banach-
Alaogluovom teoremu slabo∗ kompaktna pa i slabo∗ zatvorena. Nadalje, slabi∗ zatvara£ skupa φ[A] onda je sadrºan
toj istoj kugli. Dakle, slabi∗ zatvara£ skupa φ[A] je slabo∗ zatvoren podskup nekog slabo∗ kompaktnog skupa pa je
i sam slabo∗ kompaktan.

2Ako je x ∈ A i U otvorena okolina to£ke x, tada je op¢enito U ∩A ̸= ∅.
3Ovdje moºemo zamijeniti uvjet f(x) > 1 s uvjetom x̂(f) > 1 jer gledamo samo x ∈ A ⊆ X pa je dobro de�nirana

funkcija x̂. To ne bi mogli napraviti da nema uvjeta x ∈ A.
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²to je upravo uvjet na skup V zbog £ega vrijedi

∅ ≠ V ∩ φ[A] = V ∩ φ[A0].

Zato vrijedi
U ∩ φ[A0] ̸= ∅,

tj. proizvoljna slabo∗ otvorena okolina elementa x′′ sije£e skup φ[A0] pa vrijedi

x′′ ∈ φ[A0]
w∗
. (4)

Kako je A0 ⊆ A, tada je i ome�en skup, ali po (4) vrijedi

φ[A0]
w∗ ⊈ φ[X]

pa po Teoremu A.9 slijedi kako A0 nije relativno slabo kompaktan. O£ito vrijedi 0 /∈ A0 (jer
je f ∈ X ′, tj. f je neprekidan) pa po Teoremu 2.6 postoji bazni niz (xn)n ⊆ A0. Posebno,
niz (xn)n se nalazi u A pa ima slabo gomili²te x ∈ X. Po Lemi 2.1 vrijedi x = 0, no to je
nemogu¢e jer po de�niciji skupa A0 vrijedi f(xn) > 1, tj. ne moºe postojati podniz (xnk

)k
takav da

1 < f(xnk
)
k→∞−→ f(x) = 0.

Skup A je relativno slabo kompaktan.

Teorem 2.9 (Banach-Eberlein-�mulian). Neka je X normiran Banachov prostor. Svaki ome�en
niz ima slabo konvergentan podniz ako i samo ako je prostor X re�eksivan.

Dokaz. Uzmimo ome�en niz (xn)n u X. Tada je supn∈N ∥xn∥ =:M <∞. Prema Teoremu 2.8 skup
K(0,M) je slabo kompaktan ako i samo ako je slabo nizovno kompaktan dok je po Kakutanijevom
teoremu A.8 zatvorena kugla K(0,M) slabo komapktna ako i samo ako je X re�eksivan prostor.

�mulian je dokazao 1940. jedan smjer gornjeg teorema, tj. da slaba kompaktnost povla£i slabu
nizovnu kompaktnost. Puno teºi obrat dokazao je Eberlein 1947. godine £iji dokaz se uvelike
razlikuje od ovog ovdje. Ve¢ina rezultata potrebnih za dokazivanje ovog teorema mogli su se ve¢
prona¢i i u Banachovoj knjizi iz 1930.
Ne²to druk£iji (elementarniji, ali zna£ajno duºi) dokaz moºe se prona¢i u [26, dodatak V., str. 141].

Banach-Eberlein-�mulianov teorem kaºe kako se na re�eksivnim prostorima slaba topologija
pona²a kao metrizabilna topologija, sukladno Napomeni 2.7. Dokaz Banach-Eberlein-�mulianovog
teorema preko metrizabilnosti slabo kompaktnih skupova moºe se prona¢i u [19, str. 130.-136].
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3 SOBOLJEVLJEVI PROSTORI

3 Soboljevljevi prostori

Za U ⊆ Rn de�nirajmo skup

D(U) := C∞c (U) = {f ∈ C∞(U)|f : U → R, supp(f) kompaktan je podskup od U}

gdje je supp(f) = {x ∈ U : f(x) ̸= 0}. Dakle, za f ∈ D(U) postoji Mf > 0 takav da za svaki
x /∈ K(0,Mf ) vrijedi f(x) = 0.

3.1 Slabe derivacije

Kako bi motivirali de�niciju slabih derivacija dokaºimo sljede¢u jednostavnu propoziciju.

Propozicija 3.1. Neka je U ⊆ Rn, U otvoren, m ∈ N i v ∈ Cm(U). Tada je∫
U
(∂αv)fdx = (−1)|α|

∫
U
v∂αfdx, ∀f ∈ D(U)

gdje je multiindeks α takav da je |α| ≤ m.

Interpretacija 3.1. Uo£imo kako se radi o istoj tvrdnji kao kod parcijalne integracije, no bez
rubnog £lana ²to je rezultat £injenice da je supp(f) kompaktan.

Dokaz. Neka je m = 1 i v ∈ C1(U). Tada su po Lebesgueovom teoremu integrali
∫
U f∂ivdx dobro

de�nirani za svaki i ∈ {1, . . . , N} i w := vf ima kompaktan nosa£. De�nirajmo

ŵ : Rn → R, ŵ(x) :=

{
w(x), x ∈ U

0, x /∈ U
.

Postoji M > 0 t.d. je supp(ŵ) ⊆ ⟨−M,M⟩n. Ra£unamo∫
U
∂iwdx =

∫
⟨−M,M⟩n

∂iŵdx
Fubini
=

=

∫
⟨−M,M⟩n−1

(∫ M

−M
∂iŵ(x1, . . . , t, xi+1, . . . , xn)dt

)
dx1 . . . d̂xi . . . dxn = 0

jer je ŵ(x1, . . . ,±M,xi+1, . . . , xn) = 0 prema izboru brojaM . Iz de�nicije funkcije w slijedi tvrdnja.
Analogno se pokaºe za m > 1.

De�nicija 3.1. Neka je v ∈ L1
loc(U)4 i α multiindeks t.d. |α| ≥ 1. Svaka funkcija vα ∈ L1

loc(U)
koja zadovoljava uvjet ∫

U
vαfdx = (−1)|α|

∫
U
v∂αfdx, ∀f ∈ D(U) (5)

naziva se slaba (parcijalna) derivacija funkcije v. Za funkciju koja ima slabu derivaciju kaºemo
da je slabo derivabilna.

4L1
loc prostor je izmjerivih funkcija f : U → R koje su integrabilne na svakom kompaktu K ⊆ U , tj. t.d. je

f |K ∈ L1(K)
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3.1 Slabe derivacije 3 SOBOLJEVLJEVI PROSTORI

Primijetimo kako jo² nemamo dobru de�niranost, tj. jedinstvenost slabih derivacija. Zato nam
treba sljede¢a lema.

Lema 3.1 (Osnovna lema varijacijskog ra£una). Neka je U ⊆ Rn, U otvoren i v ∈ L1
loc(U) takva

da vrijedi ∫
U
vfdx = 0, ∀f ∈ D(U).

Tada je v = 0.

Dokaz se moºe prona¢i u [13,Lema 8.4 i Lema 8.5]. Dokaºimo sada jedinstvenost slabe derivacije
i £injenicu da je ista poop¢enje parcijalne derivacije.

Teorem 3.1. Neka je U ⊆ Rn, U otvoren, v ∈ L1
loc(U) i α multiindeks takav da |α| ≥ 1. Tada je

slaba derivacija vα jedinstvena. Dodatno, vrijedi vα = ∂αv ako je v ∈ C |α|(U).

Dokaz. Neka su vα, wα ∈ L1
loc(U) takvi da je∫

U
vαfdx = (−1)|α|

∫
U
v∂αfdx =

∫
U
wαfdx, ∀f ∈ D(U)

Po osnovnoj lemi varijacijskog ra£una 3.1 dobijemo vα − wα = 0 £ime je dokazana prva tvrdnja.
Nadalje, ∫

U
(∂αv)fdx = (−1)|α|

∫
U
v∂αfdx =

∫
U
vαfdx, ∀f ∈ D(U)

gdje prva jednakost slijedi iz Propozicije 3.1, a druga iz de�nicije slabe derivacije. Opet je po
osnovnoj lemi varijacijskog ra£una 3.1 vα − ∂αv = 0.

Distribucija T antilinearan je funkcional na D(U) koji zadovoljava

(∀K ∈ K(U))(∃m ∈ N)(∃C > 0)(∀φ ∈ D(U)) suppφ ⊆ K ⇒ |⟨T, φ⟩| ≤ C max
|α|≤m

∥∂αφ∥L∞(K)

gdje je K(U) skup svih kompaktnih skupova koji su sadrºani u U , a s ⟨T, φ⟩ := T (φ) ozna£eno je
djelovanje distribucije T na funkciju φ. Poznato je da svaka funkcija f ∈ L1

loc(U) de�nira distribuciju
koja je dana formulom

⟨Tf , φ⟩ :=
∫
U
f(x)φ(x)dx.

U teoriji distribucija derivaciju distribucije odre�ene fukcijom de�niramo na na£in da vrijedi ∂jTf :=
T∂jf (zatim se ta de�nicija pro²iri i na ostale distribucije) pa dobivamo

⟨T∂jf , φ⟩ =
∫
(∂jf)(x)φ(x)dx

P.I.
= −

∫
f(x)∂jφ(x)dx = −⟨Tf , ∂jφ⟩.

Vrijedi
|⟨∂jT, φ⟩| = |⟨T, ∂jφ⟩| ≤ C max

|α|≤m
∥∂α∂jφ∥L∞(K) ≤ C max

|α|≤m+1
∥∂αφ∥L∞(K)

te su ovako de�nirane derivacije doista i distribucije, tj. zadovoljavaju gornju de�niciju. Indukcijom
se dalje pokaºe da vrijedi

⟨∂αT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T, ∂αφ⟩

pa su slabe derivacije zapravo derivacije funkcije ukoliko na njih promatramo kao na distribucije.

20
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3.2 De�nicija i osnovna svojstva Soboljevljevih prostora

Kako bi pojednostavnili zapis, nadalje ¢emo s istom oznakom ∂αv ozna£avati i obi£ne i slabe deri-
vacije. Neka je U ⊆ Rn, U otvoren.

De�nicija 3.2. Neka je m ∈ N i p ∈ [1,+∞]. De�niramo Soboljevljev prostor kao

Wm,p(U) := {v ∈ Lp(U) : ∃∂αv, ∂αv ∈ Lp(U), ∀α, 1 ≤ |α| ≤ m}

Dodatno, de�niramo Hm(U) :=Wm,2(U).

Napomena 3.1. Vrijedi Wm,p(U) < Lp(U).

Primjer 3.1. Za m = 1 i n = 1 uzmimo U := ⟨0, 1⟩. De�nirajmo funkciju

f : ⟨0, 1⟩ → R, f(x) :=

{
0, x ∈ ⟨0, 12⟩
1, x ∈

[
1
2 , 1
〉 .

O£ito je f ∈ Lp(U), ali funkcija f ne posjeduje slabu derivaciju prvog reda u prostoru Lp(U). Kada
bi postojala slaba derivacija prvog reda ∂f , tada bi vrijedilo∫ 1

0
∂f(x)g(x)dx = −

∫ 1

0
f(x)g′(x)dx = −

∫ 1

1
2

g′(x)dx = −
[
g(1)−g

(1
2

)]
= g
(1
2

)
, ∀g ∈ D(⟨0, 1⟩).

S druge strane, ako postoji ∂f , ona mora g.s. biti jednaka nuli po de�niciji funkcije f . Zato
dobivamo

0 =

∫ 1

0
∂f(x)g(x)dx = g

(1
2

)
²to je o£ito kontradikcija jer postoje funkcije g ∈ D(⟨0, 1⟩) takve da je g

(
1
2

)
̸= 0. Vrijedi W 1,p(U) ⫋

Lp(U). Sli£no se pokaºe i za n > 1.

Na Soboljevljevim prostorima de�niramo norme na sljede¢i na£in:

∥v∥m,p,U :=

(∫
U

∑
|α|≤m

|∂αv|p
) 1

p

=

( ∑
0≤|α|≤m

∥∂αv∥pLp(U)

) 1
p

, 1 ≤ p ≤ ∞,

∥v∥m,p,U := max
|α|≤m

∥∂αv∥L∞(U), p = ∞.

(6)

U nastavku ¢emo dokazati neka od osnovnih svojstava Soboljevljevih prostora.

Teorem 3.2. Gore de�nirana preslikavanja (6) su norme na Wm,p(U) te su prostori Wm,p(U)
Banachovi (s obzirom na te norme) za svaki m ∈ N i svaki p ∈ [1,∞].

Dokaz. Lagano slijedi kako su gornja preslikavanja norme na Wm,p(U). Pokaºimo potpunost pros-
tora. Uzmimo Cauchyjev niz (vk)k ⊆Wm,p(U). Iz de�nicije norme na Wm,p(U) o£ito je

∥∂αvk − ∂αvl∥pLp(U) ≤ ∥vk − vl∥pm,p,U , ∀k, l ∈ N, ∀α, |α| ≤ m
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pa kako je (vk)k Cauchyjev niz to je i (∂αvk)k Cauchyjev u Lp(U). Lp(U) je potpun prema Teoremu
1.1, zato postoje funkcije vα ∈ Lp(U) za svaki α, 0 ≤ |α| ≤ m takve da

∥∂αvk − vα∥Lp(U)
k→∞−→ 0. (7)

Posebno, za neku funkciju v0 ∈ Lp(U) vrijedi i

∥vk − v0∥Lp(U)
k→∞−→ 0.

Budu¢i da su funkcije vk ∈Wm,p(U), postoje slabe derivacije reda α, |α| ≤ m pa za svaku funkciju
φ ∈ D(U) vrijedi ∫

U
(∂αvk)φdx = (−1)|α|

∫
U
vk∂

αφdx (8)

za sve α, 1 ≤ |α| ≤ m i sve k ≥ 1. Dalje ra£unamo∣∣∣∣∣
∫
U
(∂αvk)φdx−

∫
U
vαφdx

∣∣∣∣∣ Hölder≤ ∥∂αvk − vα∥Lp(U)∥φ∥Lq(U)
k→∞−→ 0,

∣∣∣∣∣
∫
U
vk∂

αφdx−
∫
U
v0∂αφdx

∣∣∣∣∣ Hölder≤ ∥vk − v0∥Lp(U)∥∂αφ∥Lq(U)
k→∞−→ 0

gdje norme teºe prema nuli zbog (7). Dobivamo da je∫
U
(∂αvk)φdx =

∫
U
vαφdx,

∫
U
vk∂

αφdx =

∫
U
v0∂αφdx

pa vra¢anjem u (8) zaklju£ujemo∫
U
vαφdx = (−1)|α|

∫
U
v0∂αφdx, ∀φ ∈ D(U).

Slijedi da je v0 ∈Wm,p(U) sa slabim derivacijama vα za 1 ≤ |α| ≤ m, a iz de�ncije norme vrijedi i

∥vk − v0∥m,p,U =

( ∑
0≤|α|≤m

∥∂αvk − ∂αv0∥pLp(U)︸ ︷︷ ︸
→0

) 1
p
k→∞−→ 0

pa je v0 limes polaznog Cauchyjevog niza. Time smo pokazali kako je prostor Wm,p(U) Banachov.

Teorem 3.3. Neka je U ⊆ RN , U otvoren. Za svaki m ∈ N vrijedi:

1. prostor Wm,p(U) separabilan je za 1 ≤ p <∞ te je re�eksivan za 1 < p <∞;

2. prostor Hm(U) je Hilbertov prostor.

22



3.2 De�nicija i osnovna svojstva Soboljevljevih prostora 3 SOBOLJEVLJEVI PROSTORI

Dokaz. Pretpostavimo da je m = 1. Tada na prostor W 1,p(U) moºemo gledati kao na normirani
vektorski prostor

A :=
{
(v0, · · · , vN ) ∈ (Lp(U))N+1 :

∫
U
viφdx = −

∫
U
v0∂iφdx,∀φ ∈ D(U), 1 ≤ i ≤ N

}
.

Naime, svaku funkciju v ∈ W 1,p(U) poistovijetili smo s (N + 1)-torkom na na£in da je v0 = v, a
vi = ∂iv, dodatnim uvjetom skupa rekli smo kako sve slabe derivacije postoje te su po de�niciji u
Lp(U) pa je izomor�zam izme�u W 1,p(U) i A o£it. Sada je jasno kako je W 1,p(U) separabilan jer
je A podskup prostora (Lp(U))N+1 koji je separabilan po Teoremu 1.2.

Za φ ∈ D(U) de�nirajmo funkciju fφ : (Lp(U))N+1 → RN kao

fφ(v0, · · · , vN ) =

(∫
U
v1φdx+

∫
U
v0∂1φdx, . . . ,

∫
U
vNφdx+

∫
U
v0∂Nφdx

)
.

O£ito su funkcije fφ neprekidne za svaki φ ∈ D(U) (uo£imo kako ovdje nije vaºno ²to funkcije vi
moºda nisu neprekidne jer su one varijable funkciji fφ). Skup A moºemo zapisati kao

A =
⋂

φ∈D(U)

(fφ)
←[{0}].

Kako su skupovi (fφ)←[{0}] zatvoreni zbog neprekidnosti, A je zatvoren skup. Sada po Teoremu
2.7 slijedi kako je A re�eksivan prostor kao zatvoren potprostor re�eksivnog prostora.
De�nirajmo preslikavanje

⟨u, v⟩m,U : Hm(U)×Hm(U) → R, ⟨u, v⟩m,U :=
∑
|α|≤m

∫
U
∂αu∂αvdx.

Lagano slijedi da je gornje preslikavanje skalarni produkt odakle slijedi da je Hm(U) Hilbertov
prostor jer su prostori Wm,2(U) Banachovi prostori.

Napomena 3.2. 1. U prethodnom teoremu dokazali smo kako su prostori Wm,p(U) separabilni
za 1 ≤ p < ∞ te nismo dokazali za p = ∞ jer prostor L∞(U) nije separabilan. Lagano se
pokaºe da ni prostor Wm,∞(U) nije separabilan.

2. Zbog pretpostavke Teorema 2.7, dokazali smo re�eksivnost samo za 1 < p <∞.

De�nicija 3.3. Neka su X i Y normirani vektorski prostori. Prostor X je kompaktno uloºen u
Y ako je X ↪→ Y i ako je ulaganje i : X → Y kompaktan linearan operator. Ekvivalentno, X je
kompaktno uloºen u Y ako vrijedi

1. ∥x∥Y ≤ C∥x∥X za neku konstantu C > 0 i svaki x ∈ X;

2. svaki ome�en niz (xn)n ⊆ X ima podniz koji je konvergentan u Y .

Kompaktno uloºen prostor X koji je uloºen u prostor Y ozna£avamo s X ⋐ Y .

Napomena 3.3. Neka je X ⋐ Y i (xn)n ⊆ X slabo konvergentan niz, tj. xn
w→ x ∈ X. Kako

je svaki slabo konvergentan niz ome�en po Teoremu A.5, tada u prostoru Y postoji podniz (xnk
)k

niza (xn)n koji je jako konvergentan pa je i (xn)n jako konvergentan u prostoru Y .
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Teorem 3.4. (Rellich-Kondrachov) Neka je U domena u RN , m ∈ N i p ∈ [1,∞⟩. Vrijede
sljede¢a kompaktna ulaganja

1. Wm,p(U) ⋐ Lq(U) za sve 1 ≤ q ≤ p∗ ako je m < N
p ;

2. Wm,p(U) ⋐ Lq(U) za sve 1 ≤ q ≤ ∞ ako je m = N
p ;

3. Wm,p(U) ⋐ C(U) ako je N
p < m.

gdje je 1
p∗ :=

1
p −

m
N .

Dokaz je tehni£ki pa ga izostavljamo, a moºe se prona¢i u [15, str. 286-289].

Teorem 3.5. Neka je U ⊆ RN domena, m ∈ N0 i 1 ≤ p ≤ ∞. Tada je prostor C∞(U) gust u
Wm,p(U).

Dokaz se moºe prona¢i u [11, str. 998-1001].
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4 Nelinearna funkcionalna analiza

Ovo poglavlje svojevrsni je nastavak razmatranja diferencijabilnosti na kona£no-dimenzionalnim
prostorima. Prisjetimo se, za A ⊆ Rn, A otvoren i f : A → Rm de�niran je diferencijal u to£ki
c ∈ A kao linearni operator L : Rn → Rm takav da vrijedi

lim
x→c

∥f(x)− f(c)− L(x− c)∥Rm

∥x− c∥Rn
= 0.

Zamjenom h := x− c gornji limes postaje

lim
h→0

∥f(c+ h)− f(c)− Lh∥Rm

∥h∥Rn
= 0.

Motivirani gornjom jednakosti za preslikavanje izme�u op¢enitih normiranih prostora X i Y imamo
sljede¢u de�niciju.

De�nicija 4.1. Neka su X i Y normirani prostori, U ⊆ X, U otvoren te f : U → Y . De�niramo
(Frechetovu) derivaciju u to£ki a ∈ U kao operator L ∈ L(X,Y ) koji zadovoljava

f(a+ h) = f(a) + Lh+ ∥h∥Xδ(h), lim
h→0

δ(h) = 0. (9)

Operator L jo² ozna£avamo i s f ′(a). Funkcija f diferencijabilna je na A ako je diferencijabilna u
svakoj to£ki skupa A.

Iz gornje de�nicije slijedi ve¢ina poznatih pravila o pona²anju derivacije ²to ¢emo vidjeti u nas-
tavku. Cilj nam je dokazati Piolin identitet koji ¢e nam trebati u dokazu John Ballovog teorema.
Pokaºimo odmah da je de�nicija dobra, tj. da je operator L sa svojstvom (9) jedinstven. Pretpos-
tavimo suprotno, tj. neka postoje L1, L2 ∈ L(X,Y ) koji zadovoljavaju uvjet (9) u to£ki a ∈ U .
Neka je r > 0 t.d. K(a, r) ⊆ U , tada je

f(a+ h) = f(a) + L1h+ ∥h∥δ1(h) = f(a) + L2h+ ∥h∥δ2(h), ∀h ∈ K(0, r)

odakle dobivamo
(L1 − L2)h = ∥h∥(δ2(h)− δ1(h))

⇒ ∥(L1 − L2)h∥ = ∥h∥∥δ2(h)− δ1(h)∥, ∀h, ∥h∥ < r′ < r

∥L1 − L2∥ ≤ sup
∥h∥≠0

∥(L1 − L2)h∥
∥h∥

= ∥δ2(h)− δ1(h)∥
r′→0−→ 0

pa po Teoremu A.2 slijedi ∥L1 − L2∥ = 0 tj. L1 = L2. Pokaºimo jo² da diferencijabilnost funkcije
povla£i neprekidnost. Kao gore, imamo

f(a+ h)− f(a) = Lh+ ∥h∥δ(h) ⇒ ∥f(a+ h)− f(a)∥ ≤ ∥h∥(∥L∥+ ∥δ(h)∥),

lim
h→0

∥f(a+ h)− f(a)∥ ≤ lim
h→0

∥h∥(∥L∥+ ∥δ(h)∥) = 0.

Kod posebnog slu£aja X = R vrijedi δ(h) = limh→0
f(a+h)−f(a)−f ′(a)h

|h| i dvije se de�nicije derivacije
podudaraju, a f ′(a) moºemo pridruºiti nekom elementu prostora Y . U nijednom drugom slu£aju
f ′(a) ne¢emo mo¢i pridruºiti nekom elementu prostora Y . Ukoliko je Y = R i X Hilbertov prostor,
tada je diferencijal funkcije f element prostora L(X,R) te po Rieszovom teoremu o reprezentaciji
postoji jedinstveni element, u oznaci grad f(a) ∈ X za kojeg vrijedi f ′(a)h = ⟨grad f(a), h⟩.

Poznate de�nicije na standardan na£in pro²irujemo.
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De�nicija 4.2. 1. Funkcija f : U → Y klase je C1 ako je diferencijabilna na U i ako je f ′ :
U → L(X,Y ) neprekidna na U .

2. Funkcija f : U → Y je C1-difeomor�zam ako je f injektivna, f ∈ C1(U ;Y ) te je f−1 ∈
C1(f [U ];X).

4.1 Osnovna svojstva Frechetove derivacije

Zapo£injemo s jednostavnim primjerom.

Primjer 4.1. Neka je f : X → Y , f(x) := Ax+ b gdje je A ∈ L(X,Y ). Vrijedi

f(x+ h) = A(x+ h) + b = Ax+ b+Ah = f(x) +Ah

pa vidimo da je δ(h) = 0 i f ′(x) = A za svaki x ∈ X. Vrijedi i obrat koji ¢emo kasnije pokazati.

Teorem 4.1. Neka su X i Yi normirani vektorski prostori za 1 ≤ i ≤ n. De�nirajmo Y :=
Y1 × · · · × Yn i neka je f : X → Y . Ozna£imo s fi : X → Yi i-tu komponentu funkcije f . Tada je f
diferencijabilna u to£ki x ako i samo ako su komponentne funkcije fi, 1 ≤ i ≤ n, diferencijabilne u
to£ki x. Dodatno, vrijedi i f ′(a) = (f ′1(a), . . . , f

′
n(a)), tj. element prostora f ′(a) ∈ L(X,Y ) moºemo

poistovijetiti s elementom prostora L(X,Y1)× · · · × L(X,Yn).

Dokaz. Na Y promatramo normu ∥y∥Y := maxi ∥yi∥Yi . Ako je f diferencijabilna, tada uvjet dife-
rencijabilnosti po komponentama daje n jednadºbi

fi(a+ h) = fi(a) +Aih+ ∥h∥δi(h), 1 ≤ i ≤ n

gdje je Ai i-ta komponenta derivacije f ′(a) ∈ L(X,Y ). Iz de�nicije norme na Y slijedi ∥δi(h)∥ ≤
∥δ(h)∥ pa su funkcije fi diferencijabilne te je f ′i(a) = Ai.
Obrnuto, ako su funkcije fi diferencijabilne u a ∈ U , tada je

f(a+ h)− f(a) =
(
fi(a+ h)− fi(a)

)n
i=1

=
(
f ′i(a)h+ ∥h∥δi(h)

)n
i=1

=
(
f ′i(a)h

)n
i=1

+ ∥h∥
(
δi(h)

)n
i=1
.

De�nirajmo δ(h) :=
(
δi(h)

)n
i=1

, o£ito vrijedi limh→0 δ(h) = 0. Nadalje, linearni operator h →(
f ′i(a)h

)n
i=1

neprekidan je zbog

max
1≤i≤n

∥f ′i(a)h∥Yi ≤
(
max
1≤i≤n

∥f ′i(a)∥
)
∥h∥.

Zaklju£ujemo kako je f diferencijabilna u a ∈ U i vrijedi f ′(a) =
(
f ′i(a)

)n
i=1

.

Neka je sada X := X1 × · · · ×Xn produkt n normiranih prostora. Kako je

{A1 × · · · ×An : Ai otvoren u Xi za svaki i}

baza topologije zaX, postoje Ui ⊆ Xi otvoreni skupovi takvi da za a = (a1, . . . , an) ∈ U ⊆ X vrijedi
ai ∈ Ui. Ako je preslikavanje f diferencijabilno u to£ki a, onda je diferencijabilno i preslikavanje

f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) : Ui → Y

i pripadni diferencijal ozna£avamo s ∂if(a) ∈ L(Xi, Y ).
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De�nicija 4.3. Diferencijal ∂if(a) ∈ L(Xi, Y ) nazivamo i-ta parcijalna derivacija preslikavanja
f . Ozna£avamo je jo² i kao ∂f

∂xi
(a).

Sada jo² pretpostavimo da je X := X1×· · ·×Xn i Y := Y1×· · ·×Ym gdje su Xi i Yj normirani
prostori. Uzmimo U ⊆ X, U otvoren. Tada je funkcija f : U → Y odre�ena s m komponentnih
funkcija fi : U → Yi s n varijabli. Analogno kao i prije, moºemo diferencijal u to£ki a ∈ X zapisati
matri£no kao 

∂1f1(a) ∂2f1(a) . . . ∂nf1(a)
∂1f2(a) ∂2f2(a) . . . ∂nf2(a)

...
...

...
∂1fm(a) ∂2fm(a) . . . ∂nfm(a)


Matrica se jo² naziva i gradijentna matrica i ozna£ava se s ∇f(a). Ukoliko je m = n, tada gornju
matricu nazivamo Jacobijanova matrica funkcije f .

De�nicija 4.4. Neka je X normiran prostor i f : U → Y funkcija gdje je U ⊆ X, U otvoren.
Kaºemo da f u to£ki a ∈ U ima Gateauxovu derivaciju u smjeru h ako postoji limes

lim
t→0

f(a+ th)− f(a)

t
.

Gateauxovu derivaciju u smjeru h ozna£avamo s ∂hf(a).

Izra£unajmo sada derivaciju funkcije inverza matrice.

Primjer 4.2. Ozna£imo s Un ⊆ Mn skup svih invertibilnih kvadratnih matrica reda n. Promotrimo
preslikavanje

f : Un → Mn, f(A) := A−1.

Po Teoremu A.4, Un je otvoren skup i za A ∈ Un vrijedi A + H = A(I + A−1H) ∈ Un ako je
∥H∥ < ∥A−1∥−1. Za takav H ra£unamo

f(A+H)− f(A) = (A+H)−1 −A−1 = (A(I +A−1H))−1 −A−1 = (I +A−1H)−1A−1 −A−1 =

Teorem A.4
=

∞∑
n=0

(−A−1H)nA−1 −A−1 = −A−1HA−1 +
∞∑
n=2

(−A−1H)nA−1.

Dalje vrijedi ∥∥∥∥∥
∞∑
n=2

(−A−1H)nA−1

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=2

∥A−1H∥n∥A−1∥ ≤

≤ ∥A−1∥∥A−1H∥2
∞∑
n=0

∥A−1H∥n
geometrijski red

≤ ∥A−1∥3∥H∥2

1− ∥A−1H∥
≤ ∥A−1∥3∥H∥2

1− ∥A−1∥∥H∥
. (10)

Po odabiru matrice H vrijedi ∥A−1H∥ ≤ ∥A−1∥∥H∥ < 1 pa zato imamo geometrijski red. De�ni-
rajmo

δ(H) :=
1

∥H∥

∞∑
n=2

(−A−1H)nA−1.
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Prema (10) vrijedi

lim
H→0

∥δ(H)∥ ≤ lim
H→0

1

∥H∥
· ∥A−1∥3∥H∥2

1− ∥A−1∥∥H∥
= lim

H→0

∥A−1∥3∥H∥
1− ∥A−1∥∥H∥

= 0.

Iz neprekidnosti norme slijedi i limH→0 δ(H) = 0, a po de�niciji δ imamo

f(A+H) = f(A)−A−1HA−1 + ∥H∥δ(H)

pa vidimo da je Gateauxova derivacija u smjeru H upravo f ′(A)H = −A−1HA−1.

De�nicija 4.5. Za matricu A = (aij)
n
i,j=1 reda n neka je A′ij matrica reda n−1 dobivena brisanjem

i-tog retka i j-tog stupca matrice A. De�niramo vrijednost

dij := (−1)i+j detA′ij

koju nazivamo (i, j)-ti kofaktor matrice A. Dalje de�niramo matricu

Cof A := (dij)
n
i,j=1

i nazivamo je kofaktor matrice A.

Napomena 4.1. Ako je matrica A invertibilna, kofaktor matrice A je Cof A = (detA)A−T po
[5,Teorem 3.2.27, str. 73].

Teorem 4.2. (lan£ano pravilo) Neka su X, Y i Z normirani vektorski prostori, U ⊆ X, U otvoren
i V ⊆ Y , V otvoren. Dalje, neka je f : U → Y , g : V → Z i f [U ] ⊆ V . Ako je f diferencijabilna u
a ∈ U i g diferencijabilna u f(a) ∈ V tada je g ◦ f : U → Z diferencijabilna u a ∈ U te vrijedi

(g ◦ f)′(a) = g′(f(a))f ′(a).

Tako�er, g ◦ f ∈ C1(U ;Z) ako je f ∈ C1(U ;Y ) i g ∈ C1(V ;Z).

Dokaz. Neka je (a+h) ∈ U i de�nirajmo b := f(a) te k(h) := f(a+h)−b. Kako je f diferencijabilna
u a ∈ U , f je i neprekidna u a zbog £ega vrijedi limh→0 k(h) = 0. Iz diferencijabilnosti slijedi

f(a+ h) = f(a) + f ′(a)h+ ∥h∥δ(h), lim
h→0

δ(h) = 0;

g(b+ k) = g(b) + g′(b)k + ∥k∥η(k), lim
h→0

η(k) = 0.

Imamo

(g ◦ f)(a+ h)− (g ◦ f)(a) = g(f(a+ h))− g(b) = g′(b)
(
f(a+ h)− f(a)

)
+ ∥k(h)∥η(k(h)) =

= g′(b)
(
f ′(a)h+ ∥h∥δ(h)

)
+ ∥k(h)∥η(k(h)).

Vrijedi
∥g′(b)

(
∥h∥δ(h)

)
∥ ≤ ∥h∥∥g′(b)∥∥δ(h)∥,

∥k(h)∥ = ∥f(a+ h)− f(a)∥ = ∥f ′(a)h+ ∥h∥δ(h)∥ ≤ ∥h∥
(
∥f ′(a)∥+ ∥δ(h)∥

)
.
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Iz svega zaklju£ujemo

g′(b)
(
∥h∥δ(h)

)
+ ∥k(h)∥η(k(h)

)
= ∥h∥ρ(h), lim

h→0
ρ(h) = 0

pa slijedi da je (g ◦ f) diferencijabilna te je (g ◦ f)′ = g′(f(a))f ′(a).
Pretpostavimo kako je f ∈ C1(U ;Y ) i g ∈ C1(V ;Z). Budu¢i da su preslikavanja f ′ : U → L(X,Y )
i g′ ◦ f : U → L(Y, Z) neprekidna, to je i preslikavanje x →

(
f ′(x), g′(f(x))

)
neprekidno. Uo£imo

jo² da je bilinearna forma M : L(X,Y )× L(Y,Z) → L(X,Z), M(A,B) := B ◦ A neprekidna jer je
∥B ◦A∥ ≤ ∥A∥∥B∥, to zaklju£ujemo da je i kompozicija

(g′ ◦ f) ◦ f ′ = (g ◦ f)′ : U → L(X;Z)

tako�er neprekidna, tj. (g ◦ f) ∈ C1(U ;Z).

4.2 Piolin identitet

De�nicija 4.6. Neka je U ⊆ Rn otvoren podskup. Za preslikavanje F : U → Mn, kojeg moºemo
zapisati kao F = (Fij)

n
i,j=1, de�niramo divergenciju

(divF (x))i :=
n∑
j=1

∂jFij(x), 1 ≤ i ≤ n.

Teorem 4.3. Neka su U, V ⊆ Rn otvoreni skupovi i φ : U → V preslikavanje koje je dva puta
diferencijabilno.

1. (Piolin identitet) Vrijedi
div(Cof∇φ) = 0.

2. (Piolina transformacija) Za dano diferencijabilno preslikavanje G : V → Mn de�nirajmo

F (x) := G(φ(x)) Cof∇φ(x).

Pretpostavimo jo² da je ∇φ(x) ∈ Mn invertibilna za ∀x ∈ U . Tada je F tako�er diferencija-
bilno preslikavanje na U i

divF (x) = (det∇φ(x)) divG(φ(x)).

Dokaz. Uo£imo da vrijedi (Cof∇φ)ij = (−1)i+j detAij gdje je Aij preslikavanje dobiveno brisanjem
i-tog stupca i j-tog retka u matri£nom prikazu preslikavanja ∇φT : U → Mn, tj.

Aij =



∂1φ1 · · · ∂1φi−1 ∂1φi+1 · · · ∂1φn
...

...
...

...
∂j−1φ1 · · · ∂j−1φi−1 ∂j−1φi+1 · · · ∂j−1φn
∂j+1φ1 · · · ∂j+1φi−1 ∂j+1φi+1 · · · ∂j+1φn

...
...

...
...

∂nφ1 · · · ∂nφi−1 ∂nφi+1 · · · ∂nφn


(11)
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Sada je
n∑
j=1

∂j(Cof∇φ)ij =
n∑
j=1

(−1)i+j∂j detAij =

n∑
j=1

(−1)i+j
∑
k ̸=j

detAkij = (♣)

gdje je Akij preslikavanje dobiveno zamjenom retka (∂kφ1 . . . ∂kφi−1∂kφi+1 . . . ∂kφn) u Aij s retkom
(∂jkφ1 . . . ∂jkφi−1∂jkφi+1 . . . ∂jkφn), gdje smo s ∂j u²li u izraz detAij , tj.

Akij =



∂1φ1 · · · ∂1φi−1 ∂1φi+1 · · · ∂1φn
...

...
...

...
∂jkφ1 · · · ∂jkφi−1 ∂jkφi+1 · · · ∂jkφn

...
...

...
...

∂j−1φ1 · · · ∂j−1φi−1 ∂j−1φi+1 · · · ∂j−1φn
∂j+1φ1 · · · ∂j+1φi−1 ∂j+1φi+1 · · · ∂j+1φn

...
...

...
...

∂nφ1 · · · ∂nφi−1 ∂nφi+1 · · · ∂nφn


(12)

Kako je φ preslikavanje u Rn, vrijedi Schwarzova lema pa je ∂jkφi = ∂kjφi zbog £ega je detAkij =

(−1)k−j−1 detAjik.

Ajik =



∂1φ1 · · · ∂1φi−1 ∂1φi+1 · · · ∂1φn
...

...
...

...
∂kjφ1 · · · ∂kjφi−1 ∂kjφi+1 · · · ∂kjφn

...
...

...
...

∂k−1φ1 · · · ∂k−1φi−1 ∂k−1φi+1 · · · ∂k−1φn
∂k+1φ1 · · · ∂k+1φi−1 ∂k+1φi+1 · · · ∂k+1φn

...
...

...
...

∂nφ1 · · · ∂nφi−1 ∂nφi+1 · · · ∂nφn


(13)

Dakle, u Akij nedostaje j-ti redak dok je k-ti redak oblika ∂jkφ1 . . . ∂jkφi−1∂jkφi+1 . . . ∂jkφn), a u
Ajik nedostaje k-ti redak dok je j-ti redak oblika (∂kjφ1 . . . ∂kjφi−1∂kjφi+1 . . . ∂kjφn). Kako bi doveli
j-ti redak u u Ajik do k-tog retka imamo (−1)k−j−1 zamjena redaka zbog £ega imamo jednakost
detAkij = (−1)k−j−1 detAjik. Zato je

(♣) =

n∑
j=1

(−1)i+j
(∑
k<j

detAkij+
∑
k>j

detAkij

)
=

n∑
j=1

(−1)i+j
(∑
k<j

detAkij+
∑
k>j

(−1)k−j−1 detAjik

)
= 0

²to dokazuje prvu tvrdnju.
Ako je ∇φ(x) ∈ Mn invertibilna u svim to£kama x ∈ U , onda Piolin identitet moºemo zapisati kao

∂j(Cof∇φ)ij = ∂j
(
(det∇φ)∇φ−T

)
ij
= 0 (14)

zbog Napomene 4.1. Nadalje je

Fij = (det∇φ(x))
n∑
k=1

Gik(φ(x))(∇φ(x)−T )kj ,
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odakle je

⇒ ∂jFij = (det∇φ(x))
n∑
k=1

∂jGik(φ(x))(∇φ(x)−T )kj +
n∑
k=1

Gik(φ(x)) ∂j
(
(det∇φ(x))∇φ(x)−T

)
ij︸ ︷︷ ︸

=0

Odavde slijedi
n∑
j=1

∂jFij = (det∇φ(x))
n∑

j,k=1

∂jGik(φ(x))(∇φ(x)−T )kj .

Po lan£anom pravilu (Teorem 4.2) imamo

∂jGik(φ(x)) =

n∑
l=1

∂lGik(φ(x))∂j(φl(x)) =

n∑
l=1

∂lGik(φ(x))(∇φ(x))lj .

Uo£imo jo² da vrijedi
n∑
j=1

(∇φ(x))lj(∇φ(x))−T )kj =
n∑
j=1

(∇φ(x))lj(∇φ(x))−1)jk = δkl

pa je (
divF (x)

)
i
=

n∑
j=1

∂jFij(x) = (det∇φ(x))
n∑

j,k=1

∂jGik(φ(x))(∇φ(x)−T )kj =

= (det∇φ(x))
n∑

j,k=1

n∑
l=1

∂lGik(φ(x))(∇φ(x))lj(∇φ(x)−T )kj =

= (det∇φ(x))
n∑

k,l=1

∂lGik(φ(x))
n∑
j=1

(∇φ(x))lj(∇φ(x)−T )kj =

= (det∇φ(x))
n∑
k=1

∂kGik(φ(x)) = (det∇φ(x))
(
divG(φ(x))

)
i
.

O£ekivano vrijedi i rezultat o nuºnom uvjetu derivacije u to£ki lokalnog ekstrema.

Teorem 4.4 (Fermat). Neka je X normiran vektorski prostor, U ⊆ X, U otvoren te f : U → R.
Ako funkcija f u to£ki a ∈ U ima lokalni ekstrem, onda je f ′(a) = 0.

Dokaz. Neka je v ∈ X proizvoljan. U je otvoren pa postoji ε > 0 tako da je funkcija

φ : ⟨−ε, ε⟩ → U, φ(t) := f(a+ tv)

dobro de�nirana. Po lan£anom pravilu funkcija φ je diferencijabilna u nuli te vrijedi φ′(0) = f ′(a)v.
Pretpostavimo sada da je a lokalni minimum, tj. funkcija φ u nuli ima lokalni minimum. Vrijedi

0 ≤ lim
t→0+

φ(t)− φ(0)

t
= φ′(0) = lim

t→0−

φ(t)− φ(0)

t
≤ 0

pa je
f ′(a)v = 0

odakle iz proizvoljnosti vektora v slijedi tvrdnja. Analogno slijedi i slu£aj kada je a lokalni maksi-
mum.
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4.3 Teorem srednje vrijednosti i primjene

Klasi£ni Lagrangeov teorem srednje vrijednosti ne moºe se poop¢iti niti na op¢enite kona£nodi-
menzionalne prostore, tako se ne moºe poop¢iti niti u slu£aju op¢enitih vektorskih prostora. U
kona£nodimenzionalnim prostorima vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 4.5. Neka je A ⊆ Rn otvoren skup i f : A → Rm funkcija koja je diferencijabilna na A i
£ije su sve parcijalne derivacije neprekidne na A. Ako je ∥Df∥∞ := sup{∥Df(x′)∥ : x′ ∈ A} < ∞,
tada za svaki x, y ∈ A t.d. je [x, y] = {ta+ (1− t)b : t ∈ [0, 1]} ⊆ A vrijedi

∥f(x)− f(y)∥ ≤ ∥Df∥∞∥x− y∥.

Ako je dodatno A povezan putevima, tada je f Lipschitzova.

Dokaz se moºe prona¢i u [17, poglavlje 13]. Sli£no poop¢enje vrijedi i u beskona£nodimenzional-
nim prostorima.

Teorem 4.6 (Teorem srednje vrijednosti). Neka su X i Y normirani vektorski prostori, U ⊆ X,
U otvoren takav da je [a, b] = {ta + (1 − t)b : t ∈ [0, 1]} ⊆ U . Neka je f : U → Y neprekidna na
[a, b] i diferencijabilna na ⟨a, b⟩. Tada vrijedi

∥f(a)− f(b)∥Y ≤ ∥b− a∥X sup
t∈⟨a,b⟩

∥f ′(t)∥L(X,Y ).

Dokaz. Ako je supt∈⟨a,b⟩ ∥f ′(t)∥L(X,Y ) = ∞ gotovi smo pa pretpostavimo kako vrijedi

M := sup
t∈⟨a,b⟩

∥f ′(t)∥L(X,Y ) <∞.

De�nirajmo φ : [0, 1] → Y kao φ(t) := f(a+t(b−a)). Po Teoremu 4.2, funkcija φ je diferencijabilna
te vrijedi φ′(t) = f ′(a+ t(b− a))(b− a) odakle dobivamo

sup
t∈⟨0,1⟩

∥φ′(t)∥ ≤M∥b− a∥. (15)

Za ε > 0 de�niramo skup

I(ε) := {t ∈ [0, 1] : ∥φ(t)− φ(0)∥ ≤
(
M∥b− a∥+ ε

)
t+ ε}.

Kako je 0 ∈ I(ε), za svaki ε > 0 skup I(ε) je neprazan. Isto tako, budu¢i da je funkcija

ψ(t) := ∥φ(t)− φ(0)∥ −
(
M∥b− a∥+ ε

)
t+ ε

neprekidna, I(ε) je zatvoren jer je
I(ε) = ψ←[⟨−∞, 0]].

De�nirajmo
t0 := sup{t ∈ [0, 1] : t ∈ I(ε)}.

Kako je I(ε) zatvoren, vrijedi t0 ∈ I(ε). Vrijedi i t0 > 0 jer je ψ(0) = −ε < 0 pa je ψ(α) < 0
i za neki α > 0 ²to slijedi iz neprekidnosti funkcije ψ, tj. α ∈ I(ε). Pokaºimo kako je t0 = 1.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka je t0 ∈ ⟨0, 1⟩. Tada je φ diferencijabilna u t0 pa vrijedi

φ(t0 + δ)− φ(t0) = φ′(t0)δ + |δ|η(δ), lim
δ→0

η(δ) = 0.
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Neka je δ0 > 0 takav da vrijedi

t0 < t0 + δ0 < 1, ∥η(δ0)∥ ≤ ε. (16)

Takav δ0 postoji jer η(h)
h→0−→ 0. Tada je

∥φ(t0 + δ0)− φ(0)∥ ≤ ∥φ(t0 + δ0)− φ(t0)∥+ ∥φ(t0)− φ(0)∥
= ∥φ′(t0)δ0 + |δ0|η(δ0)∥+ ∥φ(t0)− φ(0)∥
≤M∥b− a∥δ0 + δ0ε+

(
M∥b− a∥+ ε

)
t0 + ε

=
(
M∥b− a∥+ ε

)
(t0 + δ0) + ε,

gdje druga nejednakost slijedi iz diferencijabilnosti funkcije φ, a tre¢a iz (15) i (16) te iz de�nicije
skupa I(ε). Dodatno, iz de�nicije skupa I(ε) slijedi kako je i t0 + δ0 ∈ I(ε) ²to je kontradikcija s
odabirom vrijednosti t0. Vrijedi t0 = 1, tj. 1 ∈ I(ε) pa imamo

∥f(b)− f(a)∥ = ∥φ(1)− φ(0)∥ ≤M∥b− a∥+ 2ε.

Pustimo li ε→ 0 slijedi tvrdnja.

Neke od glavnih posljedica teorema srednje vrijednosti dani su u sljede¢a dva teorema. Prvi je
o diferencijabilnosti limesa niza diferencijabilnih funkcija.

Teorem 4.7 (diferencijabilnost limesa diferencijabilnih funkcija). Neka su X i Y normirani vektor-
ski prostori, U ⊆ X, U otvoren i (fn)n, fn : U → Y , niz diferencijabilnih funkcija koji po to£kama
konvergira prema funkciji f : U → Y . Neka niz (f ′n)n konvergira lokalno uniformno prema funkciji
g : U → L(X,Y ). Tada i (fn)n konvergira lokalno uniformno prema f , f je diferencijabilna te je
f ′ = g. Ako su fn klase C1 onda je i f klase C1.

Dokaz. Pokaºimo kako niz (fn)n konvergira lokalno uniformno prema f . Neka je x0 ∈ X i ε > 0
proizvoljan. Po pretpostavci o lokalno uniformnoj konvergenciji niza (f ′n)n postoji r > 0 i kugla
K(x0, r) t.d.

lim
n

sup
x∈K(x0,r)

∥f ′n(x)− g(x)∥L(X,Y ) = 0.

Vrijedi ∥f ′m(x)− f ′n(x)∥ ≤ ∥f ′m(x)− g(x)∥+ ∥f ′n(x)− g(x)∥ za sve m,n ∈ N i svaki x ∈ K(x0, r) pa
postoji n0 ∈ N t.d.

sup
x∈K(x0,r)

∥f ′m(x)− f ′n(x)∥ ≤ ε

2r
, ∀m,n ≥ n0.

Po Teoremu srednje vrijednosti 4.6, koji primjenjujemo na kuglu K(x0, r), imamo

∥fm(x)− fn(x)− fm(x0) + fn(x0)∥ ≤ r sup
x∈K(x0,r)

∥f ′m(x)− f ′n(x)∥ ≤ ε

2

za svaki m,n ≥ n0 i za svaki x ∈ K(x0, r). Po pretpostavci (fn)n konvergira po to£kama prema f
pa postoji n1 > n0 takav da

∥fm(x0)− fn(x0)∥ ≤ ∥fm(x0)− f(x0)∥+ ∥fn(x0)− f(x0)∥ ≤ ε

2
, ∀m,n ≥ n1.
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Kombiniraju¢i prethodne dvije nejednakosti dobivamo

∥fm(x)− fn(x)∥ ≤ ε, ∀m,n > n1, ∀x ∈ K(x0, r).

Fiksirajmo x ∈ K(x0, r) i pustimo m→ ∞. Zbog konvergencije po to£kama dobivamo

∥f(x)− fn(x)∥ ≤ ε, ∀n > n1.

Kako n1 ne ovisi o x zapravo smo dobili

sup
x∈K(x0,r)

∥f(x)− fn(x)∥ ≤ ε, ∀n > n1,

tj. (fn)n konvergira lokalno uniformno prema f .
Pokaºimo sada kako je f diferencijabilna te kako vrijedi f ′ = g. Neka je x0 ∈ U i K(x0, r) kugla
de�nirana kao i prije. Za n ∈ N de�nirajmo funkcije kn : K(x0, r) → Y na sljede¢i na£in

kn(x) :=

{ 1
∥x−x0∥

(
fn(x)− fn(x0)− f ′n(x0)(x− x0)

)
, x ̸= x0;

0, x = x0.

Zbog pretpostavljene konvergencije i niz funkcija (kn)n konvergira po to£kama i to prema funkciji

k(x) :=

{ 1
∥x−x0∥

(
f(x)− f(x0)− g(x0)(x− x0)

)
, x ̸= x0;

0, x = x0.

Po teoremu srednje vrijednosti (4.6) (kojeg ovdje primjenjujemo na funkciju fm(x) − fn(x) −
(f ′m(x0)− f ′n(x0))(x)) za svaki x ∈ K(x0, r) vrijedi

∥km(x)− kn(x)∥ =
1

∥x− x0∥
∥fm(x)− fm(x0)− (fn(x)− fn(x0))− (f ′m(x0)− f ′n(x0))(x− x0)∥

≤ sup
y∈K(x0,r)

∥(f ′m(y)− f ′n(y))− (f ′m(x0)− f ′n(x0))∥

ako je x ̸= x0, odnosno
∥km(x)− kn(x)∥ = 0

ako je x = x0, za sve m,n ∈ N. Za proizvoljni ε > 0 zbog lokalno uniformne konvergencije niza
(f ′n)n postoji n2 ∈ N t.d.

sup
x∈K(x0,r)

∥km(x)− kn(x)∥ ≤ ε, ∀m,n > n2.

Kao i u prvom dijelu dokaza, ako �ksiramo to£ku x te pu²taju¢i m→ ∞ dobivamo

lim
n

sup
x∈K(x0,r)

∥kn(x)− k(x)∥ = 0.

Funkcije kn neprekidne su u x0 jer su funkcije fn diferencijabilne u x0. Kako je funkcija k limes
lokalno uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija, to je i sama neprekidna u x0 prema
Teoremu B.2, no iz de�nicije funkcije k slijedi da je onda f diferencijabilna u x0 te vrijedi f ′(x0) =
g(x0).
Ako su funkcije fn klase C1, tada su f ′n neprekidne funkcije pa je i funkcija g neprekidna na U kao
limes lokalno uniformno konvergentnog niza neprekidnih funkcija prema Teoremu B.2, tj. f je klase
C1.
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Sljede¢i teorem analogon je Teorema o implicitnom preslikavanju u kona£nodimenzionalnom
prostoru.

Teorem 4.8 (Teorem o implicitnom preslikavanju). Neka je X normiran vektorski prostor te
Y i Z Banachovi prostori, U ⊆ X × Y , U otvoren i (a, b) ∈ U . Neka je φ ∈ C(U ;Z) funkcija sa
sljede¢im svojstvima

(i) φ(a, b) = 0;

(ii) ∂φ
∂y (x, y) ∈ L(Y, Z) postoji u svim to£kama (x, y) ∈ U te je ∂φ

∂y ∈ C(U ;L(Y,Z));

(iii) ∂φ
∂y (a, b) ∈ L(Y,Z) je bijekcija te je

(
∂φ
∂y (a, b)

)−1
∈ L(Z, Y ).

Tada vrijede sljede¢e tvrdnje:

1. Postoji otvorena okolina V to£ke a u X, otvorena okolina W to£ke b u Y , V ×W ⊆ U te
implicitna funkcija f ∈ C(V ;W ) takva da je

{(x, y) ∈ V ×W : φ(x, y) = 0} = {(x, y) ∈ V ×W : y = f(x)}.

2. Ako je φ diferencijabilna u (a, b) ∈ U , tada je f diferencijabilna u a te vrijedi

f ′(a) = −

(
∂φ

∂y
(a, b)

)−1
∂φ

∂x
(a, b) ∈ L(X,Y ).

3. Ako je φ ∈ Cm(U ;Z) za neki m ∈ N ∪ {∞}, tada postoji otvorena okolina V ′ ⊆ V to£ke a i
otvorena okolina W ′ ⊆W to£ke b takve da vrijedi

(a) ∂φ
∂y (x, y) ∈ L(Y, Z) je bijekcija te je(

∂φ

∂y
(x, y)

)−1
∈ L(Y,Z), ∀(x, y) ∈ V ′ ×W ′;

(b) f ∈ Cm(V ′;Y );

(c)

f ′(x) = −

(
∂φ

∂y
(x, f(x))

)−1
∂φ

∂y
(x, f(x)) ∈ L(X,Y ), ∀x ∈ V ′.

Dokaz se moºe prona¢i u [9, str. 548-554].
Vratimo se sada na Primjer 4.1 i pokaºimo obrat.

Primjer 4.3. Neka suX i Y normirani vektorski prostori, U ⊆ X, U otvoren i povezan te f : U → Y
diferencijabilna funkcija za koju postoji A ∈ L(X,Y ) t.d. vrijedi f ′(x) = A za svaki x ∈ U . Uzmimo
proizvoljnu to£ku x ∈ X te r > 0 t.d. K(x, r) ⊆ U . Za y ∈ K(x, r) vrijedi [x, y] ⊆ K(x, r) pa
moºemo primijeniti Teorem srednje vrijednosti 4.6 (koji ovdje primjenjujemo na funkciju f(x)−Ax),
imamo

∥f(y)− f(x)−A(y − x)∥ ≤ sup
z∈⟨x,y⟩

∥f ′(z)−A∥∥y − x∥ = 0, ∀y ∈ K(x, r).

35
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Funkcija g : U → Y de�nirana kao g(x) := f(x)−Ax zadovoljava g(x) = g(y) za svaki y ∈ K(x, r).
De�nirajmo V := {x ∈ U : g(x) = g(x0)}, V je o£ito neprazan, relativno zatvoren u U (jer je g
neprekidna, a V = g←[{g(x0)}]) i otvoren jer oko svake to£ke x postoji kugla K(x, r) za koju je
svaki y ∈ K(x, r) ujedno i y ∈ V . Po pretpostavci je U otvoren i povezan pa mora biti U = V . Ako
de�niramo b := g(x0), dobili smo kako za svaki x ∈ U vrijedi f(x)−Ax = b tj.

f(x) = Ax+ b

²to smo i trebali pokazati.

Ukoliko se nalazimo u Hilbertovom prostoruH, tada nam Teorem o drugom korijenu ([4, str. 99])
kaºe kako za svaki pozitivno-semide�nitni operator A ∈ B(H) postoji jedinstveni drugi korijen

√
A,

tj. pozitivno-semide�nitni operator za koji vrijedi (
√
A)2 = A. Ukoliko ozna£imo prostor svih

simetri£nih pozitivno-de�nitnih matrica s Sn>, tada je dobro de�nirano preslikavanje

Ψ : Sn> → Sn>, Ψ(A) :=
√
A.

Pomo¢u Teorema o implicitnom preslikavanju pokaºe se kako je preslikavanje Ψ zapravo klase C∞.
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5 Teorija elasti£nosti

U ovom poglavlju uvodimo de�nicije i oznake potrebne za John Ballov teorem.
Dalje ¢emo se ograni£iti na prostor R3. Tako�er, U ⊆ R3 bit ¢e domena.

De�nicija 5.1. De�niramo funkciju
φ : U → R3

koja je dovoljno glatka, £uva orijentaciju i φ|U je injektivna. Funkciju φ nazivamo deformacija.

Ukoliko skup U zami²ljamo kao tijelo u prostoru, onda njegovo pona²anje u prostoru opisuje
funkcija φ. Odavde i uvjet na injektivnost u unutra²njosti tijela, dok se injektivnost moºda izgubi
na rubu ukoliko do�e do samododira tijela. Glatko¢a funkcije φ je dovoljna da tvrdnje izloºene u
nastavku imaju smisla.

Pripadna matrica ∇φ := ((∂iφj)
3
i,j=1)

T naziva se gradijent deformacije.
Ozna£imo

M3
+ := {F ∈ M3 : detF > 0}.

Neka je Γ0 ⊆ Γ := ∂U istaknuti dio ruba tijela. Pretpostavimo da na tijelo U djeluju unutarnje i
vanjske sile koje su redom opisane funkcijama

f : U → R3, g : Γ1 → R3

gdje je Γ1 := Γ \ Γ0. Ove dvije funkcije implicitno odre�uju deformaciju φ : x → φ(x) koju
ºelimo izra£unati. Neka je U hiperelasti£no tijelo. To zna£i da postoji funkcija gusto¢e unutarnje
(potencijalne) energije kao funkciju

W : U ×M3
+ → R

pa je ukupna energija dana funkcionalom I, tj.

I : Φ → R, I(ψ) =

∫
U
W (x,∇ψ(x))dx− L(ψ)

gdje je

L : Φ → R, L(ψ) :=

∫
U
f · ψdx+

∫
Γ1

g · ψdΓ.

Odre�enosti radi, pretpostavimo da je funkcija φ0 := φ|Γ0 = id|Γ0 pa de�nirajmo skup

Φ := {ψ : U → R3 : ψ|U je injekcija, det∇ψ > 0 na U,ψ|Γ0 = φ0 = id|Γ0}.

²to je po de�niciji skup svih deformacija (uvjet o o£uvanju orijentacije zapisali smo preciznije preko
determinante).

Prvenstveno nas zanima ravnoteºa rje²enja ²to su minimumi funkcionala ukupne energije, tj.
ukoliko je promatrano tijelo hiperelasti£no, traºena deformacija φ biti ¢e stacionarna to£ka funkci-
onala I i to ona koja je minimum.

U idu¢em dijelu promatrat ¢emo minimizatore op¢enitih funkcionala. Uz pomo¢ teorije razvijene
u tome dijelu, u posljednjem dijelu raspravit ¢emo koje sve pretpostavke moramo postaviti na
funkcinal I i L kako bi matemati£ki model promatranog (hiper)elasti£nog tijela imao smisla te
razmotritit postojanje minimizatora ukupne energije pod tim uvjetima, ²to je rezultat John Ballovog
teorema.
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6 Minimizatori funkcionala

6.1 Pronalazak minimizatora funkcionala

U prvom poglavlju uvedena je slaba topologija na prostorima s ciljem poop¢enja Bolzano Weier-
strassova teorema na beskona£nodimenzionalne prostore. S generalizacijom Bolzano Weierstrassova
teorema name¢e se i pitanje generalizacije teorema o ekstremima prema kojem funkcija na kom-
paktu postiºe minimum i maksimum.

Neka je U ⊆ V neome�en podskup normiranog prostora V i J : U → R funkcional. Algoritam
za pronalazak ekstrema funkcionala po£etkom 20. stolje¢a predloºio je Hilbert kroz tri koraka:

1. prona�imo niz (un)n u U takav da niz vrijednosti (J(un))n konvergira prema in�mumu na U ;

2. pokaºemo da neki podniz gornjeg niza konvergira prema elementu iz U u nekoj topologiji;

3. pokaºemo da je limes podniza traºeni minimizator.

U drugom koraku klju£an je odabir topologije te ¢e se u na²em slu£aju raditi upravo o slaboj
topologiji. Ako je U ome�en, tada je egzistencija konvergentnog podniza direktna posljedica Banach-
Alaogluovog teorema A.7. Za slu£aj kada je U neome�en, treba nam sljede¢a de�nicija.

De�nicija 6.1. Neka je U ⊆ V neome�en podskup normiranog prostora V . Kaºemo da je funkcional
J : U → R koercitivan ako vrijedi

(∀v ∈ U) ∥v∥ → ∞ ⇒ J(v) → ∞.

Ograni£it ¢emo se samo na koercitivne funkcionale. Iz same de�nicije koercitivnosti jasno je
kako minimiziraju¢i niz moºe leºati samo u ome�enom skupu. Za provedbu tre¢eg koraka trebat ¢e
nam dodatne pretpostavke na promatrani funkcional, a koje su slabije od neprekidnosti.

De�nicija 6.2. Neka je V Banachov vektorski prostor. Kaºemo da je funkcional J : V → R

1. odozdo poluneprekidan ako je za svaki a ∈ R skup J←[⟨a,∞]] otvoren u V .

2. nizovno slabo odozdo poluneprekidan na U ako za svaki niz (un)n∈N ⊆ U t.d. un
w→ u ∈ U

vrijedi
I(u) ≤ lim inf

n→∞
I(un).

Napomena 6.1. Uo£imo da je svaka neprekidna funkcija odozdo poluneprekidna ²to slijedi di-
rektno iz de�nicije neprekidnosti u topolo²kim prostorima. Obrnuto, ako je funkcija f odozdo
poluneprekidna i ako je −f odozdo poluneprekidna, onda je f neprekidna ²to slijedi iz £injenice da
je {⟨a,∞] : a ∈ R} ∪ {[−∞, a⟩ : a ∈ R} predbaza standardne topologije na R, gdje jo² preostaje
primijeniti Teorem C.1.

6.2 Konveksne funkcije

U nastavku promatramo funkcije kojima je slika sadrºana u R ∪ {∞}. Neka je X vektorski prostor
i U ⊆ X konveksan podskup. De�nirajmo konveksnost funkcija s takvom domenom i kodomenom.
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De�nicija 6.3. Funkcija f : U → R ∪ {∞} je konveksna ako

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ U, ∀λ ∈ [0, 1],

odnosno, f je strogo konveksna ako vrijedi

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ U, x ̸= y, ∀λ ∈ [0, 1].

Uo£imo da su u prethodnoj de�niciji x, y ̸= −∞ pa su izrazi s desne strane uvijek dobro de�ni-
rani brojevi u R ∪ {∞}. Zbog navedenog, moramo promatrati kodomene samo kao podskupove od
R ∪ {∞}, a ne kao podskupove pro²irenih realnih brojeva R.

Kako bi u nastavku izbjegli raspravu o funkcijama koje nam nisu od interesa uvodimo i sljede¢u
de�niciju.

De�nicija 6.4. Funkcija f : X → R ∪ {∞} naziva se prava ukoliko je

{x ∈ X : f(x) <∞} ≠ ∅.

Nadalje ¢emo se ograni£iti samo na prave funkcije.

De�nicija 6.5. Epigraf prave funkcije f : X → R ∪ {∞} je skup

Epi f := {(x, α) ∈ X × R : f(x) ≤ α}.

Uo£imo kako je, zbog pretpostavke o pravoj funkciji, epigraf uvijek neprazan skup.
Cilj nam je preko konveksnosti prona¢i uvjet kada je funkcija slabo odozdo poluneprekidna.

Teorem 6.1. Neka je V vektorski prostor. Funkcija f : V → R∪{∞} je konveksna ako i samo ako
je Epi f konveksan podskup prostora V × R.

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija. Uzmimo (u, a), (v, b) ∈ Epi f . Iz de�nicije epigrafa je f(u) ≤ a
i f(v) ≤ b pa za svaki λ ∈ [0, 1] imamo

f(λu+ (1− λ)v)
konveksnost funkcije f

≤ λf(u) + (1− λ)f(v) ≤ λa+ (1− λ)b

tj. vrijedi
λ(u, a) + (1− λ)(v, b) = (λu+ (1− λ)v, λa+ (1− λ)b) ∈ Epi f

tj. Epi f je konveksan skup.
Pretpostavimo da je Epi f konveksan skup. Kako je f prava funkcija postoji to£ka u t.d. je
f(u) <∞. Ako je to jedina takva to£ka onda smo gotovi. Ina£e postoji to£ka v ̸= u t.d. f(v) <∞.
Tada su parovi (u, f(u)), (v, f(v)) sadrºani u epigrafu pa iz pretpostavke na konveksnost slijedi da
za svaki λ ∈ [0, 1] vrijedi

λ(u, f(u)) + (1− λ)(v, f(v)) = (λu+ (1− λ)v, λf(u) + (1− λ)f(v)) ∈ Epi f.

Iz de�nicije epigrafa zaklju£ujemo da je

f(λu+ (1− λ)v) ≤ λf(u) + (1− λ)f(v).

Time smo pokazali da funkcija f zadovoljava uvjet konveksnosti za sve to£ke kojima je vrijednost
kona£na (tj. koje su u epigrafu). Ako je to£ka u t.d. vrijedi f(u) = ∞ onda je nejednakost trivijalno
zadovoljena pa zaklju£ujemo da je f konveksna.
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De�nicija 6.6. Neka je V normiran vektorski prostor i ∅ ̸= U ⊆ V . Funkcional J : U → R ∪
{∞} je jako odozdo poluneprekidan ako je odozdo poluneprekidan kada na U promatramo jaku
(relativnu) topologiju, tj. onu topologiju induciranu normom na V .

Sljede¢i teorem biti ¢e klju£an u dokazivanju egzistencije minimizatora funkcionala s konveksnim
podintegralnim funkcijama.

Teorem 6.2. Neka je (V, T ) topolo²ki prostor.

1. Funkcija J : V → R∪{∞} odozdo je poluneprekidna ako i samo ako je Epi J zatvoren podskup
prostora V × R.

2. Odozdo poluneprekidna funkcija J : V → R∪{∞} je nizovno odozdo poluneprekidna, tj. vrijedi

lim
k
uk = u u V ⇒ J(u) ≤ lim inf

k
J(uk). (17)

3. Neka je topologija T metrizabilna i neka funkcija J : V → R ∪ {∞} zadovoljava uvjet

lim
k
uk = u u V ⇒ J(u) ≤ lim inf

k
J(uk).

Tada je funkcija J odozdo poluneprekidna.

Interpretacija 6.1. Kra¢e zapisano, kod metrizabilnih topologija ekvivalentno je:

1. funkcija f odozdo je poluneprekidna;

2. Epi f zatvoren je podskup u V × R;

3. uvjet (17).

Dokaz. 1. Neka je J odozdo poluneprekidna, tj. za svaki a ∈ R skup {v ∈ V : a < J(v) ≤ ∞}
je otvoren u V . Pokaºimo da je skup (V × R \ Epi J) otvoren. Uzmimo to£ku (v0, a0) ∈
V × R \ Epi J = {(v, a) ∈ V × R : a < J(v) ≤ ∞}. Jer je a0 < J(v) to postoji to£ka b0 t.d.
a0 < b0 < J(v). Tada je skup

A := {v ∈ V : b0 < J(v)} × ⟨−∞, b0⟩

o£ito otvoren i sadrºan u (Epi J)c jer za proizvoljnu to£ku (w,α) ∈ A vrijedi b0 < J(w) po
de�niciji prvog skupa te α < b0 po de�niciji drugog skupa, tj. vrijedi α < J(w) pa mora biti
(w,α) /∈ Epi J . Dakle, A je otvoren skup u (Epi J)c, tj. (Epi J)c otvoren je skup pa je Epi J
zatvoren skup.
Obrnuto, neka je Epi J zatvoren skup, tj. {(v, a) ∈ V × R : a < J(v) ≤ ∞} je otvoren.
Iz de�nicije produktne topologije (Napomena C.1) slijedi kako je skup {v ∈ V : a < J(v)}
otvoren za svaki a ∈ R, odnosno funkcija J odozdo je poluneprekidna.

2. Neka je (uk)k∈N ⊆ V te u ∈ V t.d. limk uk = u te neka je J(u) < ∞. Za proizvoljni ε > 0 iz
odozdo poluneprekidnosti funkcije J slijedi kako je skup V (ε) := {v ∈ V : J(u) − ε < J(v)}
otvoren u V . O£ito je u ∈ V (ε) pa je V (ε) otvorena okolina to£ke u u V zbog £ega postoji
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k(ε) ∈ N t.d. za svaki k > k(ε) vrijedi uk ∈ V (ε), tj. J(u) − ε < J(uk). Nejednakost vrijedi
za svaki k > k(ε) ²to upravo zna£i kako je

J(u)− ε ≤ lim inf
k

J(uk).

Pu²taju¢i ε→ 0 slijedi J(u) ≤ lim infk J(uk).
Neka je sada u ∈ V t.d. vrijedi J(u) = ∞. Za proizvoljni a > 0 odozdo poluneprekidnost
implicira kako je skup H(a) := {v ∈ V : a < J(v)} otvorena okolina to£ke u. Kao i prije,
postoji n(a) ∈ N t.d. za sve k > n(a) vrijedi a < J(uk) ²to opet implicira a ≤ lim infk J(uk).
Kako je a proizvoljan, pustimo li a→ +∞ slijedi lim infk J(uk) = +∞ = J(u).

3. Prema prvom dijelu dokaza, dovoljno je pokazati kako je Epi J zatvoren skup u V × R, tj.

(uk, ak)k ⊆ Epi J, lim
k
(uk, ak) = (u, a) ∈ V × R ⇒ (u, a) ∈ Epi J.

Ovdje smo koristili Teorem C.2 zbog £ega nam je trebala dodatna pretpostavka na metriza-
bilnost topologije. Takav niz zadovoljava limk uk = u u V te J(uk) ≤ ak za svaki k ∈ N,
tj.

lim inf
k

J(uk) ≤ lim inf
k

ak = lim
k
ak = a

pa slijedi

J(u)
pretpostavka

≤ lim inf
k

J(uk) ≤ a

pa vrijedi J(u) ≤ a tj. (u, a) ∈ Epi J . Skup Epi J zatvoren je ²to smo i trebali pokazati.

Teorem 6.3. Neka je V normiran vektorski prostor. Tada je svaka konveksna jako odozdo polune-
prekidna funkcija J : V → R ∪ {∞} i nizovno slabo odozdo poluneprekidna na V .

Dokaz. Vrijedi Epi J ̸= V × R pa postoji to£ka (v0, a0) /∈ Epi J , tj. a0 < J(v0). Kako je Epi J ko-
nveksan i zatvoren podskup skupa V ×R, po drugoj geometrijskoj formi Hahn-Banachovog teorema
2.4 primijenjenoj na skupove Epi J i {(v0, a0)} slijedi kako postoji neprekidan linearni funkcional
k ∈ (V × R)′ = V ′ × R i c ∈ R t.d.

k(v0, a0) < c < k(v, a), ∀(v, a) ∈ Epi J. (18)

Znamo da je funkcional k oblika k(v, a) = k′(v) + αa za neki k′ ∈ V ′ i α ∈ R. Jer je o£ito svaki par
(v, J(v)) ∈ Epi J , pa po (18) slijedi

k′(v0) + αa0 < c < k′(v) + αJ(v)

za svaki v ∈ V . Za v = v0 dobivamo da je αa0 < αJ(v0) tj. α(a0 − J(v0)) < 0. Vrijedi (v0, a0) /∈
Epi J pa je a0 < J(v0) zbog £ega mora biti α > 0. Dakle, imamo

1

α
(c− k′(v)) < J(v).

Ako sad de�niramo l := −1
α k
′ i d := 1

αc, iz prethodne nejednakosti slijedi

J(v) > l(v) + d, ∀v ∈ V. (19)
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Uzmimo sada niz (uk)k u V t.d. uk
w→ u i promotrimo L := lim infk J(uk). Po de�niciji limes

inferiora postoji podniz (un)n niza (uk)k t.d. L = limn J(un). Jer niz (un)n slabo konvergira prema
u, to je po Teoremu A.5 i ome�en pa je dobro de�nirana vrijednost M := supn ∥un∥ < ∞. Kako
je funkcional l ome�en to vrijedi |l(un)| ≤ ∥l∥V ′∥un∥ ≤ ∥l∥V ′M tj. l(un) ≥ −∥l∥V ′M pa iz (19)
imamo

J(un) > −∥l∥V ′M + d > −∞

odakle slijedi da je L > −∞.
Trebamo pokazati da je J(u) ≤ lim infk J(uk). Ako je L = ∞, tvrdnja o£ito vrijedi pa pretpostavimo
da je L kona£an. Tada je (u, L) ∈ V ×R. Kako je o£ito (un, J(un)) ∈ Epi J i (un, J(un))

w→ (u, L),
vrijedi (u, L) ∈ Epi J . Naime, Epi J je konveksan i zatvoren skup pa je po Banach-Saks-Mazurovom
teoremu 2.5 i slabo zatvoren. Iz de�nicije epigrafa imamo da vrijedi

J(u) ≤ L = lim
n
J(un) = lim inf

k
J(uk)

²to je i trebalo pokazati.

Primjer 6.1. Neka je V normiran vektorski prostor. Promotrimo funkciju norme ∥ · ∥ : V → R.
Norma je konveksna jer za sve x, y ∈ V i λ ∈ [0, 1] jer je

∥λx+ (1− λ)y∥ ≤ ∥λx∥+ ∥(1− λ)y∥ ≤ λ∥x∥+ (1− λ)∥y∥.

Isto tako, norma je neprekidna pa je i (jako) odozdo poluneprekidna. Po prethodnom teoremu,
norma je onda i nizovno slabo odozdo poluneprekidna. Odnosno, za niz (un)n ⊆ V i u ∈ V za koje
vrijedi un

w→ u imamo
∥u∥ ≤ lim inf

n
∥un∥

²to je tvrdnja (dijela) Teorema A.5. Standardni dokaz tog teorema koristi Banach-Steinhausov
teorem ([4, str. 89]).

De�nicija 6.7. Podskup U ⊆ V normiranog prostora V je nizovno slabo zatvoren ako za svaki
niz (un)n ⊆ U koji slabo konvergira prema u ∈ V , tj. un

w→ u, vrijedi u ∈ U .

Napomena 6.2. Po Banach-Saks-Mazurovom teoremu 2.5 slijedi kako su jako zatvoreni konveksni
skupovi ujedno i nizovno slabo zatvoreni.

Teorem 6.4. Neka je V re�eksivan Banachov vektorski prostor, U ⊆ V nizovno slabo zatvoren skup
i J : U → R ∪ {∞} funkcional koji je nizovno slabo odozdo poluneprekidan. Dodatno, neka je J
koercitivan ako je U neome�en skup. Tada postoji barem jedan element u ∈ U t.d. je

J(u) = inf
v∈U

J(v)

i posebno je infv∈U J(v) > −∞.

Dokaz. Ako je J(v) = ∞ za svaki v ∈ V onda nemamo ²to dokazivati pa pretpostavimo da postoji
v ∈ V t.d. je J(v) <∞. Neka je (uk)k niz u U t.d. je limk J(uk) = infv∈V J(v). Ako je U ome�en,
onda je i niz (uk)k, ako U nije ome�en onda je po pretpostavci J koercitivan pa je opet (uk)k ome�en
(ina£e bi postojao podniz (un)n t.d. ∥un∥ → ∞ pa bi iz koercitivnosti imali i J(un) → ∞, odakle bi
slijedilo infv∈U J(v) = ∞ ²to smo pretpostavili da nije). Po Banach-Eberlein-�mulianovom teoremu
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2.9 postoji podniz (un)n niza (uk)k i u ∈ V t.d. un
w→ u, a kako je U nizovno slabo zatvoren

skup, to je u ∈ U pa je i J(u) dobro de�nirana vrijednost. Iz pretpostavljene nizovne slabe odozdo
poluneprekidnosti funkcionala J na U imamo

−∞ < J(u) ≤ lim inf
n

J(un) = inf
v∈U

J(v),

gdje prva nejednakost slijedi iz dobre de�niranosti funkcionala J u to£ki u.

Napomena 6.3. U prethodnom dokazu mogli smo iskoristiti Banach-Eberlein-�mulianov teorem
jer je V po pretpostavci re�eksivan prostor.

Ukoliko funkcional J nije slabo odozdo poluneprekidan, tada ne mora postojati minimizator.
�tovi²e, to je dovoljan, ali ne i nuºan uvjet za egzistenciju minimizatora.

6.3 Funkcionali s konveksnim integrandima

De�nicija 6.8. Neka je U otvoren skup u Rn i B ⊆ Rm Borelov skup5. Funkcija h : U × B →
R ∪ {∞} je Caratheodoryjeva funkcija ako je h(x, ·) : B → R ∪ {∞} neprekidna za g.s. x ∈ U
te ako je h(·, y) : U → R ∪ {∞} izmjeriva 6 za svaki y ∈ B.

Teorem 6.5. Neka je U ome�en otvoren skup u Rn i h : U × RM → R ∪ {∞} Caratheodoryjeva
funkcija takva da je za g.s. x ∈ U funkcija h(x, ·) konveksna i inf(x,y)∈U×RM h(x, y) > −∞. Uzmimo

niz (yk)k ⊆ (L1(U))M i y ∈ (L1(U))M . Tada slaba konvergencija yk
w→ y u (L1(U))M implicira∫

U
h(x, y(x))dx ≤ lim inf

k→∞

∫
U
h(x, yk(x))dx.

Dokaz. De�nirajmo m := inf(x,y)∈U×RM h(x, y). Tada je funkcija g := h −m integrabilna i vrijedi
inf(x,y)∈U×RM g(x, y) = 0 pa bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je

inf
(x,y)∈U×RM

h(x, y) = 0.

Kako je h Caratheodoryjeva funkcija, to je i izmjeriva kada god je funkcija y : U → RM izmjeriva.
Pretpostavili smo da je h nenegativna pa su svi integrali dobro de�nirani za svaku funkciju y ∈
(L1(U))M . De�nirajmo sada funkcional

H : (L1(U))M → [0,∞], H(y) :=

∫
U
h(x, y(x))dx

i pokaºimo da je jako odozdo poluneprekidan s obzirom na jaku topologiju prostora L1(U). Nalazimo
se u Rn×Rm ²to je metrizabilan prostor pa je po Teoremu 6.2 odozo poluneprekidnost ekvivalentna
nizovnoj odozdo poluneprekidnosti, tj. dovoljno je pokazati

yk → y,

∫
U
h(x, y(x))dx ≤ lim inf

k→∞

∫
U
h(x, yk(x))dx.

5Ozna£imo s B σ-algebru nad R generiranu s otvorenim skupovima (tj. skupovima iz euklidske topologije). Tada
skupove B ∈ B nazivamo Borelovim skupovima.

6Neka je f : X → Y funkcija izme�u izmjerivih prostora (X,F) i (Y,G), tj. F i G su σ-algebre nad X i
Y , respektivno. Tada kaºemo da je f (F ,G)-izmjeriva ako za svaki G ∈ G vrijedi f←[G] ∈ F . Na prostoru R
podrazumijevamo Borelovu σ-algebru.
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Uo£imo da se prethodni izraz razlikuje od tvrdnje teorema jer sada dokazujemo tvrdnju uz pret-
postavku na jaku kovergenciju niza (yk)k dok je u pretpostavci teorema slaba konvergencija.
Neka je (yn)n podniz niza (yk) takav da niz (αn)n, gdje je

αn :=

∫
U
h(x, yn(x))dx,

konvergira u [0,∞] (takav podniz postoji jer se niz (αk)k nalazi u [0,∞]). Kako (yn)n jako konvergira
prema y u L1(U), postoji podniz (ym)m podniza (yn)n takav da ym(x) → y(x) za g.s. x ∈ U
(egzistencija podniza slijedi iz Teorema A.3). Iz pretpostavljene neprekidnosti funkcije h(x, ·) za
g.s. x ∈ U vrijedi limm h(x, ym(x)) = h(x, y(x)) pa imamo∫

U
h(x, y(x))dx =

∫
U
lim
m
h(x, ym(x))dx

Fatouova lema
≤

≤ lim inf
m

∫
U
h(x, ym(x))dx = lim

n

∫
U
h(x, yn(x))dx

odakle zadnja jednakost slijedi jer smo izabrali podniz (yn)n niza (ym)m takav da gornji integrali
konvergiraju pa se limes podudara s limesom inferiorom. Zaklju£ujemo da je funkcional H jako
odozdo poluneprekidan.
Za λ ∈ [0, 1] i y, z ∈ (L1(U))M ra£unamo

H(λy + (1− λ)z) =

∫
U
h(x, λy(x) + (1− λ)z(x))dx

konveksnost funkcije h(x,·)
≤

≤
∫
U
λh(x, y(x)) + (1− λ)h(x, z(x))dx = λH(y) + (1− λ)H(z)

pa je i funkcional H konveksan. Po Teoremu 6.3 funkcional H je nizovno slabo odozdo polunepre-
kidan.

Napomena 6.4. Ako je U ome�en skup i p ∈ [1,∞⟩. Uzmimo (fn)n ⊆ Lp(U) i f ∈ Lp(U). Ako
fn

w→ f u Lp(U), tada fn
w→ f i u L1(U).

Teorem 6.6 (minimizatori u W 1,p(U)). Neka je U ⊆ Rn domena s rubom Γ := ∂U i h : U ×
Mm×n → R ∪ {∞} funkcija koja je

1. za g.s. x ∈ U funkcija h(x, ·) : Mm×n → R ∪ {∞} konveksna i neprekidna;

2. za svaki F ∈ Mm×n funkcija h(·, F ) je izmjeriva;

3. postoje konstante α > 0, β ∈ R i p > 1 takve da je

h(x, F ) ≥ α|F |p + β, za g.s. x ∈ U, ∀F ∈ Mm×n.

Neka je Γ0 ⊆ Γ izmjeriv podskup takav da mu je mjera µ(Γ0) > 0 i u0 : Γ0 → Rm izmjeriva funkcija
takva da je skup

W := {v ∈W 1,p(U) : v|Γ0 = u0}
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neprazan. Neka je L : W 1,p(U) → R neprekidan linearni funkcional te de�nirajmo funkcional J na
sljede¢i na£in

J :W 1,p(U) → R ∪ {∞}, J(v) :=

∫
U
h(x,∇v(x))dx− L(v).

Ako pretpostavimo da je infv∈W J(v) <∞, tada postoji u ∈W za kojeg je

J(u) = inf
v∈W

J(v).

Dodatno, ako je funkcija h(x, ·) : Mm×n → R ∪ {∞} strogo konveksna za g.s. x ∈ U , tada je
minimizator u jedinstven.

Dokaz. Ako uzmemo niz (zn)n ⊆W t.d. je z = limn zn, tada je o£ito z|Γ0 = limn(zn|Γ0) = limn u0 =
u0, tj. z ∈ W pa je W jako zatvoren. Nadalje, za z1, z2 ∈ W promotrimo (λz1 + (1 − λ)z2)|Γ0 =
λz1|Γ0 + (1 − λ)z2|Γ0 = λu0 + (1 − λ)u0 = u0 pa je W i konveksan. Po Banach-Saks-Mazurovom
teoremu 2.5 skup W ujedno je i nizovno slabo zatvoren. Nadalje, po Teoremu 3.3 Banachov prostor
W 1,p(U) je i re�eksivan jer je p ∈ ⟨1,∞⟩.
Nejednakosti iz pretpostavki teorema daju

J(v) ≥ α

∫
U
|∇v|p + βµ(U)− ∥L∥∥v∥1,p,U (20)

za svaki v ∈ W 1,p(U) (po pretpostavci je U domena pa je i ome�en skup zbog £ega je µ(U) < ∞).
Po generaliziranoj Poincareovoj nejednakosti (Teorem B.4) postoji konstanta c1 > 0 za koju je∫

U
|ψ|pdx ≤ c1

(∫
U
|∇ψ|pdx+

∣∣∣∣∣
∫
Γ0

ψdΓ

∣∣∣∣∣
p)

za svaki ψ ∈W 1,p(U). Ako u prethodnu nejednakost uvrstimo ψ = v dobivamo

c1

∫
U
|∇v|pdx ≥

∫
U
|v|pdx− c1

∣∣∣∣∣
∫
Γ0

v|Γ0︸︷︷︸
=u0

dΓ

∣∣∣∣∣
p

=

∫
U
|v|pdx− α1

za neki α1 > 0. Kombiniraju¢i s (20), zaklju£ujemo (obja²njenje je dano u Napomeni 6.5) kako
postoje konstante c2 > 0 i c3 ∈ R t.d.

J(v) ≥ c2∥v∥p1,p,U − ∥L∥∥v∥1,p,U + c3, ∀v ∈W. (21)

Nadalje, kako je p > 1, vrijedi ∥v∥1,p,U ≤ ∥v∥p1,p,U pa je

J(v) ≥ c2∥v∥p1,p,U − ∥L∥∥v∥1,p,U + c3 ≥ c2∥v∥p1,p,U − ∥L∥∥v∥p1,p,U + c3 = ∥v∥p1,p,U (c2 − ∥L∥) + c3,

tj. postoje konstante c > 0 i d takve da je

J(v) ≥ c∥v∥p1,p,U + d, ∀v ∈W.

Promatrimo niz (vk)k u W t.d. je ∥vk∥1,p,U → ∞. Po prethodnoj nejednakosti slijedi da je J(vk) →
∞ pa je funkcional J koercitivan nad skupom W .
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Jer slaba konvergencija uk
w→ u u W 1,p(U) povla£i i konvergenciju ∇uk

w→ ∇u u (Lp(U))m×n te
prema Napomeni 6.4 i u (L1(U))m×n, po Teoremu 6.5 (uz M = m×n i identi�kaciju RM s Mm×n)
vrijedi ∫

U
h(x,∇u(x))dx ≤ lim inf

k→∞

∫
U
h(x,∇uk(x))dx.

Tako�er, L je neprekidan linearni funkcional na W 1,p(U) po pretpostavci pa iz uk
w→ u slijedi

L(u) = limk L(uk) po de�niciji slabe konvergencije. Zaklju£ujemo da je funkcional J :W 1,p(U) → R
nizovno slabo odozdo poluneprekidan, dok egzistencija minimizatora funkcionala J nad skupom W
slijedi iz Teorema 6.4.
Dokaºimo sada jedinstvenost minimizatora u slu£aju stroge konveksnosti funkcije h(x, ·). Neka su
u1, u2 ∈W , u1 ̸= u2 t.d. je

J(u1) = J(u2) = inf
u∈W

J(u).

Preslikavanje v →
( ∫

U |∇v|p
)1/p

je norma na prostoru

V := {v ∈W 1,p(U) : v|Γ0 = 0}

jer je po pretpostavci µ(Γ0) > 0. Isto tako, kako je (u1 − u2) ∈ V , u1 ̸= u2 povla£i da je µ(A) > 0
gdje je

A := {x ∈ U : ∇u1(x) ̸= ∇u2(x)}.

Naime, kada bi vrijedilo µ(A) = 0, tada bi za g.s. x ∈ U vrijedilo ∇u1(x) = ∇u2(x) odakle bi
imali da je u1(x) = u2(x) + c za neku konstantu c, ali kako je (u1 − u2) ∈ V vrijedi c = 0 (jer je
po de�niciji skupa V (u1 − u2)|Γ0 = 0) pa bi slijedilo g.s. u1 = u2 ²to je kontradikcija s u1 ̸= u2.
Dakle, vrijedi µ(A) > 0. Sada za λ ∈ ⟨0, 1⟩ imamo

J(λu1 + (1− λ)u2) =

∫
U
h(x, λ∇u1(x) + (1− λ)∇u2(x))dx− L(λu1 + (1− λ)u2) <

(stroga) konveksnost funkcije h, linearnost funkcionala L
< λ

∫
A
h(x,∇u1(x))dx+ (1− λ)

∫
A
h(x,∇u2(x))dx+

+λ

∫
U\A

h(x,∇u1(x))dx+ (1− λ)

∫
U\A

h(x,∇u2(x))dx−

−λL(u1)− (1− λ)L(u2) = λJ(u1) + (1− λ)J(u2) = inf
u∈W

J(u).

Ovdje na skupu A koristimo strogu konveksnost (uo£imo da je u de�niciji stroge konveksnosti nuºno
gledati razli£ite to£ke), dok na skupu U \ A koristimo konveksnost funkcije h, a jer je µ(A) > 0 to
imamo strogu nejednakost u gornjem izrazu.
Dobili smo kontradikciju jer u to£kama λu1+(1−λ)u2 funkcional J postiºe strogo manju vrijednost
od in�muma, ²to je pak nemogu¢e. Dakle, minimizator je jedinstven.

Napomena 6.5. Pokaºimo tvrdnju (21) iz dokaza prethodnog teorema. Vrijedi

J(v) ≥ α

∫
U
|∇v|p + βµ(U)− ∥L∥∥v∥1,p,U , c1

∫
U
|∇v|pdx︸ ︷︷ ︸
A:=

≥
∫
U
|v|pdx︸ ︷︷ ︸
B:=

−α1,
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tj. imamo

A ≥ 1

c1
B − α1

c1
(22)

gdje su c1 > 0 i α1 > 0 neke konstante. Uzmimo konstante γ1 i γ2 za koje vrijedi

γ1 + γ2 = 1,
γ2
c1

= γ1.

Tada je γ2 = γ1c1 pa uvr²tavanjem u gornju jednakost imamo γ1 + γ1c1 = 1, tj.

γ1 =
1

1 + c1
> 0, γ2 =

c1
1 + c1

> 0.

Ra£unamo

A = γ1A+ γ2A
(22)

≥ γ1A+
γ2
c1︸︷︷︸
=γ1

B − γ2
α1

c1
= γ1(A+B)− γ2

α1

c1
.

Jer vrijedi A+B = ∥v∥p1,p,U , vratimo li se na po£etak slijedi

J(v) ≥ αγ1∥v∥p1,p,U − αγ2
α1

c1
+ βµ(U)− ∥L∥∥v∥p1,p,U

odakle slijedi tvrdnja za c2 := αγ1 > 0 i c3 := βµ(U)− αγ2
α1
c1
.

Primjer 6.2. De�nirajmo funkcional

J :W 1,4
0 (⟨0, 1⟩) → R, J(v) :=

∫ 1

0

(
(v′(x)2 − 1)2 + v(x)2

)
dx.

Moºe se pokazati kako je J koercitivan funkcional, ali nije konveksan, kao ni podintegralna funkcija.
Vrijedi inf

v∈W 1,4
0 (⟨0,1⟩) J(v) = 0, ali se in�mum ne postiºe u W 1,4

0 (⟨0, 1⟩).

Prethodni primjer kaºe kako u Teoremu 6.6 ne moºemo ispustiti pretpostavku na konveksnost
funkcije h. Isto tako, moºe se pokazati da ne moºemo ispustiti ni pretpostavku na podintegralnu
funkciju prema kojoj je ome�ena odozdo funkcijom oblika α|F |p + β.

6.4 John Ballov teorem

Kao u prethodnom poglavlju i sada ¢emo promatrati minimizaciju funkcionala oblika J(v) =∫
U h(x,∇v(x))dx − L(v) (ukupna energija tijela), ali za razliku od prethodnog poglavlja, promi-
jenit ¢emo pretpostavke na skup U i podintegralnu funkciju. Tako ¢emo promatrati skupove U koji
nisu nuºno konveksni i podintegralne funkcije koje nisu konveksne. U Primjeru 6.2 smo ustano-
vili kako ne moºemo u potpunosti ukloniti pretpostavku na konveksnost bez dodavanja neke nove
pretpostavke.

Pretpostavke na funkciju W gusto¢e unutarnje energije:

1. (uvjet rasta) Sli£no kao i u Teoremu 6.6, funkciju W ograni£avamo odozdo pa pretpostavimo
kako postoje konstante p ≥ 2, q ≥ p

p−1 , r > 1, α > 0, β ∈ R t.d.

W (x, F ) ≥ α(|F |p + |Cof F |q + (detF )r) + β (23)

za g.s. x ∈ U . Iz ovog uvjeta ¢emo dobiti i koercitivnost funkcije W .
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2. Za g.s. x ∈ U vrijedi
detF ↘ 0 ⇒W (x, F ) → ∞ (24)

²to odgovara ideji da beskona£na kompresija u to£ki povla£i beskona£no naprezanje. Iz ovog
uvjeta ¢emo dobiti i o£uvanje orijentacije kod deformacija koje su minimizatori ukupne ener-
gije.

Pretpostavka na konveksnost funkcije W (x, ·) s obzirom na varijablu F bila bi u kontradikciji s
pretpostavljenim aksiomima. Naime, lako se vidi da skup Mn

+ nije konveksan te da je CoMn
+ = Mn

pa kada bi funkcija W (x, ·) bila konveksna tada bi postojala konveksna funkcija K : M3 → R
za koju je K(x, F ) = W (x, F ) za svaki F ∈ M3

+. Taj uvjet je u kontradikciji s uvjetom (24).
Dakle, podintegralna funkcija nije konveksna pa vidimo kako ne¢emo mo¢i iskoristiti Teorem 6.6 za
pronalazak minimizatora. Zato uvodimo sljede¢i pojam.

De�nicija 6.9. Funkcija W : U ×M3
+ → R je polikonveksna ako za g.s. x ∈ U postoji konveksna

funkcija K(x, ·) : M3 ×M3 × ⟨0,∞⟩ → R t.d. vrijedi

W (x, F ) = K(x, F,Cof F,detF ), ∀F ∈ M3
+.

Uo£imo kako uvjet (23) daje∫
U
W (x,∇φ(x))dx ≥ α

(
∥∇φ∥p0,p,U + ∥Cof∇ψ∥q0,g,U + ∥ det∇ψ∥r0,r,U

)
+ β

zbog £ega ¢emo na skup Φ (kojeg smo de�nirali u prethodnom poglavlju) trebati dodati i uvjete

∇ψ ∈ Lp(U), Cof∇ψ ∈ Lq(U), det∇ψ ∈ Lr(U).

Kako bi imali re�eksivnost prostora (tako da moºemo primijeniti Banach-Eberlein-�mulianov te-
orem 2.9), trebamo jo² zahtijevati da su p, q, r > 1.

Za glavni rezultat trebaju nam jo² dva teorema o slaboj konvergenciji i limesima u prostoru
W 1,p(U). Naime, ne moºemo o£ekivati da ¢e skup Φ biti konveksan zbog £ega ne¢emo mo¢i direktno
primijeniti Banach-Saks-Mazurov teorem 2.5. Taj problem otklonit ¢e idu¢a dva teorema.

Napomena 6.6. Na prostorima Hm(U) := Wm,2(U) de�nirana je norma kao ∥ · ∥m,2,U , a ona je
oblika

∥v∥m,U := ∥v∥m,2,U =

(∫
U

∑
|α|≤m

|∂αv|2
) 1

2

=

( ∑
0≤|α|≤m

∥∂αv∥2L2(U)

) 1
2

.

Teorem 6.7. Neka je U domena u R3. Preslikavanje

γ :W 1,p(U) → L
p
2 (U), γ(ψ) := Cof∇ψ

dobro je de�nirano i neprekidno preslikavanje za svaki p ≥ 2. Dodatno, ako je (φk)k niz u W 1,p(U)
takav da

φk
w→ φ, Cof∇φk w→ H u Lq(U)

za q ≥ 1, tada je H = Cof∇φ.
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Dokaz. Po Hölderovoj nejednakosti preslikavanje (x, y) ∈ (Lp(U))2 → xy ∈ L
p
2 (U) dobro je de-

�nirano i neprekidno za p ≥ 2 odakle iz de�nicije kofaktora slijedi da je i preslikavanje γ dobro
de�nirano i neprekidno.
Primijetimo kako se nalazimo u prostoru R3, zato moºemo napisati

(Cof∇ψ)i,j = ∂i+1ψj+1∂i+2ψj+2 − ∂i+2ψj+1∂i+1ψj+2 =

= ∂i+1ψj+1∂i+2ψj+2 − ∂i+2ψj+1∂i+1ψj+2 + ψj+2∂i+2∂i+1ψj+1 − ψj+2∂i+2∂i+1ψj+1 =

= ∂i+2(ψj+2∂i+1ψj+1)− ∂i+1(ψj+2∂i+2ψj+1)
(25)

gdje indekse gledamo modulo 3 (tj. 4 → 1 i sl.). Greenova formula B.3 nam za sve funkcije
ψ ∈ C2(U) i sve θ ∈ D(U) daje∫

U
(Cof∇ψ)i,jθdx = −

∫
U
ψj+2∂i+1ψj+1∂i+2θdx+

∫
U
ψj+2∂i+2ψj+1∂i+1θdx. (26)

Za �ksnu funkciju θ ∈ D(U), funkcije s lijeve i desne strane jednakosti (26) (varijabla je ψ) su
neprekidne u normi ∥ · ∥1,U (na prostoru C2(U)) jer postoje konstante c1(θ) i c2(θ) takve da∣∣∣∣∣
∫
U
(Cof∇ψ)i,jθdx

∣∣∣∣∣ ≤ sup
x∈U

|θ(x)|
∫
U
|(Cof∇ψ)i,j |dx = ∥(Cof∇ψ)i,j∥0,1,U∥θ∥0,∞,U ≤ c1(θ)∥ψ∥21,U ,∣∣∣∣∣

∫
U
ψi∂jψk∂lθdx

∣∣∣∣∣ ≤ ∥ψi∥0,U︸ ︷︷ ︸
≤∥ψ∥1,U

∥ψk∥1,U︸ ︷︷ ︸
≤∥ψ∥1,U

∥θ∥1,∞,U ≤ c2(θ)∥ψ∥21,U

(27)
(nejednakosti su detaljnije obja²njene u Napomeni 6.8) pa tvrdnja (26) vrijedi i za sve funkcije
ψ ∈ H1(U), a onda i za sve funkcije iz skupa W 1,p(U) za p ≥ 2 jer je skup C2(U) gust u skupu
W 1,p(U), p ≥ 2, prema Teoremu 3.5.

Hölderova nejednakost govori da je preslikavanje

B : Lr(U)×W 1,p(U) → R, B(ξ, η) :=

∫
U
ξ∂jη∂mθdx,

1

p
+

1

r
≤ 1

neprekidno za �ksnu funkciju θ ∈ D(U) te po Teoremu A.6-3. vrijedi

ξk → ξ u Lr(U), ηk
w→ η u W 1,p(U) ⇒ B(ξk, ηk) → B(ξ, η)

tj. ∫
U
ξk∂jη

k∂mθdx
k→∞−→

∫
U
ξ∂jη∂mθdx. (28)

Po Teoremu 3.4 vrijedi
W 1,p(U) ⋐ Lr(U), ∀r ∈ [1, p∗⟩ (29)

gdje je p∗ := 3p
3−p ako je p < 3, odnosno p∗ = ∞ ako je p ≥ 3. Ako odaberemo r takav da vrijedi

r ≤ p∗ i 1
p +

1
r ≤ 1 (takav o£ito postoji), tada (29) kaºe da slaba konvergencija φn w→ φ u W 1,p(U)

implicira jaku konvergenciju φn → φ u Lr(U) po de�niciji kompaktnog ulaganja. Ako uzmemo
slabo konvergentan niz φn w→ φ u W 1,p(U), tada po (28) imamo∫

U
φni ∂jφ

n
k∂mθdx

n→∞−→
∫
U
φi∂jφk∂mθdx (30)
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odakle iz (26) slijedi ∫
U
(Cof∇φn)i,jθdx

n→∞−→
∫
U
(Cof∇φ)i,jθdx. (31)

Po pretpostavci vrijedi ∫
U
(Cof∇φn)i,jθdx

n→∞−→
∫
U
Hi,jθdx

odakle zajedno s (31) imamo da svaka funkcija (Cof∇φ−H)i,j ∈ L1(U) zadovoljava∫
U
(Cof∇φ−H)i,jθdx = 0, ∀θ ∈ D(U). (32)

Po Osnovnoj lemi varijacijskog ra£una 3.1 slijedi kako je (Cof∇φ − H)i,j = 0 g.s. na U odakle
slijedi tvrdnja.

Napomena 6.7. Prethodni teorem kaºe kako je skup

{(ψ,K) ∈W 1,p(U)× Lq(U) : K = Cof∇ψ}

nizovno slabo zatvoren za p ≥ 2 i q ≥ 1. No, moºe se pokazati kako skup

{ψ ∈W 1,p(U) : Cof∇ψ ∈ Lq(U)}

nije uvijek nizovno slabo zatvoren u W 1,p(U) za p ≥ 2 i q ≥ 1.

Napomena 6.8. Vrijedi

∥∇ψ∥2L2(U) ≤ ∥ψ∥2L2(U) + ∥∇ψ∥2L2(U) = ∥ψ∥2H1(U). (33)

Dalje ra£unamo

∥(Cof∇ψ)i,j∥0,1,U =

∫
U
|(Cof∇ψ)i,j |dx

(25)

≤
∫
U
|∂i+1ψj+1∂i+2ψj+2|+ |∂i+2ψj+1∂i+1ψj+2|dx

te vrijedi

∫
U
|∂i+1ψj+1∂i+2ψj+2|

Hölder
≤

(∫
U
|∂i+1ψj+1|2dx

) 1
2
(∫

U
|∂i+2ψj+2|2dx

) 1
2

≤ c2∥∇ψ∥L2(U)

za neku konstantu c2 > 0 i za sve i, j. Ako primijenimo (33) na prethodni izraz, dobijemo

∥(Cof∇ψ)i,j∥0,1,U ≤ c3∥ψ∥H1(U)

za neku konstantu c3 > 0. Analogno se dobije i druga nejednakost iz dokaza teorema.

Uo£imo kako je trilinearna forma

(x, y, z) ∈ (Lp(U))3 → xyz ∈ L
p
3 (U) (34)

po Hölderovoj nejednakosti dobro de�nirana i neprekidna za p ≥ 3. Zatim promotrimo funkciju

Λ :W 1,p(U) → L1(U), Λ(φ) := det∇φ =
∑

αijkβklm∂kφi∂mφj∂nφk.
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Postavlja se pitanje dobre de�niranosti i neprekidnosti funkcije Λ. Direktna primjena Hölderove
nejednakosti na Λ daje dobru de�niranost i neprekidnost, ali za p ≥ 3 prema (34). Zanima nas je
li mogu¢e posti¢i isti rezultat za p ≥ 2. Uo£imo da determinantu moºemo zapisati preko kofaktora
tako da vrijedi

det∇φ =
3∑
j=1

∂jφ1(Cof∇φ)1j .

Odabir prvog retka nije bitan, tj. tvrdnja vrijedi za svaki redak. Sljede¢i teorem odgovara na na²e
pitanje.

Teorem 6.8. Neka je U domena u R3. Tada je za sve p ≥ 2 i q ∈ R takve da 1
s := 1

p + 1
q ≤ 1

preslikavanje

γ :W 1,p(U)× Lq(U) → Ls(U), γ(ψ,Cof∇ψ) :=
3∑
j=1

∂jψ1(Cof∇ψ)1j

dobro de�nirano i neprekidno. Dodatno, slabe konvergencije

(i) φk
w→ φ u W 1,p(U) za p ≥ 2,

(ii) Cof∇φk w→ H u Lq(U) za 1
p +

1
q ≤ 1,

(iii) det∇φk w→ δ u Lr(U) za r ≥ 1

povla£e
H = Cof∇φ, δ = det∇φ.

Dokaz. Opet je po Hölderovoj nejednakosti (bilinearno) preslikavanje γ dobro de�nirano i nepre-
kidno. Uo£imo, ako je ψ ∈ C2(U), tada je

3∑
j=1

∂j(Cof∇ψ)1j = 0 (35)

²to je posljedica Piolinog identiteta 4.3, div Cof∇ψ = 0. Zato vrijedi

3∑
j=1

∂j
(
ψ1(Cof∇ψ)1j

)
=

3∑
j=1

∂jψ1(Cof∇ψ)1j + ψ1

3∑
j=1

∂j(Cof∇ψ)1j︸ ︷︷ ︸
=0

= det∇ψ, ∀ψ ∈ C2(U) (36)

Greenova formula B.3 daje∫
U
∂jψ1(Cof∇ψ)1jθdx = −

∫
U
ψ1(Cof∇ψ)1j∂jθdx, ∀ψ ∈ C2(U), ∀θ ∈ D(U),

gdje nema rubnog uvjeta jer funkcija θ ima kompaktni nosa£ sadrºan u U . Cilj nam je dokazati
prethodni izraz za sva preslikavanja ψ ∈ W 1,p(U), p ≥ 2. Ovdje ne moºemo, kao u prethodnom
teoremu, primijeniti direktni argument gusto¢e prostora C2(U) u W 1,p(U) jer preslikavanje s lijeve
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strane posljednje jednakosti nije neprekidno s obzirom na normu ∥ · ∥1,p,U ako je p < 3. Zato
nastavljamo dodatnu analizu. Izraz (35) za svaki ψ ∈ C2(U) nam daje∫

U

3∑
j=1

(Cof∇ψ)1j∂jηdx
P.I.
= −

∫
U

3∑
j=1

∂j(Cof∇ψ)1j︸ ︷︷ ︸
=0

ηdx = 0, ∀η ∈ D(U)

gdje nema rubnog £lana jer funkcija η ima kompaktni nosa£ sadrºan u U .
Za �ksni η ∈ D(U) preslikavanje

ψ ∈ C2(U) →
∫
U
(Cof∇ψ)1j∂jηdx

je neprekidno ako na C2(U) promatramo normu ∥ · ∥1,p,U , p ≥ 2 jer je∣∣∣∣∣
∫
U
(Cof∇ψ)1j∂jηdx

∣∣∣∣∣ ≤ sup ∥∂jη∥L∞(U)

∫
U
|(Cof∇ψ)1j |dx

≤ ∥Cof∇ψ∥0,1,U∥η∥1,∞,U ≤ c1∥ψ∥1,p,U∥η∥1,∞,U

za neku konstantu c1 > 0. Kako je C2(U) gust u W 1,p(U), po neprekidnosti slijedi∫
U

3∑
j=1

(Cof∇ψ)1j∂jηdx = 0, ∀ψ ∈W 1,p(U), p ≥ 2, ∀η ∈ D(U).

Pokaºimo sada kako za svaku funkciju ψ ∈W 1,p(U) i svaku funkciju w ∈ Lp
′
(U), gdje je 1

p +
1
p′ = 1,

koja zadovoljava ∫
U
wj∂jηdx = 0, ∀η ∈ D(U)

vrijedi

−
∫
U
ψwj∂jθdx =

∫
U
(∂jψ)wjθdx, ∀θ ∈ D(U). (37)

Ako �ksiramo w i θ, tada s obje strane jednakosti imamo de�niran neprekidan funkcional (varijabla
je ψ). Kako je prema Teoremu 3.5 C∞(U) gust u W 1,p(U), to moºemo uzeti ψ ∈ C∞(U) pa
po neprekidnosti pro²iriti na sve funkcije iz W 1,p(U) i dobiti tvrdnju. O£ito je ψθ ∈ D(U) pa iz
pretpostavke imamo

0 =

∫
U
wj∂j(ψθ)dx =

∫
U
ψwj∂jθdx+

∫
U
(∂jψ)wjθdx

²to je upravo (37). Uzmemo li ψ := ψ1 i wj := (Cof∇ψ)1,j dobivamo

−
∫
U
ψ1(Cof∇ψ)1,j∂jθdx =

∫
U
∂jψ1(Cof∇ψ)1,jθdx, ∀ψ ∈W 1,p(U), ∀θ ∈ D(U), (38)

dakle pro²irili smo izraz dobiven iz Greenove formule na sve funkcije ψ ∈W 1,p(U).
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Dalje pokaºimo kako slabe konvergencije φk w→ φ u W 1,p(U) te Cof∇φk w→ Cof∇φ u Lp
′
(U)

impliciraju da za svaku funkciju θ ∈ D(U) vrijedi∫
U
(det∇φk)θdx k→∞−→

∫
U
(det∇φ)θdx. (39)

Kako je determinanta dana kao det∇ψ =
∑3

j=1 ∂j(ψ1(Cof∇ψ)1j), to je prema (38) dovoljno poka-
zati ∫

U
φk1(Cof∇φk)1,j∂jθdx

k→∞−→
∫
U
φ1(Cof∇φ)1,j∂jθdx.

Ve¢ smo prije teorema ustanovili kako vrijedi gornja konvergencija (39) kada je p ≥ 3. Promotrimo
sada slu£aj kada je 2 ≤ p < 3. Pokaºimo prvo kako slaba konvergencija φk w→ φ u W 1,p(U) povla£i
jaku konvergenciju φk → φ u Ls(U) gdje je 1

s + 1
p′ ≤ 1. Odaberimo s < p∗ = 3p

3−p = 1
1
p
− 1

3

, ²to

moºemo jer je
1

p∗
+

1

p′
=

1

p
− 1

3
+ 1− 1

p
=

2

3
< 1.

pa postoji s takav da je 1 < s < p∗ i 1
s + 1

p′ ≤ 1. Po Teoremu 3.4-1. dio slijedi kompaktna
uloºenost prostora W 1,p(U) ⋐ Ls(U) zbog £ega imamo jaku konvergenciju φk → φ u Ls(U). Kao
i u prethodnom teoremu, slijedi konvergencija u (39) prema Teoremu A.6 za nizove φk → φ i
Cof∇φk w→ Cof∇φ.
Po prethodnome, za φk w→ φ u W 1,p(U) imamo konvergenciju∫

U
(det∇φk)θdx k→∞−→

∫
U
(det∇φ)θdx, ∀θ ∈ D(U).

Po pretpostavci vrijedi ∫
U
(det∇φk)θdx k→∞−→

∫
U
δθdx, ∀θ ∈ D(U).

Kao i u prethodnom teoremu, zaklju£ujemo kako funkcije (det∇φ− δ)θ ∈ L1(U) zadovoljavaju∫
U
(det∇φ− δ)θdx = 0, ∀θ ∈ D(U)

odakle po Osnovnoj lemi varijacijskog ra£una 3.1 slijedi tvrdnja. Tvrdnja H = Cof∇φ slijedi
analogno.

Napomena 6.9. Prethodni teorem kaºe kako je skup

{(ψ,K, δ) ∈W 1,p(U)× Lq(U)× Lr(U) : K = Cof∇ψ, δ = det∇ψ}

nizovno slabo zatvoren u prostoru W 1,p(U)× Lq(U)× Lr(U).

Teorem 6.9 (John Ball). Neka je U ⊆ R3 domena i neka je W : U × M3
+ → R funkcija sa

sljede¢im svojstvima:

1. polikonveksnost: za g.s. x ∈ U postoji konveksna funkcija K(x, ·) : M3 ×M3 × ⟨0,+∞⟩ → R
takva da

W (x, F ) = K(x, F,Cof F,detF ), ∀F ∈ M3
+, (40)
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2. izmjerivost: funkcija K(·, F,H, δ) : U → R izmjeriva je za svaki (F,H, δ) ∈ M3×M3×⟨0,+∞⟩,

3. koercitivnost: postoje konstante p ≥ 2, q ≥ p
p−1 , r > 1, α > 0, β ∈ R t.d. za g.s. x ∈ U vrijedi

W (x, F ) ≥ α(|F |p + |Cof F |q + (detF )r) + β, (41)

4. za g.s. x ∈ U vrijedi
detF ↘ 0 ⇒W (x, F ) → ∞. (42)

Nadalje, neka je Γ0 ⊆ Γ izmjerivi podskup ruba Γ := ∂U povr²ine µ(Γ0) > 0 i neka je φ0 : Γ0 → R3

izmjeriva funkcija takva da je skup

Φ := {ψ ∈W 1,p(U) : Cof∇ψ ∈ Lq(U), det∇ψ ∈ Lr(U), ψ = φ0 g.s. na Γ0,det∇ψ > 0 g.s. na U}

neprazan.
Na kraju, neka je L neprekidan linearni operator na W 1,p(U) i

I(ψ) :=

∫
U
W (x,∇ψ(x))dx− L(ψ)

funkcional takav da je
inf
ψ∈Φ

I(ψ) <∞.

Tada postoji najmanje jedna deformacija φ takva da je

φ ∈ Φ, I(φ) = inf
ψ∈Φ

I(ψ).

Dokaz. 1. Kako bi tvrdnja imala smisla, prvo pokaºimo kako je preslikavanje I dobro de�nirano,
tj. da je integral ∫

U
W (x,∇ψ(x))dx

dobro de�niran. Budu¢i da je M3 × M3 × ⟨0,+∞⟩ otvoren i konveksan podskup kona£no
dimenzionalnog prostora i funkcija K je za g.s. x ∈ U konveksna, po Teoremu B.1 funkcija
K je neprekidna za g.s. x ∈ U .

Po pretpostavci, K je izmjeriva u posljednje tri koordinate i neprekidna po prvoj, zato je i
sama izmjeriva (£ak ²tovi²te, K je Caratheodoryjeva). Nadalje, po de�niciji skupa Φ gledamo
samo deformacije ψ takve da je det∇ψ(x) > 0 g.s. na U zbog £ega je

(∇ψ(x),Cof∇ψ(x),det∇ψ(x)) ∈ M3
+ ×M3

+ × ⟨0,+∞⟩

pa za proizvoljnu deformaciju ψ imamo jednakost

W (x,∇ψ(x)) = K(x,∇ψ(x),Cof∇ψ(x),det∇ψ(x)).

Slijedi da je gornji integral dobro de�niran kao integral izmjerive funkcije nad izmjerivim
skupom.
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2. Prona�imo donju ogradu za funkcional I na skupu Φ. Pretpostavljena nejednakost (41) daje
nam

I(ψ) ≥ α

∫
U

(
|∇ψ|p + |Cof∇ψ|q + (det∇ψ)r

)
dx+ βµ(U)− ∥L∥∥ψ∥1,p,U (43)

gdje smo podintegralnu funkciju ome�ili po pretpostavci, funkcional L u vrijednosti ψ smo
ome�ili odozgo s ∥L∥∥ψ∥1,p,U ²to moºemo jer je po pretpostavci neprekidan pa i ograni£en, a
µ(U) ozna£ava mjeru skupa U . Kako je U domena, vrijedi µ(U) <∞. Kao i u Napomeni 6.5,
uz pomo¢ Poincareove nejednakosti B.4, zaklju£ujemo kako postoje konstante c > 0 i d ∈ R
takve da

I(ψ) ≥ c
(
∥ψ∥p1,p,U + |Cof∇ψ|q0,q,U + | det∇ψ|r0,r,U

)
+ d, ∀ψ ∈ Φ. (44)

3. Neka je (φk)k ⊆ Φ za koji vrijedi

lim
k
I(φk) = inf

ψ∈Φ
I(ψ).

Po pretpostavci je infψ∈Φ I(ψ) <∞ pa po (44) vrijedi

c
(
∥φk∥p1,p,U + |Cof∇φk|q0,q,U + | det∇φk|r0,r,U

)
+ d <∞, ∀k ∈ N

Zato je niz (φk,Cof∇φk,det∇φk)k ome�en u prostoruW 1,p(U)×Lq(U)×Lr(U). Taj prostor
je (Banachov) re�eksivan (jer su p, q, r > 1) pa po Banach-Eberlein-�mulianovom teoremu 2.9
postoji podniz (φl,Cof∇φl,det∇φl)l koji slabo konvergira prema elementu (φ,H, δ) odakle
po Teoremu 6.8 imamo

H = Cof∇φ, δ = det∇φ.

4. Kako bi zaklju£ili da je φ traºeni minimizator, trebamo pokazati φ ∈ Φ. Ako pokaºemo

det∇φ > 0 g.s. na U, φ|Γ0 = φ0,

slijedit ¢e φ ∈ Φ. Vrijedi det∇φl w→ det∇φ u Lr(U) pa po Banach-Saks-Mazurovom teoremu
2.5 za svaki l ∈ N postoje i(l) ≥ l i λls ≥ 0 za l ≤ s ≤ i(l) takvi da je

∑i(l)
s=l λ

l
s = 1 i u Lr(U)

vrijedi

dl :=

i(l)∑
s=l

λls det∇φs
l→∞−→ det∇φ.

Po Teoremu A.3 postoji podniz (dm)m niza (dl)l t.d. za g.s. x ∈ U (dm(x))m konvergira prema
det∇φ(x). Kako je φk ∈ Φ, vrijedi det∇φk > 0 za svaki k ∈ N zbog £ega je dl > 0 pa
kako (dl)l → det∇φ zaklju£ujemo kako je det∇φ ≥ 0. Pokaºimo sada da i ovdje g.s. vrijedi
stroga nejednakost. Pretpostavimo suprotno, tada postoji podskup A ⊆ U t.d. µ(A) > 0 i
da je det∇φ|A = 0. Budu¢i da su det∇φl > 0 g.s. na A i det∇φl w→ det∇φ to iz slabe
konvergencije slijedi∫

A
|det∇φl|dx =

∫
U
det∇φl1Adx

l→∞−→
∫
U
det∇φ1Adx =

∫
A
det∇φdx = 0 (45)
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po de�niciji slabe konvergencije jer je f ∈ (Lr(U))′ za f(ψ) :=
∫
U ψ1Adx. Posebno vrijedi∫

A
|det∇φl|dx l→∞−→ 0,

tj. imamo det∇φl → 0 u L1(A). Zato po Teoremu A.3 postoji podniz (φm)m niza (φl)l takav
da

det∇φm(x) → 0 za g.s. x ∈ A.

Promotrimo funkcije fm : A → R, fm(x) := W (x,∇φm(x)). Za njih vrijedi fm ≥ β, za svaki
m ∈ N, pa moºemo primijeniti Fatouovu lemu te dobivamo∫

A
lim inf
m→∞

fm(x)dx ≤ lim inf
m→∞

∫
A
fm(x)dx. (46)

Po pretpostavci (42) iz teorema i kako vrijedi det∇φm(x) → 0 imamo

lim inf
m→∞

fm(x) = lim inf
m→∞

W (x,∇φm(x)) = lim
m→∞

W (x,∇φm(x)) = +∞ za g.s. x ∈ A.

Prethodni rezultat zajedno s (46) daje

+∞ ≤ lim inf
m→∞

∫
A
fm(x)dx = lim

m→∞

∫
A
W (x,∇φm(x))dx. (47)

Niz (φk)k odabran je tako da vrijedi limk I(φ
k) = infφ∈Φ I(φ) <∞ te je po de�niciji ukupne

energije I

+∞ > I(φ) ≥
∫
A
W (x,∇φm(x))dx− ∥L∥∥φk∥1,p,U ,

odakle zajedno s (47) dobivamo
+∞ ≤ I(φ) < +∞,

²to je kontradikcija. Napomenimo da je izraz ∥L∥∥ψ∥1,p,U ome�en jer je (φm)m slabo konver-
gentan niz pa je po Teoremu A.5 niz ome�en. Zaklju£ujemo kako vrijedi det∇φ > 0.

Jednakost φ|Γ0 = φ0 pokazuje se jednako kao i u Teoremu 6.6.

5. Pokaºimo kako vrijedi∫
U
W (x,∇φ(x))dx ≤ lim inf

l→∞

∫
U
W (x,∇φl(x))dx.

Za to je dovoljno pokazati da za svaki podniz (φm)m niza (φl)l, takav da niz(∫
U
W (x,∇φm(x))dx

)
m

konvergira, vrijedi ∫
U
W (x,∇φ(x))dx ≤ lim

m→∞

∫
U
W (x,∇φm(x))dx.
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Stoga uzmimo takav podniz (φm)m niza (φl)l. Svaki podniz slabo konvergentnog niza slabo
konvergira prema istom limesu, zato vrijedi φm w→ φ pa po Banach-Saks-Mazurovom teoremu
2.5 za svaki m ∈ N postoji j(m) ∈ N, m ≤ j(m) i brojevi µmt ≥ 0 za m ≤ t ≤ j(m) takvi da
je
∑j(m)

t=m µmt = 1 i takvi da niz

Dm :=

j(m)∑
t=m

µmt (∇φt,Cof∇φt,det∇φt)
m→∞−→ (∇φ,Cof∇φ,det∇φ)

konvergira jako u prostoru Lp(U) × Lq(U) × Lr(U). Kao i prije, po Teoremu A.3 postoji
podniz (Dn)n niza (Dm)m takav da za g.s. x ∈ U vrijedi

j(n)∑
t=n

µnt (∇φt(x),Cof∇φt(x),det∇φt(x))
n→∞−→ (∇φ(x),Cof∇φ(x), det∇φ(x)). (48)

Po prvom dijelu dokaza, funkcija K(x, ·) neprekidna je na M3 ×M3 ×⟨0,∞⟩ za g.s. x ∈ U pa
vrijedi

W (x,∇φ(x)) (40)
= K(x,∇φ(x),Cof∇φ(x), det∇φ(x)) neprekidnost i (48)

=

= lim
n→∞

K

(
x,

j(n)∑
t=n

µnt (∇φt(x),Cof∇φt(x),det∇φt(x))

)
za g.s. x ∈ U te moºemo iskoristiti (40) jer je det∇φ(x) > 0. Dalje ra£unamo

∫
U
W (x,∇φ(x)) =

∫
U

lim
n→∞

K

(
x,

j(n)∑
t=n

µnt (∇φt(x),Cof∇φt(x),det∇φt(x))

)
dx

Fatouova lema
≤

≤ lim inf
n→∞

∫
U
K

(
x,

j(n)∑
t=n

µnt (∇φt(x),Cof∇φt(x), det∇φt(x))

)
dx

konveksnost K
≤

≤ lim inf
n→∞

j(n)∑
t=n

µnt

∫
U
W (x,∇φt(x))dx Teorem B.5 i odabir podniza n

=

= lim
n→∞

∫
U
W (x,∇φn(x))dx =

= lim
m→∞

∫
U
W (x,∇φm(x))dx.

Zaklju£ujemo kako vrijedi∫
U
W (x,∇φ(x))dx ≤ lim inf

l→∞

∫
U
W (x,∇φl(x))dx. (49)

L je neprekidan linearni funkcional pa po de�niciji slabe konvergencije vrijedi

L(φ) = lim
l→∞

L(φl)
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²to zajedno s (49) daje

I(φ) ≤ lim inf
l→∞

I(φl)
odabir podniza (φl)l

= inf
ψ∈Φ

I(ψ).

U £etvrtom koraku dokazali smo da je φ ∈ Φ, a iz prethodnog je I(φ) = infψ∈Φ I(ψ) ²to je i
trebalo pokazati.
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A Funkcionalna analiza

Teorem A.1 ([4, str. 15, Propozicija 1.3.2]). Za linearni funkcional f ekvivalentno je (s obzirom
na jaku topologiju, tj. onu induciranu normom):

1. f je ograni£en operator;

2. f je uniformno neprekidan operator;

3. f je neprekidan operator;

4. f je neprekidan u jednoj to£ki.

Teorem A.2 ([7, str. 11]). Neka su X i Y normirani prostori te A ∈ B(X,Y ). Tada je

∥A∥ = sup
∥x∥=1

∥Ax∥ = sup
∥x∥≤1

∥Ax∥ = sup
x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

.

Teorem A.3 ([20, str. 54, Propozicija 8.7]). Neka je (fn)n konvergentan niz u Lp(U) za p ∈ [1,∞⟩
i neka je f ∈ Lp(U) limes tog niza. Tada postoji podniz (fnk

)k niza (fn)n t.d. za g.s. x ∈ U vrijedi
limk fnk

(x) = f(x).

Teorem A.4 ([11, str. 96, Korolar 4.21]). Neka je X Banachov i Y normiran vektorski prostor.
Tada je skup

GL(X,Y ) := {A ∈ L(X,Y ) : A : X → Y je bijekcija i A−1 ∈ L(Y,X)}

otvoren u L(X,Y ). Ako je A ∈ GL(X,Y ) onda je B ∈ GL(X,Y ) ako je ∥A−B∥ < 1
∥A−1∥ i tada je

B−1 =

∞∑
n=0

(I −A−1B)nA−1 ∈ GL(Y,X);

∥B−1∥ ≤ ∥A−1∥
1− ∥A−1(B −A)∥

;

∥B−1 −A−1∥ ≤ ∥A−1∥2∥B −A∥
1− ∥A−1(B −A)∥

.

Posebno je preslikavanje A→ A−1 neprekidno.

Teorem A.5 ([9, str. 288, Teorem 5.12-2]). Neka je (xn)n slabo konvergentan niz u normiranom
prostoru X t.d. xn

w→ x. Tada je slabi limes x jedinstven, niz (xn)n je ome�en i vrijedi

∥x∥ ≤ lim inf
n

∥xn∥.

Teorem A.6 ([9, str. 290, Teorem 5.12-4]). Neka su X i Y normirani vektorski prostori nad istim
poljem F. Tada

1. za A ∈ L(X,Y ) vrijedi
xn

w→ x =⇒ Axn
w→ Ax;
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2. za A ∈ L(X,Y ), A kompaktan, vrijedi

xn
w→ x =⇒ Axn → Ax;

3. za B ∈ L2(X × Y,F) vrijedi

xn
w→ x, yn → y =⇒ B(xn, yn) → B(x, y).

Uo£imo kako je u prethodnom teoremu u (b) dijelu jaka konvergencija s desne strane te kako u
(c) tvrdnji niz (yn)n konvergira jako.

Teorem A.7 (Banach-Alaoglu, [12, str. 256., Teorem 8.10]). Neka je X normiran prostor, tada
je zatvorena jedini£na kugla {f ∈ X ′ : ∥f∥ ≤ 1} kompaktan skup u slaboj∗ topologiji prostora X ′.

Teorem A.8 (Kakutani). Neka je X Banachov prostor. Tada je K(0, 1) slabo kompaktan skup
ako i samo ako je X re�eksivan.

Dokaz se moºe prona¢i u [16, str. 75., Teorem 3.31] ili u [8, str. 67, Teorem 3.17].

Teorem A.9 ([25, str. 49]). Neka je X Banachov prostor i A ⊆ X. Tada je ekvivalentno:

1. A
w
je slabo kompaktan, tj. A je relativno slabo kompaktan;

2. A je ome�en i φ[A]
w∗ ⊆ φ[X],

gdje je φ : X → X ′′ ulaganje de�nirano s φ(x) := x̂ te je x̂(f) := f(x).

Dokaz. Teorem je direktna posljedica Banach-Alaogluovog teorema A.7 jer su svi funkcionali x̂(f) =
f(x) neprekidni u slaboj∗ topologiji.

Teorem A.10 ([4, str. 68]). Neka je X normiran prostor i X0 neki potprostor. Uzmimo x1 ∈ X
za koji vrijedi d := d(x1, X0) = inf{∥x1 − x∥ : x ∈ X0} > 0. Tada postoji f ∈ X ′, ∥f∥ = 1 za koji
vrijedi

f(x1) = d, f(x) = 0, ∀x ∈ X0.
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B Analiza

Teorem B.1 ([9, str. 118, Teorem 2.17-1]). Neka je U ⊆ X konveksan podskup kona£no dimenzi-
onalnog prostora X. Tada je konveksna funkcija f : U → R i neprekidna.

Teorem B.2 ([9, str. 55, Teorem 2.3-3]). Neka je X topolo²ki prostor te Y normiran vektorski
prostor. Neka je (fn)n niz funkcija, fn : X → Y , koji konvergira lokalno uniformno prema funkciji
f : X → Y . Ako su preslikavanja fn neprekidna u to£ki x ∈ X (na cijelom X), tada je i f
neprekidna u x (na cijelom X).

Vi²e o idu¢a dva teorema moºe se prona¢i u [23, str. 49 i str. 69].

Teorem B.3 (Greenova formula, [9, str. 336]). Neka je U domena u RN i n = (n1, · · · , nN )
vanjska jedini£na normala na ∂U . Neka su 1 ≤ p, q <∞ takvi da

1

p
+

1

q
≤ 1 +

1

N

tako da vrijedi jedan od sljede¢ih uvjeta:

1. 1 ≤ p, q < N ;

2. 1 < q i N ≤ p;

3. 1 < p i N ≤ q.

Za funkcije u ∈ W 1,p(U) i v ∈ W 1,q(U) svaka funkcija uvni, 1 ≤ i ≤ N pripada skupu L1(∂U) te
vrijedi ∫

U
u∂ivdx = −

∫
U
(∂iu)vdx+

∫
∂U
uvnidΓ.

Teorem B.4 (generalizirana Poincare-Friedrichsova nejednakost, [9, str. 336]). Neka je U
domena u Rn i 1 ≤ p <∞.

1. Tada postoji konstanta c0 takva da∫
U
|v|pdx ≤ c0

(∫
U

n∑
i=1

|∂iv|pdx+
∣∣∣ ∫

U
vdx

∣∣∣p), ∀v ∈W 1,p(U).

2. Neka je Γ0 ⊆ Γ izmjeriv podskup t.d. µ(Γ0) > 0. Tada postoji konstanta c2 takva da je

∥v∥1,p,U ≤ c2|v|1,p,U

za sve v ∈W 1,p(U) za koje je v = 0 na Γ0.

3. Neka je Γ0 ⊆ Γ izmjeriv podskup t.d. µ(Γ0) > 0. Tada postoji konstanta c1 takva da∫
U
|v|pdx ≤ c1

(∫
U

n∑
i=1

|∂iv|pdx+
∣∣∣ ∫

Γ0

vdΓ
∣∣∣p)

za svaki v ∈W 1,p(U).
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Teorem B.5. Neka je (an)n konvergentan niz realnih brojeva. Neka za svaki n ∈ N postoji j(n) ∈ N
t.d. je n ≤ j(n). Neka su za svaki t ∈ {n, . . . , j(n)} dani brojevi µnt ≥ 0 t.d.

∑j(n)
t=n µ

n
t = 1 za svaki

n ∈ N. Tada je niz

bn :=

j(n)∑
t=n

µnt at

konvergentan i vrijedi
lim
n
an = lim

n
bn.
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C Topologija

De�nicija C.1. Neka je (X, T ) topolo²ki prostor. Tada je B ⊆ T baza topologije T ako za svaki
U ∈ T postoji skup A i familija skupova (Bα)α∈A ⊆ B takva da vrijedi

U =
⋃
α∈A

Bα.

De�nicija C.2. Neka je (X, T ) topolo²ki prostor te P ⊆ T . Tada je P predbaza topologije ako je
familija skupova {P1 ∩ · · · ∩ Pn : n ∈ N, Pi ∈ P} baza topologije T .

Teorem C.1 ([14, Propozicija 2.10]). Neka su (X, T ) i (Y,S) topolo²ki prostori te P ⊆ S predbaza
topologije. Tada je funkcija f : X → Y neprekidna ako i samo ako je f←[P ] ∈ T za svaki P ∈ P.

Teorem C.2 ([14, str. 11]). Neka je X metri£ki prostor te A ⊆ X. Podskup A zatvoren je skup
ako i samo ako za svaki niz (xn)n∈N ⊆ A t.d. limn xn = x u X vrijedi x ∈ A.

Teorem C.3 ([14, Propozicija 5.4]). Neka je X topolo²ki prostor i A ⊆ X neki podskup. Tada je
x ∈ A ako i samo ako za svaku otvorenu okolinu U to£ke x vrijedi U ∩A ̸= ∅.

Napomena C.1. Neka je A neki skup i (Xα, Tα) topolo²ki prostor za svaki α ∈ A. Tada je( ∏
α∈A

Xα,R

)

produktni topolo²ki prostor gdje je R topologija inducirana bazom B koja je dana kao

B :=

{ ∏
α∈A

Uα : Uα ∈ Tα, Uα = Xα za sve osim kona£no mnogo α

}
.

Teorem C.4. Neka je X metri£ki prostor i A ⊆ X. Tada je ekvivalentno:

1. A je kompaktan;

2. Svaki niz u A ima konvergentan podniz £iji je limes sadrºan u A;

3. Svaki niz u A ima gomili²te u A.

Dokaz. Ekvivalencija 1.⇔ 3. dana je u [14]: Teorem 9.8, Teorem 9.9.
Neka vrijedi tvrdnja 3., tj. svaki niz u A ima gomili²te u A. Uzmimo (xn)n niz u A koji ima

gomili²te x. Svaka kugla K
(
x, 1k

)
sadrºi beskona£no £lanova niza (xn)n za svaki k ∈ N pa moºemo

odabrati xnk
kao prozvoljni £lan skupa (xn)n ∩K

(
x, 1k

)
. O£ito vrijedi limk xnk

= x.
Neka vrijedi 2., tj. svaki niz ima konvergentan podniz £iji je limes sadrºan u A, tada je limes

tog podniza gomili²te po£etnog niza pa vrijedi tvrdnja pod 3.
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Saºetak

U ovome radu iskazan je i dokazan John Ballov teorem o egzistenciji minimizatora odre�enih
vrsta funkcionala. Kako bi se dokazao teorem, razvijena je teorija koja pokriva funkcionalnu analizu,
s naglaskom na Banach-Saks-Mazurov teorem i Banach-Eberlein-�mulianov teorem. Uvedeni su
Soboljevljevi prostori na kojim se traºe minimizatori te su dokazana osnovna svojstva Soboljevljevih
prostora neophodna za dokazivanje kasnijih teorema. Prije zavr²nih rezultata, napravljen je pregled
nekih tema iz nelinearne funkcionalne analize gdje se de�nirala Frechetova derivacija. Naglasak tog
poglavlja je na Piolinom identitetu koji se nekoliko puta iskoristio u kasnijim teoremima. Posljednje
poglavlje kre¢e s egzistencijom minimizatora na op¢enitim funkcionalima. S razvijanjem teorije
odre�ene pretpostavke na funkcionale su nadodane kako bi promatrani matemati£ki model iz teorije
elasti£nosti imao smisla. Naposljetku, John Ballov teorem rije²i pitanje pronalaska minimizatora i
za takve funkcionale.
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Summary

In this work the John Ball theorem is stated and proved. It states existence of minimizer for
functionals of special form. To prove the theorem, we develop theory in a functional analysis, with
emphasis on Banach-Saks-Mazur theorem and Banach-Eberlein-�mulian theorem. Sobolev spaces
are introduced as the spaces on which we search minimizers. Basic properties of the Sobolev spaces
that are used in later results are proved. We de�ne the Frechet derivative and we prove the Piola
identity that will be used several times later. In the last chapter, we �rst look for minimizers
of general functionals after which we add extra assumptions on the functionals so that observed
mathematical model would be realistic. Finally we prove existence of energy minimizers for such
functionals in the John Ball theorem.
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