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Uvod

Poceci konika seZu davno u povijest i vezuju se uz Menehma, koji je otkrio da se presjekom
stoSca i ravnine koja nije okomita na izvodnicu stosca dobiju do tada nepoznate krivulje,
kojima su imena pridruZena tek kasnije. Osim njega, konikama su se bavili Euklid i Arhi-
med, a znatno viSe od njih Aplonije iz Perge. On je pokazao bitne Cinjenice o konikama
kao presjeku stoSca i ravnine, a takoder je uveo nazive koje koristimo danas. Medutim,
Apolonije nije svojstva konika opisivao algebarski, kao §to mi to danas ¢inimo. Trebalo
je proci 2000 godina da bi matematicari postigli pomak u razumijevanju konika povezi-
vanjem geometrijskih 1 algebarskih tehnika. Posljednji iz razdoblje antike bio je Papo iz
Aleksandrije, koji je uglavnom u svojim djelima komentirao rezultate svojih prethodnika.

Nakon anticke Grcke razvoj konika doZzivio je stagnaciju, sve do renesanse kada dolazi
do ozivljavanja interesa za gréko znanje. Nove spoznaje u astronomiji su dodatno pobudile
interes za konikama. Ovdje valja istaknuti Keplera, koji je razlikovao pet vrsta konika:
kruznicu, elipsu, hiperbolu, parabolu i pravac. Tvrdio je da se jedna moZe dobiti iz druge
neprekidnim mjenjanjem i prvi je uveo naziv “fokus” za znacajne to¢ke na osi konike.

U ovom diplomskom radu nakon kratkog poglavlja s pomo¢nim definicijama 1 tvrd-
njama, donosimo u drugom poglavlju razlicite definicije, odnosno karakterizacije konika.
Glavninu rada Cine trece i Cetvrto poglavlje u kojima navodimo osnovna kao i nekoliko
sloZenijih svojstava konika. Dokazi su elementarno geometrijski, bez koristenja analiticke
1 projektivne geometrije.

Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 - Znans-
tveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri.



Poglavlje 1

Pomocne definicije i tvrdnje

U ovom kratkom poglavlju sabrat ¢emo neke definicije 1 tvrdnje potrebne u glavnom dijelu
rada.

Definicija 1.1. [4] Neka su o i s dva razli¢ita pravca sa zajednickom tockom O. Skup
svih tocaka prostora sto ga opisuje pravac s kada se rotira oko pravca o za 360°, zove se
stoZasta ploha. Tocka O zove se vrh, pravac o 0s, a pravac s izvodnica stoZaste plohe.

Teorem 1.2. Neka trokutu ABC pripisana kruZnica koja je nasuprot vrhu B dodiruje stra-
nicu AC u tocki V. Tada je |BC| + |CV| = |BA| + |AV].

B

Slika 1.1: Dokaz Teorema 1.2
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Dokaz. Udaljenost tocke izvan kruZznice od diraliSta tangenata povucenih iz te tocke na
kruZnicu su jednake. Stoga, prema Slici 1 vrijedi

|IBC| + |CV| = |BC| + |CU| = |BU| = |[BW| = |BA| + |AW| = |BA| + |AV/|. O

Definicija 1.3. [3] KruZnicu koja dira jednu stranicu trokuta s njezine vanjske strane i
produZetke ostalih dviju stranica zovemo pripisanom kruZnicom trokuta. Srediste pripisane
kruznice je sjeciste simetrala jednog unutarnjeg kuta i dvaju vanjskih kutova trokuta.

Definicija 1.4. [2] Tangenta na graf krivulje y = f(x) u tocki D(a, f(a)) je pravacy = t(x)
koji prolazi tom tockom i koji najbolje aproksimira funkciju f u blizini tocke D. To znaci
da za svaki drugi pravac y = p(x) koji prolazi tockom D postoji otvoreni skup A takav da
jea € A, tevrijedi |f(x) — t(x)| < |f(x) — p(x)|, za sve x € A.

Lema 1.5 (Simson). Ortogonalne projekcije tocke P na stranice trokuta ABC leZe na istom
pravcu ako i samo ako P leZi na opisanoj kruZnici tog trokutu.

Slika 1.2: Dokaz Leme 1.5

Dokaz. [1] Neka su P,, P, 1 P, projekcije toCke P na pravce BC, CA 1 AB. Na Slici 1.2

prikazan je jedan slucaj, kojeg ¢emo ovdje i dokazati, ostali se pokazuju analogno.
Cetverokut PCP,P, je tetivni. Stoga je /PP,P, = /PCP,. Analogno je /PP,P, =

(PAP.. Tocke P,, P, 1 P. leze na istom pravcu ako i samo ako je /PP,P. = /PP,P,
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ili ekvivalentno /PAP. = /PCP,, odnosno /PAB = /PCB. To znaci da tocka P leZi na
kruZnici opisanoj tokutu ABC. O

Pravac na kojem leze tocke P,, P, i P. iz dokaza prethodne leme zove se Simsonov
pravac tocke P (koja pripada kruznici opisanoj trokutu ABC).
Sljedece svojstvo Simsonova pravca nije teSko pokazati, ali dokaz preskacemo.

Lema 1.6. Simsonov pravac tocke P s obzirom na trokut ABC raspolavlja duZinu PH, gdje
je H ortocentar trokuta ABC.



Poglavlje 2

Definicije 1 karakterizacije konika

U ovom radu najprije ¢emo definirati krivulje drugog stupnja, odnosno konike. Napome-
nimo da postoji viSe ekvivalentnih definicija spomenutih krivulja.

2.1 Konike kao presjek ravnine i stoSca

Krenimo s definicijom spomenutih krivulja, koja obuhvaca sve takve krivulje. Mi ¢emo
uskoro svaki od tipova krivulja definirati zasebno, a zatim se moZe pokazati ekvivalentnost
sa sljede¢om definicijom.

Definicija 2.1. Elipsa, parabola i hiperbola su presjek ravnine i stoZaste plohe (pri cemu
Jje svaka od tih krivulja poseban slucaj tog presjeka).

Sada ¢emo defnirati svaku od navedenih krivulja, koristeci se Definicijom 1.1 stoZaste
plohe.

Slika 2.1: Presjek ravnine i stoSca
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Definicija 2.2. Ako je ravnina usporedna s jednom izvodnicom, a ne sadrZi tu izvodnicu,
presjek je parabola.

Ovaj slucaj je prikazan na Slici 2.1 lijevo.

Definicija 2.3. Ako ravnina sijece sve izvodnice, a ne prolazi vrhom stoZaste plohe, presjek
je elipsa.

Ovdje valja napomenuti da ako je ravnina okomita na os stoZaste plohe, tada je presjek
kruZnica. Ta situacija se jasno vidi na Slici 2.1 u sredini.
Preostao nam je joS posljednji sluca;.

Definicija 2.4. Ako je ravnina usporedna s dvjema izvodnicama, a ne prolazi vrhom stoZaste
plohe, presjek je hiperbola.

Ovaj slucaj prikazan je na Slici 2.1 desno.

Spomenimo jos da u slucaju kada ravnina prolazi vrhom stoSca dobivamo degenerirane
konike (dva pravca, jedan pravac ili to¢ku) koje opéenito ne€emo uzimati u obzir.

Iz ove definicije konika moZemo dobiti sljedecu Papo-BoSkovicevu karakterizaciju.
Naime, dubrovacki matemati¢ar Ruder Boskovi¢ koristeci se svojstvima koja je opisao
Papo iz Aleksandrije izgradio je teoriju konika na ¢isto geometrijski nacin.

Definicija 2.5. Konika s fokusom F, direktrisom d (koja ne prolazi kroz F) i numerickim
ekscentricitetom & je skup svih tocaka za koje je omjer udaljenosti od F i od d jednak .
Ako je € > 1, ta krivulja je hiperbola.
Ako je € < 1, ta krivulja je elipsa.
Ako je € = 1, ta krivulja je parabola.

2.2 Planimetrijska definicija konika

Konika s kojom zapocinjemo u ovom odjeljku bit ¢e elipsa.

Definicija 2.6. Dane su tocke F\ i F; i duljina 2a takva da je |F | F5| < 2a. Skup svih toc¢aka
T takvih da je
|F1T| + |F2T| =2a

zovemo elipsa sa Zaristima (fokusima) F, i F te velikom poluosi a. DuZine F\T i F>T zovu
se radijvektori tocke T.

Sve tocke ravnine koje ne leZe na elipsi nalaze se u jednom od dva povezana skupa od
kojih je jedan ogranicen (unutrasnje tocke), a drugi neogranicen (vanjske tocke).
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Propozicija 2.7. Zbroj udaljenosti bilo koje tocke unutar elipse do njezinih fokusa je manji
od 2a. Zbroj udaljenosti bilo koje tocke izvan elipse do njezinih fokusa je veci od 2a.

Dokaz. [1] Neka su F i F, fokusi, a X neka tocka te Y sjeciSte pravca F X i elipse.
Pretpostavimo najprije da je toCka X unutar elipse. Tada iz nejednakosti trokuta slijedi

Slika 2.2: Dokaz Propozicije 2.7

|F,X| < |XY|+ |F,Y| pa koriStenjem te nejednakosti slijedi |F X| + |F>X| < |[F1X| + |XY| +
|FLY| = |F Y|+ |F,Y|. Ovo je prikazano na Slici 2.2. 1z Definicije 2.6 znamo da je |F; Y| +
|F,Y| = 2a, pa je tvrdnja dokazana za X unutar elipse. Pretpostavimo sada da je X izvan
elipse. Koriste¢i ponovno nejednakost trokuta dobivamo |F,Y| < |XY|+|F,X], iz Cega slijedi
|F1 X| + |FoX| = |[F Y|+ |XY| + |FoX| > |F Y| + |F,Y| = 2a. Time je teorem dokazan. O

Tocku X za koju je udaljenost |F\T| + |F,T| veca od 2a zovemo vanjska tocka elipse,
a to¢ku Y za koju je ta suma manja od 2a zovemo unutrasnja tocka elipse.

Sada kratko uvodimo temeljne pojmove i veliCine, a za to e nam koristiti Slika 2.3.
Neka je O je poloviste duZine F F», tada iz Definicije 2.6 zaklju¢ujemo da je elipsa sime-
tricna s obzirom na tocku O, a pored toga je simetri¢na i s obzirom na pravac F|F, te s
obzirom na simetralu duZine FF,. Spomenuti pravac F;F, zove se glavna, a simetrala
duZine F,F, sporedna os elipse. Tocka O naziva se centar elipse.

Udaljenost |OF,| = |OF,| zovemo linearni ekscentricitet te ga oznacavamo s e, dok
omjer £ zovemo numericki eksentricitet elipse i oznacavamo ga s &.

Na glavnoj osi elipse postoje dvije tocke A i A’, koje su simetri¢ne s obzirom na sredisSte
O i za koje vrijedi |F1A| + |FLA| = |F1A’| + |F,A’| = 2a. Te tocke zovu se glavna tjemena
elipse, a duljina |OA| = |OA’| = a velika poluos elipse. KruZnica sa srediStem u F; i
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Slika 2.3: Elipsa

polumjerom a sijece sporednu os u dvije tocke B 1 B’ koje su simetricne s obzirom na
srediSte O. Tocke B i B’ zovu se sporedna tjemena elipse, a duljina |OB| = |OB'| = b =
Va? — €2 je mala poluos elipse.

Sljedeca krivulja koju ¢emo spomenuti jest hiperbola koja je po svojim svojstvima vrlo
sli¢na elipsi. Cesto ée nam biti dovoljno da pojedino svojstvo ili tvrdnju dokaZemo za
elipsu, a onda za hiperbolu analogno zaklju¢imo.

Definicija 2.8. Dane su tocke F\ i F; i duljina 2a takva da je |FF5| > 2a. Skup svih to¢aka
T takvih da je
IF\T| ~ |F>T| = 2a

zovemo hiperbola sa Zaristima (fokusima) F i F, te velikom poluosi a. DuZine FiT i F,T
zovu se radijvektori tocke T.

VaZzno je spomenuti da se hiperbola sastoji od dva povezana skupa koja zovemo grane
hiperbole. Jedna grana sadrzi sve toc¢ke T za koje vrijedi |F\T| - |F,T| = —2a, a druga sve
tocke T za koje je |F\T| — |F,T| = 2a.

Sli¢no kao kod elipse, tocku 7" za koju je apsolutna vrijednost razlike duljine radijvek-
tora ||, T| — |F,T|| vea od 2a zovemo unutrasnja toc¢ka hiperbole, a tocku za koju je ta
razlika manja od 2a zovemo vanjska tocka hiperbole.

U sljedecem tekstu koristit ¢emo notaciju sa Slike 2.4.

Kao i elipsa, hiperbola je simetri¢na s obzirom na pravac F; F’, 1 simetralu duZine F.F»,
koji se redom zovu glavna i sporedna os hiperbole.

Tocka O je srediSte hiperbole, udaljenost e = |OF;| = |OF,| se naziva linearni ekscen-
tricitet, a broj £ = £ numericki ekscentricitet hiperbole.
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Slika 2.4: Hiperbola

Tocke A i B zovu se glavna tjemena hiperbole, pravac AB realna os, a duljine |OA| i
|OB| realne poluosi. Tocke C i D odreduju pravac CD koji nazivamo imaginarnom osi
hiperbole, dok duljine |OC| i |OD| nazivamo imaginarnim poluosima i ozna¢avamo s
b= Ve?—d>.

Primijetimo da je glavna razlika izmedu elipse i hiperbole ta Sto hiperbola ima asimp-
tote, koje su granicni poloZaj tangente kada se diraliSte kre€e prema beskonacnosti po grani
hiperbole (na Slici 2.4 pravci a; 1 ay). Na istoj slici vidimo da asimptote hiperbole leZe na
dijagonalama pravokutnika sa stranicama duljine 2a i 2b kojemu je srediSte u srediStu hi-
perbole, §to ¢emo kasnije i dokazati (Teorem 4.7).

Preostalno nam je jos definirati parabolu.

Definicija 2.9. Neka je dana tocka F i pravac d koji ne prolazi tockom F. Skup svih
tocaka T koje su jednako udaljene od tocke F i pravca d zove se parabola s fokusom F i
direktrisom (ravnalicom) d.

Na Slici 2.5 to¢ka N je noZiSte okomice iz T na d, a duZine FT i NT zovu se ra-
dijvektori tocke T. Pravac o koji prolazi kroz F i okomit je na d zovemo os parabole,
a iz Definicije 2.9 slijedi da je parabola simetricna s obzirom na o. Primijetimo da je
tocka A, koju zovemo tjeme parabole, jedina tocka osi koja je na paraboli. Duljinu |DF|
oznacavamo s p i zovemo parametar parabole, gdje je D sjeciSte osi parabole i direktrise.
Ako je T tocka takva da je DFT N kvadrat, tada je T na paraboli i vrijedi |TF| = |TN| = p.

Tocke ravnine koje ne leZe na paraboli pripadaju jednom od dva povezana skupa koji
su oba neograniceni. ToCke koje se nalaze u skupu koji sadrzi fokus zovemo unutrasnje,
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Slika 2.5: Parabola

a one koje se nalaze u skupu koji sadrzi direktrisu zovemo vanjske tocke parabole.

Propozicija 2.10. Za tocke unutar parabole udaljenost do fokusa je manja od udaljenosti
do direktrise, a za tocke izvan parabole vrijedi obratno.

Dokaz. Neka je X toCka unutar parabole, Y projekcija tocke X na direktrisu, a Z sjeciSte
pravca XY s parabolom. Iz Definicije 2.9 znamo da je |FZ| = |YZ|.

Bududi da tocka X lezi unutar parabole, vrijedi |XY| = |XZ| + |YZ|. 1z nejednakosti
trokuta je |FX| < |FZ| + |XZ| = |YZ| + |XZ| = |XY|. Dakle, prvi dio tvrdnje je dokazan.
Promatrajmo sada to¢ku X’ koja se nalazi izvan parabole, ali s iste strane direktrise kao 1
fokus. Tada, uz oznake na Slici 2.6, vrijedi |Y’'Z'| = |X’Z’|+|X"Y’|, a iz nejednakosti trokuta
|FX'|+|X'Z'| > |FZ'| =|Y'Z'| = |X'Z'| + |X'Y’|. Dakle, |FX'| > |X"Y’|.

Sada promatrajmo to¢ku X" koja se nalazi izvan parabole i s druge strane direktrise
od fokusa (Slika 2.6). Tada iz nejednakosti trokuta vrijedi |FX”| > |X"Z"| - |FZ"| =
|Y”Z"| + |X"Y"| - |FZ"|, a kako je |Y"Z"| = |FZ"| slijedi da je |FX"”| > |X"Y"”|. Time je
tvrdnja dokazana. O

Dakle, tocka T je unutrasnja tocka parabole ako vrijedi |TF| < |T N|, a vanjska ako je
|TF|> |TN|.
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Slika 2.6: Dokaz Propozicije 2.10

2.3 Jednadzbe konika

U ovom odjeljku pro¢i ¢emo razliCite oblike jednadZbi konika, a neke od njih ¢emo i izvesti
koristeci [4].

2.3.1 Kanonske jednadzbe

Postavimo Kartezijev koordinatni sustav tako da se osi apscisa i ordinata podudaraju s
glavnom i sporednom osi elipse. Neka su koordinate ZariSta elipse F(—e,0), F(e,0) i
neka vrijede oznake kao na Slici 2.7. Tocka P(x,y) proizvoljna je tocka elipse pa, prema
Definiciji 2.6, vrijedi ry + r, = 2a, rf = |F1PP? = (x + e)* + 2, r% = (x —e)* +)?
i+ =2 +y*+ ), P —r3 = dex. Odavde je (r1 + r2)(r; — ry) = 4ex pa je
ri — r, = 2ex. Iz prethodno navedenog slijedi da je (r; + r)* = ri + 13 + 2riry = 4a?
i(r —n)? = rf + r% - 2rin, = 4e*x?. Dalje, (r; + 1)* + (r — n)?* = 4(d® + &2x%),
odakle je 2(r7 + r3) = 4(a* + £’x%), pa dobivamo 4(x* + y* + €*) = 4(a® + &°x?). Slijedi
a*x* + a’y* + a*e® = a* + e*x*, (a® — e*)x* + a’y* = a*(a® — %), a odatle, zbog e + b* = a?,
b*x* + a*y? = a*b? ili ) )

% + % = 1. 2.1)
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Slika 2.7: Tlustarcija za izvod kanonske jednadzbe elipse

Nakon elipse prijedimo na hiperbolu, koja joj je po svojstvima vrlo sli¢na.

Y

T2

3 B B :
Slika 2.8: Ilustarcija za izvod kanonske jednadzbe hiperbole

Ponovno postavimo Kartezijev koordinatni sustav tako da je ishodiSte u sredistu hi-
perbole, os apscisa podudara se s realnom osi, a os ordinata s imaginarnom osi hiperbole
(Slika 2.8). Zarista hiperbole su F(—e,0), F>(e,0). Neka je P(x,y) bilo koja tocka hiper-
bole, tada je po Definiciji 2.8, |PF]|—|PF2|| = |ry—ra| = 2a. Vrijedidaje r? = (x+e)*+)?,
r; = (x—e)*+y*, odakle je r{—r5 = dex, (r;—r,)(r1+r,) = 4exiz Cegaslijedi ri+r, = [2¢x| =
2ex| = 2¢|x|. Dalje je (r; + 1) = rf + r% + 21y =4822, (1 —1)* = rf + r% —2rry = 4a®
iz Cega sada slijedi 2(r7 +1r3) = 4(£°x* +a?), 22x* + 2y* +2€%) = 4(&2x* +a?), X +y* +€* =
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e2x2 + a2, a*x* + a*y* + a*e* = *x* + at, (e* — a®)x? — a®y? = aX(e* - d®). 1z e* = a* + b?

slijedi da je e? — a* = b?, pa je kona¢no

b2 — a?y? = 1P,

odnosno
22
;—%:L 2.2)
Preostala nam je jo$ parabola.
Y
"
Y F
O x
d

Slika 2.9: Tlustarcija za izvod kanonske jednadzbe parabole

Ponovno postavimo koordinatni sustav, ali ovoga puta tako da je ishodiSte u tjemenu
parabole i da se os parabole podudara s osi ordinata (Slika 2.9). Bududi da smo ranije
definirali parametar parabole, vrijedi |OF| = £, tj. F(0,%), a tada je jednadZba ravnalice
y = —£. Neka je P(x,y) bilo koja to¢ka parabole. Tada zbog Definicije 2.9 vrijedi |PF| =
d(P,d) ili x* + (y — £)* = (y + £)?, a nakon sredivanja dobivamo poznatu jednadZbu

x* = 2py. (2.3)

2.3.2 Tjemene jednadzbe

Postavimo li Kartezijev koordinatni sustav tako da os apscisa sadrzi ZariSta i da je ishodiSte
u jednom tjemenu na toj osi, re¢i ¢emo da je je Cunjosjecnica u tjemenom poloZaju. Tada
se pripadna jednadzba zove tjemena jednadzba konike.
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Prije nego krenemo na same jednadzbe, navest ¢emo zajednicku definiciju parametra
cunjosjecnica.

Definicija 2.11. Duljina tetive Cunjosjecnice koja prolazi Zaristem, a okomita je na glavnu
(odnosno realnu) os cunjosjecnice zove se parametar cunjosjecnice i oznacava 2p.

Za elipsu postavimo Kartezijev koordinatni sustav kao na Slici 2.10.

Y

Slika 2.10: Odredivanje tjemene jednadZzbe elipse

SrediSte elipse ima koordinate S (a, 0) zbog cega je jednadzba
b (x - a)2 + a2y2 = a’b?,

a nju preoblikujmo u
) b b1,

y=2-—x—-—-—x
a a a
Zax=a-ejey = +p,paje b’(—e)* + a*p* = a*b* iz Cega dobivamo p? = Z_;’ tji. p= I;—z.
Zato tjemenu jednadZbu elipse moZemo zapisati
¥ =2px-L, (2.4)
a

Sli¢no kao kod elipse, Kartezijev koordinatni sustav kod hiperbole postavimo kao na
Slici 2.11. Tada jednadZbu
b (x +a)* - 612y2 = a*b’
moZemo preoblikovati u
V2 =2px+ B2, (2.5)
a
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Slika 2.11: Odredivanje tjemene jednadZbe hiperbole

Iz (2.3) zrcaljenjem s obzirom na pravac y = x, dobivamo tjemenu jednadzbu parabole
y* = 2px. (2.6)

Primijetimo da jednadzbe (2.4) i (2.5) podsje¢aju na jednadzbu (2.6) parabole. Pomocu tih
jednadzbi moZe se pokazati da je parabola grani¢ni slucaj elipse i hiperbole. Naime, nju

mozemo smatrati elipsom, odnosno hiperbolom kojoj je jedno ZariSte beskona¢no daleka
tocka.



Poglavlje 3

Osnovna svojstva konika

3.1 Zrcalno svojstvo konika

Sljedeéa dva dokaza provodimo planimetrijski prema [4], a prije toga se prisjetimo Defini-
cije 1.4.

Teorem 3.1 (Zrcalno svojstvo elipse). Tangenta elipse je simetrala vanjskog kuta Sto ga
odreduju radijvektori pripadnog diralista.

Dokaz. Neka je pravac ¢ simetrala vanjskog kuta trokuta F'; F, P i toCka F simetriCna tocki
F, s obzirom na ¢ (Slika 3.1).

Slika 3.1: Dokaz Teorema 3.1

16
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Nadalje, T je proizvoljna tocka pravca ¢, razliCita od P. Tada vrijedi |F\T| + |F,T| =
|F\T| + |F)T| > |F\F5| = |F\P| + |[F)P| = |F\P| + |F2P| = 2a, §j. |F\T|+ |F,T| > 2a.
Iz ovoga zakljucujemo da je T vanjska tocCka elipse, tj. da pravac t, osim tocke P, nema
drugih zajednickih tocaka s elipsom. To bi znacilo da je pravac ¢ tangenta elipse s diraliStem
uP. i

Teorem 3.2 (Zrcalno svojstvo hiperbole). Tangenta hiperbole je simetrala unutarnjeg kuta
radijvektora diralista.

Dokaz. Neka je P neka tocka hiperbole sa zariStima F i F, te pravcem ¢ kao simetralom
kuta /F|PF,. Najprije promotrimo slu€aj kada je |FP| > |F,P|.

Slika 3.2: Dokaz Teorema 3.2

Neka je Q proizvoljna tocka na pravcu ¢, razliCita od P, a F) toCka simetri¢na tocki F s
obzirom na pravac . Tada vrijedi |F;, Q| - |F,Q| = |F, Q| - |F,0| < |F\F}| = |F\P|—|F}P| =
|F{P| — |F>P| = 2a, tj. |F1Q| — |F»,Q| < 2a. Iz ovoga zakljucujemo da je Q vanjska tocka
hiperbole, tj. da pravac ¢, osim tocke P, nema drugih zajednickih tocaka s hiperbolom.
Odnosno, pravac ¢ je tangenta hiperbole s diraliStem u P.

U drugom slu€aju bismo dobili |F,Q| — |F;Q| < 2a, a oplenito ||F1Q| - |F2Q|| < 2a.
Odavde slijedi da je Q vanjska tocka hiperbole i pravac t nema, osim tocke P, drugih
zajednickih toCaka s hiperbolom. Dakle, pravac ¢ je tangenta hiperbole. O

Teorem 3.3 (Zrcalno svojstvo parabole). Tangenta parabole je simetrala kuta radijvektora
diralista.
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Dokaz. Kao kod elipse i hiperbole, pretpostavimo da je pravac ¢ simetrala kuta radijvek-
tora diraliSta i neka je to¢ka Q proizvoljna to¢ka na pravcu ¢ razlicita od P, Q' ortogonalna
projekcija tocke Q na direktrisu, a P’ ortogonala projekcija tocke P. Trokut FPP’ je jed-
nakokracan, a ¢ je simetrala kuta nasuprot osnovice, pa je i simetrala osnovice FP’. Stoga
vrijedi da je |FQ| = |QP’|, a kako je trokut QQ’ P’ pravokutan i QP’ hipotenuza slijedi da
jeloP'| > 100

el

Slika 3.3: Dokaz Teorema 3.3

Dakle |FQ| > |QQ’|, ¢ime je dokazano da je tocka Q vanjska toCka parabole. Dakle,
za sve toCke na simetrali, razli¢ite od P, udaljenost od fokusa je veca od udaljenosti od
direktrise. Iz ovoga zakljuCujemo da pravac ¢, osim to¢ke P, nema drugih zajednickih
toCaka s parabolom i sve ostale tocke toga pravca su vanjske tocke parabole, Sto znaci da
je pravac t tangenta parabole s diraliStem u P. O

Teorem 3.4. Elipsa i hiperbola s istim fokusima sijeku se pod pravim kutom.

Dokaz. Od prije nam je poznato da je kut izmedu dviju krivulja kut pod kojim se sijeku
njihove tangente u tocki presjeka.

Neka se elipsa i hiperbola sijeku u tocki P (Slika 3.4). Tada iz Teorema 3.1 1 3.2 slijedi
da su tangente na hiperbolu i elipsu u tocki P simetrale unutarnjeg i vanjskog kuta /F| PF5.
Bududi da su simetrale sukuta okomite, slijedi tvrdnja teorema. O
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Slika 3.4: Dokaz Teorema 3.4

Teorem 3.5. Zadana je tetiva PQ elipse koja prolazi kroz jedan od njezinih fokusa, F,.
Neka je R sjeciste tangenata na elipsu povucenih iz tocaka P i Q. Tada je R srediste
kruZnice pripisane trokutu F,PQ, a PQ dodiruje tu kruZnicu u tocki F.

Slika 3.5: Dokaz Teorema 3.5

Dokaz. 1z Teorema 3.1, PR i QR su simetrale vanjskih kuteva trokuta F,PQ. Takoder,
iz Definicije 1.3 slijedi da je tocka R srediSte pripisane kruznice trokuta F,PQ. Diraliste
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kruZnice i tetive PQ ozna¢imo sa F 1- Iz Teorema 1.2 slijedi da tocke F| i F, dijele opseg
trokuta na dva jednaka dijela, tj. [FP| + |F,P| = |F>Q| + |F{Q|. Medutim, tocka F'; ima
upravo to svojstvo, pa slijedi F; = F7. O

Isti teorem vrijedi za hiperbolu, gdje je umjesto pripisane kruznice rije¢ o upisanoj.

Teorem 3.6. Zadana je tetiva MN hiperbole koja prolazi kroz jedan od njezinih fokusa F.
Neka je Q sjeciste tangenata na hiperbolu povucenih iz tocaka M i N. Tada je Q srediste
kruznice upisane trokutu FoMN, a MN dodiruje tu kruZnicu u tocki F.

3.2 1Izogonalno svojstvo konika

Zrcalna svojstva konika od iznimne su vaZnosti te se koriste kod elementarnih dokaza bitnih
rezultata, od kojih ¢emo neke iskazati i dokazati u ovom i idu¢em poglavlju.

Teorem 3.7. Iz bilo koje tocke P izvan elipse kojoj su Zarista Fy i F, povuku se tangente
na elipsu s diralistima X i Y. Tada su mjere kutova (FPX i /F,PY jednake.

Slika 3.6: Dokaz Teorem 3.7

Dokaz. [1] Neka su F| i F) simetriCne tocke toCkama F; i F, s obzirom na tangente u
toCkama X i Y. Zbog toga je |F|P| = |F\P|, |F,P| = |F,P|. Tada je /F\PX = /F{PX = ¢; i
LF,PY = (F)PY = ¢,. Uz oznake kao na Slici 3.6 trebamo pokazati da je ¢; = ¢,. Zbog
zrcalnog svojstva elipse, tj. Teorema 3.1, tocke Fy, Y 1 F, leZe na istom pravcu. Jednako
vrijediiza F», X 1 F|, aiz toga slijedi jednakost |F, F|| = |[F,X| + |F( X| = |FLY| + |[F Y| =
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|F F,|. Dakle, APF,F| 1 APF}F; su sukladni po §§S§ teoremu o sukladnosti, a zbog
toga je LF\PF, = (F|PF,. Stogaje /F\PF, + (F,PF), = (F|PF, + (F\PF,, gdje je
prvi pribrojnik na lijevoj strani jednak drugom na desnoj pa slijedi ZF,PF) = /F|PF\, tj.
2¢, = 2¢1, odnosno ¢; = ¢,, ¢Cime je dokaz gotov. O

Isto svojstvo iz Teorema 3.7 vrijedi 1 za hiperbolu, pa njega ne¢emo dokazivati.
Teorem 3.8. Uz oznake iz Teorema 3.7, pravac F1P je simetrala kuta /XFY.

Dokaz. 1z dokaza Teorema 3.7 odmah dobivamo /XF P = (XF|P = /F,F|P = (F)F\P =
/YF,P O

Slika 3.7: Teorem 3.8

Teorem 3.9. Geometrijsko mjesto tocaka iz kojih se elipsa vidi pod pravim kutem je kruznica
sa sredistem u sredistu elipse.

Dokaz. [1] Neka su F; i F, fokusi elipse i pretpostavimo da se tangente elipse u to¢kama
X 1Y sijeku u toCki P. Osnosimetri¢na slika tocke F s obzirom na pravac PX je toCka F7.

Iz Teorema 3.7 slijedi da je ZXPY = /F|PF,, atakoder je |F|F,| = |[F| X|+|F,X|, §to je
po Definiciji 2.6 jednako velikoj osi elipse, odnosno 2a. Kut ZF|PF, je pravi ako i samo
ako je |F|P|* + |F,P|* = |F|F,|* (Pitagorin poucak). Dakle, ZXPY je pravi ako i samo ako
je |F P> + |F,P|* jednako kvadratu velike osi elipse.
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Slika 3.8: Dokaz Teorema 3.9

Nije tesko za zakljuciti da ovaj uvjet definira kruznicu. Zaista, iz relacije paralelograma
dobivamo da u trokutu F F, P duljina teZiSnice OP zadovoljava

1
joPf® = Z(2|F1P|2 +2|F,PP - |F\Fy)
|F1P + PP,
= ————e¢
2
= 28 -t =a>+b°
Ovime smo dokazali da je udaljenost |OP| konstantna i zavr$ili dokaz. O

Kod hiperbole ovo svojstvo ne vrijedi uvijek. Kada je kut izmedu asimptota hiper-
bole Siljast, radijus kruznice je imaginaran broj, a kada su asimptote medusobno okomite
kruznica degenerira u centar hiperbole.



Poglavlje 4

Neki teoremi o konikama

4.1 Elipsa i hiperbola

Tocka F’, simetri¢na fokusu F, s obzirom na tangentu elipse, odnosno hiperbole zove se
suprotiste fokusa F, s obzirom na tu tangentu. Zbog zrcalnog svojstva elipse sa Slike 4.1
vidimo da je |F  F)| = |F\T| + |F)T| = |F\T| + |F,T| = 2a, pa vrijede sljedeCe tvrdnje koje
odmabh iskazujemo i za hiperbolu.

Slika 4.1: SuprotiSte fokusa F, s obzirom na tangentu 7 elipse

Teorem 4.1. Skup suprotista jednog fokusa elipse s obzirom na sve tangente te elipse je
kruznica sa sredistem u drugom fokusu i polumjerom jednakim velikoj osi te elipse.

Skup suprotista jednog fokusa hiperbole s obzirom na sve tangente te hiperbole je
kruznica sa sredistem u drugom fokusu i polumjerom jednakim velikoj osi te hiperbole.

KruZnica (Fy, 2a) iz Teorema 4.1 se zove kruznica suprotista fokusa F,. Za navedeni
teorem vrijedi i obrat, kojeg neCemo dokazivati.

23



POGLAVLIJE 4. NEKI TEOREMI O KONIKAMA 24

Teorem 4.2. Dana je kruZnica (Fy,2a) i tocka F, unutar kruznice. Ako je P varijabilna
tocka te kruznice, onda simetrala duZine F,P omata jednu elipsu s fokusima Fy i F, i
velikom osi 2a.

Dana je kruZnica (Fy,2a) i tocka F, izvan kruznice. Ako je P varijabilna tocka te
kruznice, onda simetrala duzine F,P omata jednu hiperbolu s fokusima F, i F, i velikom
osi 2a.

Teorem 4.3. Skup noZista okomica iz fokusa elipse na njezine tangente je kruznica sa
sredistem u sredistu elipse i polumjerom jednakim velikoj poluosi elipse.

Skup noZista okomica iz fokusa hiperbole na njezine tangente je kruznica sa sredistem
u sredistu hiperbole i polumjerom jednakim velikoj poluosi hiperbole.

Slika 4.2: Dokaz Teorema 4.3 za elipsu

Dokaz. [7] Neka je toCka F| suprotiSte fokusa F; s obzirom na tangentu 7 elipse, a N
noziSte okomice iz F; na ¢ (Slika 4.2). Tada je ON srednjica trokuta FF,F], pa je |[ON| =
Ly _ 1 —
§|F1F2| =3 -2a = a.

Analogan dokaz vrijedi za hiperbolu. |

Vrijedi 1 obrat Teorema 4.3.
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Teorem 4.4. Neka je F bilo koja tocka unutar kruznice (O, a). Ako tocka N opisuje tu
kruZnicu, onda okomica na pravac FN u tocki N omata elipsu kojoj je O srediste, F jedan
fokus i a velika poluos.

Neka je F bilo koja tocka izvan kruZnice (O, a). Ako tocka N opisuje tu kruZnicu, onda
okomica na pravac FN u tocki N omata hiperbolu kojoj je O srediste, F jedan fokus i a
realna poluos.

Prema Teoremu 4.3, noZiSta okomica spustenih iz oba ZariSta elipse na tangentu elipse
leZe na kruznici polumjera jednakog velikoj poluosi elipse sa srediStem u sredisStu elipse.
Tu kruznicu nazivamo glavhom kruzZnicom elipse. Jednako vrijedi i za hiperbolu.

Sada slijedi jedan od najviSe proucavanih teorema u projektivnoj geometriji.

Teorem 4.5 (Prvi Ponceletov teorem za elipsu). Spojnice Zarista elipse sa sjecistem dviju
tangenata simetrale su kutova sto ih tvore spojnice Zarista s diralistima tangenata.

Ovaj teorem smo prethodno dokazali u Teoremu 3.8.

Teorem 4.6 (Drugi Ponceletov teorem za elipsu). Odsjecak varijabilne tangente elipse
izmedu dviju fiksnih tangenata vidi se iz Zarista pod stalnim kutom koji je jednak polovini
kuta pod kojim se iz Zarista vide diralista fiksnih tangenata.

Slika 4.3: Dokaz Teorema 4.6

Dokaz. [6] Neka su ¢, 1, fiksne tangente, a ¢ varijabilna tangenta. Tocka D je diraliSte
varijabilne tangente s elipsom. Koriste¢i Teorem 4.5 na tangente ¢ i #; dobivamo da je
(DF\P = (PF D, gdje su tocke P, D i D kao na Slici 4.3 . Primjenom Teorema 4.5 na ¢
i t, dobivamo da je /DF,Q = /D,F;Q. Odavde slijedi da je /PF,Q = %ADlFlDz. |
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Za hiperbolu vrijede analogni Prvi i Drugi Ponceletov teorem.
Dokazimo sada tvrdnju koju smo spomenuli kod definicije i karakterizacije hiperbole.

Teorem 4.7. Asimptote hiperbole sadrie dijagonale pravokutnika sa stranicama 2a i 2b,
Cije je srediste u sredistu hiperbole.

Dokaz. [6] Neka je ¢ tangenta hiperbole u proizvoljnoj tocki 7', a S suprotiSte 1 N ortogo-
nalna projekcija fokusa F, na spomenutu tangentu (Slika 4.4).

k(Fy, 20)- o

Slika 4.4: Dokaz Teorema 4.7

Zamislimo da se to¢ka T ,,giba” po hiperboli tako da se njezina udaljenost od neke fik-
sne to¢ke povecava prema beskonacnosti, tada je to prethodno spomenuti grani¢ni poloZaj
tangente. Tangenta hiperbole past ¢e u tom granicnom poloZaju u neki pravac p, kojeg
nazivamo asimptotom hiperbole (Slika 4.5).

Sa §'; oznac¢imo toc¢ku u koju ¢e u tom grani¢nom slucaju pasti suprotiste S i s N; tocku
u koju e pasti tocka N. Tada je S na kruznici suprotiSta sa srediStem u F; pa je i S na toj
kruznici, a N je na glavnoj kruznici hiperbole iz ¢ega je 1 Ny na glavnoj kruZnici. Buduéi da
je FbN Lt tojei FoN; L p. Pritomu pravac F;T prelaziu F1S . Osim toga, F1S;1 p se
,»sijeku” u beskonacno dalekoj tocki (tj. F15 || p)jerje F1T Nt ={T}paje F,N; L FS;.
Kako je pravac koji prolazi to¢kama F,, N 1§ preSao u pravac koji prolazi tockama F,, N;
18, toje F,S, tangenta, a |FS ;| polumjer kruznice suprotista k(Fy,2a). 1z |F,N| = |[NS|
slijedi |F,Ni| = [N1S|. Dakle, asimptota p je simetrala duzine SF, paondai O € p.
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Slika 4.5: Dokaz Teorema 4.7

Zbog toga smijemo definirati asimptotu hiperbole kao simetralu duzine S, F,, gdje je S F»
tangenta na k(Fy, 2a) iz F,, a S| njezino diraliSte.

Slika 4.6: Dokaz Teorema 4.7

Jednako, mozemo reci da je asimptota normala na k(O, a) u tocki Ny, gdje je N, diraliSte
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tangente iz F, na k(O,a). U tjemenima A i B povucimo okomice na os AB 1 oznalimo
njihova sjeciSta s asimptotama hiperbole sa K, L, K; i L, (Slika 4.6). Tada je AOAK; =
AOBL = AON,F, (sukladni po KSK teoremu o sukladnosti). Osim toga, vrijedi |OL| =
|OF,| = epaje|BL| = b. O

4.2 Parabola

U ovom odjeljku navest ¢emo nekoliko teorema o paraboli. Neke od njih ¢emo dokazati,
dok ¢emo kod nekih ostati samo na iskazu.

Teorem 4.8. Skup suprotista fokusa parabole s obzirom na sve njezine tangente je ravna-
lica te parabole.

P

Slika 4.7: Dokaz Teorema 4.8

Ovdje je suprotiSte fokusa s obzirom na neku tangentu, kao kod elipse i hiperbole,
tocka simetri¢na tom fokusu s obzirom na tu tangentu.

Dokaz. [1] Neka je pravac / tangenta parabole u tocki P i neka je P’ projekcija tocke P na
direktrisu (Slika 4.7). Trokut F'PP’ je jednakokracan i/ je simetrala kuta ZF PP’, pa slijedi
da je [ os simetrije AF PP’ ida je P’ tocka simetri¢na tocki F' s obzirom na tangentu t. 0O

Teorem 4.9. Skup nozista okomica iz fokusa parabole na njezine tangente je tjemena tan-
genta te parabole.

Dokaz. [6] Neka je N ortogonalna projekcija ZariSta F na tangentu ¢ s diraliStem u tocki T
1§ suprotiste fokusa F' s obzirom na tangentu 7 (Slika 4.8). Buduci da je 7 simetrala duZine
SF,tocke F, N1S sukolinearne i N je poloviSte duzine S F. DuZina NA, gdje je A tjeme
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Slika 4.8: Dokaz Teorema 4.9

parabole, je srednjica trokuta OF' S, paje AN || d, tj. AN L OF, §to znaci da je AN tjemena
tangenta parabole. O

Lema 4.10. Pretpostavimo da se tangente parabole u tockama X i Y sijeku u tocki P. Tada
Jje P srediste opisane kruZnice trokuta FX'Y’, gdje su X' i Y’ ortogonalne projekcije tocaka
X i Y na direktrisu parabole, a F fokus parabole.

Slika 4.9: Dokaz Leme 4.10
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Dokaz. [1]Prema prethodno dokazanom Teoremu 4.8, te dvije tangente su simetrale duZina
FX' 1 FY’. Kako znamo od prije, sjeciSte simetrala stranica jest srediSte trokutu opisane
kruznice. Simetrale duzina F X’ i FY’ se sijeku u tocki P, ¢ime smo dokazali da je tocka P
srediste trokutu FX'Y’ opisane kruznice (Slika 4.9). O

Korolar 4.11. Ako su PX i PY tangente parabole, onda je projekcija tocke P na direktrisu
poloviste duZine X'Y’ gdje su X" i Y’ projekcije tocaka X i Y na direktrisu.
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Slika 4.10: Korolar 4.11

Sljedeci teorem je vrlo sli¢an Teoremima 3.5 1 3.9 za elipsu.

Teorem 4.12. Skup tocaka P iz kojih se parabola vidi pod pravim kutom jest direktrisa
parabole.

Nadalje, ako su PX i PY tangente parabole povucene iz tocke P na direktrisi, tada
pravac XY sadrZi fokus parabole i PF je visina u trokutu PXY.

Dokaz. [1] Pretpostavimo da tocka P leZi na direktrisi i neka su X’ 1 Y’ projekcije to¢aka X
1 Y na direktrisu. Tada su APXF i APXX’ sukladni po S-K-S teoremo o sukladnosti (Slika
4.11). Slijedi da je /PFX = /PX'X = 90°. Analogno, /PFY = /PY’Y = 90°. Nadalje,
LXPY = 1 (LFPX' + LFPY’) = 90°.

Ako toCka P nije na direktrisi, lako se vidi da je ZXPY manji ili veci od 90° ovisno o
tome s koje strane direktrise se P nalazi. O
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PN

Slika 4.11: Dokaz Teorema 4.12

Teorem 4.13. Skup tocaka iz kojih se parabola vidi pod kutem ¢ ili 180° — ¢ je hiperbola
s jednim fokusom F i s imaginarnom osi d, gdje je F fokus, a d direktrisa parabole.

Dokaz. [1] Pretpostavimo da su PX i PY tangente na parabolu povucene iz tocke P i da
zatvaraju kut ¢. Najprije ¢emo gledati slucaj kada je ¢ > 90°. Neka su X’ i Y’ projekcije
toCaka X i Y na direktrisu. Zbog XP L FX'iYP L FY' je /X'FY' = 180° — ¢. Po Lemi
4.10, P je srediSte opisane kruznice AFX'Y’. Stoga je /X'PY’ = 360° — 2¢. Prema tome,
udaljenost tocke P od direktrise jednaka je |PF| - |cos (180° — ¢)| = |PF| - |cos¢| i zbog
Papo-Boskoviceve karakterizacije konika to¢ka P leZi na hiperboli ¢iji se fokus podudara
s fokusom parabole, imaginarna os s direktrisom i ¢iji numericki ekscentricitet je jednak
|cos ¢| (tj. kut izmedu asimpota je jednak 2¢). Jednako se pokazuje kada je kut izmedu

tangenata jednak 180° — ¢. O

Slika 4.12: Dokaz Teorema 4.13
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Teorem 4.14. Neka su PX i PY tangente na parabolu iz tocke P i neka je | pravac koji
prolazi kroz P paralelno s osi parabole. Tada je kut izmedu pravaca PY il jednak /X PF
i trokuti XFP i PFY su slicni. Takoder vrijedi da je FP simetrala kuta (XFY (vidi Sliku
4.13).

Slika 4.13: Dokaz Teorema 4.14

Dokaz. [1] Neka su X’ i Y’ projekcije tocaka X i1 Y na direktrisu. Tada po Lemi 4.10 tocke
F, X' 1Y’ leze na kruZnici sa srediStem u P, pa je /X'Y'F = %AX’PF = /XPF. S druge
strane, kut izmedu PY i/ je jednak kutu izmedu Y'F 1 X'Y’ zato Sto je / okomit na XY’
(direktrisu parabole) i Y’F je okomit na PY (StoviSe, PY je simetrala duZine Y’F). Time je
dokazan prvi dio teorema.

Sada ¢emo dokazati drugi dio teorema. Budu¢i da je [ paralelan s YY’, kut izmedu PY
il je jednak kutu /PYY pajei LFYP = /XPF, a analogno dobivamo i /ZFXP = /YPF.
Stoga su AXFP 1 APFY sli¢ni. O

Sljedeci teorem je posljedica prethodnog, a za njegov dokaz koristit ¢emo Simsonovu
lemu, tj. Lemu 1.5.

Teorem 4.15. Neka je trokut ABC opisan oko parabole, tj. pravci AB, BC i CA su tangente
parabole. Tada fokus parabole leZi na opisanoj kruZnici trokuta ABC.

Dokaz. [1] Iz Teorema 4.9 slijedi da projekcije fokusa na stanice trokuta ABC leZe na
istom pravcu, tjemenoj tangenti te parabole. Tada direktno iz Leme 1.5 slijedi da fokus
parabole leZi na opisanoj kruZnici trokuta ABC. O
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Tako svakoj tocki na kruZnici opisanoj trokutu ABC mozZemo pridruZiti jedinstvenu
parabolu koja dodiruje sve stranice (ili produZetke stranica) trokuta. Naime, to¢ku P na
kruZnici opisanoj trokutu ABC zrcalimo s obzirom na stranice trokuta te dobivamo tri tocke
jednog pravca koji je direktrisa traZzene parabole, a fokus joj je tocka P.

Iz Leme 1.6, Teorema 4.9 1 Teorema 4.15 slijedi odmabh lijjepi rezultat.

Teorem 4.16. Ortocentar trokuta opisanog paraboli leZi na direktrisi te parabole.

Dokaz. Ako je trokut ABC opisan paraboli, onda je Simsonov pravac fokusa upravo tje-
mena tangenta. Homotetijom sa centrom u fokusu i koeficijentom 2 taj se pravac preslika
u direktrisu, a s druge strane slika je pravac koji prolazi kroz ortocentar trokuta. O

Slika 4.14: Dokaz Teorema 4.16
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Sazetak

Konike ili Cunjosjecnice su algebarske ravninske krivulje drugoga reda nastale presjekom
ravnine i stozaste plohe. To su kruznica, elipsa, parabola i hiperbola, te njihove degenera-
cije, koje u ovom radu opcenito nismo uzimali u obzir.

Ovaj diplomski rad podijeljen je u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju naveli smo
temeljne pojmove i tvrdnje potrebne za razumijevanje daljnjeg rada i dokaza. U drugom
poglavlju su za svaku krivulju navedena neka osnovna svojstva i definicije te razliciti oblici
jednadzbi. U tre¢em poglavlju iskazali smo i dokazali zrcalno te izogonalno svojstvo ko-
nika, dok smo u posljednjem poglavlju naveli joS neka vazna svojstva i teoreme o koni-
kama. Dokazi tvrdnji provedeni su bez koriStenja analiticke i1 projektivne geometrije.



Summary

Conics are algebraic plane curves of the second degree formed by the intersection of a
plane and a double cone. These are the circle, ellipse, parabola and hyperbola, and their
degenerations, which we generally do not take into account in this thesis.

This Master’s thesis is divided into four chapters. In the first one we introduce notions
and statements needed in the thesis. In the second chapter we present some basic properties
and definitions for each curve and different forms of their equations. In the third chapter,
we state and prove the mirror and isogonal properties of conics, while in the last chapter
we give some additional important properties and theorems about conics. The proofs of
the statements are carried out without using analytic and projective geometry.
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