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Uvod

Zlatni rez i Fibonaccijevi brojevi stolje¢ima su privlacili paznju matematicara, umjet-
nika, arhitekata i filozofa.

Zlatni rez, oznacen grckim slovom @, simbol je sklada, ravnoteze, ljepote i savrsenstva.
Naden je u mnogim umjetnickim djelima, a zapravo je rije¢ o vrlo zanimljivom,
"misticnom” iracionalnom broju @ = %5 Jedinstveno svojstvo zlatnog reza prvo
je razmatrano u kontekstu dijeljenja duzine na dva segmenta. Ako je duzina podije-
ljena tako da je omjer ukupne duljine prema duljini duljeg segmenta jednak omjeru
duljine duljeg segmenta prema duljini kra¢eg segmenta, onda je ovaj omjer jednak
zlatnom rezu. Zbog toga mnogi zlatni rez vezu iskljucivo uz podrucje geometrije, no
to je daleko od istine. Jedan od takvih primjera su upravo Fibonaccijevi brojevi.

Fibonaccijevi brojevi, tj. Fibonaccijev niz, je niz brojeva u kojemu je svaki ¢lan
zbroj dva prethodna ¢lana. Naziv su dobili prema slavnom talijanskom matematicaru
Leonardu iz Pise koji je zivio u 12. stolje¢u. Prvi put su opisani u dvanaestom po-
glavlju Fibonaccijevog djela Liber Abaci $to ukljucuje poznati ” problem zeceva”. Ako
uzgagivac pocne s parom mladih zeceva, muzjaka i Zenke, koliko ce parova zeceva biti
na kraju jedne godine?. Zbog svoje posebnosti Fibonaccijevi brojevi su bili predmet
istrazivanja mnogih matematicara.

Fibonaccijevi brojevi su usko vezani uz zlatni rez, medutim to na prvu nije pot-
puno jasno. Ovaj diplomski rad ¢e biti posve¢en upravo tome. U prvom poglavlju
dat ¢emo povijesni pregled zlatnog reza, opisati njegova osnovna svojstva, definirati i
opisati neke geometrijske likove koji nose pridjev zlatni te pokazati gdje se u nasoj oko-
lini nalazi zlatni rez. U drugom poglavlju opisat ¢emo kako su nastali Fibonaccijevi
brojevi, a time i Lucasovi, dokazat ¢emo neke njihove identitete, opisati kombina-
tornu interpretaciju Fibonaccijevih brojeva i pokazati da omjer Fibonaccijevog broja
i njegovog prethodnika tezi k zlatnom rezu.



Poglavlje 1

Zlatni rez

1.1 Povijest zlatnog reza

Nitko sa sigurnoséu ne moze reci kada se prvi put pojavio zlatni rez u povijesti ljudske
civilizacije. Najstariji primjer je pronaden u blizini Kaira u Keopsovoj piramidi u Gizi.
Piramida je izgradena oko 2560. godine prije Krista i najstarija je od tri piramide
u Gizi. Otac povijesti Herodot je u svojem slavnom djelu Powijesti naveo kako je
Keopsova piramida konstruirana tako da je kvadrat njezine visine jednak povrsini
bo¢nog trokuta. Zapisimo Herodotovu tvrdnju matematicki (vidi Sliku |1.1)):

Slika 1.1: Keopsova piramida

2a-s

2 _
h_z

= as. (1.1)

2
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Primijenimo li Pitagorin teorem

h? = s? —a® (1.2)
iz, (1.1)) i ((1.2)) slijedi
s —a® = as. (1.3)

Sredivanjem jednadzbe dobivamo kvadratnu jednadzbu

2
<f> _ 2 _1-0
a a
Uvodenjem supstitucije 2 = 2 dobivamo
v —x—1=0,

a njeno pozitivno rjesenje je
C1+V5
2

T

koje se naziva zlatni rez.

Hemiunu, arhitekt piramide, koristio je dimenzije ¢iji omjeri daju zlatni rez za
estetsku ljepotu strukture. Medutim, to je mogla biti slu¢ajnost. Nitko ne moze biti
potpuno siguran. Tijekom godina arheolozi su proucavali sve §to se moze proucavati
o ovoj piramidi, ukljucujuéi i mjere vanjskih dimenzija. Dimenzije piramide iskazane
su u laktima (1 lakat ~ 0.4572 metara) $to je bila mjerna jedinica u to vrijeme.
Oznacimo s a stranicu baze, h visinu piramide i sa s visinu pobocke. Omjer visine

.
%

——- 280 -—-==

440

Slika 1.2: Dimenzije Keopsove piramide u laktima
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pobocke i polovine duljine brida baze priblizno je jednak vrijednosti zlatnog reza.

356
= — ~ 1.6181818...
200

vl ®»

Sljedeéu pojava zlatnog reza u povijesti biljezimo u djelima Fidije (gré. Phidias),
grckog kipara odgovornog za izgradnju Partenona u Ateni, izgradenog u 5. stoljeéu
prije Krista. Sam dizajn hrama i skulpture odrazavaju zlatni rez. Tu se spominje
pojam zlatnog pravokutnika o kojem ¢emo nesto vise saznati u poglavlju Zlatni rez u
geometrigi. Drevni Grei su zlatni rez oznacavali grékim slovom 7, ali se Cesto oznacava
i grékim slovom F (¢) sto dolazi od prvih slova imena Phidias.

""\-r-

Slika 1.3: Partenon

Tako ove strukture imaju dimenzije koje su u skladu sa zlatnim omjerom, te-
meljno razmisljanje koje je pridonijelo danasnjem razumijevanju zlatnog reza nalazi
se u radu Platona i njegovih ucenika iz 4. stoljec¢a pr. Kr. Platon je bio zainteresiran
za objasnjenje kako svemir funkcionira i kako je nastao. Pretpostavio je da je materija
strukturirana od pet pravilnih ¢vrstih tijela: tetraedar, kocka, oktaedar, dodekaedar
i ikosaedar. Platon i njegovi ucenici smatrali su da su zemlja, voda, zrak i vatra
Cetiri osnovna elementa materije. Tvrdili su da svaki od ovih elemenata odgovara
jednom od ¢vrstih tijela. Zemlja se povezivala s kockom, vatra s tetraedrom, zrak s
oktaedrom, a voda s ikosaedrom. Buduéi da nije bilo elementa koji bi se mogao pri-
pisati dodekaedru, neki od Platonovih sljedbenika smatrali su da bi mogao postojati
kozmicki peti element koji prozima svu materiju. Iz tog su razloga matematicari bili
fascinirani s pet Platonovih tijela. Svako od pet Platonovih tijela ima dimenzije koje
su povezane sa zlatnim rezom.
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Zanimanje za zlatni rez koje su poticali Platon i njegovi suradnici dovelo je do
njegove prve definicije. Prvu definiciju zlatnog reza nalazimo u poznatom djelu Ele-
mentima (djelo koje sadrzi gotvo §to je svijet znao o matematici u to vrijeme). Ovo
djelo napisao je oko 300. godine prije Krista gréki matematicar Euklid. U jednom
od tih svezaka, Euklid daje prvo pisano objasnjenje o tome kako pronaci ono Sto
danas nazivamo zlatnim rezom. On opisuje segment linije koji je presjecen na takav
nacin da je omjer cijelog segmenta prema veé¢em dijelu jednak omjeru veceg dijela
prema manjem dijelu. Euklid ovaj segment naziva ”ekstremnim i srednjim omjerom”.
Euklid je upotrijebio ovaj opis da pokaze kako se omjer moze prona¢i unutar mnogih
geometrijskih oblika, kao sto su peterokuti.

Sljedec¢a osoba u nizu onih koji su usli u povijest sa zlatnim rezom bio je slavni
Fibonacci. Ovaj matematicar odigrao je vaznu ulogu u arapskom decimalnom sustavu
koji je zamijenio upotrebu rimskih brojeva u Europi. Otkrio je neobic¢an skup brojeva,
koji se upravo po njemu zove Fibonaccijev niz, iako se pretpostavlja da nije bio
svjestan da taj niz brojeva ima veze s @. @ je iracionalan broj, Sto znaci da omjer niti
jedna dva cijela broja nec¢e dati njegovu vrijednost. No, kako ¢emo kasnije pokazati,
kada n raste, omjer svakog ¢lana Fibonaccijevog niza i njegovog prethodnika sve se
vise priblizava .

Otprilike 1487. godine Leonardo da Vinci stvorio je poznatog Vitruvijevog covjeka,
na kojem je nacrtao sliku muskog tijela koje ima mjere koje su priblizno u zlatnom
omjeru. Omjer je prikazan tako da ako se uzme udaljenost od vrha glave do pupka i
podijeli s udaljenoséu od pupka do tabana muskarca, rezultat je 0.0656. Zanimljivo
je da je Vitruvijev ¢ovjek nacrtan unutar kruga i kvadrata koji se dodiruju u jednoj
tocki na dnu portreta. Da su gornji vrhovi kvadrata bili blize krugu ili tangenti na
njega, Da Vinci bi postigao zlatni rez.

Godine 1509. u knjizi De Divina Proportione (Bozanska proporcija), koju je
napisao franjevac i matematicar Fra Luca Pacioli, mozemo naé¢i pojam zlatni rez.
Pacioli je konstruirao pet Platonovih tijela koristeéi zlatni rez. Kao zaredeni franjevac,
koji je studirao teologiju, Pacioli je djelo nazvao Bozanska proporcija, jer je vjerovao
da su svojstva ovog posebnog broja povezana s odredenim Bozjim karakteristikama i
da ih izrazavaju; stoga ovaj omjer u literaturi mozemo naci i pod nazivom bozanska
proporcija.

Drugi naziv za bozansku proporciju razvijen je 1830-ih. Njemacki matematicar
Martin Ohm napisao je knjigu pod nazivom Die Reine Elementar-Mathematik (Cista
elementarna matematika) u kojoj je ostavio biljesku u kojoj kaze da se linija, koja
je podijeljena na dva dijela na nacin kako je Euklid objasnio u Elementima, naziva
zlatnim rezom. lako koristeni jezik implicira da Ohm nije bio prva osoba koja je upo-
trijebila taj izraz u matematickim krugovima, njemu se ipak pripisuje ta ¢injenica.
Jedno je sigurno da se taj izraz poceo cesto koristiti u njemackoj matematickoj lite-
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Slika 1.4: Da Vincijev prikaz covjeka

raturi i literaturi o povijesti umjetnosti nakon sto je Ohm objavio svoj rad.
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1.2 Osnovna svojstva zlatnog reza

Geometrijska interpretacija

Definicija 1.2.1. KaZemo da tocka dijeli duZinu wu zlatnom omgjeru ako je omjer
duljine cijele duzine prema vecem diyjelu jednak omgeru veceg dijela prema manjem
dijelu, tj.

at+b

a
- =. 1.4
” 2 (1.4)
A B C
O O O
a b

Slika 1.5: Geometrijska interpretacija zlatnog reza

Promotrimo jednakost

a a+b

b a
Promijenimo zapis desne strane

@ _ . b

b a
Sto je ekvivalentno

a 1

- = 1 + E'

b 0

Kako su a, b # 0 duljine duzina, moZemo pomnoziti cijelu jednadzbu s §. Sredivanjem
dobivamo

a2 a 1=0
b b o
Uvedimo supstituciju x = ¢. Slijedi
-z —-1=0. (1.5)

Dobivena jednadzba naziva se Fibonaccijeva kvadratna jednadzba ili jednadzba zlatnog
reza, a njena rjesenja su
145

2

1-+5
>

T

Ty =
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S obzirom na to da govorimo o duljinama duzina, gledamo samo pozitivno rjesenje.

Stoga je
a 14++/5
—_ = r =
b 2

Postoji mnogo konstrukcija zlatnog reza, no ovdje ¢emo nevesti samo jednu kons-
trukeiju.

~ ¢ (1.6)

Konstrukcija zlatnog reza

Ova konstrukcija je jedna od najpoznatijih konstrukcija zlatnog reza. Napisat ¢emo
njezine korake i dokazati istinitost konstrukcije.

Konstruirajmo kvadrat ABC'D s proizvoljnom duljinom stranice (ozna¢imo du-
ljinu stranice s a). Odredimo poloviste stranice AB i ozna¢imo ga tockom M. Kons-
truirajmo kruzni luk, u oznaci k, sa sredistem u tocki M i radijusom |MC|. Konstru-
irajmo polupravac s pocetnom tockom A koji prolazi tockom B (oznacimo polupravac
s p). Kruzni luk k sijece polupravac p u tocki E te tvrdimo da tocka B dijeli duzinu

D C F
A
,
7
,
A
4
,
V4
s
I
Vi
4
V4
A
A
4
’
U4
1
's
Vi
® o ®
A M B E

Slika 1.6: Konstrukcija zlatnog reza

AFE u zlatnom omjeru. U nasem slucaju zelimo dokazati da
|AB|  |AE|
[BE| ~ JAB|
Dokaz. Oznacimo s a duljinu stranice kvadrata ABC'D. Primijenimo Pitagorin poucak
na trokut AMBC:

(1.7)

2 2 5 2
|IMC|* = |MBJ*+ |BC|* = (g) +a’ = GZ +a? = %.
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1z toga slijedi |[MC| = %‘F’ Pogledajmo sada duljine duzina BE i AE:

5 5—1
|BE| = |ME| - |MB|=|MC|—|MB| = %_ — g = \/_2 a,
5—1 o+1
AB| = |AB| +18E| =+ Yot - 4L,
Odredimo omjer %:
AB _ a2 VB4l 25+ VB4l s
BE| 51, V5-1 V541 5-1 2 '
i omjer
IAEI_@@_\/&%_Q5 )
AB| o« 2 :
Iz jednakosti (1.8]) i (1.9)) slijedi da je ([1.7) istinita. ]

Prije nego krenemo dalje, kratko ¢emo promotriti pravokutnik AEFD. Omjer
dviju susjednih stranica tog pravokutnika jednak je zlatnom rezu:

AB| _ e V5ol
\EF| o 2

. (1.10)

Ovaj pravokutnik se naziva zlatni pravokutnik. Nesto vise o zlatnom pravokutniku
¢emo reéi u poglavlju Zlatni rez u geometrigi.

Numericka interpretacija

U prethodnom potpoglavlju smo pokazali da je zlatni omjer izmedu a i b jednak
aTJ“b = (—lz, gdje su a i b pozitivni brojevi. Rjesavanjem jednadzbe 22 — x — 2 = 0 dobili

smo numericku vrijednost zlatnog reza

1++5
9

~ 1.61803398874989484820458683436563811772030917980576286213544862270526
046281890244970720720418939113748475408807538689175212663386222353693179
318006076672635443338908659593958290563832266131992829026788067520876689
250171169620703222104321626954862629631361443...
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Sto je otprilike 1.61803. Promotrimo i vrijednost njegovog recipro¢nog broja

2 1-v5 2 (1-+6) 2-(1—+/5) \/5—1:¢5—1

1+v5 1-+v5  1-5 =2 9 2

~ (.61803398874989484820458683436563811772030917980576286213544862270526
046281890244970720720418939113748475408807538689175212663386222353693179
318006076672635443338908659593958290563832266131992829026788067520876689
250171169620703222104321626954862629631361443. ..

Sto je otprilike 0.61803. Mozemo primijetiti jednu zanimljiv odnos. Razlika broja @

i % iznosi tocno 1. Dakle,

1
b ——=1. 1.11
y (111)

Iz reciproc¢nosti operacije mnozenja vrijedi @ - % = 1. Dakle, razlika i produkt broja
di % jednaka je 1 i to su jedina dva broja za koje ova tvrdnja vrijedi.

Nakon sto smo utvrdili brojéanu vrijednost zlatnog reza, pogledajmo sada neka
njegova svojstava. Pocnimo s razmatranjem iracionalnosti. Skup realnih brojeva
dijelimo na racionalne i iracionalne brojeve. Kada su izrazeni u decimalnom obliku,
racionalni brojevi mogu biti kona¢ni ili beskonacno periodi¢ni decimalni brojevi, dok
za iracionalne brojeve to ne vrijedi. Takoder, racionalni brojevi se mogu izraziti kao
kvocijenti dvaju cijelih brojeva, dok za iracionalne to ne vrijedi. Pokazimo istinitost
sljedec¢eg teorema:

Teorem 1.2.2. Broj @ je iracionalan broj.

Dokaz. Da bi dokazali da je broj @ iracionalan dovoljno je pokazati da je v/5 iraci-
onalan. Pretpostavimo suprotno tj. da je v/5 racionalan broj, tj. v/5 € Q. Tada
postoje relativno prosti brojevi m,n € N takvi da /5 = ™, odnosno ’;—22 =05, a
odatle dobijemo m? = 5n?. Bududi da je desna strana jednakosti prirodan broj koji
je djeljiv s 5, tada je i m? djeljiv s 5. Tada je i m djeljiv s 5, tj. m = 5mg za neki
mo € N. Kada bi bilo m = 2mg + 1, slijedilo bi m? = 4my? + 4mg + 1. Sad imamo
4mg? = 2n?, odnosno 2mg? = n?. Odatle pak zaklju¢ujemo da je i n = 2ng za neki
ng € N. Dakle, m = 2mgy i n = 2ng tj. dobili smo kontradikciju s pretpostavkom da
su m i n relativno prosti. Time je dokazano da je /5 iracionalan, a time i da je &

iracionalan. O
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Sljedeée svojstvo koje mozemo promatrati su potencije broja ®. Krenimo prvo s
&?. Kvadrirajmo izraz & = @

2
541 5+2V54+1 2546 V543 V541
g [YAHL) _5+2V541 2WE+6 V543 VAL o
2 2 4 2 2
Dakle,
P* =P +1. (1.12)

Iz ove jednadzbe mozemo dobiti vrlo zanimljiv matematicki izraz pomocu kojeg
mozemo izraziti broj @. Ako korjenujemo obje strane jednadzbe ([1.12)), dobivamo

b=VP+ 1 (1.13)
Ako u korijenu ponovno zamijenimo @ s /@ + 1, dobivamo da je @ = /1 4+ v® + 1.

Ponavljanjem ovog postupka, dobivamo jos jedan izraz za @ :

D=1+ |1+ 1+\/1—|—\/1+\/1—|—\/1—|—....

Pogledajmo jos jednu vaznu kvadratnu jednadzbu koja daje zanimljiva svojstva broju
®. Ona glasi

P +r—1=0, (1.14)

a njezina rjeSenja su —® i . S obzirom na to da % zadovoljava jednadzbu (|1.14))

@
vrijedi
1\* 1
— ——1=0
(8) 510

12 1

Ponovno, ako korjenujemo obje strane jednadzbe (|1.15]), dobivamo

1 1
— = f1——.
@ b

Ako beskonacno puta pod korijenom zamijenimo

tj. mozemo zapisati

1

3 za /1 — %, dobivamo jos jedan

. .o . ’ . 1 .
zanimljiv zapis pomocu broja 3 :

%:: - 1—»1L4¢L—¢1—V1—VTrf, (1.16)
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Sto je jos jedna zanimljiva veza @ i %.
Vratimo se natrag na potencije broja @. IspiSimo nekoliko potencija broja @:

P=0
=P +1

P=0* =0(P+1)=P"+P=(P+1)+D =20+ 1

@4:@2-gb2—(q§+1)( +1) = @2+2¢+1:(<p+1)+2¢+1:3¢+1
P=¢" =020+ 1)(P+1) =20 +30+1=2(®+ 1)+ 3P+ 1 =5 + 3

P =9 . & :(2q5+ DR2P+1) =40 + 40+ 1 =4(P +1)4d + 1 =8P +5

P =¢" P =30+2)20+1)=60>+TP+2=06(D+ 1)+ 7P +2 =130 +38
=" P =(30+2)(30+2) =90 + 120 + 4 =9P + 1) + 120 + 4 = 214 + 13
P =@ P' = (50 +3)(30 +2) = 150 + 190 + 6 = 15(D + 1) + 190 + 6 = 34P + 21

Iz prethodnih potencija mozemo primijetiti jedno ponavljajuce pravilo. Kvocijent uz
@ jednak je zbroju kvocijenata uz prethodne dvije potencije, sli¢no vrijedi za slobodni
clan. Niz brojeva koji je definiran tako da je svaki ¢lan niza jednak zbroju prethodna
dva ¢lana, s pocetnim ¢lanovima 1 i 1, naziva se Fibonaccijev niz i o njemu ¢e biti
detaljnije u drugom dijelu diplomskog rada. Za sad je to dovoljno kako bi iskazali i
dokazali sljedece svojstvo zlatnog reza:

Teorem 1.2.3. Potencije broja @ moZemo napisati kao
Q" =F, 2+ F,_1, (1.17)

n >0 i gdje su F, i F,_y n-ti i (n — 1)-vi Fibonaccijevi brojev.
Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom.

e baza: n =1 tvrdnja oCito vrijedi.

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi za n + 1.

"t = 9" = (F,,_, + PF,)® = OF, 19*F, = OF,_, + (1 + D)F,
=F,+®(F, 1+ F,) =F,+PF,,1.

Buduéi da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [
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1.3 Zlatni rez u geometriji

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti i opisati neke likove koji nose pridjev zlatni te
iskazati neka njihova svojstva.

Zlatni pravokutnik i spirala

Zlatni pravokutnik je najpoznatiji zlatni lik te postoji nemali broj istrazivanja koja
pokazuju da je oblik zlatnog pravokutnika najugodniji ljudskom oku. Zlatni pravo-
kutnik smo ve¢ spomenuli kod Geometrijske interpretacije, ali ¢emo ga jos jednom
definirati.

Definicija 1.3.1. Zlatni pravokutnik je pravokutnik cije su duljine duzina stranica u
zlatnom omgeru.

Za pocetak uvedimo oznake za duljine stranica zlatnog pravokutnika. Neka je X
oznaka za duljinu, a Y oznaka za Sirinu. Prema ((1.4) vrijedi

X X+Y
Yy X
Radi lakseg pracenja iskaza i dokaza vezanih uz zlatni pravokutnik uvest ¢emo pro-

izvoljan zlatni pravokutnik ABC'D kojemu je duljina X = a + b, a Sirina Y = a.

Dakle, imamo omjer % = “TH’ = @ pa iz (L.4) slijedi § = @. Ako zlatnom pravo-

. (1.18)

A a E b B

~ — 3 - J

a+b=X
Slika 1.7: Zlatni pravokutnik

kutniku ABCD odsijecemo kvadrat AEF D, ostaje pravokutnik EBCF. Taj pra-
vokutnik je takoder zlatni pravokutnik jer su duljine stranica tog pravokutnika u

omjeru % = ¢ = @. U literaturi se tocka E cesto naziva zlatna tocka duzine AB jer

. |AE . . L C o
Jeﬁ = ¢. Ovo svojstvo mozemo zapisati na sljedeéi nacin.
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Teorem 1.3.2. Kada od zlatnog pravokutnika odsijecemo kvadrat nad manjom stra-
nicom, dobiveni pravokutnik je zlatna.

Uocimo, ovaj postupak rastavljanja zlatnog pravokutnika na kvadrat i manji zlatni
pravokutnik mozemo ponoviti bekona¢no mnogo puta.

Zlatni rez se pojavljuje u razli¢itim kombinacijama i odnosima kod zlatnog pra-
vokutnika. Krenut ¢emo od dijagonale zlatnog pravokutnika.

a+b=X

Slika 1.8: Dijagonala zlatnog pravokutnika

Teorem 1.3.3. Omjer duljine dijagonale, duljine i Sirine zlatnog pravokutnika iznosi

VP2 4+1:9: 1.

Dokaz. Krenimo od pravokutnika ABC'D. Duljinu dijagonale d mozemo izraziti ko-
riste¢i Pitagorin teorem:

d? = (a+b)* + a® = 2a* + 2ab + b*. (1.19)
Izrazimo odnose duljina dijagonala i stranica trokuta:
d> b b2 1 1 9 9
?_2+2'5+¥_2+25+E_2+2(@_1)+@_1) =9  +1,
d? (a + b)* + a? a’ 1
= =14+ —==1+=.
(a+b)? (a+b)? (a+ b)? P2
Korjenujemo li izraze dobivamo:
d
— @2 + 1
a
d 1 1 d 1
=\/1l+==VvP>+1-—=—--—.
a+b * P2 i o a P
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Iz navedenih jednakosti slijedi
d:(a+b):a=VP?+1:D:1 (1.20)
te je time tvrdnja dokazana. O

Pogledajmo sto je s povrSinama. Usporedimo povrsine zlatnog pravokutnika
ABCD i kvadrata AEF D:

PABCD _a(a—i—b) _a+b_
= 3 =

P.

Pagrp a a

Na isti nac¢in mozemo usporediti povrsine kvadrata AEF D i zlatnog pravokutnika

EBCF:
PAEFD_CLQ_CL_gzs
PEBCF_CLb—b_ '

Zapisimo pokazano svojstvo kao teorem.

Teorem 1.3.4. Omjer povrsina zlatnog pravokutnika i kvadrata nad manjom strani-
com tog pravokutnika jednak je ®.

Mozemo usporediti i povrsine dva zlatna pravokutnika ABCD i EBCF":

PABCD_a(a—l—b) a+b_a+b_a+b

® = P°. (1.21)

Peper ab a 3 a

Primjec¢ujemo da u svim omjerima povrsina omjer mozemo izraziti pomocu .

Vratimo se na Teorem [1.3.2] Uocili smo da postupak rastavljanja zlatnog pravo-
kutnika na kvadrat i manji zlatni pravokutnik mozemo ponoviti beskona¢no mnogo
puta. Ako u svakom kvadratu konstruiramo cetvrtinu kruga, dobit ¢éemo dobru aprok-
simaciju spirale. Bitno je za primijetiti da spirala nikad ne dostize tocku P. Na slici
vidimo da je najvece odstupanje uocljivo u velikom kvadratu.

Definicija 1.3.5. Zlatna spirala je poseban slucaj logaritamske spirale ¢iji je faktor
rasta @, tj. zlatna spirala se udaljava od centra za © za svaku cetvrtinu zaokreta koju
napravi.

Logaritamska spirala u polarnim koordinatama (r,6) ima zapis 7(0) = ae®, gdje
je @ € R,a,b € R #0, ae baza prirodnog logaritma.

Zlatna spirala ima jednak zapis logaritamskoj, ali se razlikuje s obzirom na vrijed-
nost b. Iz definicije znamo da je faktor rasta za cetvrtinu zaokreta, odnosno za svakih
90°, jednak @. Slijedi e¥ = @, gdje je § = 90°. Iz prethodne jednadzbe mozemo
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(a) Aproksimacija spirale pomoc¢u zlat- (b) Zlatna i logaritamska spirala (pre-
nih pravokutnika uzeto iz [10])

Slika 1.9: Zlatni spirala

izraziti: b = %. Uocimo da vrijednost b ovisi mjerimo li kut # u radijanima ili
stupnjevima, a kako kut moze imati pozitivan i negativan smjer, najlakse je zapisati
formulu za |b], pa ona u slu¢aju stupnjeva iznosi:

@  In(55)

2 ~
50 G0 ~ 00053,

bl =

a u slucaju radijana iznosi:

@ _ (%) o 3063

bl =

s

2 2

N

Slika 1.10: Logaritamska spirala (preuzeto iz [10])
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Zlatni trokut i spirala

Zlatni trokut je jos jedan geometrijski lik kod kojeg se, u razlicitim omjerima, pojav-
ljuje broj @. Kod Numericke interpretacije pokazali smo cemu su jednake potencije
broja @, npr. $* = 1 + . Kada bolje promotrimo, ovu jednadzbu mozemo inter-
pretirati kao Pitagorin poucak u pravokutnom trokutu s katetama duljine 1 i v/& te
hipotenuzom duljine @. Takav trokut naziva se Keplerov trokut. Valja naglasiti i da

B¢

o
c A
1

Slika 1.11: Keplerov trokut

vrijedi i opéenitiji slucaj, tj. a = r,b = rv®,c = rd, r > 0.
No, ovaj trokut ne smatramo zlatnim trokutom. Zlatni trokut definiramo na
sljedec¢i nacin.

Definicija 1.3.6. Zlatni trokut je jednakokracni trokut kojemu je omjer duljine kraka
i osnovice jednak zlatnom rezu.

Neka je a duljina osnovice i b duljina katete jednakokracnog trokuta. Prema
Definiciji [I.3.6] znamo da je tada

b 1+V6
a 2

Opisimo sad neka od svojstava zlatnog trokuta.
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a

Slika 1.12: Zlatni trokut

Teorem 1.3.7. Neka je AABC zlatni trokut s osnovicom B_C'_.Neka tocka D dijels
duzinu AB w zlatnom omgjeru, pri ¢emu |[AD| > |BD|. Tada C'D raspolavlja ZBCA.
Vrijedi i obrat, ako C'D raspolavlja £ BCA, onda tocka D dijeli duzinu AC u zlatnom
omjeru.

Dokaz. Krenimo od onog §to je zadano, tocka D dijeli AB u zlatnom omjeru tj.
|AD| =& - |BD|. (1.22)
Iz |AB| = |AD| + |BD]| i prethodne jednakosti slijedi
|AB| = ¢* - |BD|.
Prema Definiciji [1.3.6|i prethodnoj jednakosti
|BC| =& - |BD|. (1.23)

Prema S — K — S teoremu o sli¢nosti trokuta, AABC' i ABCD su slicni. Dakle,
ABCD je jednakokracan s krakovima duljine

(CD| = |BC| =& - |BD)
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i ZCAB = ZDBC. 1z (1.22) i (1.23)) slijedi |[AD| = |BC|, tj. AADC je jednako-
kracan pa vrijedi
LDCA=/CAB = /ZBCD.

Dakle, time smo dokazali jedan smjer teorema /DCA = ZBCD.
Pogledajmo obrat. ABCD i AABC su ocito sliéni. Vrijedi g = |BaD| = ¢ pa iz
tog slijedi

|AB| b _ &
|AD|  b—|BD|
Dakle, tocka D dijeli duzinu AB u zlatnom omjeru. O]

Teorem 1.3.8. Jednakokracni trokut je zlatni ako i samo ako su mu kutovi velicine
36°,72°,36°.

Dokaz. Neka je AABC zlatni trokut. Prema Teoremu[I.3.7ABCD je jednakokracan,
a duzina C'D raspolavlja ZACB. Neka je a veli¢ina kuta ZBAC , a 3 veli¢ina kutova,
ZABC i ZACB. Tada je ZDCB = § Prema teoremu o zbroju veli¢ina unutarnjih
kutova trokuta u ABC'D dobivamo

s + 25 = 180°,

2
odnosno 3 = 72°. Takoder, primjenom teorema o zbroju veli¢ina unutarnjih kutova
trokuta za AABC' dobivamo

20 4+ a = 180°,

tj. a = 36°. Time je dokazan jedan smjer.

Krenimo obratno. Neka je AABC' jednakokracan s kutovima ZABC' = ZACB =
72° i ZOAB = 36°. Neka duzina CD raspolavlja ZABC. Tada je ABCD jednako-
kracan te |BC| = |CD| = |AD|. AABC i ABCD su sli¢ni te

b a

P |B—D| (1.24)
Uvrstimo li |[BD| = |AB| — |AD|=b—anu dobivamo

Q o a

a b—a’
Sto mozemo zapisati kao g = %_1 Time smo dobili jednadzbu zlatnog reza cije

pozitivno rjeSenje je
b 145

a 2
Time je dokazano da je AABC' zlatni. O




POGLAVLJE 1. ZLATNI REZ 20

Pogledajmo kako mozemo duljine stranica zlatnog trokuta izraziti pomocu zlatnog
reza. Prema SllClneka je |BC| = a,|AB| = |AC| =b1i |BD| =¢c. AABC je
zlatni pa Vrljedl 2 =@, a b mozemo zapisati kao a + ¢, dakle dobivamo b = ‘”C = .
ABCD je takoder zlatni pa slijedi 2 = @. Dakle, iz svih ovih Jednakostl Vrljedl

b
b_arce_a_g (1.25)
a a C

Algebarskim manipulacijama jednakosti ([1.25)) mozemo izraziti stranice zlatnog tro-
kuta preko @ i stranice ¢

a=9®-c,
b=®.-a=9c,

ili stranice a

b= -a,
1
c=—-a
@ )
ili stranice b
1
=— .}
a 3
1
C Eb

Na Slici mozemo primijetiti i jo§ jedan zanimljivi trokut ACAD. On se naziva
zlatni gnomon, a definira se na sljede¢i nacin:

Definicija 1.3.9. Zlatni gnomon je tupokutan jednakokracan trokut kojemu je omjer
duljine kraka @ osnovice jednak %.

Primijetimo, veli¢ine kutova tog trokuta su 36°, 108°, 36°.
Pogledajmo sto je s povrSsinama zlatnih trokuta, tj. moze li se i u ti omjerima
nadi zlatni omjer. Povrsinu trokuta mozemo izracunati pomoc¢u formule

1
P = §absin’y. (1.26)
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b=a+c

Slika 1.13: Zlatni trokut i zlatni gnomon

Pomoéu Slike [I.13] izrazimo povrsine trokuta:

P Lrgnae = 2.1, [BovE 0 Vet
= — 1n _ — . — . — .
ABC = 5 53 5 0 7
P Log g @ 1 [5-VE @ V&+1
= —a“sin =_.2. — .
BOD = 5 13 5 1 7
1 2 1 5 5 2
PCAD:—(IQSiIl108o:a— — . +\/_:a_.,/@2+1'
2 2 2 2 4
Postavimo povrsine u omjere:
b2 VP41 2 2. g2
T b a®- P
: -4 & _ 7 _ 32
Papc : Ppep = 5 T o = @2
1 @
b2 P21 2 9 9
T b* 1 a”-9° 1
TVer+1l a a
@ /P21 1
. _ 4 .
Peap : Ppep = =7 =9
4 1z

Uocimo da smo dobili da je omjer povrsina zlatnih trokuta jednak &. Takoder, ako

stavimo u omjer povrSine sva tri trokuta dobit ¢emo da je Pagc : Poap : Peep =@ :
1: %
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Jos jedna zanimljiva ¢injenica zlatnog trokuta je da iz njega mozemo dobiti zlatnu
spiralu. Neka je AABC zlatni trokut, pri ¢emu su AB i AC krakovi, a BC osnovica.
Simetrala kuta ZABC sije¢e stranicu AC' u tocki D;. ABCD; je zlatni. Pono-
vimo postupak za ABCD;. Simetrala kuta Z/BCD; sijece duzinu BD; u tocki Ds.
ACD1D, je ponovno zlatni. Ovaj postupak mozemo ponoviti beskonacno mnogo
puta. Tocke koje smo dobili A, B,C, Dy i Dy i koje bi dobili ponavljanjem ovog
postupka pripadaju zlatnoj spirali.

Slika 1.14: Zlatni trokut i spirala

Zlatni peterokut

Zlatni peterokut je svaki pravilni peterokut. Definirajmo pravilni peterokut.

Definicija 1.3.10. Pravilni peterokut je peterokut kojemu su sve stranice jednake
duljine 1 svi kutovi jednake velicine.

Iskazimo i dokazimo dva svojstva pravilnog peterokuta.

Teorem 1.3.11. Svake dvije dijagonale pravilnog peterokuta, koje se sijeku u unu-
tarnjoj tocki, podijeljene su tom tockom u omjeru zlatnog reza.
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Slika 1.15: Pravilni peterokut

Dokaz. Da bismo dokazali istinitost ove tvrdnje dovoljno je pokazati da tocka P dijeli
dijagonale EC i AD u zlatnom omjeru.

Krenimo od nekih svojstava pravilnog peterokuta. AB||EC i BC||AD te iz toga
slijedi da je ¢etverokut ABCP romb i vrijedi

|AP| = |BC| = |DE. (1.27)

Prema S — K — S teoremu o sukladnosti trokuta, AADE i AACB su sukladni te
vrijedi

|AD| = |AC|. (1.28)
Iz (L27) i (T28) slijed

|AD|  |AC| (1.29)

|AP|  |DE| '
Prema K — K teoremu o slicnosti trokuta, ADEP i AACP su sliéni te slijedi

|AC|  |AP|

ol _ 1.

DE| ~ |DP (1.30)

Iz ) i ([1.30) slijedi % = % tj. tocka P dijeli dijagonalu AD u zlatnoré
omjeru.

Teorem 1.3.12. Omyjer duljina dijagonala i stranica pravilnog peterokuta je zlatan.
Dokaz. Prema Definiciji AABC je zlatni gnomon te vrijedi
|AB| 1

|AC| &’
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tj. g = @ pri cemu je d duljina dijagonale, a a duljina stranice pravilnog peterokuta.

]
Spajanjem svih dijagonala dobit ¢emo pentagram sa zanimljivim svojstvima.

Definicija 1.3.13. Pentagram je nekonveksan peterokut dobiven spajanjem dijago-
nala pravilnog peterokuta.

Pentagram su Pitagorejci koristili kao tajni identifikacijski simbol. Jedan od
¢lanova Hipas iz Metapontuma (oko 450. godine pr. Kr.) je otkrio da se omjer duljine
dijagonale i duljine stranice pravilnog peterokuta ne moze prikazati kao omjer dva
cijela broja. Ovo se smatra jednim od prvih koraka prema danas dobro poznatom
skupu iracionalnih brojeva. Naime, Pitagorejci su smatrali da se sve moze prikazati
pomocu cijelih brojeva te su zbog toga ovo otkri¢e dugo skrivali.

Slika 1.16: Pentagram

Pogledajmo jos jednu zanimljivost. Ako pazljivo promotrimo sjecista dijagonala,
mozemo primijetiti da ¢emo opet dobiti zlatni peterokut (A; B1C1 D1 Ey).

Slika 1.17: Zlatni peterokut
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1.4 Zlatni rez svuda oko nas

Umjetnost

Mnogi umjetnici vjeruju da matematika igra ulogu u onome Sto dozivljavamo kao
estetski ugodno i lijepo. Za zlatni pravokutnik zapazeno je da ima estetsko svojstvo
koje ga ¢ini ugodnim ljudskom oku. Profesor na Sveucilistu Duke, Adrian Bejan
tvrdi da za to postoji evolucijski razlog. Smatra da ljudsko oko moze interpretirati
slike koje imaju zlatni rez brze od ostalih. Njegov argument je da zivotinje i ljudi,
imaju vid koji je horizontalne orijentacije. U divljini opasnost dolazi s leda ili s bocne
strane jedinke. To objasnjava zasto naSe oc¢i ucinkovitije prikupljaju informacije kada
skeniraju s jedne na drugu stranu umjesto gore-dolje. Takoder, tvrdi da nasa prirodna
sklonost promatranja svijeta objasnjava zasto umjetnici, svjesno ili nesvjesno, teze
crtanju i izradi stvari koje su u skladu sa zlatnim pravokutnicima. Zbog toga su
mnogi umjetnici koristili zlatne pravokutnike za uokvirivanje cijelih umjetnickih djela
ili kao osnovu za strukturiranje kreacije kako bi se postigao osjecaj ravnoteze i sklada
proporcija. Medutim, postoji poteskoca u odredivanju jesu li neki primjeri umjetnosti
koji se prilagodavaju zlatnom pravokutniku namjerni ili ne. Na primjer, iako se
Partenon uklapa u zlatni pravokutnik, ne moze se dokazati da je to bila namjera
arhitekta jer nema dokumentacije. U slucajevima kao sto je ovaj, sve sto mozemo je
pitati se koliko se ¢esto zlatni rez pojavljuje u stvarima koje stvaramo. Navest ¢emo
neka umjetnicka djela kod kojih mozemo pronaci zlatni omjer.

| H
< K o
— : T ‘_7_5—.-5-

(a) Taj Mahal (b) CN toranj u To-
rontu

Slika 1.18: Zlatni omjer u arhitekturi

Zlatni omjer prevladava u antickoj i modernoj arhitekturi. Stvaranje hrama bozice
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Atene, ve¢ spomenutog Partenona, rezultat je zajednickih napora arhitekata i kipara
anticke Gréke. S pravom se smatra najveéim spomenikom starogrcke arhitekture.
Glavni uzrok ljepote Partenona je izvrsna harmonija njegovih dijelova temeljena na
zlatnom omjeru. Glavna zgrada Taj Mahala je jos jedan spomenik u arhitekturi s
primjenom zlatnog omjera. Pravokutnici koji su sluzili kao temeljni obrisi eksterijera
zgrade su u zlatnom omjeru. Zlatni omjer nalazimo i u katedrali Notre Dame u
Parizu. Visina zgrade je otprilike 1.6 puta Sirina fasade. U modernijoj arhitekturi
zlatni omjer mozemo nac¢i kod CN tornja u Torontu. Omjer vidikovca na 342 metra
prema ukupnoj visini od 553.33 je 0.618 ili 3.

Istrazujuci remek-djela svjetske umjetnosti, kriticari su otkrili Siroku primjenu
zlatnog omjera kod mnogih poznatih umjetnika. Prvi za spomenuti je slavni Da
Vinci. Zlatni omjer prevladava u mnogim njegovim djelima: Navjestenje, Djevica
i Dijete sa sv. Anom, Mona Lisa i Sveti Jeronim. Mona Lisa je poznati portret
zene sa stidljivim osmijehom te detaljnom analizom slike mozemo pronaci zlatne
pravokutnike. Takoder, tu je i ve¢ spomenuti Vitruvijev covjek, kroz kojeg da Vinci
pokuSava pokazati savrSenstvo ljudskog tijela u svim bozanskim omjerima. Zlatni

Slika 1.19: Mona Lisa

trokut i pentagram mozemo na¢i u kompoziciji nekoliko poznatih slika kao sto je
Michelangelova Doni tondo (Sveta obitelj) i Rafaelova Gavari (Raspece). Salvador
Dali koristio je zlatni pravokutnik kao okvir za djelo Sakrament Posljednje vecere.
Kip Atene u staroj Grékoj i skulptura Apolona s ”Belvederea” takoder ilustriraju
koristenje zlatnog omjera. Zlatni omjer prisutan je u brojnim portretima, slikama
krs¢anskog Boga i skulpturama u epohi renesanse.

Stoga, ukoliko arhitekt ili slikar zeli unijeti uravnotezene proporcije u bilo koji od
elemenata svoje strukture, valja posegnuti za zlatnim omjerom.
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(a) Doni tondo (Sveta obitelj) (b) Gavari (Raspece)

Slika 1.20: Zlatni omjer u umjetnosti

Priroda

Najjednostavniji primjer @ u prirodi je kod rasta biljaka. Filotaksija je naziv za
nacin na koji biljke rasporeduju lis¢e na stabljici, kao i mehanizme koji upravljaju
tim procesom. Ovaj je mehanizam toliko rasiren u biljkama da su matematicari
i botanicari poceli koristiti taj izraz za opisivanje ponavljajuceg rasporeda latica,
sjemenki, cvjetova i u nekim slucajevima grana. Nakon proucavanja mnogih cvjetova,
primijetili su da ve¢ina vrsta ima Fibonaccijev broj za broj latica. Ljiljan ima 3 latice,
lukovicasti zabnjak ima 5 latica, neven ima 13 latica, a tratincice 34, 55 ili 89 latica.
To vrijedi za mnoga cvijeca, ali postoje iznimke. Medutim, opéenito govoreéi vec¢ina
cvjetnica koristi Fibonaccijeve brojeve za broj latica.

Biljke takoder koriste ovaj proces za postavljanje lis¢a. Raspored lis¢a je vazan jer
biljke trebaju dobiti optimalnu koli¢inu sunceve svjetlosti i vode. Kako biljka raste
prema gore, tako liS¢e raste u pravilnim razmacima koji potjecu iz stabljike. Ako se
ti intervali sastoje od redovitih cijelih brojeva od 360 (kruzni put oko stabljike), tada
bi se listovi preklapali i blokirali suncevu svjetlost i nesto vlage iz lis¢a ispod njega.
Dijeljenje 360° s @ daje kut koji osigurava optimalnu udaljenost izmedu uzastopnih
listova; 225.5° (ili 135.5° , ovisno o tome na koji se na¢in mjeri rotacija). Obic¢no se
koristi mjera od 135.5° bududéi da je manja od 180° i naziva se zlatni kut. Kada biljke
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koriste ovaj kut kao interval izmedu uzastopnih listova, tada je razmak optimiziran
za maksimalnu u¢inkovitost u prikupljanju svjetla i vlage.

Slican proces mozemo naci i kod slaganja sjemena na glavici cvijeta. Obic¢no se
sjemenke proizvode u srediStu, a zatim migriraju prema van kako bi ispunile sav
prostor. Suncokreti su izvrstan primjer ovih spiralnih uzoraka. U nekim slucajevima,
glavice sjemena su tako zbijene da ukupni broj moze biti prilicno visok, ¢ak 144 ili vise.
A kada se broje te spirale, ukupan zbroj tezi podudaranju s Fibonaccijevim brojem.
To je najucinkovitiji nacin za slaganje sjemena na cvijetu bez gubitka prostora.

Slika 1.21: Suncokret i zlatni omjer

U prirodi ima mnogo primjera zlatnih spirala. Kuéice puzeva i indijska ladica prate
zlatnu spiralu, kao i puznica unutarnjeg uha. Takoder se moze vidjeti u rogovima
nekih koza, te obliku pojedinih paukovih mreza.

(a) Puzeva kucica (b) Rog

Slika 1.22: Zlatni omjer u prirodi

Zlatni omjer prisutan je i u gradi ljudskog tijela. Ako je pupak postavljen tako
da je omjer duze polovice prema kracoj polovici jednak omjeru cjeline prema duzoj
polovici, tijelo je u zlatnom omjeru sa ”savrsenim skladom”. Omjer podlaktice i
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dlana takoder je u zlatnom omjeru. Pokazano je da se ljudsko lice u potpunosti
temelji na zlatnom omjeru. Konkretno, glava tvori zlatni pravokutnik s o¢ima na
njegovoj sredini. Usta i nos su postavljeni na zlatnim presjecima udaljenosti izmedu
oc¢iju i donjeg dijela brade.

Cak i u mikroskopskom podruéju mozemo nadi zlatni rez. Molekula DNK mjeri 34
angstrema (1 angstrem = 107'%m) duZine i 21 angstrema Sirine za svaki puni ciklus
svoje dvostruke spiralne zavojnice. Ovi brojevi, 34 i 21, brojevi su u Fibonaccijevom
nizu, a njihov omjer 1.6190476 vrlo je priblizan &, 1.6180339. Ova tvrdnja bit ce
dokazana u sljedecem poglavlju.



Poglavlje 2

Fibonaccijevi brojevi

2.1 Povijest

Fibonacci je roden oko 1170. godine u Pisi u Italiji. U literaturi ga mozemo pronaci
pod imenima Leonardo Bonacci, Leonardo Pisano, Leonardo iz Pise.

U vrijeme njegova rodenja, Pisa je bila srediste trgovine i trgovanja. Fibonaccijev
otac, Guglielmo je bio trgovac i putovao je diljem Sredozemlja. Guglielmo je vodio
Fibonaccija na sjevernu obalu Afrike kako bi naucio vjestine kljuéne za posao trgovca.
Fibonacci je tamo naucio hindu-arapske brojeve (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Vazno je na-
pomenuti da su se u tadasnjoj Europi koristili iskljucivo rimski brojevi. Zadivljen
hindu-arapskim brojevima Fibonacci piSe svoje slavno djelo Liber Abaci. U njemu
su opisani hindu-arapski brojevi, razradene metode racunanja te opisani primjeri.
Dvanaesto poglavlje djela Liber Abaci ukljucuje poznati tzv. ”problem zeceva”: Ako
uzgagivac pocne s parom mladih zeceva, muzjaka i Zenke, koliko ce parova zeceva biti
na kraju jedne godine?. Upravo iz tog problema su nastali Fibonaccijevi brojevi.
Najveci Fibonaccijev doprinos matematici je promjena brojeva u Europi iz rimskih
u arapske, medutim najpoznatiji je po Fibonaccijevim brojeva. Sam naziv dodije-
lio im je francuski matematicar Eduard Lucas (1842. — 1891.) gotovo 600 godina
nakon Fibonaccijeve smrti. On je jedan od najzasluznijih za sustavno proucavanje
Fibonaccijevih brojeva.

30
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2.2 Problem zeceva i definicija

Krenut ¢emo s veé¢ spomenutim slavim dvanaestim poglavljem knjige Liber Abaci.
Problem se vrti oko uzgoja zeceva. Ako uzgajiva¢ poc¢ne s parom mladih zeceva,
muzjaka i zenke, koliko ¢e parova zeCeva biti na kraju jedne godine? Kako bi se
uklonila sluc¢ajnost, problem slijedi tri pretpostavke:

e Svaki novorodeni par, zenka i muzjak, sazrijeva u roku od mjesec dana i zatim
ima potomke.

e Zreli par dobiva potomke pocetkom svakog mjeseca, Sto rezultira novorodenim
parom, zensko i musko.

e Niti jedan zec ne umire u prvoj godini.

Pocevsi od jednog novorodenog para, raspodjela zeceva za svaki mjesec je sljedeca:

H Mjesec  Novorodeni parovi Odrasli parovi Ukupno H

Sijecan] 1 0 1
Veljaca 0 1 1
Ozujak 1 1 2
Travanj 1 2 3
Svibanj 2 3 5
Lipanj 3 ) 8
Srpanj 5 8 13
Kolovoz 8 13 21
Rujan 13 21 34
Listopad 21 34 55
Studeni 34 55 89
Prosinac 5} 89 144

Opéenito, broj ukupnih parova u danom mjesecu (nazovimo n) jednak je zbroju
novorodenih i odraslih parova. Broj odraslih parova u n-tom mjesecu jednak je broju
ukupnih parova prethodnog mjeseca n — 1. Broj novorodenih parova jednak je broju
odraslih parova prethodnog mjeseca n—1, a broj odraslih parova prethodnog mjeseca
n — 1 jednak je broju ukupnih parova mjeseca n — 2. Dakle, broj ukupnih parova u
n-tom mjesecu jednak je zbroju ukupnih parova (n — 1)-og i (n — 2)-og mjeseca.

Definicija 2.2.1. Niz (F,) zadan pocetnim vrijednostima Fy = 1, Fy = 1, te rekur-

zivnom relacijom
Fn+1 - Fn + Fn—l (21)
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za sve n > 2 naziva se Fibonaccijev niz. Opci clan niza F,, jos zovemo n-ti
Fibonaccijev broj.

Dakle, broj parova na kraju godine jednak je Fjs = 144. Pravilo ({2.1)) mozemo
primijeniti i "unatrag”: Fo=F,—F1=0,F 1 =F—Fy=1,F o=F—-F-1=-1
itd. Ako za n > 2 definiramo

F.,=(-1D)""'E,, (2.2)

onda se lako provjeri da relacija (2.1) vrijedi za sve cijele brojeve n.
Kao sto smo spomenuli u prethodnom poglavlju, uz Fibonaccijeve brojeve ¢esto
vezemo i Lucasove brojeve.

Definicija 2.2.2. Niz (L,,) zadan pocetnim vrijednostima Ly = 2, Ly = 1, te rekur-
zivnom relacijom
Ln+1 == Ln + Ln,1 (23)

za sve n > 2 naziva se Lucasov niz. Opéi ¢lan niza L, jos zovemo n-ti Lucasov
broj.

2.3 Binetova formula

Recimo da zelimo izracunati stoti Fibonaccijev broj Fjgg. Malo je vjerojatno da
poznajemo vrijednost Fyg i Fyg, iako bi njihovo pronalazenje bilo izvodljivo, nije
prakti¢no. Stoga, postavljamo pitanje postoji li eksplicitna formula za Fibonaccijeve
brojeve? Krenimo od osnovne relacije

XnJrl - Xn -+ anl- (24)

Ovo je linearna diferencijalna jednadzba drugog reda, s konstantnim koeficijentima
(opéenitiji slucaj X, 1 = aX, + bX,_1). Rjesenje ove jednadzbe potrazit ¢emo u
obliku X,, = A", gdje je A # 0 zasad neodredeni broj. Razlog za ovu pretpostavku
je jednostavan: uvijek postoji rjesenje tog oblika. Uvrstavajuéi X, = A" u
dobivamo

A=\ A (2.5)
S obzirom na to da je A # 0, pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
M —A—-1=0. (2.6)

Ovu jednadzbu smo veé¢ nekoliko puta susreli. To je Fibonaccijeva kvadratna jed-
nadzba ili jednadzba zlatnog reza, a njena rjeSenja su

_1+45 _1-+5 1

5 S (2.7)

A
! 2 &

=d, )\
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Opca rjesenja rekurzije ((2.4)) izgledaju ovako:
Xn = A)\ln + B)\Qn, ako )\1 7& )\2.
Odnosno u nasem slucaju

o in(-1) o8

A1 B se odreduju iz pocetnih uvjeta, F; = 11 F, = 1 no radi jednostavnosti umjesto
F5 koristimo vrijednost Fy = Fy — F} te dobivamo:

A+B—0, AP—Br_1

@
Iz prve jednadzbe dobivamo B = —A te uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobivamo
1
Alo— =) =1
(*-3)
Kako je @ + glb = \/5, tada
1 1
A=—, B=-——. (2.9)

tj.

R Ll (D] o0
po L

1+v5)  [1-v5)
V5 2 a 2

S obzirom na to da Lucasovi brojevi zadovoljavaju istu rekurziju, tada oni imaju
istu karakteristicnu jednadzbu. Stoga je L, = CA{" + DXy". Uvrstimon =1in = 2,
tada:

(2.11)

CA\ 4+ D=1, CM\*+ D)N? =3.

Sredivanjem danog sustava dobivamo da je C' = D = 1. Dakle,

L, ="+ (—é)n. (2.12)
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Ako zbrojimo jednadzbu (2.12) i jednadzbu (2.11]) pomnozenu s v/5 dobivamo jos
jednu jednadzbu za potenciju broja @:

_ L, +V5F,
-

" (2.13)

Vratimo se na Binetovu formulu (2.11). Na primjer, zZelimo izracunati Fyy =

L [M* = 2] = 6765 Ako bolje pogledamo Aﬁ ~ 6765.0000296, % sluzi samo
radi zaokruzivanja broja na najblizi cijeli broj. S obzirom da znamo da je Fyq cijeli
broj, onda zaokruzivanje mozemo izvesti sami. Razlog za ovako razlic¢ite uloge A\; i Ao
je to §to A1 &~ 1.618033989 > 1, a |\2| =~ 0.61803398 < 1 pa je funkcija A\;" rastuéa,

a [\2|" padajuca.

Propozicija 2.3.1. Vrijedi:
ot 1
F,=|—&=+<-|,n€eN
W
1

Dokaz. Bududi da je F, = % — % i L, =M"+ X", aF,iL, su prirodni brojevi,

dovoljno je dokazati da je M%/g' < % zan € N, te A" < % za n > 2. No, kako je
funkcija [\y"| padajucéa, dovoljno je prvu nejednakost provjeriti za n = 1, a drugu za

n=2. !A21\=@<§paje%<%, Takoder je ]A22|:%5<¥:%, O

2.4 Identiteti Fibonaccijevih i Lucasovih brojeva

U ovom poglavlju pokazat ¢emo neke od mnogih jednakosti koje vrijede za Fibonac-
cijeve i Lucasove brojeva.

Dokazi matematickom indukcijom

S obzirom na to da su Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi definirani rekurzivno, najjed-
nostavnija metoda za dokazivanje identiteta je matematicka indukcija. Prije samih
dokaza zapisat ¢emo aksiome matematicke indukcije. Ako je S C N za koji vrijedi:

1.1€85,

2.neS=n+1€S8,
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onda je S = N. Zbog definicije Fibonaccijevih brojeva nekad ¢emo koristiti modifici-
rani oblik matematicke indukcije:

1. 1,2 €5,
2.nn+leS=n+2€S,
onda je S = N.
Propozicija 2.4.1. Za n > 1 vrijedi:
Foon+F, =1L, (2.14)
Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.

e baza: zan = 1 slijedidaje Fo +F = Fy =1+0= L, azan = 2

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neke n,n + 1 € N tj.
Fn+1+Fn71 :LniFn+2+Fn:Ln+1'

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 2. Zbrajanjem jednakosti iz pret-
postavke dobivamo F, 3+ Fj,11 = Lyio.

Buduéi da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Dakle, zbroj (n 4+ 1)-og i (n — 1)-og Fibonaccijevog broja jednak je n-tom Luca-
sovom broju.

Propozicija 2.4.2. Za n > 1 vrijedi:
Ln-‘rl + L,—1 =5F,.
Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.

e baza: zan = 1 slijedidaje Lo + Ly =3+1=5=5-F,azan =2
L3+L1:4+1:5:5F2

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neke n,n + 1 € N tj.
Ln+1 +L,_1=5F,1 Ln+2 + L, = 5Fn+1'

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n+2. Zbrajanjem jednakosti iz pretpos-
tavke dobivamo (L, 11+ Lyy2) + (Lp—1+ Ly) = 5(Fn+ Fui1), tj. Lpys+Lp =
5Fn+2‘
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Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Dakle, zbroj (n + 1)-og i (n — 1)-og Lucasovog broja je pet puta veéi od n-tog
Lucasovog broja.

Propozicija 2.4.3. Za n,m > 1 vrijedi:
Fm+n == mean -+ Fan+1. (215)

Dokaz. Identitet ¢emo dokazati matematickom indukcijom po m. Neka je n € N
proizvoljan, ali fiksan.

e baza: zam = 1slijjedidaje F,.1 =0+ F,,azam=2 F, 0o =F,+ F,.1.

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neke m, m + 1 € N t;j.
Fern =, +Fan+1 i Fm+1+n =, F, + FeranJrl-

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za m + 2. Zbrajanjem jednakosti iz
pretpostavke dobivamo

Fm+n+Fm+1+n:mean+Fan+1+Fan+Fm+an+1
Fm+2+n = (Fm—l+Fm>Fn+(Fm+Fm+1)Fn+l

Fm+2+n = m+1Fn + Fm+2Fn+1-

Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Promotrimo dokazani identitet. Ako uzmemo specificne vrijednosti broja m do-
bivamo dvije zanimljive jednakosti.

Korolar 2.4.4. Zam =n—1,n > 1 vryedi:
Fy 1 =F? |+ F2 (2.16)

Dakle, zbroj kvadrata dvaju uzastopnih Fibonaccijevih brojeva (nin—1) jednaka
je (2n — 1)-om Fibonaccijevom broju.

Korolar 2.4.5. Za m =n, n > 1 vrijedi:
Fop, = Fy(Fy + Fogr). (2.17)

Dakle, 2n-ti Fibonaccijev broj jednak je umnosku n-tog Fibonaccijevog broja i

zbroja (n — 1)-og i (n + 1)-og Fibonaccijevog broja. Ako u (2.17)) uvrstimo ([2.14))
dobivamo:
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Korolar 2.4.6. Za n > 1 vrijedi:
Fy, = F, Ly,.
Analogno identitetu dokazujemo sljedec¢i identitet.
Propozicija 2.4.7. Za n,m > 1 vrijedi:
Lypim = F1Ly+ FrLpy.

Dokaz. Identitet ¢emo dokazati matematickom indukcijom po m. Neka je n € N
proizvoljan, ali fiksan.

e baza: zam = 1slijedidaje L,,1 =0+ Ly, azam=2 L0 =1L, + L,1.

e pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m,m + 1 € N tj.
Lm+n =Fy1L, + Fan+1 1 Lm+l+n = Ly, + Fm—i—an—H-

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za m + 2. Zbrajanjem jednakosti iz
pretpostavke dobivamo

Lm+n + Lm+1+n = m—an + Fan+1 + Fan + Fm+1Ln+1
Lm+2+n = (Fm—l + Fm)Ln + (Fm + Fm+1>Ln+1

Lm+2+n = m+1Ln + Fm+2Ln+1~

Buduéi da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Sljededi identitet naziva se Cassinijev identitet prema talijanskom matematicaru
Giovanniu Domenicu Cassiniju (1625.-1712.).

Propozicija 2.4.8. Za n > 0 vrijedi:
Foi1 - Fooy — F2 = (=)™ (2.18)
Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.
e baza: zan = 1 slijedi da je Fy - Fy — F£ = (—1)' te tvrdnja vrijedi.
e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.
e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1:

Fn+2'Fn_F2+1:(Fn+1+Fn)FN_F3+1:FZ_Fn—&—l(Fn—&—l_Fn)

n

=F? — F 1 F 1= —(—1)" = (—-1)".
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Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Iz Cassinijevog identiteta slijede dvije vrlo bitne jednakosti. Ako u (2.18) zamije-
nimo F, 1 s F,;1 — F}, tada dobivamo identitet koji povezuje susjedne Fibonaccijeve
brojeve.

Korolar 2.4.9. Za n > 1 vrijedi:
F2 = FouF,—F=(-1)" (2.19)
Ako jednakost (2.19) pomnozimo s 4, tada

4-(=1)"=A4AF2 —4AF, 1 F, —AF? = (2F, 11 — F,)* — 5F;
=(F +F, 1) —5F=12—-5F"

Time smo dokazali da vrijedi sljedec¢a tvrdnja:
Propozicija 2.4.10. Za n > 1 vrijedi:
L2 —5F2=4.(-1)"
Dokazat ¢emo nekoliko suma koje vrijede za Fibonaccijeve i Lucasove brojeve.

Propozicija 2.4.11. Za n > 1 vrijed:

> Fi=F,p—1
k=1

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.

e baza: zan = 1slijedidaje Fi =F;—1. F3=21F, =1,daklel =2—1 te
tvrdnja vrijedi.

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1:

n+1 n
Y Fe=F.+) F
k=1 k=1

= n+1+Fn+2_]—

=Foyzs — 1= Fnpye — L
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Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Dakle, zbroj prvih n Fibonaccijevih brojeva jednak je (n+ 2)-om Fibonaccijevom
broju umanjenom za 1.

Propozicija 2.4.12. Za n > 1 vrijed:

> Fyor = Fon.
k=1

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.
e baza: za n = 1 slijedi da je F| = F3, Sto je istina te tvrdnja vrijedi.
e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1:

n+1 n
Z Fop_1 = Z For—1 + Fymy1y—1 = Fon + Fony1 = Fongo.
k=1 k=1

Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Dakle, zbroj prvih n — 1 Fibonaccijevih brojeva jednaka je (2n)-tom Fibonaccije-
vom broju.

Propozicija 2.4.13. Za n > 1 vrijedi

> Fow = Foupr — 1.
k=1

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.
e baza: za n =1 slijedi da je F, = F3 — 1 §to je istina te tvrdnja vrijedi.
e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

e korak: Pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1:

n+1 n

ZFQk = ZF% + Fopyo = Fopy1 — 1+ Fopqo = Fopys — 1.
=1 =1
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Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Dakle, zbroj prvih 2n Fibonaccijevih brojeva jednak je (2n + 1)-tom Fibonaccije-
vom broju umanjenom za 1.

Propozicija 2.4.14. Za n > 1 vrijed:

Y B =F.F..
k=1

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.

e baza: za n = 1 lijeva strana je jednaka F? = 1, a desna FiF, = 1, dakle
tvrdnja vrijedi za n = 1.

e pretpostavka: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1:

n+1 n

ZFISZZFISWLFSH

k=1 k=1
:FnFn+1+Fg+1
- n+1(Fn + Fn+1)

- n+1Fn+2'

Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Dakle, zbroj prvih n kvadrata Fibonaccijevih brojeva jednaka je umnosku n-tog
i (n 4 1)-og Fibonaccijevog broja.
Slicna tvrdnja moze se izvesti i za Lucasove brojeve.
L,Ly1=Ly(Ly+ Ly_1)
=L}+ L, 1L,
=12+ Ly (Lyy+Ln—1)
=L2+ L2 |+ Ly oln—1

=L2+ L2+ L2 o+ ..L3+ L] +2.

Dakle, vrijedi sljede¢a propozicija.
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Propozicija 2.4.15. Za Lucasove brojeve vrijeds
> Li=LyLyy—2.
k=1
Propozicija 2.4.16. Za n > 1 vrijed:
2n
Y FF=F;,
k=1

Dokaz. Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.

e baza: zan =1je F1Fy + FyF; =0+ 1 =1 = F} te tvrdnja vrijedi.

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

e korak: pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1:

2(n+1) 2n
Z Fplyp_, = Z FypFyy + Fopg1 Fop + FoppoFon iy
k=1 k=1

= F22n + Fony1Fon + FonyoFon g
= B3 Fonia + FonioFonsr = Fi .

41

Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije. [

Pascalov trokut

Fibonaccijev niz je povezan s Pascalovim trokutom po tome §to je suma brojeva
na dijagonali Pascalovog trokuta jednaka odgovarajuc¢em c¢lanu Fibonaccijevog niza.

Iskazimo i dokazimo tu tvrdnju.
Propozicija 2.4.17. Za n € Ny vrijed:
15)

5 (n;z) o

=1

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti metodu jake indukcije:

(2.20)

e baza: zan =11in =2 tvrdnja vrijedi jer je [; =1 = () i Fo =1 = (}).
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1
1

10 1

56 70 56 28 8
36 84 126 126 84 36 9
120 210 252 210 120 45

Slika 2.1: Pascalov trokut i Fibonaccijevi brojevi

e pretpostavka: pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve brojeve k < n, n € Ny:

LE

2 k—
> (*77) = fnrzn
i=1 !
e korak: pokazimo da vrijedi i za n + 1.
ntl n+1 n+l
L2J<n+1—i) L2J(n—i) : (n—z)
> . = . - ).
; 1—1 — 1

=0

DER n+1-—1 z n-—1 2 n—1
)2
1=0 1=0 =0

51 . 5 )
B n—(+1) n—i
-S(5)()

=0 =0

nt 5]

:Fn+Fn+1:Fn+2-

Analogno se pokazuje da identitet vrijedi i kada je n neparan broj.
Buduci da smo dokazali bazu indukcije te iz pretpostavke indukcije izveli korak induk-
O

cije tvrdnja vrijedi za sve prirodne brojeve prema aksiomu matematicke indukcije.
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Dokazi Binetovom formulom

Radi jednostavnosti zapisa dokaza, u Binetovoj formuli (2.11]) koristit ¢emo oznake

AM=15=¢ ) =125 = 1 Dakle,

)\171 - )\Zn

F,= 2

V5

L, =XM"+X".

Propozicija 2.4.18. Za n > 0 vriyedi:
FnLn = F2n-
Dokaz.
)\1n - )\271 )\1211 o )\2271
F,L,=—\N"+\N"=—FF— =F,,.
\/3 1 2 \/g 2

Dakle, produkt n-tog Fibonaccijevog broja i n-tog Lucasovog broja jednak je 2n-tom
Fibonaccijevom broju. O]

Propozicija 2.4.19. Za n > 0 vriyedi:
> Filnp=(n+1)F,.
k=0

Dokaz.

n n 1
FLn_ — _)\'ﬂ,_)\n )\n—k+)\n—k
%k k %\/3(1 2") (M1 2" ")

1
— Z(}\ln . )\Zn + )\lkA2n—k - >\2k)\1n—k)

k=0
=(x).

S obzirom na toda A\ = @1 Ay = —% slijed Ay = =X\ 1.

n n 1 - k —1\n—k —I\ky n—k
(*)ZEZ(M —)\2)+E;>\1 (=A1) _EZ<_)\1 ) A1
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Propozicija 2.4.20. Za n > 0 vriyedi:

2n
2

Z < n> Fo, = 5" Fop.
k

k=0

Dokaz. Za dokaz ¢emo koristiti binomnu fromulu:

(z+y)" = i (Z) FynE (2.21)

k=0

te ¢injenicu da 1 + M2=MVEi14+ N2 =—-\V5:

£ (1) E (1) et

l§<£>v'f—;i<?>v'f]

[T+ M) = 1+ X7)™] =

)\ 2n )\ 2n
V5

Mw

almw

[()\1 V5)" — (AV/5)%"

Sl

2.5 Kombinatorna interpretacija

Fibonaccijevi brojevi mogu se kombinatorno interpretirati kao broj nacina na koji
mozemo poplociti plo¢u duljine n i visine 1 (1 x n) koriste¢i samo kvadrate (1 x 1) i
domine (1 x 2).

1 2 3 ii—1 n

Slika 2.2: Plo¢a od n ¢elija poplocena s kvadratima i dominama (n ploca)
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Teorem 2.5.1. Neka je f, broj nacina da se poploci ploca duljine n kvadratima 1
dominama. Tada je f, Fibonaccijev broj i za n > 0 vrigedi: f, = F,41.

Dokaz. Definirajmo fy = F; = 1 kao broj poplo¢avanja ploce duljine 0. Ploc¢u duljine
1 mozemo poplociti samo s jednim kvadratom pa f; = 1 = F5. Ako imamo plocu
duljine n tada postoje dva slucaja:

1. Ako ploca zavrsava kvadratom, tada prema definiciji postoji f,,_1 nacina da se
poploci prvih n — 1 celija.

2. Ako ploca zavrsava dominom, tada prema definiciji postoji f,_o nacina da se
poploci prvih n — 2 ¢éelija.

Dakle, ukupan broj nacina poplocavanja n-ploce je f, = fn_1 + fun_2. Kako niz
fn zadovoljava iste pocCetne uvjete i rekurziju kao niz F,, slijedi f, = F,,1 za sve
n > 0. O

Zakljucujemo da je f, Fibonaccijev niz pomaknut za 1 ¢lan. Razmisljanje o
Fibonaccijevim brojevima kao o poplo¢avanjima n-ploce omogucuje jos jedan nacin
dokazivanja Fibonaccijevih identiteta.

Kombinatorni dokazi nekih identiteta

U ovom poglavlju pokazat ¢emo i izvesti kombinatorne dokaze nekih novih i veé
pokazanih identiteta.

Propozicija 2.5.2.
> Fi=Fua—1.
i=0

Dokaz. Ekvivalentno je dokazati Z?:_OI i = far1 — 1. Postoji f..1 poplocavanja
(n + 1)-ploce i toéno jedno poplocavanje koje koristi samo kvadrate. Desna strana
odgovara broju poplo¢avanja (n + 1)-ploce kod kojeg koristimo barem jednu dominu.
Poplocavanje (n + 1)-ploce kod kojeg koristimo barem jednu dominu tako da zadnja
domaina pokriva celiju 7 + 1 i ¢ + 2 ima tocno f;. Kako ¢ moze biti bilo koji broj
izmedu 0 i n — 1 (ukljuéujuéi i 0 i n — 1), slijedi da i lijeva strana odgovara broju
poplocavanja (n + 1)-ploce kod kojeg koristimo barem jednu dominu. O]

Propozicija 2.5.3.

n
§ F2i+1 = F2n+2-
=0
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Dokaz. Ekvivalentno je dokazati Y . , fai = fant1. Desna strana odgovara broju
poplocavanja (2n + 1)-ploce. S obzirom na to da je plo¢a neparne duljine, postoji
barem jedan kvadrat. Zadnji se kvadrat mora nalaziti na neparnom mjestu, recimo
2i + 1. Postoji fo; poploc¢avanja (2i + 1)-ploce kod kojeg se zadnji kvadrat nalazi na
mjestu 2i + 1. Kako i moze biti bilo koji broj izmedu 0 i n — 1 (uklju¢ujuéi i 0 i
n — 1), slijedi tvrdnja. O

Za dokaz sljedece propozicije potrebna je sljedeca definicija.

Definicija 2.5.4. KaZemo da se poplocena n ploca moze slomiti na celiji i, ako se
moZe podijeliti na dvije ploce, jedna koja pokriva celije 1 do i, a druga pokriva i + 1
do n.

Propozicija 2.5.5. Za m,n > 0 vrijedi
Fm+n = b Py + Fan+1-
Prije samog dokaza definirat ¢emo pojam koji je potreban za dokaz.

Dokaz. Ekvivalentno je dokazati f,1n—1 = fin—ofn_1+ fm—1fn, gdje je frin_1 je broj
nacina na koje mozemo poplociti (m + n — 1)-plocu. Poplocavanje (m + n — 1)-ploce
dijelimo na dva razlic¢ita slucaja:

1. Ploca duljine m + n — 1 moze se slomiti na ¢eliji m — 1.
2. Ploca duljine m +n — 1 se ne moze slomiti na ¢eliji m — 1.
Slucaj 1
Ako se m + n — 1-plo¢a moze slomiti na Celiji m — 1, onda je ona nastala spajanjem

dvije ploce: jedne koja ima m—1 ¢elija i druge koja sadrzi n ¢elija. S obzirom na to da
ploce poplocavamo neovisno jednu od druge, ukupno postoji f,._1 - fn poplo¢avanja.

1 m—1 m mtn—1

| m—1 m mtn—1

Slika 2.3: (m + n — 1)-plo¢ica se moze slomiti na ¢éeliji m + 1

Slucaj 2
Ako se ploca ne moze slomiti na ¢eliji m — 1, tada domina pokriva ¢eliju m — 1 i
m. Prvih m — 2 ¢elija (prvi dio ploce) se moze poplociti f,,_» nacina, a drugi dio
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I:D:I:IED:D

m+1 m+n—1

Slika 2.4: (m 4 n — 1)-plo¢icu ne mozemo slomiti m + 1

plo¢e na f,_1 nacina, Sto je ukupno f,,_of,_1 poplocavanja. Zbrajanjem ova dva
slucaja dobivamo ukupan broj poplocavanja f,,_ofn_1 + fim_1fn te je time tvrdnja
dokazana. O]

Iz ovog identiteta slijede dvije posljedice.
Korolar 2.5.6. Za m = n vrijed:
F2

n—1-

Fun = B2, —

Korolar 2.5.7. Za m =n + 1 vrijed:
Fony1 = Fi + FSH
lako smo Cassinijev identitet ve¢ dokazali, dokazat ¢emo ga i kombinatorno.

Identitet 2.5.8. Za n > 0 vrijedi

fa = forifaa + (1)
Prije samog dokaza definirat ¢emo dva pojma koji ¢e biti potrebni za dokaz.

Definicija 2.5.9. Promatrajmo par ploc¢a i pomaknimo donju ploc¢u za jedno mjesto
udesno. Za par ploca kazZemo da postoji "greska” na mjestu i, ako se gornja ploca
moZe slomiti na mjestu i, a donja na i — 1, bez lomljenja plocica.

Slika 2.5: Greska na ploce na mjestu ¢
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Postoji li slucaj kada dvije ploce nemaju ” gresku”? Da i to jedino u sluc¢aju kada su
obje n-ploce poplocene dominama. Promotrimo dvije ploce A i B postavljene kao na
Slici[2.5)1 neka je ploca A na mjestu i poplocena kvadratom. Tada, po Definiciji[2.5.4
ploca A je lomljiva na ¢eliji 7 i ¢ — 1. Pogledajmo plocu B. Postoje dva slucaja ili je
ploca B lomljiva na ¢eliji ¢ ili nije. Ako ploca B nije lomljiva na ¢eliji i, tada domina
prekriva Celije ¢ i ¢ 4+ ¢ odnosno ploca B je lomljiva na ¢eliji © — 1. U prvom slucaju
imamo ”gresku” na ¢eliji 7, u drugom na ¢eliji ¢ — 1.

Definicija 2.5.10. Dio ploce iza posljednje greske nazivamo “repom” ploce.

Primjer: Imamo dvije ploce i pomaknemo jednu udesno, tada par ploc¢a ima greske

T [
B

Slika 2.6: Dvije ploce poploc¢ene kvadratima i dominama

o

Slika 2.7: Par ploca s greskama na mjesti 1, 31 4

na mjestima 1,3 i 4.
Zamijenimo sada dijelove iza posljednje greske tj. "repove” ploca. Time dobivamo

==

Slika 2.8: Zamijenjeni dijelova plo¢a nakon posljednje greske

ploce s greskama na istim mjestima kao i na pocetku, ali gornja ploce sad ima n + 1,
a donja n — 1 mjesta. Ukupan broj poplocavanja je f11fn_1-
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Dokaz. Broj poplocavanja dviju n ploca jednak je f2.

Ako je n paran, tada postoji jedan sluc¢aj u kojem nema greske (kada su obje ploce
poplocene dominama). U svakom drugom sluc¢aju barem jedna plo¢a ima barem jedan
kvadrat i tada postoji greska. Nakon posljednje greske zamijenimo repove te time
dobivamo dvije (n + 1) i (n — 1)-ploce.

Postoji f,+1fn—1 nacina poplocavanja n+ 1 i n — 1-ploca plus slucaj kada su obje
n ploce poplo¢ene dominama. Dakle, postoji f,+1f,-1+ 1 poplocavanja dviju n ploca
kad je n paran.

Ako je n neparan, tada ploce imaju barem jedan kvadrat i postoji greska. Nakon
posljednje greske zamijenimo repove te time dobivamo dvije n + 1 i n — 1-ploce.
Postoji fn11f,—1 nacina poplocavanja n + 1 in — 1 ploca, ali moramo oduzeti slucaj
kada sun+11in—1 poplo¢ene dominama. Stoga, broj poplo¢avanja n ploca kada je
n neparan je jednako f,1fn1 — 1.

S obzirom na to da rac¢unanje ovisi o parnosti broja n jednostavnije zapisujemo

fﬁ = fot1fo1 + (_1>n7
¢ime je tvrdnja dokazana. O]

Pokazat ¢emo i kombinatorni dokaz veze izmedu Fibonaccijevih brojeva i Pasca-
lovog trokuta.

Identitet 2.5.11. Za n € Ny vrijedi

L]

3 <” Z_ Z) — F,. (2.22)

i=1

Dokaz. Dokazat ¢emo Zfﬂ (") = fa

Desna strana odgovara broju poploc¢avanja n-ploce. Pogledajmo lijevu stranu. Ako
za poplocavanje n-ploce koristimo ¢ domina, tada poplocavamo s n — 2i kvadrata, tj.
s ukupno n — ¢ plocica. Broj na¢ina na koji mozemo izabrati ¢ domina izmedu n — 1
plocica je (”;Z), za 0 <1< 3. O
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2.6 Fibbonacijevi brojevi i zlatni rez

Za sam kraj pokazat ¢emo najzanimljiviju vezu izmedu Fibonaccijevih brojeva i zlat-
nog reza.
Prisjetimo se, neka je a > b > 0. Tada za dva broja kazemo da su u zlatnom

omjeru ako vrijedi:
a a+b
= = @7
b a
gdje je @ iracionalan broj ¢ija se vrijednost aproksimira sa: ¢ ~ 1.618. Fibonaccijev
niz i zlatni rez usko su povezani, iako tesko vidimo povezanost bez da nam netko na

to ukaze. Pogledajmo uzastopne omjere Fibonaccijevih brojeva:

2 3 __ 5 ~ 8 __
29 3 — 1.5, 5~ 1.667, 8 = 1.6,

13 21 34 55
< = 1.625, 3 ~ 1.615, 51 ~ 1.619, o1 ~ 1.618.
Teorem 2.6.1. Ako dijelimo ¢lan Fibonaccijevog niza njegovim prethodnikom, omjer
tezi k broju @.

Dokaz. Neka je (Fy,)nen, Fibonaccijev niz rekurzivno zadan s Fy = 0,F; = 1, F,, =

Fn—l +Fn—27n Z 2.
Fn

Oznacimo b, = £+, n > 1.
n

Trebamo dokazati: lim, ., b, = @, gdje je & = %5 Vrijedi:

Fn+1:Fn+Fn—17

Fn+l Fn—l
=1
E, + E,’
1
b, =1 .
* bn—l

Pokazimo monotonost niza by = %, by = %,bg = %,b4 = g,bg) = %,bg = %3,177 =

Y
%, bg = %, ... Primijetimo da ga moZémo rastaviti na dva monotona podniza; jedan
s parnim ¢lanovima te jedan s neparnim. Nazovimo niz s neparnim ¢lanovima (%)),
a s parnim (). Pokazimo da su (b)) i () monotoni. Pogledamo li prvih nekoliko
¢lanova, mozemo uociti da je (b)) rastudi, a (b”) padajuéi niz.
Dokazimo tvrdnju matematickom indukcijom.

e baza: jasno je da vrijedi: b; = % < % = b3, by = % > g = by.

e pretpostavka: pretpostavimo da za neki £ € Ny vrijedi bog1 < bogy3, bogio >
bokt4-
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e korak: pokazujemo indukcijom da onda to vrijedi i za k + 1, tj. da je bogisz <
bokis 1 bogig > bopig. Primijetimo da je:

1
bgk+3 < b2k+5 — 1+ <1+
bok+2 bok-+4
1 1
<~ - <0
b2k+2 b2k+4
b —b
2k+4 2k+2 <0.

b2k+2 : b2k+4

Kako je nazivnik umnozak prirodnih brojeva, sigurno je pozitivan. Iz pretpostavke
indukcije je:

bokt+4 — bogy2 <0,
pa slijedi bory3 < bopyrs. Preostaje nam jos dokazati za parne, tj. bopis > bopig.
Koristit ¢emo upravo dokazano; da je bori3 < boys. Primijetimo da je:

1
>1+
b2k+3 b2k+5

1 1

bokta > bops <= 1+

<— >0

bokts  bokis

bok 15 — bogy3 -0
bok+3 * bog+s

Po veé¢ dokazanom znamo da je bopisz < bogys, tj. bokys — boprs > 0, pa slijedi

bokta > bopye.

Dokazali smo korak indukcije i sad po indukciji slijedi da je za svaki parni &k (by)
padajudi, a za svaki neparni k (by) rastué¢i. Prema principu matematicke indukcije,
to vrijedi za sve k € Ny. Time smo dokazali monotonost nizova () i (b]).

Pokazimo ograni¢enost niza (b,). O¢ito je (b,) ogranic¢en s 1 odozdo i s 2 odozgo.
Dokazimo i tu tvrdnju.

e baza: za prvih par clanova ocito vrijedi 1 < b, < 2, stoga imamo bazu.
e pretpostavka: pretpostavimo da to vrijedi za neki n € N.

e korak: pokazimo da vrijedi i za svaki n:

F, E, F, E, 1
b1 = 12 _ Lot ¥ =1 =14+ —.
Fn+1 Fn+1 Fn—l—l bn
Uzmimo reciprocne vrijednosti pretpostavke i dodajmo 1:
1 1
. S S 17

2= b,
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[\CRGV]

1

3
— <by4 <2
5 = Unt1 S

Pokazali smo ogranic¢enost (b,) po principu matematicke indukcije. Kako je (b,)
ogranicen, to su sigurno i njegovi podnizovi (¥),) i (b)). Kako su ogranic¢eni i monotoni,
znamo da su konvergentni prema teoremu o ograni¢enim i monotonim nizovima.
Dokazimo sada da su limesi podlglizova jednaki kako bismo mogli tvrditi da je
2n+1

niz konvergentan. Neka je (b,) = 5=, a (by) = % Neka je lim, o (0),) =:

[1,lim,, oo (b)) =: l5. Pokazimo [ = ly:

F2n+1 . FQn _ F2n+1F2n—1 - F22n
FQn F2n—1 FZnFQn—l .

Indukcijom ¢emo dokazati da Fby, 1 Fo,_ 1 —Fg, = 1, odnosno Fy, 1(Fo,Fo, 1) —F3, =
1.

e baza: zan = 1 vrijedi Fi(Fy + Fy) — F§ = 1(1+1) — 1 = 1, ¢ime je baza
ispunjena.
e pretpostavka: pretpostavimo da za neki n € N vrijedi tvrdnja.

e korak: pokazimo da vrijedi i za svaki n € N:

Fopi1Foni3 — Foppo =1,

Foni1(Fonga + Fonn) — Fp = 1,
(Font1 4 2Fon + Fop1) Fonp1 — (Fapi1 + Foy)* = 1,
Fyi1 4 2 1 Fop + Fopi1 Foy 1 — Fy oy — 2F0n 1 Foy — Fy = 1,
Foi1 Fon1 — F5, =1,

Sto vrijedi po pretpostavci. Time smo dokazali da vrijedi:

Foniq Fyy, 1

FZn F2n—1 B FZnFQn—l '

Kad n — oo, desna strana ide u 0, stoga vrijedi: I; —ly = 0, tj. I3 = l5. (by) je
konvergentan i lim,, ,..(b,) = L = l; = [ te slijedi:

. Fn+2 . Fn+1+Fn . 2Fn+Fn—1
lim =lim ——— = lim ———,
n—00 [p1q n—»00 Fn —+ anl n—00 Fn -+ anl
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Kako je (b,) niz u R, limes je jedinstven, pa vrijedi:

1
L=1+—
+ 1
L*=1+1,
L~ L—-1=0,
L1:1+\/ga

2

1-+/5
LQZ 2\/_

Fibonaccijeva spirala

Ako uzmemo pravokutnik sa stranicama duljine 55 i 34 (dva Fibonaccijeva broja),
tada je taj pravokutnik skoro pa zlatni pravokutnik. Omjer stranica iznosi % =
1.61764705882352941, sto je vrlo blizu numericke vrijednosti zlatnog reza @ ~ 1.618033988.
Uzastopno odsijecanje kvadrata cije su duljine stranica Fibonaccijevi brojevi dobi-
vamo spiralu koja se naziva Fibonaccijeva spirala, vrlo slicna zlatnoj spirali.
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Slika 2.9: Fibonaccijeva spirala
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Sazetak

Zlatni rez je simbol savrSene skladnosti, ravnoteze te ga nalazimo veé¢ kod starih
Egip¢ana. Zlatni rez cesto povezujemo s Fibonaccijevim brojevima te je ovaj diplom-
ski rad posvecen istrazivanju i opisivanju njihovih svojstava.

Ovaj diplomski rad sadrzi dva velika poglavlja. U prvom poglavlju nalazi se
povijesni pregled zlatnog reza, opisana su njegova osnovna svojstva, Sto geometrijska,
Sto numericka. Opisani su neki od geometrijskih likova koji nose epitet zlatni te gdje
zlatnih rez mozemo pronaéi u nasoj okolini. U drugom poglavlju opisano je kako
su nastali Fibonaccijevi brojevi, a time i Lucasovi brojevi, dokazani su neki njihovi
identiteti, opisana je kombinatorna interpretacija Fibonaccijevih brojeva i pokazano
da omjer Fibonaccijevog broja i njegovog prethodnika tezi zlatnom rezu.



Summary

The golden ratio is a symbol of perfect harmony and balance and has been in hu-
man history since the time of the ancient Egyptians. Fibonacci numbers are often
associated with the golden ratio, and this thesis is dedicated to the golden ratio and
Fibonacci numbers.

This thesis contains two large chapters. In the first chapter, there is a historical
overview of the golden section, its basic properties, both geometric and numerical, are
described. Some of the geometric figures that bear the epithet golden are described,
and where we can find the golden section in our surroundings. In the second chapter,
it is described how Fibonacci numbers, and thus Lucas numbers, were created, some
of their identities were proven, a combinatorial interpretation of Fibonacci numbers
was described and it was shown that the ratio of the Fibonacci number and its
predecessor approaches to the golden ratio.
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