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Uvod

Zivot je pun nepredvidljih okolnosti i ¢e$to nas iznenadi, nekada pozitivno, a nekada,
nazalost, i negativno. Prije par godina svjedocili smo razornim potresima u Hrvatskoj koji
su unistili domove mnogim obiteljima. U takvim situacijama, na koje ne mozZemo utjecati,
niti se za$titi u potpunosti od svih rizika, osiguranje nam uvelike moZe olaksati financijsku
situaciju u kojoj smo se nasli.

Osiguranje je definirano kao ugovor izmedu osiguravajuéeg drusStva i osiguranika ili
grupe osiguranika koji osiguraniku osigurava financijsku zastitu ili naknadu Stete od strane
osiguratelja u slucaju Stete koju pokriva taj ugovor, koji se naziva polica osiguranja. Da
bi osigurateljsko drustvo prihvatilo taj rizik, osiguranik mora platiti premiju. Aktuari su ti
koji moraju odluciti kolika ¢e ta premija biti, odnosno koliko “vjeruju” klijentu Sto ovisi
o njegovim karakteristikama 1 prijaSnjem iskustvu. Teorija povjerenja je jedna od kljucnih
dijelova aktuarske znanosti i ona se bavi odredivanjem cijene proizvoda koje osiguravajuce
drustvo nudi, odnosno odredivanjem Sto toCnije premije za rizik. Ideja na kojoj je bazirano
osiguranje je svrstati individualne osiguranike u kategorije, ovisno o izloZenosti riziku, da
bi osiguranici u istoj kategoriji tvorili Sto homogeniju grupu. Uzmimo na primjer, kolek-
tiv koji je homogen u odnosu na faktor rizika kao Sto je tip vozila i mjesto rezidentnosti
osiguranika. To su faktori rizika koje moZemo opazati, no problem su oni faktori rizika
koje ne mozemo opaZzati, kao Sto su karakter ili vjeStina vozaca, koji znatno utjecu na per-
cepciju osiguranika kao rizi€nog ili nerizicnog. Nakon odredenog vremena, imamo puno
viSe informacija o osiguraniku, kao Sto su broj Steta i veliina Steta koje nam mogu dati
uvid u faktore rizi¢nosti koje nismo mogli opaZati prije nego li je osiguranik sklopio policu
osiguranja i na osnovu iskustva s osiguranikom mozemo azurirati buduce premije. Ovaj
primjer upucuje da klasicna teorija povjerenja pociva na bayesovskoj statistickoj teoriji,
Cija je osnovna ideja da su parametri statistickih modela slu¢ajni i da kao takvi moraju biti
modelirani. Prije nego li imamo ikakva saznanja o nepoznatom parametru, potrebna nam
je inicijalna ideja o njegovoj distribuciji, tzv. apriorna razdioba, koja nam sluzi da mo-
del uzme u obzir prethodno ili ekspertno znanje. Okosnica bayesovske teorije je Bayesov
teorem pomocu kojega aZuriramo uvjerenja koja imamo o distribuciji parametra pomocu
novih informacija kojima raspolazemo. Naravno, cilj nam je da osiguravajuce drustvo bude
Sto konkuretnije na trZiStu Sto postiZemo odredivanjem Sto realnije premije. Prilagodavanje
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premije bazirano na iskustvu nije jednostavan zadatak. Ukoliko je povjerenje koje osigu-
ravatelj pruza kolektivu visoko, osiguravatelj je u velikom riziku da izgubi velike koli¢ine
novaca ukoliko se dogodi veci broj Steta, ali takoder, problem je i ako pretjerano uzimamo
u obzir prijasnje iskustvo i ¢esto mijenjamo premiju jer je to za osiguravatelja skupo i ne-
isplativo. Pitanja koja si postavljamo su koliko je zapravo bitno prijasnje iskustvo, koliko
toga prijasnjeg iskustva zapravo ovisi o individualnom riziku pojedinca (ili grupe osigura-
nika ukoliko je sklopljeno grupno osiguranje), a koliko je razlicitost u iskustvu slucajna.
Takoder, zanima nas i u kojoj bismo mjeri trebali uzimati prijasnje iskustvo u racunanju
buduce premije. U ovom radu ¢emo pokusati odgovoriti na sva ova pitanja.

U prvom poglavlju ¢emo dati teorijski pregled teorije povjerenja i matematicku osnovu
za odredivanje premije povjerenja. Objasnit ¢emo pojmove poput individualne, kolektivne
1 Bayesove premije, ali i pojam funkcije gubitka i Bayesovog procjenitelja. Promotrit
¢emo razli¢ite modele teorije povjerenja, od jednostavnih do kompleksnijih modela, od
kojih ¢emo se najduZe zadrZati na Biilhmann-Staubovom modelu koji je najkompleksniji i
najkoriSteniji model za odredivanje premije povjerenja.

U drugom ¢emo poglavlju detaljno prouciti metodu statistickog u€enja, stabla odluke,
pomocu koje ¢emo objasniti relativno novi model za procjenu premije povjerenja naziva
Regresijsko stablo povjerenja. Model u procjenu premije povjerenja ukljucuje informacije
o kovarijatama.

Spomenuti model ¢emo objasniti u treCem poglavlju.



Poglavlje 1

Teorija povjerenja

U ovom poglavlju uvodimo teoriju povjerenja kao matematicki alat pomocu kojega mozemo
opisati heterogene kolektive. Poglavlje sadrZi definicije i teoreme potrebne za razumijeva-
nje teorije povjerenja i napisano je po uzoru na [2] i [6].

1.1 Individualna i kolektivna premija

Cilj teorije povjerenja je odgovoriti na pitanje kako osiguravatelj treba obracunavati pre-
miju uzimajuéi u obzir individualno i kolektivno iskustvo, odnosno individualni i kolek-
tivni rizik.

Individualni rizik i premija

Ozna¢imo s Y; , j = 1,2,...,n, ukupni iznos Steta pojedinca u razdoblju j. Varijable Y;,
za j = 1,2,...,n, su slucajne i na temelju opservacija o Stetama iz prethodnih razdoblja,
Y = (Y,Y,,...,Y,), Zelimo odrediti premiju za ocekivani ukupni iznos Steta u iduéem
razdoblju, Y, ;. Za to su nam potrebne pretpostavke o funkciji distribucije F(y) slucajne
varijable Y

P1: slucCajne varijable Y; su jednako distribuirane s funkcijom distribucije F(y)
P2: slucajne varijable Y; su nezavisne (uz danu funkciju distribucije F(y)).

U praksi, funkcija distribucije F je nepoznata i varira medu rizicima. Formalno, neka je
Y nepoznati parametar iz apstraktnog parametarskog prostora rizika ®. Parametar ¢ nazi-
vamo profil rizika i s njime parametriziramo funkciju distribucije F i piSemo Fy. Smatramo
da je ¥ nepoznat i da varira medu rizicima.



POGLAVLIJE 1. TEORIJA POVJIERENJA 4

Postoje razliciti nacini za raCunanje premije, ali svi oni podrazumijevaju funkciju koja
slu¢ajnoj varijabli Y, koja predstavlja slucajnu isplatu osiguraniku od strane osiguravatelja,
s distribucijom F pridruZuju realan broj, odnosno koli¢inu novca za koju je osiguravatelj
spreman osigurati dani rizik, formalno

Y - PY),

odnosno
Fﬂ - P(Fﬁ),

ako uzmemo u obzir da vrijednost funkcije # ovisi samo o Fy za profil rizika . Sada
mozZemo definirati to¢nu individualnu premiju.

Definicija 1.1.1. Tocna individualna premija rizika s profilom rizika ¥ se definira kao
P () = PVl = E[Y,u1 9] =: u(®)

Da bismo odredili individualnu premiju, potrebno je odrediti veli¢inu u(#), medutim,
obje varijable, 1 1 u(:%) su nepoznate i zbog toga moramo traziti procjenitelja u(#) za u(:3).

Premija i rizik kolektiva

U slucaju da se premija racuna uzimajuci u obzir iskustvo nastalih Steta heterogenog por-
felja, osiguravatelj je izloZen veéem riziku i postoji veca vjerojatnost da upladene premije
nece biti dostatne u slucaju nastanka veceg broja Steta ili Steta s ve¢im iznosom. Kako
bi osiguravatelj umanjio ovaj rizik, police se grupiraju u kolektive po “’sli¢nim” faktorima
rizika, i za svaki se kolektiv posebno raCunaju premije i stope ucestalosti Steta. Da bi se
karakteristikama, no ti rizici ¢e ipak biti razliciti jer postoje karakteristike rizika koje nisu
mjerljive 1 zbog toga kolektivi nisu homogeni. Neka je ® skup svih potencijalnih profila
rizika u kolektivu koji se sastoji od individualnih profila rizika ¢;. Ukoliko je kolektiv
homogen, skup ©® se sastoji od samo jednog elementa. Medutim, u praksi to nije slucaj.
Prave vrijednosti 9; nisu poznate osiguravatelju, ali uz prethodno iskustvo i statisticke in-
formacije kojima raspolaze, ima uvid u strukturu kolektiva, odnosno vjerojatnosnu funkciju
distribucije U(#) na skupu ® koju nazivamo strukturna funkcija kolektiva.

Sad mozemo definirati i premiju kolektiva za koju nam je potrebna strukturna funkcija
kolektiva.

Definicija 1.1.2. Premija kolektiva se definira kao

P = f@ p(@®) dU @) =: po
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Iz definicije premije kolektiva moZemo vidjeti da je ona zapravo prosjek ocekivanog

iznosa Steta individualnih rizika za cijeli kolektiv. Iako je ova vrijednost nepoznata osigu-
ravatelju, moZe je procijeniti pomocu podataka iz prethodnih razdoblja.
Postavlja se pitanje zaSto trebamo individualnu premiju ukoliko mozemo procijeniti pre-
miju kolektiva, no odgovor je vrlo jednostavan: zbog konkurentnosti na trziStu koja se
postiZe Sto boljim procjenjivanjem toc¢ne individualne premije. Uzmimo kao primjer dva
osiguravatelja A 1 B. Pretpostavimo da osiguravatelj A uzima u obzir individualno iskustvo
1 smanjuje premiju za police po kojima u prethodnoj godini nije bilo Steta, dok poveéava
premiju ukoliko su se Stete dogodile. Osiguravatelj B, za razliku od osiguravatelja A, za
sve police ima istu premiju, temeljenu na strukturi kolektiva. Posljedi¢no tome, osigurava-
telj A ¢e zadrzati dobre rizike, a vjerojatno 1 privuéi dobre rizike iz portfelja osiguravatelja
B, dok ¢e osiguravatelj B privuéi loSe rizike u svoj portfelj 1 time biti nekonkuretniji na
trzistu.

1.2 Bayesov pristup

Okosnica teorije povjerenja je Bayesova statistika 1 koristeéi tu granu statistike, mate-
matickim jezikom moZemo opisati problem odredivanja premije.

Da bismo shvatili koncept, promotrimo najprije tzv. model dvije urne. Prva urna pred-
stavlja kolektiv s funkcijom distribucije U. Iz nje odabiremo individualni rizik, odnosno
njegov profil rizika . Taj parametar @ odreduje sadrzaj druge urne, odnosno funkciju
distribucije Fy. Sada se iz druge urne odabiru vrijednosti slucajnih varijabli Yi, Y, ...,
koje su nezavisne i jednako distribuirane s funkcijom distribucije Fy. Dakle, svaki rizik
je odreden svojim individualnim profilom rizika ¢ koji je realizacija sluajne varijable 6 i
vrijedi sljedece:

¢ uvjetno na dogadaj 6 = 4, Y}, Y», ... su nezavisne jednako distribuirane slucajne vari-
jable s funkcijom distribucije Fy

e @ je slucajna varijabla s funkcijom distribucije U.

Sada individualnu premiju moZemo promatrati kao slu€ajnu varijablu ¢ija tocna vri-
jednost nije poznata, ali ipak imamo neke informacije o moguéim vrijednostima u(6) i o
vjerojatnostima pojavljivanja tih vrijednosti pa promatramo i u(6) kao slucajnu varijablu.
Zato je individualna premija u ovoj interpretaciji zapravo uvjetno ocekivanje

pu(@) = E[Y,.110 = 91].

Primijetimo da su a priori svi rizici jednaki. Zakljucci o pojedinom riziku mogu se
donijeti a posteriori, dakle tek nakon promatranja individualnih rizika.
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Kolektivna premija u ovom slucaju je

Pl = g = f () dU) = E[Y1]
®

bezuvjetno ocekivanje i stoga fiksna vrijednost.
Slucajne varijable Y}, Y>, ... su uvjetno nezavisne, uz dani 6. Bezuvjetno, one su pozi-
tivno korelirane $to vidimo iz

Cov(Y1,Y,) = E[Cov(Yy, Y5|0)] + Cov(E[Y;]|6], E[Y»|6])

= Cov(u(8), u(0))
= Var[u(6)] > 0,

zbog Cega smo u pretpostavkama o funkciji distribucije F [[.T] pretpostavili uvjetnu neza-
visnost slucajnih varijabli Yy, Y, ....

Cilj teorije povjerenja je Sto preciznije procijeniti tocnu individualnu premiju u(6) za
svaki rizik. Potencijalni procjenitelj je kolektivna premija u koja se, u tom slucaju, procje-
njuje srednjom vrijednosti ocekivanih individualnih rizika za cijeli kolektiv. Taj procjeni-
telj je prikladan za novi rizik za koji ne raspolazemo informacijama o Stetama iz prethodnih
razdoblja, no on ne uzima u obzir individualno iskustvo. Zato definiramo Bayesovu pre-
miju koja je temeljena na individualnom iskustvu.

Definicija 1.2.1. Bayesova premija se definira kao

PBY = [(0) := E[u(0)|Y].

Bayesova premija

U ovom ¢emo potpoglavlju detaljnije prouciti Bayesovu premiju i kako do nje dolazimo
koristeci osnovne koncepte Bayesove statistike. Neka je Y = (Y, Y, ..., ¥;,)" slucajni uzo-
rak s funkcijom distribucije

Fy(y) = Py[Y <y]

uz vjerojatnost Py. Ta funkcija distribucije, odnosno profil rizika ¥ s kojim je parametri-
zirana, nije poznat. Zelimo odrediti §to precizniju vrijednost prave premije u(:9) uz profil
rizika #, Sto postiZzemo pronalaskom najboljeg procjenitelja T od u(#). Procjenitelj T je
funkcija

T:R" - {u() : 9 €6},

gdje je ® parametarski skup koji sadrzi pravu vrijednost od ©. Neka jey = (yi,y2,....)
realizacija slu€ajnog uzorka Y. Tada je T (y) procjena od u(:}) na osnovi opazenog uzorka
y. Sada definiramo funkciju gubitka L(¢, T (y)) kao

L@, T(y)) = u@) - T(y)*.
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Funkcija gubitka L(¢}, T(y)) postiZze minimalnu vrijednost kad je vrijednost parametara 1}
pravi profil rizika. Pomocu funkcije gubitka definiramo funkciju rizika za procjenitelj T

Rr(9) := Ey[L(, T(Y))] = f L@, T(y))dFs(y) = f @) = T(y)Y’dFy(y).  (1.1)

R R

Cilj nam je pronadi procjenitelj 7 € D, gdje je D skup svih funkcija kojemu pripada
procjenitelj, takav da funkcija rizika Ry («%) poprima najmanju vrijednost. U Bayesovoj sta-
tistici, promatramo oc¢ekivanu vrijednost od Ry (1), promatrajuci ©# kao realizaciju slucajne
varijable 6 s vjerojatnosnom distribucijom U. Kako smo prethodno specificirali kvadratni
oblik funkcije gubitka, uvedimo i sljedecu definiciju.

Definicija 1.2.2. Procjenitelj T je barem jednako dobar kao procjenitelj T* ukoliko vrijedi

E[(T(Y) - u(6))*] < E[(T*(Y) - u(6))*].
E(T(Y) — u(6))*] se naziva kvadratni gubitak procjenitelja T.
Definirajmo i Bayesov rizik procjenitelja 7.

Definicija 1.2.3. Bayesov rizik procjenitelja T uz a priori distribuciju U () definiramo kao

R(T) ::fRT(ﬂ)dU(ﬂ).
e

Napomena 1.2.4. Uz pretpostavku da je gornji integral dobro definiran, procjenitelje uvi-
Jjek moZemo rangirati prema rastucem riziku, tj. skup svih procjenitelja T € D je ureden
skup.

Zbog gornje napomene, moZemo definirati Bayesov procjenitelj 7' kao:

Definicija 1.2.5. Bayesov procjenitelj T definira se kao:

T := argminR(T),
TeD,

gdje je Dy skup svih procjenitelja s integrabilnom funkcijom rizika. Bayesov procjenitelj T
Jje procjenitelj koji minimizira Bayesov rizik R(-).

Uvrstimo li [I.Tju[1.2.3]dobijemo da je
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R(T) = f@ Rr(9)dU(®)
:LEﬂ[L(ﬂ, T(Y)]dU®)
- f@ [ zorenaramave)
- f ” f@ L, T(y)dU@)dF(y)
_ fR n f@ (u(®) - T(y)VdUy(#)dF(y)

Sto nam sluZzi za teorem pomocu kojega konstruiramo Bayesov procjenitel;.
Napomena 1.2.6. S U, oznacavamo uvjetnu distribuciju od 0 uz dano 'Y = y.

Teorem 1.2.7. Za svaku realizaciju y sluc¢ajnog uzorka Y, T(y) je Bayesova procjena u
odnosu na distribuciju U, ().

Napomena 1.2.8. Funkcija distribucije U(}) od O se naziva a priori distribucija (struk-
turna distribucija na skupu ©), dok se funkcija distribucije U, () naziva a posteriori dis-
tribucija od 4.

Sljedeci teorem nam daje oblik Bayesovog procjenitelja u odnosu na kvadratnu funk-
ciju gubitka 1 objaSnjava zasto je Bayesova premija najbolja moguca premija na temelju
iskustva.

Teorem 1.2.9. Bayesov procjenitelj u odnosu na kvadratnu funkciju gubitka je

A(®) = E[u(0)]Y].

Dokaz. Neka je /j@) proizvoljan procjenitelj od w(6) i neka je fi(6) a posteriori ocekivanje
E[u(6)Y]. Da bismo pokazali tvrdnju, dovoljno je pokazati da vrijedi nejednakost

E[(i(6) — u(6))*] < E[((6) — u(6))*].
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Racunamo

E[(u(60) — u(6))*] = E[E[(u(6) — f(6) + () — u(6)Y]]
= E[E[(u(0) — F(0)IY1] + E[E[G(6) — u(6)*Y1]
+ 2E[E[(1(8) - f(O))({(©O) — n(0))|Y]]
= E[(u() — (0))*] + E[@(6) — n(0))’]
+ 2E[(u(6) — AO)E[(E(©6) — w(@))|Y]
= E[(u(6) — (0))*] + E[@(6) — u(0))’]
> E[(f(6) — u(6))’]

Sto smo trebali i pokazati. O

Napomena 1.2.10. U prethodnom dokazu, u cetvrtoj jednakosti, koristili smo izmjerivost
slucajne varijable ji(0) u odnosu na'Y.

Da bismo mogli odrediti Bayesovu premiju, potrebno je prethodno specificirati struk-
turnu funkciju U(#) i familiju uvjetnih distribucija F := {Fy(y) : ¥ € 0O}, §to je u praksi
gotovo nemoguce. U nastavku ¢emo promotriti jedan od specijalnih slucajeva kada je
Bayesovu premiju moguce prikazati u analitickom obliku, Normalni-Normalni model.

Normalni-normalni model NekajeY = (Y3, Y, ...,Y,)" sluajni uzorak veliCine n, gdje
je Y; ukupni iznos Steta u j-toj godini. Zelimo procijeniti o¢ekivani ukupni iznos Steta za
iducu godinu, Y, ;. Pretpostavke modela su sljedece:

1. distribucija od Y; ovisi o fiksnoj, ali nepoznatoj distribuciji parametra ¢
2. uvjetna distribucija od ¥; uz dani ¢ je N (3, 07)

3. vrijednost ¥ je nepoznata i tretiramo je kao slucajnu varijablu 6

4. apriori distribucija od @ je normalna, 6 ~ N (i, o2

5. vrijednosti uy, oy 1 0 su poznate

6. pretpostavljamo da na raspolaganju imamo realizaciju y slucajnog vektora Y za n
prethodnih godina.

Iz druge pretpostavke modela slijedi da je

P = E[Y,,,160] = 6,
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a iz Cetvrte pretpostavke slijedi da je
P! = E[6] = uo.
Zelimo odrediti Bayesovu premiju
PP = B[u(0)|Y = y] = EIE[Y,,|0]IY = y] = E[A]Y = y]

uz danu realizaciju y slucajnog uzorka Y, pretpostavljajuci kvadratni gubitak. Dakle, ono
Sto traZzimo je a posteriori srednju vrijednost od 6 uz dani y, za §to nam je potrebno pozna-
vati a posteriori funkciju distribucije fyy(?]y) koju ¢emo odrediti koriste¢i Bayesov teorem
Ciji je iskaz u nastavku.

Teorem 1.2.11. Neka jey realizacija slucajnog uzorka Y cija je funkcija distribucije fy(y|)
uz dani 6. Parametar 0 je slucajna varijabla s vjerojatnosnom funkcijom n(9). A posteri-
ori funkcija distribucije slucajne varijable 0 uz danu realizaciju y slucajnog uzorka Y se
racuna kao

7o(D) fre(y|P)
oy

fg n() f(y|hd?D, ako je 6 neprekidna slucajna varijabla
2ot fy?), ako je 0 diskretna slucajna varijabla.

f9|Y(19|y) =

gdje je fyo(yl) = {

Napomena 1.2.12. Buduci da funkcija f(y) nije funkcija slucajne varijable 60 Bayesov
teorem moZemo pisati u obliku

few(ﬁb’) x ﬂe(ﬁ)lee(YW)-

Bayesov teorem nam govori da a posteriori distribucija ovisi samo o a priori distribuciji
slucajne varijable 6 1 vjerojatnosnoj distribuciji opazenog uzorka uz dani 6. Uo¢imo da
vrijedi

n 1 1 ﬂ 2
Fro(yl9) = ]—[( ) )

j=1 oy
LV dmds e
= e 201
V270
—[nﬂz —29 z;!zl y j]
x e 20
=3 (0-5)

2
x e 20'1
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Sada moZemo izvesti a posteriori funkciju distribucije slu¢ajne varijable 6 uz danu realiza-
ciju y sluc¢ajnog vektora Y:

2 2
1 _l(ﬂ‘l‘o) 1 _l(),fﬂ)
2 2\ 2
Jay(@ly) o0 ———e *\ 7 ——e 1\
V2no; =1 \ VT
1 _%(19;;:0) _Lz(ﬂ_y)Z
o ——————¢€
V210
2
-9 +9ug—1, _
1 2020 t- 22 @ a
= — ¢ 2 1
270
1 =9%+20u0 . “2ng+nt?
b —) 2
o e 2 1
B % (0’%1‘)2 —20%19;402—2;'%19@4—0%71192 )
=e 7271
1 ( (u'%n+a'%)19272(0'%;40+0'%n.ﬂ )
2 2.2
=e 7271
2 2 =
9209 TIHOFTH™)
1 O‘%H"—(T%
— e D'%n‘i’ﬂ'%
. TTHO +(r%n}
1 rr%nﬂr%
2 U'%U'%
x e U%nﬂr%

drugim rije¢ima, a posteriori funkcija distribucija od 8 uz realizaciju y slu¢ajnog uzorka Y
je normalna s o¢ekivanjem

2 2~

0o + o5ny

(1.2)
2 2
osn+ oy
koje moZemo pisati u obliku
oin_ ol
P 2y + B 2#0 (13)
o +no; o +no;
1 varijancom
2.2
o50
%. (1.4)
osn+ 0o

Slijedi da je Bayesova premija P?“¢S oblika
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on o
E[6ly] = — 5V + — 5Ho
2+ no3” ol +nol
=ay+ (1 -y
gdje je
n
a= >
n+—
2

kojeg nazivamo koeficijent povjerenja.

1.3 Jednostavni model povjerenja

U ovom potpoglavlju, nas je cilj takoder pronaci procjenitelja za individualnu premiju u(6),
no procjenitelja ne traZimo medu svim mogucim funkcijama procjenitelja, nego se fokusi-
ramo na procjenitelje koji su linearna funkcija slu¢ajnog uzorka Y = (Y1, Y», ..., ¥,,) i medu
njima trazimo najboljeg u Bayesovom smislu. Takav procjenitelj nazivamo procjenitelj
premije povjerenja.
Pretpostavke modela:

1. Slucajne varijable Y;, j = 1,2, ...,n, uz 8 = 1, su nezavisne i jednako distribuirane s
funkcijom distribucije Fy 1 uvjetnim momentima

u(®) = E[Y,l6 = ]
*(9) = Var[Y;|6 = 9]
2. 6 je sluCajna varijabla s funkcijom distribucije U(%}).

Uo&imo da iz druge pretpostavke slijedi da su i u(6) i 0>(6) slucajne varijable.
Vrijedi sljedece:

P = E[Yl0 = O]

szm:jﬁwwmm
(€]

Navedimo sada teorem koji nam daje oblik procjenitelja premije povjerenja uz navedene
pretpostavke jednostavnog modela povjerenja.
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Teorem 1.3.1. Procjenitelj premije povjerenja pod pretpostavkama jednostavnog modela
povjerenja je oblika

—_—

u(6) = aY + (1 - a)uo

gdje je
Mo = E[u(6)]
n
@ = —-
n-+ =

Dokaz. Oznacimo najboljeg linearnog procjenitelja individualne premije s /,1/(0\) On mora
biti oblika i
,U/(g) = é\l() + Z anj’
=1
gdje koeficijenti ay, aj, ...., @, zadovoljavaju jednadZbu

n 2 n 2
[,u(@) —a- ) a J-Yj) [,u(@) —a- Y a ,Y,) .

=1 j=1

E = min E

agp,...,an€ER

Problem minimizacije ¢emo rijeSiti parcijalnim deriviranjem po koeficijentima

ap, di, ....,a, 1 svaku od dobivenih derivacija izjednaciti s nulom. Prvo parcijalno derivi-
ramo po koeficijentu ay i izjedna¢imo derivaciju s nulom i dobijemo

n

M) —ag — Z a;Y;

J=1

E = 0. (1.5)

Iz linearnosti oc¢ekivanja i
E[Y;] = E[E[Y}|6]] = E[u(6)]
slijedi
ap = E[u()] [1 - aj].
=1

Sada parcijalno deriviramo po ai, k = 1,2,...,n, i1 izjednaCavanjem s nulom za svaki k
dobijemo

B|Ve(u(®) —ay— > a;¥)| =0
) = (1.6)
E[Yu(®)] - aBlYi] = Y aEIY,Y;] ~E[¥}] =0

j=1.j#k

Promotrimo posebno izraze u prethodnoj jednadzbi:
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e koristeci definiciju od u(6) 1 svojstva matematickog ocekivanja dobijemo
E[Yu(0)] = E[E[Yu(0)|6]]
= E[u(O)E[Y10]]
= E[u(6)’]
= Var[u(6)] + (E[u(6)])’
e koristeci Cinjenicu da su Y; i Y, uz dano 6, nezavisni za j # k, i svojstva mate-
matickog ocekivanja dobijemo

E[Y;Y,] = E[E[Y,;Y,/6]]

= E[E[Y|01E[Y/I0]]
= E[u(0)u(0)]
= Var[u(0)] + (E[u(6)])*
e posljednji ¢emo izraz raspisati koriste¢i svojstva matematickog ocekivanja i vari-
jance
E[Y{] = E[E[Y;]6]]
= E[Var[Y,[6]] + Var[u(@)] + E[u(6)])°
Oznacimo:

7% := Var[u(6)]
Ho == E[u(0)]
o2 := E[Var[Y,|6]]

Sada jednadzbu [I.6|moZemo zapisati u obliku

n
2,2 2, .2 2,2, 2
T° + Uy — Gopo — E aj(t" +uy) —ao” + 7+ s =0
j=Lj#k

Nakon sredivanja gornje jednadzbe dobijemo

n

a0’ = (1 - Z ajJ Ca +,U(2)) — apMo-

=1

Iz dobivene jednadZbe slijedi a; = a, = ... = a,. Ozna¢imo s @ = Z?:l ajisp = ap. Sada
traZeni procjenitelj piSemo kao

JE——

/.1,(5)2,84-0’?,



POGLAVLIJE 1. TEORIJA POVJIERENJA 15

gdje je
7-1 n Y
n&a
j=1
Sada iz [I.5]i[L.6]slijedi
B=0-a)u
n
a= =
+

1z ¢ega zakljuCujemo da procjenitelj povjerenja ima oblik

—_—

H() = a¥ + (1 - o
Sto smo trebali 1 pokazati. O

Vidimo da je premija povjerenja u modelu teZinski prosjek premije kolektiva 1 arit-
metiCke vrijednosti slu¢ajnog uzorka Y, $to i nije iznenadujuce, buduci da su jedini izvori
informacija kojima osiguravatelj raspolaze a priori znanje i individualno iskustvo. Jedan od
procjenitelja koji je temeljen samo na a priori znanju je premija kolektiva i ona je najbolji
takav procjenitelj. Njezin kvadratni gubitak je

El(uo — u(6))°] = Var(u(®)) = 7°.

Procjenitelj Y je najbolji linearni i individualni nepristrani procjenitelj, temeljen samo na
slu¢ajnom vektoru Y. Njegov kvadratni gubitak je

E[(l_/—,u(e))z] _ E[(rz(g)] _ o2

n

Sljedeca propozicija nam daje kvadratni gubitak procjenitelja povjerenja ,LT@

Propozicija 1.3.2. Kvadratni gubitak procjenitelja povjerenja /1/(5) je dana s

j— 2
E[(u(0) — u(0))*] = (1 — a)® = a%.
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Dokaz. Racunamo:

E[(u(6) — u(6))*] = E[a(u(8) - Y) + (1 — a)(u(6) — p0))*]
2
= aza-— + (1 - )7
n

2 5 o
n o | )
= — T
n+%) n n+%
-
o2 o2
= =a—
a-
I’l+? n
a2
2
=—"—7=(-a)7’
n a-

O

Iz prethodne propozicije slijedi da je kvadratni gubitak procjenitelja povjerenja manji i
od kvadratnog gubitka premije kolektiva i od kvadratnog gubitka od Y.

1.4 Jednostavni Biithimannov model

U ovom potpoglavlju generaliziramo jednostavni model povjerenja na nacin da proma-
tramo cijeli porfelj sli¢nih rizika 6;, i = 1,2,...,1. Nekaje Y; = (Yi1, Yi, ..., Yin)" sluCajni
uzorak za profil rizika 6.

Pretpostavke jednostavnog Biihlmannovog modela su:

1. Slucajne varijable Y;;, j = 1,2,...,n su nezavisne i jednako distribuirane uz dani
0; = ¥ s istom funkcijom distribucije Fy 1 prva dva uvjetna momenta

() = E[Yij|9i =]

1.
o*(9) = Var[Y;j|6; = 91. (L.7)

2. Parovi (64, Y1), ..., (61, Y;) su nezavisni i jednako distribuirani.

Primijetimo da su profili rizika 6y, 6, ..., ; nezavisne slucajne varijable s funkcijom
distribucije U(®#) koju smo definirali u prethodnim poglavljima kao strukturnu funkciju
distribucije. To nam sugerira da je portfelj heterogen, ali da su a priori svi rizici jednaki.
Nas je cilj pronaéi najbolji procjenitelj povjerenja /XH\,-) za u(6;), zasvakii = 1,2,....,1 u
klasi funkcija

1 n
{#(91') tu(0) = ao + Z Z ajYij 5 ao, axj € R}-

k=1 j=1
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Takav procjenitelj povjerenja nazivamo nehomogenim procjeniteljem povjerenja. Defini-
ramo i homogeni procjenitelj povjerenja.

Definicija 1.4.1. Homogeni procjenitelj od p(6;) uz slucajni uzorak Y je najbolji moguci

procjenitelj u klasi
1 n
{me@:ZEymh%e§ (1.8)

=1 j=1
nepristranih procjenitelja takav da vrijedi

E[u(6,)] = Elu(6)] (1.9)

—— hom
o

i oznacavamo ga s u(6;)
U nastavku navodimo teorem za procjenitelje povjerenja u Biihlmannovom modelu.

Teorem 1.4.2. Uz pretpostavke Biihlmannovog modela vrijedi da je nehomogen procjeni-
telj premije povjerenja dan s

—_—

w0 = a; + (1 — @)y, (1.10)

a homogen procjenitelj povjerenja dan s

—— hom
j—

w@) =a¥i+(l-a)Y, (1.11)
gdje su
n
a = >
n+%
Y; = AN Y,
Ty < ij (1.12)
_ 1 1 n
Y=— Y[j.
In 4

i=1 j=1

Dokaz. Ovaj teorem neCemo dokazivati budu¢i da je dokaz analogan poopéenom dokazu
u iduéem potpoglavlju. i
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1.5 Biihlmann-Straubov Model

Biihlmann-Straubov model je poop¢enje jednostavnog Bithimannovog modela koje uzima
u obzir varijacije s obzirom na izloZenost ili veli¢inu kolektiva uvodenjem tzv. volumena
rizika (eng. risk volume), w;j, rizika i, i = 1,2,...,/ u godini j, j = 1,2,...,n. Volumen
rizika osigurava da se u obraCunavanju premije uzme u obzir odredeno svojstvo osigura-
nika koje ga Cini viSe ili manje rizicnim. Uzmimo kao primjer osiguranje od poZara gdje
osiguravajuce drustvo kada sklapa policu osiguranja, prvo mora utvrditi kolika je vrijed-
nost objekta kojeg osigurava i vrijednost imovine u njemu, odnosno osigurana svota, jer to
utjeCe na premiju koju ¢e osiguranik platiti. Neki od primjera volumena rizika su 1 ukupni
broj osiguranih ljudi u grupnom zdravstvenom osiguranju ili osiguranju protiv nesrece i
broj godina pod rizikom u autoosiguranju.

U ovom modelu definirajmo Y;; kao omjer Steta koji se definira kao ukupni iznos Steta ko-
lektiva S ;; s profilom rizika i u godini j u odnosu na volumen rizika, Y;; := f)—; Navedimo
sada pretpostavke modela.

Pretpostavke Biihlmann-Straubovog modela:

Rizik i je karakteriziran individualnim profilom rizika v, koji je realizacija slucajne vari-
jable 6; 1 vrijedi

BS1: uvjetno na dani 6;, sluajne varijable Y;;, j = 1,2, ...,n su nezavisne s uvjetnim mo-
mentima

E[Y;;16:] = p(6))

2
0;
Varl vl = %)

1

BS2: Parovi (84, Y1), ..., (0;, Y;) su nezavisni i slu€ajne varijable 6, 6, ..., 6; su nezavisne i
jednako distribuirane.

Nehomogeni procjenitelj premije povjerenja

Uz navedene pretpostavke modela, uvodimo sljedeci teorem koji ¢e nam dati oblik neho-
mogenog procjenitelja premije povjerenja u Biihlmann-Straubovom modelu.

Teorem 1.5.1. (Nehomogeni) procjenitelj premije povjerenja u Biihlmann-Straubovom mo-
delu je dan s

Ja——

,U/(-G\i) = CVIYI' + (1 —apuo = po + a’i(?i — Mo)
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gdje su

Wi

=
g
wit =

Dokaz. Dokaz se provodi na slican nacin kao i dokaz koji smo proveli za procjenitelja
premije povjerenja za jednostavan model.
Prvo minimiziramo izraz

h(a) =E (1.13)

2
[ao + Z arjYyj — #(91')]
k.j

za svaki ag, a; € R tako da izraCunamo sve parcijalne derivacije po ovim parametrima i
izjednac¢imo ih s nulom. Dobivamo sljedece jednadzbe

=0 (1.14)

; )
(9_610h(a) =2E »ao + kZJ: ay;Yi; — u(0;)

=0. (1.15)

) .
G @ = 28 hst(ao + kZ, a;Yej — u(6;)

Iz jednadzbe[I.14]slijedi nepristranost nehomogenog procjenitelja premije povjerenja i na-

kon sredivanja slijedi da je
aoz,uo[l—Zakj]. (1.16)

k.j

Uvrstimo li dobiveni ay u jednadzbu i koriste¢i ponovno jednadzbu [1.14] vidimo da
za sve s, t mora vrijediti

Cov {Ym > ayYij - ,1(91.)) =0. (1.17)
k5j

Buducdi da su rizici neovisni, razliciti kolektivi su nekorelirani, tj. vrijedi sljedeée

Cov(Yo, p(6)) = ) ay;Cov(Yy, Y,), zasve s, (1.18)

J
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RaspiSemo lijevu stranu

Cov(Yy, u(6;)) = Var(u(0) 1=y = T° L5z

a zatim raspiSemo i izraz

COV(YSZ’ Ysj)

1
= —E[O'Z(QS)]E{J:;‘} + Var(ll(gs))

0.2

2
= w—]]_{j:t} + 71T > 0,

st

E[Cov(Yy, Yyjl6,)] + Cov(E[Y|6,]1, E[Y,;16c])

20

(1.19)

Sto znaci da je lijeva strana od jednaka O za s # i1buduci da vrijedi daje Cov(Yy, Yy;) >

72 > O slijedi da je ay; = 0 za sve s # i. Zato vrijede sljedeée jednakosti

ap = ,Uo[l - Zaij] = po(l — ;)
J
2 o 2 o’ 2
T :ai,—+T Za,-j:ai,—+7 a;,
Wit 7 Wit

pri cemu smo definirali @; = }; a;;. Iz jednakosti [T.21]slijedi da je za svaki

T2

o2

2
@; = Zait = —2(1 - ai)zwit-
t o t

Sada, iz gornje jednakosti dobijemo izraz za «;

ajs = (I = apwi;.

Zato vrijedi da je

2
%Zzwn ijij W,

a; = =

2 - o2 o2
(r—zztwi,+l ijl]+f_2 w; + =

Koeficijenti a;; imaju oblik

2
o jwiit
2
a’
Tz 2
- " o2 Mij
g . o
Z] wl] + 72
_ Wit
—
2 Wi
Wit

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)
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Konacno, koriste¢i prethodne jednakosti dobivamo izraz za nehomogeni procjenitelj pre-
mije
f— 1 -
uo;) = a;— Z wi Yy + (1 —apuo = a;Y; + (1 — apuo
(OF p

Sto smo trebali pokazati.
]

Kvadratni gubitak procjenitelja povjerenja u Biihlmann-Straubovom modelu je dan
sljedecim teoremom koji navodimo bez dokaza buduci da je dokaz analogan dokazu za
Jednostavni model povjerenja.

Teorem 1.5.2. Uz dane pretpostavke Biihlmann-Straubovog modela kvadratni gubitak pro-
cjenitelja povjerenja dan je s

—_— 2

Ly, = B[(u(8) — u(0:)*] = (1 — a)7® = aiZ—. (1.24)

Vrijednost 72 je kvadratni gubitak kolektivne premije u

El(uo — 1(6,))*] = Var(u(6)) = 7°.

Iz gornjeg teorema vidimo da je koriStenjem procjenitelja povjerenja kvadratni gubitak
smanjen za faktor 1 — a;.

Takoder, za slucajnu varijablu Y, koja je najbolji linearni individualni nepristrani procjeni-
telj koji ovisi samo o slu¢ajnom vektoru Y;, kvadratni gubitak je dan s

2
i 2 91_ 2
(Z %(Y,-j—u(ei») 6 :E[“( )]= 7

7 Wi

E[(Y; — u(6))*] = E|E

1

Primijetimo da je kvadratni gubitak koriStenjem procjenitelja premije povjerenja smanjen
za faktor «;.

Homogeni procjenitelj premije povjerenja

Sljedeci teorem nam daje homogeni procjenitelj premije povjerenja u Biilhmann-Straubovom
modelu.

Teorem 1.5.3. Homogeni procjenitelj u Biilhmann-Straubovom modelu uz dane pretpos-
tavke modela je dan formulom

——— hom
ju—

) =¥+ (- = o+ oY — 1),
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gdje su

a; =

(Y.:ZQ’,'

Dokaz. Dokaz se provodi analogno dokazu teorema za nehomogen procjenitelj u Biihlmann-
Straubovom modelu, koriste¢i Langrangeovu metodu za zamjenu uvjeta[I.14|uvjetom

Z ainij = ZaijE[Yij] = Z aiilo

i,j ij ij

Ho =E[a] =E

Sto znaci da vrijedi

Zdij =1.
i.j
O

Primijetimo da homogeni procjenitelj koristimo za opservacije iz cijelog kolektiva, a
ne samo za one za i-tu policu, jer su nam one potrebne za procjenu kolektivne premije u,
a procjena od ug je automatski ugradena u formulu homogenog procjenitelja povjerenja.
Jedno od bitnih svojstava homogenog procjenitelja povjerenja je svojstvo ravnoteze koje
definiramo u sljedeéoj propoziciji.

Propozicija 1.5.4. Uz dane pretpostavke Biihlmann-Straubovog modela za homogeni pro-
cjenitelj povjerenja vrijedi

—— hom

D@ =) wyYy (1.25)
] i.j
Dokaz. 1z w
a; = : 2
w; + %
slijedi
2
w(l -@) = Za,
T

1z Cega slijedi



POGLAVLIJE 1. TEORIJA POVJIERENJA 23

—— hom _ ~ e
D@ =Y) = w1 - a)¥i+ (1 - a)u(6)

o2 -
= = D, a(u(®) - Y)
=0.
O

Sljedeci teorem koji navodimo bez dokaza nam daje kvadratni gubitak homogenog
procjenitelja.

Teorem 1.5.5. Uz dane pretpostavke Biihlmann-Straubovog modela kvadratni gubitak ho-
mogenog procjenitelja je dan s

——— hom

LY =Elu®) - @)1 =71 -a) (1 b ai). (1.26)

Pogreska predikcije Bithlmann-Straubovog modela

Procjenitelj premije povjerenja ;1/(9\,-) procjenjuje premiju povjerenja u(6;) i daje predikciju
za omjer Steta Y, ,,; u idu¢em razdoblju. Zato mozemo provjeriti kolika je ukupna greska
predikcije

Yine1 — f(6)) (1.27)
$to moZemo napisati u obliku
Yins1 — 1(6) + (u(8,) — 1(6). (1.28)

Kao i ranije, slu¢ajne varijable Y; 1, Yi», ..., Y;,+1 sSu nezavisne uz dani 6;. Stoga vrijedi

Lo; = E{(Yime1 — g@))]
= E[(Yine1 — p(6:))°] + BL(u(6; — 1(6))*]

= E[Var[Y;,,116:1] + E[(u(6; — u(6,))°]
0.2
= +(1 - a)t.
Wi pn+1

Zadnja jednakost slijedi iz teorema[1.5.2]
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Uz isti postupak kao kod nehomogenog procjenitelja premije, dobijemo da je ukupna
greska predikcije za homogeni procjenitelj premije povjerenja jednaka

== hom o2 -«
L' = El(Yip = p(0) V1= ——+ (1 - )7’ (1 i a—)

wi,n+1

Ukoliko uzmemo da je volumen rizika u buduc¢em razdoblju jednak 1, ukupna greske
predikcije za nehomogeni procjenitelj premije povjerenja dana je s

Lo = E[(Yors — @) = 0 + (1 — e, (1.29)

a za homogeni procjenitelj premije povjerenja

—— hom

— 1- a;
LY = Bl(Yipn —p@) V1=0"+(1-a)r (1 + a—) (1.30)

Procjena strukturnih parametara o i 7°

Strukturni parametri o2, koji predstavlja o¢ekivanu volatilnost unutar kolektiva, i 72, koji
predstavlja heterogenost izmedu kolektiva, su u praksi nepoznati i trebamo ih procijeniti iz
podataka kojim raspolazemo.

Uzoracki procjenitelj za varijancu i-tog razreda rizika je

1 < ~
S; = Z w;j(Y;j — Y.
j=1

n—1~4%

PokaZzimo da je svaka slu¢ajna varijabla S ; nepristran procjenitelj za o2



POGLAVLIE 1. TEORIJA POVJERENJA 25
NapiSimo S; u obliku

1 « —
S = 1 JZ:; Wi (Yij — u(6;) + u(6;) - Yi)2

1 - — _
=— {Z wis [ (Y = p(O))? + 2(¥i; = p(O))(@(®) - ¥i) + (u(6) Y,-f]}
j=1

— Z wij(Yij — w(0)) + 2 (u(6) - 1) Z wii(Yij = () + Z w;j(u(By) - 2)2}

_1{ Zwu Zw,,me)} Zw,,we) Y)}
:n11{zw”(y” () + 2 (u(®) - Y)Y, - wipa(6) Zw”(ﬂ(g) y)}

D wii(Yij = (0 + 2 (u(®) - ¥,

— Z (Y = () — 20, (u(6) ~ T,) + () - E)z}
J=1

1 - —
Ta-1 {Z wij(Yi; — w(6:))* — wi(u() - Yi)Z}
=1

iz Cega slijedi da je
E[S6;] = 0'2(91'),
pa vrijedi
E[S;] = E[E[S16,]] = Elc”(6)] = o~ (1.31)

Tesko je odrediti optimalne tezine uzorackih varijanci S; u ukupnoj varijanci portfelja pa
kao procjenitelj za o> uzimamo njihovu aritmeti¢ku sredinu

I n
=5 %; IZ‘UU(YIJ Y. (1.32)

Ovaj procjenitelj je nepristran Sto slijedi direktno iz i konzistentan $to slijedi iz Cebise-
vljeve nejednakosti.

Za procjenu strukturnog parametra 7> najprije definiramo tezinsku srednju vrijednost
uzorka

— 1 1 —
Y = wiiYij= =— w;Y;. (1.33)
i Wij ; Y Yo Z
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Definiramo 1

1 W, ~ =
T = — (Y, - Y)~. (1.34)
I-1 Zl] Zk,l Wi
Racunanjem ocekivane vrijednosti od 7’ mozemo do¢i do nepristranog procjenitelja za za
72 koji je oblika:
—~ Io2
2=cdr- 2 (1.35)
Dkl Wi
gdje je
I-1 o
c=— l 1- ’ . (1.36)
1 [Z Dkl W ( 2kl wkl)]

Problem koji moZe nastati je taj da procjenitelj 72 bude negativan pa koristimo procjenitelj

—

72 = max{7?, 0}.

Empirijski procjenitelj povjerenja

Iz homogenog procjenitelja povjerenja dobivamo empirijski procjenitelj povjerenja tako
da zamijenimo strukturne parametre o i 72 s njihovim procjeniteljima koje smo odredili u
prethodnom odjeljku. Dakle, empirijski procjenitelj povjerenja ima oblik

——emp —
u) =Y+ -a)i (1.37)
gdje su
— Wi
a; = e
w; + %
= _ Zi&\iYi
e

Promotrimo sljedeci primjer u kojem ¢emo premiju povjerenja procijeniti uz pomoc¢ empi-
rijskog procjenitelja povjerenja.

Primjer 1.5.6. Osiguravajuce drustvo u svojoj ponudi ima autoosiguranje i ugovorilo je
police sa pet kompanija za osiguravanje njihovih sluZbenih automobila. U sljedecoj tablici
prikazan je ukupni iznos steta za prethodnih sedam godina za svih pet kompanija.
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Godina 1 2 3 4 5 6 7
Kompanija
1 80 56 174 48 162 138 91
2 49 118 91 76 81 84 47
3 38 33 68 57 41 79 59
4 173 92 104 121 153 48 23
5 42 137 117 156 171 124 162

Tablica 1.1: Ukupni iznos Steta za sedam godina za svaku od pet kompanija, S, u tisucama

cura

Broj osiguranih automobila u tom istom razdoblju za sve kompanije je dan u sljedecoj

tablici. U ovom slucaju broj osiguranih automobila je volumen rizika w.

Godina 1 2 3 4 5 6 7
Kompanija

1 10 8 12 14 15 15 14
2 4 5 6 6 5
3 2 3 3 4 5 4
4 16 19 19 16 18 15 19
5 7 6 5 5

Tablica 1.2: Broj osiguranih automobila za sve kompanije

Prvo Zelimo normalizirati gubitak tako sto cemo podijeliti ukupne iznose Steta po godi-
nama s volumenom rizika u toj godini za svaku kompaniju. Dobiveni normalizirani gubitci
su prikazani u tablici:

Godina 1 2 3 4 5 6 7

Kompanija

1 8 7 14.5 3.4286 10.8 9.2 6.5

2 12.25 29.5 22.75 15.2 13.5 14 94

3 19 11 17 19 10.25 15.8 14.75

4 10.8125 | 4.8421 5.4737 7.5625 8.5 3.2 1.2105

5 7 19.5714 | 19.5 26 34.2 24.8 324
Tablica 1.3: Normalizirani gubitci, ¥
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Zatim izracunajmo ukupni volumen rizika za svaku kompaniju pojedinacno:

7
Wi =) w;=10+8+12+14+15+15+14 =88

J=1

7
Wy = 20)2]' =34
=1
7
w3 = Z(J)3j =25
j=1
7
wi= ) wy =122
j=1

7
ws = Zw5j = 40,
j=1

a zatim i ukupni volumen rizika koji je jednak

Sad moZemo izracunati teZinski prosjek za svaku kompaniju i, i = 1,2,...,5 koji su
Jednaki

: i 88
J=1
~ 273
Y, = — =16.
~2 7 6.0589
Y3:15
-~ 357
Y,=—=15.852
4= 5.8525
= 909
Ys = — =22.725.
>7 40

Da bismo izracunali koliki je faktor povjerenja pa onda i procjenitelj povjerenja, potrebno
je procijeniti strukturne parametre o* i T Sto éemo napraviti po formulama iz prethodnog

potpoglavija i Sada izracunajmo

. = 3293
V=Y wf =2 =10657.
Siw, Z“’ 309
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U sljedecoj su tablici izracunati izrazi koji nam trebaju za racunanje procjena parametara.

Kompanija Z;zl w;j(Yi; = Y:)? Zk“[’idkl(Y,- —Y)?
1 955.2601 1.3111
2 1249.8824 3.2108
3 237.7 1.5261
4 1103.6482 9.1138
5 2827.9607 18.8528
| Ukupno | 6374.4514 | 34.0146

Tablica 1.4: Izrazi potrebni za racunanje procjenitelja za o i 72

Sada racunamo procjenu za o*:

— 1 1 Y _

2 Z (Y — V)2

ot =7 E P § w;j(Yij = Y))
1 1

- 6374.4514
55y 637445

=212.4817.

(1.38)

Da bismo izra¢unali procjenu za v potrebno je izracunati konstantu ¢ po formuli

-1

I-1 2 (OF (1 Wi )
C - —_—,—,—_— —_—
1 7 2kl Wt 2kl Wi
4 (1.39)
=—-1.3744
5
= 1.0995
Konacno, izracunajmo procjenu za T
~ 1 wi o~ = Io?
2=c- (Y, -Y) -
{I -1 Zl: Dkl Wk 2kl wkl}
1 5-212.4817 (1.40)
=1.0995---34.0146 - —
5 309
= 4.0416.
Vrijedi da je .
— 22124817
x=L 220 _ 555737, (1.41)

2 4.0416
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Za svaku od kompanija izracunali smo faktor povjerenja «; i pripadni homogeni procjeni-

telj premije povjerenja. Rezultati su prikazani u donjoj tablici.

Kompanija a; ;i?, 1(6) ’
1 0.626 2.1555 9.9243
2 0.3927 2.5513 13.7696
3 0.3223 1.9556 13.163
4 0.6988 1.6546 7.7912
5 0.4321 3.9723 16.7986
Veli¢ina Q. o

Ukupno 2.4719 12.2893

Tablica 1.5: Empirijski procjenitelj premije povjerenja
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Regresijska stabla odluke

U ovom poglavlju ¢emo objasniti stablo odluke kao metodu statistickog ucenja koja ¢e
nam dati novi pristup teoriji povjerenja i procjenjivanju premije povjerenja. Stablo odluke
predstavlja hijerarhijski model odluka i posljedica tih odluka. Poglavlje se bazira na lite-
raturi [4] i [3]. Prednost ove metode je da je vrlo jednostavna za implementaciju i lako
se moZze prikazati graficki, Sto pridonosi lakSem razumijevanju modela. Takoder, ona ne
zahtjeva specificiranje veze izmedu prediktora 1 varijable odziva prije izvodenja modela
Sto povecava fleksibilnost metode i omogucuje da prepozna nelinearne efekte prediktora
na varijablu odziva ili pak interakcijske kovarijacijske efekte prediktora na varijablu od-
ziva. Osim toga, metoda ne zahtijeva a priori selekciju varijabli prediktora da bi se izveo
regresijski model Sto je slucaj s parametarskim regresijskim metodama o kojima detalje
pogledati u [2].

2.1 Stabla odluke

Metode statisticCkog ucenja bazirane na stablima odluke imaju svojstvo da dijele prostor
prediktora D C R” na (p-dimenzionalne) pravokutnike i zatim se na svakom od tih pra-
vokutnika prilagodava jednostavan model. Pravila po kojima dijelimo prostor prediktora
mozZemo sumirati u stablo pa otuda i naziv stablo odluke. Uvedimo osnovne pojmove koje
¢e nam trebati za ovu metodu statistickog ucenja.

Osnovni pojmovi

Definicija 2.1.1. Stablo T je neprazan konacan skup podataka takav da

e postoji jedan istaknuti ¢vor koji se naziva korijen stabla

31
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e skup ostalih ¢vorova (ako je neprazan) particioniran je na k disjunktnih skupova
T,,T,, ..., T} koji su takoder stabla i ti skupovi se nazivaju podstabla korijena

Korijen je poveznicama koje nazivamo grane spojen s jednim ili viSe ¢vorova koje
zovemo djeca. Cvorovi koji nemaju djecu zovemo listovi. Susjedi su djeca istog &vora,
a unutarnji ¢vor je ¢vor koji ima najmanje jedno dijete. Visina stabla se definira kao
udaljenost korijena do najudaljenijeg lista.

Na kraju definirajmo i binarno stablo na koje ¢emo se fokusirati u ovom radu.

Definicija 2.1.2. Binarno stablo T je konacan skup podataka koji je ili prazan ili ima
korijen, a ostali ¢vorovi su podijeljeni u dva podskupa T, i T od kojih svaki ima strukturu
binarnog stabla. Stablo T zovemo lijevo podstablo, a stablo Tk zovemo desno podstablo.

Primjer 2.1.3. Jednostavno binarno stablo odluke na primjeru ponijeti ili ne ponijeti
kisobran na izlasku iz kuce

Pada li kisa?

da ne
Ponijeti kisobran Je li oblacno?
da ne
Ponijeti kisobran ’ Ne treba mi kisobran

2.2 Konstrukcija stabla odluke

Postoje dvije vrste stabla odluke:
e klasifikacijska - rjeSavanje problema klasifikacije
e regresijska - rjeSavanje regresijskih problema.

U ovom radu se fokusiramo na regresijsko stablo, buduci da ¢emo pomocu njega procijeniti
premiju povjerenja. Za konstrukciju obje vrste stabala, regresijskog i klasifikacijskog, kroz
vrijeme su se razvili brojni algoritmi, no u ovom radu ¢emo se koncentirati na najpozna-
tiji, model CART (Classification And Regression Trees) kojeg ¢emo objasniti u sljedeéim
potpoglavljima na regresijskom stablu odluke.
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Regresijska stabla odluke

Pretpostavimo da se na§ skup podataka sastoji od p varijabli poticaja X € D C R” i varija-
ble odziva Y € R, i za svaku imamo N opazenih podataka, (x;,y;),zai = 1,2,...,N, gdje je
x; = (Xi1, Xi2, ..., X;p). Da bismo konstruirali regresijsko stablo, prvo dijelimo prostor predik-
tora kojeg Cine sve moguce vrijednosti sluCajnih varijabli X;, X5, ..., X, na M disjunktnih
viSedimenzionalnih pravokutnika Ry, R», ..., R);. Zatim za svaku opservaciju koja upada u
pravokutnik R,, modeliramo predikciju kao konstantu ¢,, zam = 1,2, ..., M:

M

F6) = cnliser,-

m=1

Najbolji izbor za konstantu c,,, za m = 1,2,..., M, je srednja vrijednost svih opazenih
vrijednosti varijable odziva u skupu R,,, po kriteriju minimizacije sume kvadrata razlike
N (yi — f(x)?, za (x;,y;) € R,,. Ozna&imo V&, := cpn. Cilj nam je odabrati pravokutnike
Ry, R, ..., Ry tako da ukupni kvadratni gubitak

M
PN 2.1)

m=1 y;€ER,,

bude najmanji, no nemogude je uzeti u obzir svaku particiju prostora prediktora pa ko-
ristimo pohlepni algoritam pod nazivom rekurzivno binarno dijeljenje koji u svakom
¢voru odabire najbolje moguce dijeljenje prostora prediktora u tom koraku. Algoritam je
pohlepan pa ne uzima u obzir Sto mozda u iduem koraku, grananje koje smo prethodno
napravili 1 nije bilo najbolja opcija. Napomenimo, algoritam krece od korijena prema lis-
tovima. Dakle, u pocetnom koraku promatramo cijeli skup podataka i odabiremo varijablu
u odnosu na koju vr§imo grananje, odnosno prediktor X, i konstantu s pomocu kojih defi-
niramo poluravnine

Ri(j,s) = {X|X; < 5

. (2.2)
Ry>(j, s) = {X|X; > s}
tako da za odabrane varijable j i s izraz
DU Gi=mH D Gim e (2.3)

i:x;€R1(j,5) i:x;€R(J,8)

bude najmanji moguci. Konstanta g, je srednja vrijednost opaZenih vrijednosti varijable
odziva iz poluravnine R;(j, s), a P, je srednja vrijednost opazZenih vrijednosti varijable
odziva iz poluravnine R,(j, s). Za gore navedeni minimizacijski problem [2.3] nije tesko
pronaci odgovarajuce j i s, pogotovo ako nemamo velik broj prediktora p. Ovaj proces
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ponavljamo za svaki ovako dobiveni viSedimenzionalni pravokutnik. Postavlja se pitanje
kada zaustaviti algoritam, buduéi da, ako ne stanemo na vrijeme, dobijemo previsoko stablo
koje dovodi do prenaucenosti (eng. overfitting), dok ¢e stablo s malo tocaka grananja imati
manju varijancu, ali vecu pristranost.

Podrezivanje stabla

Visina stabla je klju¢na za odredivanje kompleksnosti modela i njegovu preciznost predik-
cije. Stoga je od velikog znacaja odabrati optimalnu visinu stabla. CART (Classification
and Regression Tree) model, objavljen u [1]], predlaze konstrukciju “velikog” stabla T
1 zatim njegovo podrezivanje (eng. tree pruning) kako bismo dobili podstablo T C T
koje minimizira greSku predvidanja na testnom skupu podataka. Za to koristimo metodu
troskovno-kompleksno podrezivanje (eng. cost-complexity prunning) koje se naziva i
podrezivanje najslabije karike (eng. weakest link prunning).

TroSkovno-kompleksno podrezivanje

Prvi korak ovog algoritma je izrada “velikog” stabla T, pomocu gore navedenog rekur-
zivnog binarnog grananja na temelju podataka za ucenje. Zaustavljamo se kad svaki list
stabla ima manje od unaprijed zadanog minimalnog broja opservacija. Definiramo podsta-
blo T C T, kao svako podstablo stabla 7, koje se moze dobiti podrezivanjem. Ozna¢imo
s |T'| broj listova u stablu 7'. Listove indeksiramo indeksom m koji predstavlja pravokutnik
R,,. Definiramo troSkovno kompleksni kriterij kao

7|

CATY =) D i=39r,) + Tl (2.4)

m=1 i:x;€eR,,

gdje je

YR, = 77— Z)’i

M xR,

N, = #{x; € Ry}

Parametar v > 0 je parametar za podeSavanje i on upravlja kompromisom izmedu kom-
pleksnosti podstabla i prilagodenosti podacima za uCenje. Ideja je za svaki v iz spektra
vrijednosti koje zadamo pronaci podstablo 7, C T, takvo da minimizira Moze se
pokazati da je takvo stablo za svaki v jedinstveno. Za svaki unutarnji ¢vor m ratunamo
troSkovnu kompleksnost podstabla ciji je korijen taj ¢vor i troSkovnu kompleksnost stabla
ako bi podstablo ¢iji je taj ¢vor korijen, bilo uklonjeno i zamijenjeno listom. Ako uk-
lanjanje tog podstabla rezultira manjom troSkovnom kompleksnosti, uklonimo ga, a ako
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ne, zadrzavamo. Nastavimo podrezivanje dok ne dobijemo stablo koje se sastoji samo od
korijena. Na takav na¢in dobivamo konacan niz najboljih podstabala u obliku funkcije pa-
rametra za podeSavanje v. Optimalni v moZemo dobiti K-strukom unakrsnom provjerom.

K-struka unakrsna provjera

K-struka unakrsna provjera je tehnika koja se koristi za evaluiranje modela 1 za optimi-
zaciju hiperparametara. U slu€aju regresijskih stabala, K-struku unakrsnu provjeru ko-
ristimo za pronalaZenje optimalnog parametra za podeSavanje v. Funkcionira tako da se
skup podataka podijeli na nasumican nacin na K disjunktnih particija 7, 7>, ..., I ¢ koje
sadrze otprilike istu koli¢inu podataka. Model u¢imo na K — 1 particija, odnosno preklopa,
tako da nad tim podacima ponovimo konstrukciju “’velikog” stabla i provedemo trosSkovno-
kompleksno podrezivanje, a testiramo ga na preostaloj, k-toj particiji. Formalno, neka je
k:{1,...,N} — {1, ..., K} funkcija indeksiranja koja oznaCava kojoj particiji je pridruZen
podatak j nakon nasumicnog razvrstavanja. Za svaki k = 1,..., K dobijemo v-ti model
T-*(X, v) koji testiramo na k-toj particiji koju nismo koristili u treniranju modela tako da
racunamo procjenu greske predikcije koja na k-toj particiji ima oblik

CVi(T, vy = > 0= T, ) 2.5)
Jk(f)=k

Na kraju uzmemo ukupnu pogresku predikcije modela na K particija

K
CV(T,v) = Z CV(T,v) (2.6)

k=1

1 za nju trazimo parametar za podeSavanje ¥ koji je minimizira. Kona¢no, izaberemo stablo
trenirano nad cijelim skupom podataka koje odgovara optimalnom parametru podeSavanja
. Najcesce koristimo 5-struku i 10-struku unakrsnu provjeru.
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Model povjerenja

U ovom poglavlju ¢emo definirati model koji ¢emo promatrati po uzoru na znanstveni
Clanak [S]. Neka je Y; = (¥, 7Y, ..., Y,ZI.)T slucajni vektor omjera Steta za rizik i, i =
1,2,...,1 gdje je I broj rizika u portfelju. Pripadni volumeni rizika su dani s vektorom
w; = (w1, Wi, ..., Wiy,). Takoder, definiramo 1 vektor prediktora X; = (Xj1, Xp, ...,Xip)T za
svaki rizik i. Kao i ranije, profil rizika i je karakteriziran skalarom 1J; koji je realizacija
sluCajne varijable 6;, za svakii = 1,2, ..., 1.

Pretpostavke modela su sljedece:

1. Trojke (61, X4, Y1), (62,X5,Y>), ..., (67, X}, Y;) sumedusobno nezavisne

2. Uz dani 6; = 9,1 X; = x;, sluCajne varijable Y; ;, j = 1,2, ...,n su nezavisne i vrijedi

E[Y; jIX; = x;,6; = 9] = u(x;, )
0'2 X, ﬂ,’ (3 1)
Var[Yi,le,- =X, t9l- = 79,] = ¥
Wi
Ako stavimo n; = niw;j = 1,za j = 1,2,.,n;1i = 1,2,...,1, tada govorimo o modelu
uravnoteZenih Steta. U ovom ¢emo se poglavlju bazirati na metodu particioniranja u svrhu
procjenjivanja premije povjerenja. Prvo ¢emo se fokusirati na model uravnoteZenih Steta.
Za njega vrijedi da je koeficijent povjerenja a jednak

n

ai=aq; = > 3.2)
n+ %

36
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3.1 Funkcije gubitka kod particioniranja

U prvom poglavlju smo izveli funkcije gubitka za Biithlmann-Straubov model [I.24] [T.29]
[1.26]i koje redom u uravnoteZenom modelu Steta imaju pojednostavljen oblik

2

L= - =7(l-a) (3.3)
n+%
o2
Ly=0>+ =0 +7(1-a) (3.4)
n+%
1 2 1 - 2
Lllzc:m — T2(1 _ a,) + — u (35)
’ 1 a
1 2 1= 2
Lg(;m —ot+ T2(1 —a)+ 7 . u (3.6)
, a

Buduci da je broj rizika I u portfelju u praksi obi¢no velik broj i kako vrijedi % "0,
mozemo zanemariti drugi ¢lan u funkciji gubitka [3.5]1 treci ¢lan u funkciji gubitka
Buduéi da se sad funkcije gubitka [3.5]i[3.6] svode na funkcije gubitka [3.3]i[3.4] njih ¢emo
koristiti u nastavku. Funkciju gubitka cijelog kolektiva uz funkciju gubitka [3.3] definiramo

kao
2
L= ZLU_Z - - (3.7
(}'2

- N+t 2 I’l+T—2 1-2

Ozna¢imo s 7|1, dva dlsjunktna podkolektiva od 7 takva da vrijedi 7, U 7, = 7. Neka
je p vjerojatnost da proizvoljan individualni rizik i kolektiva 7 upadne u podkolektiv 7.
Tada je 1 — p vjerojatnost da upadne u podkolektiv J,. Tada vrijedi da su funkcije gubitka
za podkolektive 7 i J, redom

Ll = n 1 (38)
p
1 1
I(1 -
Ly = ——F 11)) (3.9
At3

gdje su o i 77 strukturni parametri podkolektiva 7, a 0 i 73 strukturni parametri podko-

lektiva 7, za koje vrijede jednakosti
o’ = pa% + (1 - p)O‘%
v = pri+ (1= p)13 + p(l = P — w2’

gdje su uy, u, takoder strukturni parametri redom podkolektiva 7 i J,. Za detalje pogledati
Clanak [5]. Sljededi teorem daje glavnu prednost metode particioniranja u procjenjivanju
premije povjerenja u odnosu na standardne metode.

(3.10)
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Teorem 3.1.1. Za kvadratne gubitke definirane s Ly, L, i L vrijedi
Li+L, <L (3.11)

Dokaz. Za dokaz ovog teorema nam je potrebna lema koja kaze da je funkcija definirana s

h(x,y) = 1 (0, 00) X (0, 00) — (0, c0) (3.12)

+

==
<=

konkavna funkcija. Za dokaz leme pogledati Dodatak A ¢lanka [5]. Kvadratne gubitke
L,L; 1L, moZemo pisati redom kao

2
L=1. h(— )

n

0_2
L =pl- h(—1 f)

2
Ly=1-p)l- h(—2 %)
Racunamo

o2 o2
L+ L,=pl- h( T1)+(1—p)1 h( )

(pO'% " (1 - p)o-z

,py+ (1 - p)r%)

1
e
i
= 1
n
=tz
=L,

gdje je 7 := pr? + (1 — p)73. U prvoj nejednakosti smo Koristili konkavnost funkcije /, a u
drugoj ¢injenicu daje 7> = pri + (1 - p)r5; < pri+ (1 —p)ro+ p(1 = p) —2)* =72 O
Ovim teoremom smo pokazali da se ukupni gubitak ne povecava primjenom metode

particioniranja prostora prediktora, no treba imati na umu da teorem vrijedi pod pretpos-
tavkom da su strukturni parametri izraCunati bez statistiCke pogreSke. Problem je Sto to u
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praksi Cesto nije slucaj, jer su nam ti parametri nepoznati. Zato ne vr§imo previse podjela
prediktorskog prostora kako bismo pronasli kompromis izmedu pogreske procjene i pred-
nosti particioniranja. Kvadratni gubitak za cijeli portfelj koristeci funkciju L, ; definiranu
u[3.4]dobivamo na sli¢an na¢in i ima oblik

— 1
L=1Io"+ - =10’ +L. (3.13)

n
_ + _—
o? 72

Tada su kvadratni gubitci za podkolektive definirane na isti nacin kao gore uz funkciju L, ;
redom:

— I

L1:1p0'%+ - pl :IpO'%+L1
2 )
g 7

I1-p)
n 1

(3.14)

L, = I(1 - p)at + I(1-p)i+L,

I za ovaj slucaj vrijedi da je L+ 1L, <Lto dokazujemo na analogan nacin. Budud¢i da
smo pokazali da particioniranje prostora podataka moZe smanjiti greSku predikcije, aprok-
simirat éemo slu¢ajne varijable u(X;, 6;) i >(X;, 6;) s

K
(X, 0;) = Z Lixeanti(6)
=1

K
O-Z(Xi, 0;) = Z IL{XiEAk}

k=1

0'1%(91')
Wi ’

J
gdje su Ay, Ay, ..., Ak, K € N, particije prostora prediktora, a varijable w(6;) i 077(6;) pred-

stavljaju premiju i varijancu za individualni rizik i za k-ti podkolektiv s profilom rizika 6; i
jednake su

He(6;) = E[Y;;1X; € Ay, 6; = 9]

2 (3.15)
O-k(gi) = Var[Y,-‘,-IXi S Ak, 0; = 19,]

Sada na svakoj particiji prediktorskog prostora A, A,, ..., Ak, odnosno podkolektivu, pri-
mijenimo Biithlmann-Straubov model procjenjivanja premije povjerenja. Nehomogeni pro-
cjenitelj premije povjerenja za i-ti rizik u k-tom podkolektivu se racuna kao

/7@) = Iixeag @ Yi + (1 — @by, (3.16)
gdje je e = E[Y;1X; € A¢] = E[1*(6))] premija k-tog podkolektiva, a @t = —“.

o

wi+—5
.

k

Kao i gore o i 7{ su strukturni parametri k-tog podkolektiva. Za rizik i, ukupni nehomo-
geni procjenitelj premije povjerenja racuna se kao
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I K

pO) = ) Tixeagit (@), (3.17)
k=1

Homogeni procjenitelj premije povjerenja se ratuna na isti nacin i za rizik i je jednak

hom K —= hom

pO) =D Ixea @) (3.18)

k=1
gdje je

@) = ol + (1 - )T
gdje je Yy, sli¢no kao u definiciji homogenog procjenitelja za Biihlman-Straubov model,
jednak prosjeku individualnih iskustava u k-tom podkolektivu. Kvadratni gubitak za neho-

mogeni procjenitelj za k-ti podkolektiv E[(u(6;) — ,uf@))z] je dan s

2
k
w; + =

Tk

1 0.2
Lig= ) Tixeny ——, (3.19)
i=1

o

a za homogeni procjenitelj je jednak

! k

1-at
L= Y Ixeagrid —ad) |1+ ——). (3.20)
a,k
i=1 .

Ukupna greska predikcije u k-tom podkolektivu E[(Y 11 — ,LLT(E))Z] za nehomogen procje-
nitelj premije povjerenja je dana s

I
o
Ly = Z Lix;eay - O'i + —k(rz ) (3.21)
i=1 wi+ =
k
a za homogen procjenitelj s
! 1-at
hom __ 2 2 k i
Ly = Zl: Lixiean [0k + 71 = CY,-)(I + o )] (3.22)

3.2 Regresijsko stablo povjerenja

Autori znanstvenog rada [5] predlazu algoritam regresijskog stabla povjerenja za odredivanje
procjenitelja premije povjerenja. Postupak se svodi na regresijsko stablo odluke, ali se stan-
dardna funkcija gubitka u CART algoritmu zamjenjuje s jednom od funkcija gubitaka[3.19]
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[3.20] [3.21]1[3.22] Takoder, ne koristi se standardna unakrsna provjera nego longitudinalna.
Longitudinalna unakrsna provjera duplicira omjere Steta za neke individualne rizike tako
da svi individualni rizici imaju jednak broj omjera Steta. Ne koristimo unakrsnu provjeru
iz CART algoritma budu¢i da je ona primjenjiva samo na nove osiguranike koji jo§ nemaju
prijavljene Stete.

Longitudinalna unakrsna provjera

Promotrimo detaljnije proces longitudinalne 5-struke unakrsne provjere.

U prvom koraku za svaki rizik i = 1,2, ..., [ stavimo k; = |n;/K]1[; = (n; mod K), gdje je
K broj disjunktnih particija na koje dijelimo kolektiv 7 slu¢ajnim odabirom. Definiramo i
nizS; ={K,K,...K,1,2,...,1;}, gdje je K = {1, 2, ..., K} i taj podniz u nizu S; ponavljamo
k; puta.

U drugom koraku za svaki i = 1,2, ..., I nezavisno uzorkujemo bez zamjene iz niza §S; 1
dobijemo uzorak {W;;, j = 1,2, ...,n;}.

Zatim oznac¢imo skup indeksa Jix = {j € {1,2,...,n;} : W;; = k}, a onda 1 skup Yf.‘ ={Y;;:
JE€Jix}zak =1,2,...,5. Nakon toga skup podataka podijelimo na pet podskupova:

(Y X) Y #0,ie T}

zak=1,2,..,5.

U tre¢em koraku provodimo troSkovno-kompleksno podrezivanje kao 1 kod standardne me-
tode CART za koje dobijemo niz stabala u ovisnosti o parametru podeSavanja 1 raunamo
ukupnu gresku unakrsne provjere kao

n;

K I
PIPIPITEN (IR R RO (3.23)

k=1 i=1 j=1

gdje je T*(X,, v) predvidena vrijednost premije za i-tog osiguranika pomoc¢u modela stabla
koje je u€eno na svim particijama osim k-te uz parametar za podeSavanje v.

U cCetvrtom koraku izaberemo stablo koje odgovara optimalnom parametru ¥ 1 ueno je nad
cijelim skupom podataka, kao i kod obi¢ne 5-struke unakrsne provjere.

Prakti¢ni primjer

Promotrimo na prakti¢nom primjeru model regresijskog stabla povjerenja. Zbog nedos-
tatka dostupnih podataka, simulirat éemo ih po uzoru na znanstveni ¢lanak [5]].

U nasem ¢emo modelu za svaki rizik i simulirati vektor kovarijata X; = (X1, X, ..., Xg) iz
diskretne uniformne distribucije na skupu prirodnih brojeva {10, ..., 120}. Radi jednostav-
nosti, radit éemo s homogenim modelom Steta, dakle svaki osiguranik i ¢e imati jednak
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broj Steta n i njihove teZine Ce biti jednake w;; =1, j=1,2,...,n
U nastavku ¢emo simulirati Stete za svakog osiguranika i = 1, ..., I na tri razli¢ita nacina.
U prvom nacinu simulacije Steta, za svaki rizik i = 1, ..., I simuliramo # Steta kao

Yij= e/ X + €jJ=1,...,m, (3.24)

gdje je funkcija f proizvoljno zadana s

SX) =0012X;; + X;3+3 VXis — 2 VXi,1Xi,4),

a vrijednosti {¢; j, j = 1, ..., n} nezavisno simulirane iz gama distribucije I (i’ gez) Potom

na isti nacin za svaki rizik i = 1, ..., 1 ponovno simuliramo Stete, ali sada vrijednosti {; ;, j =
1,...,n} nezavisno simuliramo iz log-normalne distribucije LN(0, 1). Za Stete za koje su
vrijednosti {€; j, j = 1, ..., n} simulirane iz gama distribucije I (— —62) vrijedi da su u(X;, 6;)
i 02(X;, 6;) redom jednaki

u(X;, 6, = E[ef(xi) +¢] = el XD 4 Ele] = el XD 4 e%

2
o*(X;, 6;) = Var[e/™ + ] = Var[g] = 3¢
a za Stete za koje su vrijednosti {¢ j, j = 1,...,n} simulirane iz log-normalne distribucije
LN(O, 1) vrijedi

u(X;, 6) = E[e/®) + €] = /%) 1 Ele] = /XD 4 2

o*(X;,0;) = Var[e/®? + €] = Var[e] = (e = 1) - e.

U drugom nacinu simulacije Steta, Stete za svaki rizik i = 1,...,350 simuliramo kao
u prethodnom slucaju [3.24} ali vrijednosti {€;;, j = 1,...,n} nezavisno simuliramo prvo
iz distribucije T (1 5, 2e8 %0/ 2) a zatim i iz log-normalne distribucije LN(0, g(X;)) gdje je
funkcija g pr01ZV01Jno zadana s

1
gX)) = 39, 75(X,1 +0.5X;3 +0.01X;,X;3) (3.25)

Za ovu funkciju vrijedi da je

E[g(X)] =

E[X,,] + 0.5E[X;3] + 0.01E[X,,] - E[X;
139.75( 1+ [Xiz] + [X:1]- E[Xi3])

= 13975 (65+325+0.01-65-65)=1
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zbog nezavisnosti slu€ajnih vektora X;; 1 X;3. Za ovaj postupak simulacije za Stete za koje
su vrijednosti {¢; j, j = 1, ...,n} simulirane iz gama distribucije T (%, 28X/ 2) vrijedi

X. 0) = /XD Tl W0 32 eXon _ i) e
uX;, 6;,) =e +Elg] = e + 7 3e e +e
3 4 2
2 _ _ X)) _ Xi)
in0i) = ] = = =8 = 8
o°(X;, 6;) = Var[g] > 96 36

a za one Stete za koje su vrijednosti {g; j, j = 1, ..., n} simulirane iz log-normalne distribucije
LN(0, g(X;)) vrijedi

1(X,,0) = /XD L Elg] = /XD 4 o8X02 = of XD 4 (e(X0)/2

o*(X;, ;) = Var[e] = (gg(Xi) _ 1) . 8D,

Vidimo da za oba slucaja, za razliku od prethodnog nacina simulacije Steta, varijanca nije
jednaka za svaki rizik i ve¢ ovisi o varijablama odziva.

Naposljetku, promotrimo simulaciju u kojoj osiguranici, iako im se vrijednosti vari-
jabli odziva podudaraju, mogu imati razli¢ite profile rizika. Za svaki rizik i,i = 1,...,1
simuliramo Stete kao u prethodnom slucaju, s jednom razlikom, a to je multipliciranje iz-
nosa Steta s varijablom 6; Sto omogucuje razlicite distribucije Steta za osiguranike s istim
karakteristikama. Dakle, za svaki i, simuliramo 7 Steta kao

Yi,j = Hi(ef(x") + fi,j)’j =1,..,n,

gdje je 6; varijabla koju nezavisno simuliramo iz uniformne distribucije U(0.9,1.2). U
ovom slucaju, za Stete za koje su vrijednosti {¢; ;, j = 1, ..., n} simulirane iz gama distribucije
T (2, 2e®72) vrijedi

: : 3 2

u(X;, 6) = gi(ef(Xi) +Ele)]) = gl_(ef(Xi) + z . §eg(Xi)/Z) — Qi(ef(xi) + eg(Xi)/Z)
3 4 2
2 _ — 2 Xi) — 2 ,8(Xi)

X, 0;) = Var[g] = 6; - = - <57 = ~6;e57,
o ( ) ar[g] = 6; 5 9¢ S0ie
a za Stete za koje su vrijednosti {g; ;, j = 1,...,n} simulirane iz log-normalne distribucije
LN(0, g(X;)) te varijable su jednake

H(Xi,6) = 6,"™ + El&]) = (/X + &%)
(X, 60) = Var[€] = 6} (X0 = 1) - 5™,

Za svaki od navedenih postupaka simulacije podataka, simuliramo 1000 uzoraka Steta

za I = 350 osiguranika i za razli¢ite brojeve Steta n = 5, 10,20 po osiguraniku. Za svaki
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uzorak gradimo regresijsko stablo povjerenja uz funkcije gubitka i i biramo naj-
bolje stablo longitudinalnom unakrsnom provjerom. Metrika koju ¢emo promatrati je re-
lativna predikcijska pogreSka koju definiramo kao

PE
RPE = —, 3.26
PE, (3.26)
gdje je PE greska predikcije za model regresijskog stabla povjerenja, a PE, je greska pre-
dikcije nad cijelim kolektivom bez particioniranja. Gresku predikcije za model regresij-
skog stabla povjerenja definiramo kao

& — 2
PE = > > AclXi € A (180 - (X, 6)) . (3.27)
=1

k=1

~ | =

1

gdje je ,uf@) definirana u|3.16} a greska predikcije nad cijelim kolektivom bez particioni-
ranja se definira se kao

1 —
PE, = % 2 (1@ - X, e>,~))2 , (3.28)
i=1

gdje je /X@) procjenitelj premije povjerenja u Biithlmann-Straubovom modelu definiran u
prvom poglavlju.

U sljedecoj tablici su za svaki naCin simulacije za Stete za koje su vrijednosti {¢; , j =
1,...,n} simulirane iz gama distribucije prikazane prosjecne greSke predikcije za 1000 si-
mulacija.

n=>5 n=10 n=20

SIM1  SIM2  SIM3 | SIM1  SIM2 SIM3 | SIM1  SIM2  SIM3

PE, | 0.3358 | 0.3815 | 0.4257 | 0.1744 | 0.1959 | 0.2187 | 0.0893 | 0.0996 | 0.1111
PE; | 0.2390 | 0.3151 | 0.3640 | 0.1363 | 0.1730 | 0.1975 | 0.0753 | 0.0926 | 0.1050
PE, | 0.2396 | 0.3156 | 0.3650 | 0.1366 | 0.1735 | 0.1979 | 0.0756 | 0.0928 | 0.1052

Tablica 3.1: Prosjecna greSka predikcije za 1000 simulacija za n = 5, 10, 20, gama

Primijetimo da se prosjecna greSka predikcije za oba regresijska stabla povjerenja sma-
njuje kako povecavamo broj Steta n po osiguraniku, bez obzira na nacin simulacije poda-
taka. Promotrimo istu tablicu i za Stete za koje su vrijednosti {¢; ;, j = 1, ..., n} simulirane
iz log-normalne distribucije.
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n=>5 n=10 n=20

SIM1  SIM2  SIM3 | SIMI  SIM2 SIM3 | SIM1  SIM2  SIM3

PE, | 0.7739 | 1.2599 | 1.3992 | 0.4223 | 0.7325 | 0.7978 | 0.2230 | 0.4032 | 0.4426
PE; | 0.4348 | 0.7986 | 0.9077 | 0.2670 | 0.5019 | 0.5664 | 0.1594 | 0.3061 | 0.3435
PE, | 0.4354 | 0.9008 | 0.9077 | 0.2678 | 0.5030 | 0.5673 | 0.1610 | 0.3067 | 0.3439

Tablica 3.2: Prosjecna greska predikcije za 1000 simulacija za n = 5, 10, 20, log-normal

Vidimo da isti zaklju¢ak mozemo izvesti i iz ove tablice.

Za kraj prikazimo dijagrame pravokutnika za relativhu greSku predikcije za sva tri
nacina simulacije podataka gdje je broj Steta po osiguraniku n = 20 za obje distribucije.
Prvo prikaZimo relativnu gresku predikcije za funkciju gubitka[3.19)za obje distribucije.

data1 data2 data3 data1 data2 data3

1.004

0.251
-04-02 00 02 004-02 00 02 004-0200 02 04 04-0200 02 0404-0200 02 0494-0200 02 04

=]
=
o
RPE

Slika 3.1: RPE uz funkciju gubitka Slika 3.2: RPE uz funkciju gubitka
3.19)1 gama distribuciju 3.19)1 log-normalnu distribuciju

Vidimo da je za obje distribucije 1 podatke za sva tri nacina simulacije Steta pravokut-
nik koji prikazuje relativnu greSku predikcije od donjeg do gornjeg kvartila ispod 1. To
znaci da model regresijskog stabla povjerenja uz funkciju gubitka [3.19] daje bolje rezul-
tate od Biihlmann-Straubovog modela koji ne uzima u obzir informacije o kovarijatama,
odnosno ne particionira kolektiv. Primijetimo i da je relativna greska predikcije manja za
log-normalnu distribuciju nego za gama distribuciju. Promotrimo i dijagrame pravokutnika
za relativnu greSku predikcije za regresijsko stablo uz funkciju gubitka (3.20
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datal data2 data3 datal data2 data3
114 .
1.00 1 r
L]
! :
0.7 0.251
-04-02 00 02 004-02 00 02 004 -02 00 02 04 -04-02 00 02 0404-02 00 02 0404-02 00 02 04
Slika 3.3: RPE uz funkciju gubitka Slika 3.4: RPE uz funkciju gubitka
[3.20]i gama distribuciju [3.20]i log-normalnu distribuciju

Iz gornjih dijagrama pravokutnika moZemo zakljuciti da metoda regresijskog stabla
uz funkciju gubitka [3.20] daje sli¢ne rezultate kao uz funkciju gubitka [3.19] Osim toga,
mozZemo primijetiti i da se relativna greska predikcije za podatke simulirane na treci nacin,
gdje smo uveli slucajni efekt, ne razlikuje bitnije od podataka simuliranih na drugi nacin,
gdje nam je varijanca ovisila samo o kovarijatama.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu predstavljamo teoriju povjerenja, granu aktuarske matematike
koja ima klju¢nu ulogu u industriji osiguranja. Ona nam daje statisticki okvir za procjenji-
vanje bududéih potrazivanja osiguranika prema osiguravatelju, odnosno budu¢ih premija. U
prvom dijelu ovog diplomskog rada upoznajemo se s osnovnim pojmovima teorije povje-
renja kao Sto su individualna i kolektivna premija te uvodimo koncepte, pojmove i teoreme
iz bayesovske statistike koja ¢ini okosnicu teorije povjerenja. Pokazujemo da je Bayesova
premija najbolji procjenitelj premije povjerenja, ali da ju je u praksi tesko izraCunati. Zbog
toga za procjenu premije povjerenja uvodimo linearne procjenitelje premije povjerenja koje
obradujemo u detalje. U drugom poglavlju uvodimo metodu statistickog ucenja, stablo
odlucivanja, koju koristimo u treCem poglavlju da bismo ukljucili informacije o kovarija-
tama u procjenu premije povjerenja. Tu metodu nazivamo Regresijsko stablo povjerenja
i detaljno je objaSnjavamo u treCem poglavlju. Rad zavrSavamo s prakti¢nim primjerom,
gdje koristimo model regresijskog stabla povjerenja na simuliranim podacima.



Summary

In this Master’s thesis, we present Credibility theory, a branch of actuarial mathematics that
plays a crucial role in the insurance industry. It gives us a statistical framework for estima-
ting the future claims of the insured and, therefore, future premiums. In the first part of this
thesis, we get acquainted with the basic terms of the Credibility theory, such as individual
and collective premium, and we introduce concepts, terms and theorems from Bayesian
statistics, which form the backbone of the Credibility theory. We show that the Bayesian
premium is the best estimator of the credibility premium, but it is difficult to calculate it
explicitly. For this reason, we introduce linear estimators of credibility premium, which
we discuss in detail. In the second chapter, we introduce a statistical learning method, the
decision tree, which we use later to incorporate covariate information into estimating cre-
dibility premium. This method is called the Regression tree credibility model, which we
explain in detail in the third chapter. We finish the paper with a practical example using
this model on simulated data.



Zivotopis

Rodena sam 25.veljace 1998. godine u Dubrovniku. Nakon zavrSetka Prirodoslovno-
matematicke gimnazije u Metkovicu upisujem Preddiplomski studij Matematike na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu u Zagrebu. Preddiplomski studij zavrSavam 2019. godine te iste
godine upisujem Diplomski studij Financijske i poslovne matematike na istom fakultetu.



	Sadržaj
	Uvod
	Teorija povjerenja
	Individualna i kolektivna premija
	Bayesov pristup
	Jednostavni model povjerenja
	Jednostavni Bühlmannov model
	Bühlmann-Straubov Model

	Regresijska stabla odluke
	Stabla odluke
	Konstrukcija stabla odluke

	Model povjerenja
	Funkcije gubitka kod particioniranja
	Regresijsko stablo povjerenja

	Bibliografija

