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Uvod

U danasnje vrijeme biomedicina je podrucje od izuzetnog interesa ne samo za struc¢njake,
nego i za generalnu populaciju, a ona se uvelike oslanja na spoznaje iz molekularne biolo-
gije 1 biokemije. U ovom radu fokusiramo se na kinetiku reakcija s matematickog glediSta
jer smatramo da takvo razmatranje moze pomoci bolje razumjeti i opisati te pojave. Ki-
netika u ovom kontekstu oznacava promjenu koncentracije molekula koje sudjeluju u tim
reakcijama. Zelimo naéi modele kojima bismo opisali odredene tipove reakcija te ih ujedno
i analizirati. Analizu ¢emo napraviti na dva nacina, prvo pokusavajuci na¢i dobra rjeSenja
za modele, a potom i analizirajuéi stabilnost nekih modela.

Za pocetak opiSimo ove pojave s bioloSkog aspekta. U naSim tijelima velika veina
reakcija odvija se pod utjecajem enzima - proteina koji kataliziraju reakcije. Proteini su
ve¢ godinama jedan od glavnih fokusa u izucavanju bioloskih procesa. To nije nimalo
iznenadujuce s obzirom koliko su bitni u izgradnji Zivih organizama i njihovom funkcioni-
ranju. Proteini su generalno gradeni od (jednog ili viSe) peptida - niza povezanih amino-
kiselina kodiranih u genomu. Odrediti te nizove aminokiselina nije nuzno tesko, no ono
Sto je bitnije za funkciju proteina je njihova prostorna konfiguracija koju je veoma teSko
odrediti. Prostorna konfiguracija ne ovisi samo o nizu aminokiselina, nego i1 o brojnim
drugim uvjetima poput temperature i pH vrijednosti te je iznimno podloZna promjenama.
Skoro svi proteini svoju funkciju obavljaju upravo promjenom svoje prostorne konfigura-
cije. Enzimi 1 neki drugi proteini to rade tako Sto se na neka njihova podru¢ja mogu vezati
specifi¢ne molekule, a ta podrucja nazivamo aktivhim mjestima. Prilikom vezanje te mole-
kule na protein, dolazi do promjene prostorne konfiguracije proteina ¢ime protein obavlja
svoju funkciju, ili u slu€aju enzima omogucuje odvijanje reakcije vezane molekule.

U ovom radu u prvom poglavlju éemo prvo navesti definicije i rezultate koji su nam
bitni prilikom analiziranja modela. U drugom poglavlju proucavamo neke primjere enzim-
skih reakcija i pronalazimo funkcije kojima mozemo dobro opisati kinetiku koncentracije
molekula koje su dio reakcija. Konacno, u treem poglavlju se bavimo sa stabilnoSc¢u
rjeSenja modela u ovisnosti o parametrima modela.

Rad je pisan prema James D. Murray, Mathematical Biology I: An Introduction, Sprin-
ger-Verlang, 2005. [4]



Poglavlje 1

Sustavi diferencijalnih jednadzbi

U ovom poglavlju cilj nam je uvesti definicije te spomenuti neke osnovne rezultate vezane
uz diferencijalne jednadzbe koji su nam vazni u kasnijim poglavljima za raspravu o mo-
delima kinetike reakcije. Prvo ¢emo definirati Sto su to obicne diferencijalne jednadZbe,
sustavi diferencijalnih jednadZbi te njihove podtipove koji se javljaju u ovom radu. Uz
to ¢emo definirati $to smatramo rjeSenjima obi¢nih i sustava diferencijalnih jednadzbi te
teoreme o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja. Nakon toga ¢emo posvetiti pozornost te-
oriji stabilnosti rjeSenja sustava te posebno kriticnim toCkama sustava. U zadnjoj sekciji
¢emo objasniti metodu kojom mozZemo dobiti dobra aproksimativna rjeSenja za odreden tip
sustava - metodu asimptotskog sparivanja.

1.1 Diferencijalne jednadzbe i sustavi diferencijalnih
jednadzbi

Diferencijalne jednadZzbe su, neformalno govoreci, jednadzbe u kojima se javlja neka funk-
cija kao nepoznanica i neke od njenih derivacija te odnos medu njima. Radi jednostavnosti,
u nastavku govorimo samo o realnim funkcijama iako one mogu biti i kompleksne ili vek-
torske. Red diferencijalne jednadzbe jednak je redu najviSe derivacije traZene funkcije.
Rjesenje diferencijalne jednadzbe bi bila funkcija koja zadovoljava zadani odnos. Ipak, za
rjeSenje opcenito Zelimo funkciju koja zadovoljava neke minimalne uvjete poput neprekid-
nosti. Zapoc¢injemo s definicijom najjednostavnijih diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 1.1.1. JednadZbu oblika y' = f(x,y) nazivamo obi¢nom diferencijalnom jed-
nadzbom (ODJ) pri emu je f funkcija f : Q C R?> — R, dok je Q je otvoren skup.
Rjesenjem ODJ smatramo funkciju koja zadovoljava tu jednadzbu te dodatno vrijedi
y € C' (D) i graf {(x,y(x)) € R? : x € I} je u domeni funkcije f.
ODJ uz (pocetni) uvjet y(xo) = yo nazivamo inicijalni problem ili Cauchyjeva zadaca.
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Ovaj zapis za diferencijalne jednadzbe nazivamo normalni zapis. Drugi nacin na koji
mozemo zapisati diferencijalnu jednadzbu je u obliku f(x,y,y") = 0 te ocigledno uvijek
mozemo normalni zapis prevesti u ovaj oblik. Postojanje rjeSenja inicijalnog problema
iz Definicije 1.1.1 nam uz neprekidnost funkcije f daje Peanov teorem, dok jedinstveno
rjeSenje postoji uz uvjet da je funkcija f dodatno i Lipschitz-neprekidna po drugoj varijabli
prema Picardovom teoremu. Definiciju Lipshitz-neprekidnosti po drugoj varijabli te iskaze
i dokaze Peanovog i Picardovog teorema moZemo naci u [8].

Kao $to u algebri imamo sustave jednadZbi, analogno postoje i sustavi diferencijalnih
jednadzbi gdje imamo vise razli¢itih nepoznatih funkcija. Opceniti izgled za sustav dife-
rencijalnih jednadzbi nam je dan na sljedeci nacin:

F](yl’y,17"'7y(1‘)l)’y27y,2""’y(zvz),"'7yn’y;17"'7y£lvn)):0
Fz(yl’yll’""yi‘)1),y2’y/2"",y(ZVZ)""’yn,y;l""’yglvn)):0

(1.1)
F / (1) / (v2) ’ vy = 0
n(ylay]9-~'9y1 ,)’2,)’2,---,)’2 9~--9ynayn9~--9yn )

RjeSenje sustava bi bio skup realnih funkcija y; koji zadovoljava sve gornje jednadzbe.
Pri tome postavljamo iste uvjete na rjeSenja kao i prije, tj. da su to neprekidne funkcije
i u domeni funkcija F;. RjeSenje sustava na isti na¢in mozemo zapisati u obliku vektora
y = O1,...,¥,). OpCeniti zapis za sustav nije prakti¢an, te preferiramo normalni zapis di-
ferencijalnih jednadZzbi, u kojem se s desne strane jednakosti ne javljaju derivacije najviSeg
reda, kada je to moguce. Na primjer, jedna jednadZba sustava bi bila oblika:

i i—1
yEV) :f,-(x,y],...,yfv‘),...,yn,...,yff ).

Uz niz supstitucija @;,, = ygv"“) mozemo dodi do skracenog vektorskog zapisa 'y’ = f(x,y)
gdje se u f(x, y) javljaju samo funkcije y;, tj. sustav je zapisan kao sustav gdje imamo samo
prve derivacije funkcija y;.

Definicija 1.1.2. Sustav diferencijalnih jednadZzbi je sustav oblika

Y =fx.y)

gdje jey = (y1,...,yn) vektorska funkcija realnih funkcija y; : I, € R — R, dok je f
vektorska funkcija ¢iji su elementi f; : Q C R™! — R. Pri tome je uz oznake iz (1.1)

n

m:Zv,-

i=1

na otvorenom skupu Q. Takoder, moZemo imati zadano y(xy) =y, ime promatramo pri-
padne inicijalne probleme.
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Kao i kod ODJ imamo analogne teoreme koji nam govore o postojanju rjeSenja sustava.
Peanov teorem za sustave nam kaZze da uz neprekidnost funkcije f na zatvorenom pravo-
kutniku oko tocke (Xo, y,) postoji barem jedna neprekidno diferencijablina funkcija koja
zadovoljava sustav i pocetne uvjete, dok Picardov teorem za sustave analogno kao i ranije
kaze da uz dodatnu pretpostavku Lipshitz-neprekidnosti po svim y varijablama postoji je-
dinstvena funkcija y koja zadovoljava sustav 1 pocetne uvjete. Iskazi i dokazi navedenih
teorema se mogu naci u [6].

U nastavku definiramo dva posebna tipa sustava diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 1.1.3. Neka je I C R. Sustav dan u obliku:

Vi =an@y + ...+ ai(x)y, + bi(x)
(1.2)

y;l = anl(x)yl +...+ ann(x)yn + bn(x)

pri Cemu su a;j,b; : I = R, i, j = 1,...,n zadane neprekidne funkcije nazivamo sustavom
linearnih diferencijalnih jednadzbi. Ako jos imamo pocetni uvjet y(xo) = y, ponovno
dobivamo Cauchyjevu zadacu za sustav. [6]

Za ovakve sustave mozemo definirati f; = a;;(x)y; + ... + ap(x)y, + bi(x) te £ =
(fi,-.., fn) koja je Lipschitz-neprekidna po svim varijablama y. Tada znamo da inicijalni
problem za sustav u Definiciji 1.1.3 ima jedinstveno rjeSenje. Dokaz moZemo pronaci u

[6].

Definicija 1.1.4. Podvrstu sustava diferencijalnih jednadzbi iz Definicije 1.1.2 oblikay’ =
J(y) zovemo autonomni sustavi. [6]

Ponekad nelinearne sustave analiziramo tako da ih ’lineariziramo’ tj. napiSemo u li-
nearnom obliku. Postupak je analogan zamjeni neke diferencijabilne funkcije s njenim
Taylorovim polinomom prvog stupnja.

Definicija 1.1.5. KaZemo da sustav jednadZbiy’ = f(x,y) lineariziramo ako ga zamijenimo
linearnim sustavomy’ = Ay, pri cemu je A € M, dobivena kao Jakobijeva matrica funkcije

S, y).

1.2 Teorija stabilnosti

Sustavi diferencijalnih jednadzbi primjenjuju se kao modeli za brojne prirodne pojave,
najceSc¢e promatrajuci neku pojavu kroz vrijeme. 1z tog razloga se prirodno postavlja pi-
tanje kakav utjecaj ima nepreciznost pri mjerenju pocetnih uvjeta i kako ¢e proteceno vri-
jeme utjecati na oblik rjeSenja sustava. Ta se ideja matematicki formalizira sa stabilnoScu
rjeSenja sustava diferencijalne jednadzbe za pocetni problem.
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Definicija 1.2.1. Za sustav
y’ =flx.y)
y’(xo0) =y
kaZemo da je njegovo rjesenje u : R* — R”

a) stabilno ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svako rjesenje sustava v koje u
pocetnom trenutku zadovoljava

lle(0) —v(O)ll < 6
vrijedi |lu(x) —v(x)|| < &
b) asimptotski stabilno ako je stabilno i postoji 6 > 0 tako da za svako rjesenje u sustava

vrijedi
lu(©) ~»O)Il <6 = lim u(x) - v(0ll = 0.

Intuitivno govoredi, gornja definicija nam kaze da, ako je neko rjesSenje sustava stabilno,
onda sva rjeSenja koja su blizu moraju ostati blizu i kasnije.

Stabilnost rjeSenja sustava opcenito nije lagano odrediti. Medutim, za posebne sustave
koje smo definirali ipak imamo neke teoreme koji govore o stabilnosti njihovih rjeSenja.
Za homogene linearne sustave s konstatnim koeficijentima navodimo teorem u nastavku.

Teorem 1.2.2. Neka je A € M,(R) i o(A) njen spektar. Tada je rjesenje linearnog auto-
nomnog sustavay’ = Ay

a) stabilno ako i samo ako (VA € 0(A))
Red <0 & Red=0=a, =g,
pri cemu su a, algebarska, a g, geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A.
b) asimptotski stabilno ako i samo ako

(VA e o(A)) Red <.

Dokaz gornjeg teorema moZemo pronaci u [8].

Za autonomne sustave je takoder u nekim slucajevima moguce odrediti stabilnost rjese-
nja, a Cesto se to radi pomocu faznih dijagrama koje ¢emo definirati uskoro. Stoga ¢emo
sada tome posvetiti paznju. Definicije 1 iskaze teorema preuzimamo iz [5] 1 [6] te se tamo
ujedno mogu naci i dokazi tih teorema.

Definicija 1.2.3. Neka je y rjesenje autonomnog sustava s neprosirivim intervalom egzis-
tencije (x, w). Skup {y(x) : x € {(x, w)} zovemo orbitala sustava.
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Fazni dijagram Cini skup svih orbitala. Poseban tip orbitale su slike konstatnog rjeSenja
— takve se orbitale sastoje od samo jedne tocke.

Definicija 1.2.4. Kriticne tocke autonomnog sustava su tocke y, € R za koje vrijedi f(y,) =
0.

Kriti¢na tocka zapisana kao y, je rjeSenje inicijalnog problema za y = f(y) ukoliko
vrijedi y(Xo) = y,. Stoga moZemo promatrati ponasanje istog inicijalnog problema uz
razliCit po€etni uvjet y(Xo) = zo koji je blizak kriti¢noj vrijednosti za x > 0. Tako dolazimo
do definicije analogne onoj za stabilnost rjesenja.

Definicija 1.2.5. Neka je zadan sustavy = f(y) i neka je y, njegova kriticna tocka te ¢(-,y)
rjeSenje tog inicijalnog problema. KaZemo da je kriticna tocka

a) stabilna kriticna tocka (na intervalu [0, +00)) ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav
da za svakiy € R" za koji je ||y —y,ll < 6 i svaki x € [0, +o0) vrijedi ||¢p(x,y) —yoll < &

b) nestabilna ako nije stabilna

¢) (lokalno) asimptoticki stabilna ako je stabilna i postoji a > 0 takav da za |ly—y,ll < a
vrijedi ¢(x,y) = y, kad x — oo

d) globalno asimptotiCki stabilna ako je stabilna i za svakiy € R" vrijedi ¢(x,y) — y,
kad x — oo

U planarnim sustavima, tj. sustavima drugog reda kojima je fazni dijagram u rav-
nini, za kriti¢ne tocke postoji klasifikacija na osnovi topologije orbitala oko nje. Neki
od mogucih tipova su ¢vorovi, sedla 1 centar. Tip i stabilnost kriti¢ne tocke planarnih
sustava obi¢no odredujemo preko svojstvenih vrijednosti lineariziranog sustava. To nam
omogucuje Hartmann-Grobmanov teorem (Teorem 3.3 u [5]) koji nam govori da oko
kriticne tocke autonomnog sustava drugog reda postoji homeomorfizam koji preslikava
orbitale oko kriti¢ne tocke u orbitale lineariziranog sustava.

Teorem 1.2.6. Neka je E C R? otvoren skup koji sadrzi ishodiste te neka je f € C'(R?*)?
takva da je f(0) = 0. Neka matrica A = Df(0) nema svojstvenih vrijednosti s realnim
dijelom nula. Tada postoji homeomorfizam H s nekog otvorenog skupa U C R? koji sadrZi
ishodiste u otvoren skup V C R? koji takoder sadrzi ishodiste, takav da za svaki x, € U
postoji otvoren interval 1(xy) € R oko nule za koji je

H(pt(x0)) = €*"H(xg), 1€ I(xo)

Nadalje, Teoremi 4.1 1 4.2 iz [5] nam govore o oCuvanju svojstava kriti¢nih tocaka pri
linearizaciji.
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Teorem 1.2.7. Neka je E C R? otvoren skup koji sadrZi ishodiste. Neka je f € C'(E)>,
A = Df(0), te neka je ishodiste hiperbolicka kriticna tocka sustava x' = f(x). Tada je
ishodiste sedlo sustava x' = f(x) u topoloSkom smislu ako i samo ako je topolosko sedlo
lineariziranog sustava x' = Ax.

Teorem 1.2.8. Neka je E C R? otvoren skup koji sadri ishodiste. Neka je f € C*H(E)*, A =
Df(0), te neka je ishodiste hiperbolicka kriticna tocka sustava x' = f(x). Tada je ishodiste
stabilan (nestabilan) ¢vor sustava x' = f(x) ako i samo ako je stabilan (nestabilan) ¢vor
sustava x' = Ax. Takoder, ishodiste je stabilan (nestabilan) fokus sustava x' = f(x) ako i
samo ako je stabilan (nestabilan) fokus sustava x' = Ax.

1.3 Metoda asimptotskog sparivanja

Za brojne sustave diferencijalnih jednadzbi ne moZemo odrediti egzaktna rjeSenja te stoga
trazimo aproksimativna rjesenja. Ukoliko taj sustav ujedno ovisi i 0 nekom malenom pa-
rametru g, aproksimacije mozemo traziti opCenitijom metodom trazenja aproksimacijskog
rjeSenja za probleme koji ovise o &. Uglavnom razlikujemo dva tipa problema koji ovise
o malom parametru € - ona kod kojih se rjeSenja ne razlikuju puno pri malim izmjenama
parametra € i ona kod kojih promjena u parametru £ ima znacajan utjecaj na rjesenje.

Definicija 1.3.1. KaZemo da je funkcija f : R — R reda veli¢ine g za g : R — R ako
za € — 0 postoji okolina oko ishodista i konstanta A tako da za svaki € u tom susjedstvu
vrijedi |f| < A |g|. Drugim rije¢ima, vrijedi lim,_, f/g = A.

Za funkciju f pisemo f = o(g) ako za € — 0lim,_y f/g = 0.

Definicije su izmijenjene u odnosu na uobicajne definicije s obzirom da nas ovdje za-
nima maleni parametar & u okolini 0.

Definicija 1.3.2. Niz neprekidnih funkcija v, na istoj domeni vy, ..., v, nazivamo asimp-
totski niz ili asimptotska skala ukoliko za svaki n € N vrijedi
Un+1(8) = 0 (Un(8)) €—0.
Pomodu asimptotskog niza definiramo sljedeci tip aproksimacije:
Definicija 1.3.3. Neka je f : R — R neprekidna funkcija s malenim parametrom g: f(x, €).

Sumu
Fn(x, ) = vop(e)ap(x) + vi(e)a(x) + ... + vy(e)ay(x)

nazivamo asimptotska aproksimacijska ili Poincaré-ova asimptotska aproksimacija ukoliko
vrijedi jedan od sljedeca dva uvjeta:

J(x) = Fy=0(@a(e) &—-0
f(x) = Fy =o(a,(e))  €—0.
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Probleme koji ovise 0 malenom parametru € s obzirom na asimptotsku aproksimaciju
dijelimo na regularne i singularne probleme. Definicije u nastavku su preuzete iz [3].

Definicija 1.3.4. Neka je E. = 0 problem koji ovisi o malom parametru g i Zelimo ga rijesiti
pomocu asimptotske aproksimacije Fy(x, €) iz Definicije 1.3.3. KaZemo da je pertubacija
izazvana parametrom g regularna kada je aproksimacija Fy(x, ) uniformno valjana na
svojoj domeni definicije.
Za problem kaZemo da je regularan kada se moZe dobiti postavijanjem parametra € na
0, odnosno vrijedi
rjesenje._, [E;] = rjesenje [E;],_ .

Problem je singularan ukoliko vrijedi:
rjeS/enjeaﬁo [Ea] * rjesvenje [Es]8—>0 .

Metoda asimptotskog sparivanja je naziv za postupak kojim odredujemo koeficijente
a; iz Definicije 1.3.3 za singularne probleme te tako nalazimo aproksimativno rjeSenje za
zadani problem. Koeficijenti se odreduju induktivno, Sto ¢esto radimo upravo uvrStavanjem
Fy s neodredenim koeficijentima a; umjesto funkcije koju aproksimiramo.

Prvi korak u postupku je traziti rjeSenje postavljanjem £ = 0 kao da je problem regula-
ran. Time dobivamo takozvano vanjsko rjesenje. Primjerice, kod diferencijalnih jednadZbi
na taj nacin dobijemo rjesenje koje ne zadovoljava svoje pocetne uvjete. Nakon $to smo
odredili vanjsko rjeSenje radimo reskaliranje kako bismo odredili ponaSanje rjeSenja u oko-
lini nule. To se obi¢no radi uvodenjem dodatnog parametra ¢ 1 supstitucijom x = 6x . Para-
metar ¢ biramo tako da ostane Sto veci broj izraza u jednadzbi. Kod sustava diferencijalnih
jednadzbi to moZemo posti¢i i drugacijom parametrizacijom. Nakon §to dobijemo rjeSenja
za unutarnje rjeSenje slijedi korak po kojem se metoda naziva, a to je asimptotsko spari-
vanje unutarnjeg i vanjskog rjeSenja. Prema asimptotskom sparivanju moramo zadovoljiti
sljedecu jednakost limesa:

lim a;(x) = lim a;(x),
x—0 X—00

odnosno limes vanjskog rjeSenja kad varijabla ide u podrucje singularnog rjesenja i limes
unutarnjeg rjeSenja kad varijabla ide u podrucje vanjskog rjeSenja. Pri tome pod podrucjem
rjeSenja mislimo na one vrijednosti za koje je to dobra aproksimacija. To radimo za svaki
par koeficijenata a;(x) koji smo odredili.

Na taj nacin smo dobili dva rjeSenja za dva podrucja domene funkcije Sto nije poZeljno.
RjeSenje za sve vrijednosti x iz domene i bilo koju danu vrijednost parametra £ nazivamo
kompozitno rjeSenje ili uniformno validno rjeSenje, a dobivamo ga kao sumu unutarnjeg i
vanjskog rjeSenja od kojega oduzmemo zajednicki limes:

kom vanj . vanj
= d™ @™ = lima] " (x).
x—0



Poglavlje 2

Modeli nekih enzimskih kinetika
reakcija

2.1 Zakon o djelovanju masa

Zakon o djelovanju masa zasluZuje kratki spomen u ovoj uvodnoj sekciji. To je zakon
iz kemije te kao takav nije dio teorije sustava diferencijalnih jednadZzbi, no on nam je u
ovom radu od iznimne vaznosti jer nam kao jedan od temeljnih zakona kinetike reakcije
omogucuje postaviti sustav diferencijalnih jednadzbi za kemijsku reakciju, odnosno niz ke-
mijskih reakcija. Mi ¢emo se fokusirati isklju¢ivo na kinetic¢ki aspekt zakona o djelovanju
masa pa ¢emo samo i njega navesti, a glasi da je brzina reakcije proporcionalna koncentra-
cijama reaktanata.
Za kemijsku jednadZbu u opéenitom obliku

k
mA+an\—‘—lpC+qD 2.1)
2

su ki 1 ky pozitivne konstante koje nazivamo konstante brzine, a koncentracije reaktanata
i produkata obiljezavamo nazivom spoja u uglatim zagradama. Stehiometrijski brojevi m,
n, p, g obiljezavaju broj molekula spoja koji sudjeluje u reakciji. Ova kemijska jednadzba
govori da m molekula reaktanta A reagira s n molekula reaktanta B ¢ime nastaje p mole-
kula produkta C i ¢ molekula produkta D i obrnuto zbog strelica u oba smjera. Promjena
koncentracije produkta C u (2.1) s viemenom je dana diferencijalnom jednadZbom

d[C
L~ LarBY - kicyIDY.

S obzirom da molekula C nastaje iz molekuli A i B u diferencijalnoj jednadzbi je pozitivan
predznak uz konstantu brzine i koncentracije A 1 B dok je uz drugi izraz negativan predznak.

9
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2.2 Michaelis-Mentenova kinetika

S obzirom da Zelimo izraditi model za enzimsku reakciju i u konacnici dobiti funkcije koje
opisuju te reakcije, po¢nimo od jednostavne predodZbe toga Sto se dogada u samoj reakciji.
Supstrat S koji se nalazi u okolini dolazi do enzima E koji ima aktivno mjesto na koje se
supstrat moZe vezati. Ukoliko dode do vezanja enzima i supstrata nastaje kompleks enzim-
supstrat C. Taj kompleks se potom moze ili raspasti i vratiti u pocetne reaktante ili pretvo-
riti supstrat u produkt P uz oslobadanje molekule enzima. Radi ilustracije pogledajmo na
stvarnom pojednostavljenom primjeru prijenosa glukoze preko stanicne membrane gdje se
javlja takav slijed dogadaja (primjer je preuzet iz [1]).

Naime, s obzirom da je glukoza molekula topljiva u vodi ona ne moze direktno proci
kroz lipofilnu membranu stani¢ne membrane nego se mora prenijeti. U membrani stanice
se nalaze proteinski receptori koji na sebe mogu vezati molekulu glukoze za svoj vans-
tani¢ni dio. Nakon Sto se molekula glukoze vezala, receptor ju prenosi kroz membranu
do unutraSnjosti stanice nakon ¢ega se molekula glukoze oslobada i pusta u citoplazmu.
Molekula glukoze se iz citoplazme ne moZe vratiti u vanstani¢nu tekuc€inu, ali moZze se do-
goditi da nakon vezanja molekule glukoze na receptor u vanstani¢noj tekuéini ne dode do
prijenosa u citoplazmu nego se kompleks vezanog receptora i glukoze raspadne te glukoza
ostane u vanstani¢noj tekucini. Taj mehanizam su prvi predloZzili Michaelis i Menten te na
taj nacin dolazimo do Michaelis-Mentenove jednadzbe. Ovaj mehanizam moZemo sazZeto
zapisati u obliku kemijske reakcije na sljedeci nacin:

ki ko
S+E=C—>P+FE (2.2)
k-1

Dvostruke strelice oznacavaju da je reakcija reverzibilna, dok jednostruka strelica ozna-
Cava da se ta reakcija odvija samo u jednom smjeru. U promatranom mehanizmu to
oznacava da se produkt P ne moZe opet vezati na enzim i stvoriti kompleks. ki, k_; 1
k, su pozitivne konstante koje nazivamo konstante brzine reakcije i to su konstante pro-
porcionalnosti u zakonu djelovanju masa. Preciznije, kemijska jednadzba (2.2) nam govori
da se jedna molekula S veZe s jednom molekulom E ¢ime nastaje molekula C, koja onda
potom mozZe stvoriti jednu molekulu produkta P i jednu molekulu E. Radi kradeg zapisa
koncentracije reaktanata zapisujemo na sljedeci nacin:

s=I[S], e=[E], c=[C], p=1[P]. (2.3)

Sada mozemo primijeniti zakon o djelovanju masa kako bismo dobili jednadZbe za
svaki reaktant i u kona¢nici dobivamo sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi reakcija:



POGLAVLIJE 2. ENZIMSKI MODELI 11

d

d—j = —kles + k_lc

d

%€ kies+ (kg + ko)

dt 2.4)
dc

o =kies— (k1 +ky)c
dp
dt

Kako bi u potpunosti formulirali problem, jednadZzbama (2.3) pridruzujemo pocetne
uvjete s pocetka procesa pretvorbe S u P:

= sz.

s(0) = 59, e(0) = ey, c(0) =0, p0)=0. (2.5)

U biologiji je dobro poznato da se enzimi (kao katalizatori) ne troSe u reakcijama u
kojima sudjeluju nego samo potpomazu, pa mozemo uzeti da je ukupna koncentracija slo-
bodnog i kompleksiranog enzima konstanta, tj. da vrijedi jednakost:

e(t) + c(t) = ep.

To isto se vidi i1 iz samog sustava diferencijalnih jednadZzbi zbrajanjem druge 1 trece
jednadzbe iz (2.4). Na taj nacin dobivamo sljedecu relaciju:

de dc
gt 0= et =a (2.6)

Sada koristeci relaciju (2.6) moZemo sustav (2.4) zapisati na sljedeci nacin:

ds ds

7 = —kys(eg —c)+ k_ic = 5 = —kieps + kysc + k_ic

ds

E = —kieps + (kys + k_l)C

dc dc
E:k]S(E()—C)—k_lc—kQC = E:kleos—(k1s+k_1 +k2)C

S obzirom da koncentracije s i ¢ ne ovise o koncentraciji p, zadnju jednadzbu iz sus-
tava (2.4) moZemo ostaviti po strani dok ne odredimo c¢ te potom moZemo jednostavno
izraCunati p. Tako dolazimo do sustava sa samo dvije diferencijalne jednadZbe:

d

d—s = —kjeps + (kis + k_y) ¢

dé (2.7)
E = kle()S - (kls +k_; + kQ)C
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s pocetnim uvjetima
s(0) =59, ¢(0)=0. (2.8)

Kada govorimo o enzimima i njihovim supstratima, naj¢eSée imamo situaciju gdje su
molekule supstrata male, primjerice glukoza, 1 njihove koncentracije su daleko vece od
koncentracije enzima. S obzirom na tu disproporciju u koncentracijama cesto se pretpos-
tavlja da su sva aktivna mjesta na molekulama enzima zauzeta i da na neki nacin enzim radi
stalnom maksimalnom brzinom. Tu pretpostavku nazivamo hipoteza kvazi stabilnog stanja
1 ona nam omogucava da dodatno pojednostavimo nas sustav diferencijalnih jednadzbi.

Dakle, hipoteza kvazi stabilnog stanja nam dopusta da napisSemo sljedecu jednakost:

dc_

— =0.
dt
Na ovaj nacin, iz jednadzbe (2.7), dobivamo:
kieps
0=k —(kys+k_y+k =
1€0s — (ks 1+ ko)e = c hst ko T ko
eys . 0 eps (1)
c= ——— c(t) = ——~__
s+ % s+ K, (2.9)
@ _ —kleos 4 (k]S + k_l) . k]e()S - @ _ —k1k2€0S .
dt kis+k_i+k dt kis+k_i+k
Konacno uz izraz o+ k
K, =21k (2.10)
ki
iz prethodnih jednadzbi (2.9) dobivamo:
t d k
()= 250 S _fod @.11)

T s()+K, dt = s+K,

K,, se naziva Michaelisova konstanta i u biomedicini se koristi kao mjera za afinitet sup-
strata za aktivno mjesto enzima. Diferencijalnu jednadZzbu iz (2.11) moZemo rijeSiti ko-
riste¢i metodu separacije varijabli. Dakle, imamo:

(s+K,)ds
s

f(l + %)ds - —kzeofdt

s(t)+ K, Ins () = —kyept + A
A=50)+K,Ins0) =5y + K,,In 59

= —kyeodt
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te kona¢no dobivamo rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.11) u sljede¢em obliku:
s(t)+ K, Ins () = —kyeot + so + K,,, In s5¢. (2.12)

RjeSenje (2.12) se moZe supstituirati u izraz za c iz (2.11) kako bismo dobili konaénu
funkciju za c. Medutim, lako se vidi da taj izraz nece zadovoljavati pocetni uvjet ¢ (0) = 0
jer ¢e brojnik biti pozitivan broj.

Nije iznenadujuce da pretpostavka kvazi stabilnog stanja ne dovodi do potpunog rjeSe-
nja, s obzirom da njome mijenjamo samu prirodu problema iz sustava s dvije diferencijalne
jednadzbe u sustav gdje je uparena diferencijalna jednadzZba s algebarskom, ali nam je bitno
znati koliko je dobra ta aproksimacija. Pretpostavka kvazi stabilnog stanja nam govori da
se reakcija stvaranja kompleksa odvije iznimno brzo, ¢im supstrat i enzim dodu u dotica;.
Taj pogled na tok odvijanja reakcije nas navodi na to da pretpostavka kvazi stabilnog stanja
mozda daje dobre rezultate u nekom vremenskom periodu koji nije kratak.

S obzirom da se u biomedicinskoj literaturi koristi upravo Michaelis-Mentenova jed-
nadzba, oCito je da se eksperimentalni rezultati u mjerljivom vremenu slaZzu s tom pret-
postavkom. Unato¢ tome, potrebno je pokusati naci bolje matematicko rjeSenje i ispitati
Sto se to¢no gubi pri toj pretpostavci. Ovakva opaZanja nas navode na to da postoje dvije
vremenske skale koje treba promatrati u ovom sustavu. Jedna bi bila poCetna brza skala,
blizu ¢ = 0, dok je druga duza vremenska skala tokom koje se odvija kataliza i pretvorba
supstrata uz konstante koncentracije supstra-enzim kompleksa. Cak i ovakva jednostavna
razmatranja nam namecu pitanja - koliko bi brza ili kratka bila ta brza vremenska skala,
pod kojim uvjetima 1 parametrima nam je ta aproksimacija dobra te Sto sa situacijama kada
omjer koncentracija supstrata i enzima nije velik tj. enzima nema puno visSe od supstrata.
Kako bismo mogli nastaviti s daljnjim matemati¢kim razmatranjima ovog sustava, mo-
rati ¢emo ga adimenzionalizirati kako bismo se odmaknuli od mjernih jedinica te ujedno i
donekle apstrahirati sam problem.

U dosad raspravljanom Michaelis-Mentenovom modelu, kao jednu od pretpostavki smo
imali da vrijedi € = ¢y/syp < 1, no kao Sto smo rekli to ne mora uvijek biti tako. To se
moze napraviti tako da se primjerice uvede drugacija adimenzionalizacija.

Drugi problem je problem s dvije vremenske skale pa ¢emo pokusSati napraviti neke
ocjene za njih koje bi nam kasnije mogle pomoci.

Za brzu vremensku skalu smo rekli da se u njoj stvara kompleks supstrat-enzim, dok se
u dugoj vremenskoj skali supstrat pretvara u produkt i njegova se koncentracija znacajno
mijenja. Fokusirajmo se prvo na brzu prolaznu skalu. U njoj se koncentracija ¢ (¢) brzo
mijenja dok se s (f) ne mijenja znacajno. S obzirom da se s (f) ne mijenja znacajno aproksi-
mirat ¢emo tu funkciju konstantnom funkcijom pocetne vrijednosti, tj. s (¢) = sy9. Ako sada
u diferencijalnoj jednadzbi za c iz (2.7) izlu€imo k; iz zagrade te uvrstimo aproksimaciju

za s (t), dobivamo:

d
d—: = kiegso — ki (so + K,,) ¢ (2.13)
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Dobili smo linearnu diferencijalnu jednadZbu prvog reda, koju rjeSavamo na sljedeéi nacin:

IL__fdt
kic(so+ Kn)

— 1 H=—-t+A
o Ky e =t

c (t) — Ae_tkl(50+Kln)

za homogeno rjesenje, dok za partikularno rjeSenje imamo:

A’ (t) e_tkl(SO"'Km) — kleOSO

fA’ (l) dl = f(kleosoetkl(s()"'Km)) dl.

kieos ,
A(l-) — 1€0°0 etk1(30+K/11) + B
ki (so + Kin)
pa je konacno rjeSenje
kieys
C(t) - 1€0°0 Be_[kl(50+1(rtl).
kl (SO + Km)
1z ovog rjeSenja se za vremensku skalu moze uzeti:
1

t CTY A% (2.14)
Dugu vremensku skalu ¢emo odrediti prema promjeni s (f) 1 to tako da promatramo
sluc¢aj u kojemu se sav supstrat potrosi tokom reakcije uz najveéu mogucu brzinu promjene
s (). Dakle, za promjenu s (¢#) uzimamo s, dok maksimalnu brzinu promjene mozZemo
aproksimirati pomocu izraza iz jednadzbe (2.11) (s obzirom da u tom izrazu imamo pret-
postavku maksimalnog rada enzima) tako da postavimo s () = s¢. Dakle, imamo:

S S+ K.
= — = .
|d_f|max

(2.15)

ls
k2€0

Prema naSim dosadaSnjim pretpostavkama 1 pretpostavci kvazi stabilnog stanja slijedi
da je brzo prolazno vrijeme puno manje od dugog vremena (odnosno ¢, < t;), pa koristeci
prethodna dva izraza (2.14) i (2.15) dobivamo:

1 so + K,
<
ki (so + Ki,) ke (2.16)
kze() ’
< 1.

ki (so + K,)*
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U daljnjim razmatranjima Zelimo naci modele i rjeSenja koja zadovoljavaju pocetne
uvjete iz (2.8) i biti Sto viSe u skladu s pretpostavkom kvazi stabilnog stanja. Stoga bi
gubitak substrata tokom pocetnog brzog prolaznog perioda trebao biti malen u usporedbi
s pocetnom vrijednoscu sy tj. |As/so| < 1. Kako bismo dobili Sto restriktivnije uvjete na
parametre, u navedenoj nejednakosti ¢emo uzeti Sto veéi moguéi As. 1z (2.7) uzimamo
vrijednost kjeysy dok za vrijeme uzimamo cijelo trajanje brze prolazne faze ¢.. Time dobi-
vamo sljedece:

|AS| _ kiegsot. _ €
S0 - So a so + K,
€o
£ = <1 2.17)
so + Ky,

Uvjet (2.17) je restriktivniji od uvjeta iz (2.16) jer se potonji moZe raspisati kao

€o 1

. <1 (2.18)
so+ Ky 1+ (ki /k2) + (Soki/k2)

pa je stoga (2.17) uvjet koji dopusta pretpostavku kvazi stabilnog stanja. 1z te nejednakosti
vidimo da omjer e/ sy mozZe biti reda veli¢ine O(1) ukoliko je Michaelisova konstanta K,
dovoljno velika, §to je nekada slucaj u stvarnosti.

2.3 Adimenzionalizacija

Kako bismo mogli $to bolje analizirati modele, jedan od prvih bitnih koraka je upravo
da ga parametriziramo i u¢inimo adimenzionalnim. Time pojednostavljujemo model te
se rjeSavamo mjernih jedinica iz njega, Sto olakSava analizu s obzirom da na taj nacin
imamo jasniji dojam kada je neka vrijednost mala i odnos medu njima. Ono Sto ¢e nam
ovdje biti korisno je da raznim parametrizacijama dobivamo adimenzionalne sustave koji
isticu pojedina svojstva modela. Mozda bi bilo prirodno vise pricati o adimenzionalizaciji
prije nego Sto smo uopée poceli s modelom, ali ovako imamo nesto konkretno na ¢emu ju
mozZemo napraviti.

Kao §to se obi¢no radi kod adimenzionalizacije, prvo ¢emo uvesti nove funkcije ko-
jima ¢emo kasnije odrediti konstante proporcionalnosti ovisno o tome koji dio Zelimo vise
naglasiti, tj. pojednostaviti.

Napravit éemo nekoliko adimenzionalizacija sustava (2.7):

s (1) 0) t

§* ’ V(T): c* ) p

s =u(r) u, c(t)=v(r) V', t=1Xt"

u(t) =
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“d

S keostu(T) + (st (T) + koy) ¢y (7)

r dr

“d
j_*d_v =kiegs'u(t) — (ki s'u () + k_y + k) c*v (1)
.

d g
M kieor u(T) + S (ks u (1) + k_y) v (7)
dr s*
d k k g%
v BeS T ) = (kstu (1) + oy + o) £ (7)
dr c*

Sada za prvu parametrizaciju moZemo postaviti t* = 1/(k;e() kako bismo izgubili para-
metre u prvim izrazima diferencijalnih jednadZzbi te s* = sy ic* = ¢ kako bismo ih skalirali
¢ime dobijemo:

@ =—u(t)+|ulr)+ kot ke v (1)

dr k[S()

v 0 (1) - (&u(r) + kot kz)v(r).
dr e ) 1€0

Gornji sustav moZemo dodatno pojednostaviti postavljanjem &€ = eg/sp i K = (k-1 +
ky)/(kyso) te A = ky/(ky5p), ¢ime konacno dobijemo prvi adimenzionalni oblik modela:

d
d—” U+ w+K—-Dv, u©0=1
d: (2.19)
e—=u—(u+K)v, v(0)=0
dr
uz gore navedene parametre dane sa:
t t
T = kieof, u(r) = &, V(T)ZQ
50 €o
k _
/l:_z, K:kl+k2:&’ 8:e_0
kyso kis, S0 S0

Ova parametrizacija nam pokazuje da kada je parametar € < 1 dobivamo upravo izraze
kao 1 kod pretpostavke kvazi stabilnog stanja. Dakle, tu vidimo interpretaciju da do kvazi
stabilnog stanja moZemo do¢i ako pretpostavimo da je omjer koncentracija enzima i sups-
trata iznimno malen.

U nastavku slijedi druga parametrizacija, gdje se fokusiramo na brzo prolazno vrijeme
i gdje koristimo restriktivni izraz za € iz (2.17). Naravno, poc¢injemo na isti nacin kao i
prije te nastavljamo od sljedeceg sustava diferencijalnih jednadzbi:

d e

ke u(T) + = (kys"u (T) + k) v ()
dr s*

dv _ kieys't

g u(t) = (kys*u(t) + k_y + ko) v (1)
dr c*
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Sada ponovno stavljamo s* = sy kako bismo imali pocetni uvjet u(0) = 1 te trebamo
skalirati vrijeme na brzo prolazno vrijeme. Iz tog razloga je za t* dobar izbor ¢, iz (2.14).
Na taj nacin dobivamo:

du —kieg c*

-~ - (k k_

dr ki Got Km)u(T) + T Km)( 1Sou (1) + k_y) v (1)
ﬂ _ k1e0s0 M(T) _ klsou (T) + k_l + kzv(T)

dr ki (so+K,)c* ki (so + K,,)

S obzirom da se u brzom vremenu u (1) jako malo mjenja, izluCiti éemo & iz prvog izraza,
dok ¢emo c* iskoristiti kako bismo se rijesSili konstanti uz u (1), pa je ¢* = € - s9. Dakle,
imamo:

du £S5 gk_q
—=¢clu+ —uw+—v

dr €o 1€0

dv £5p ek + k)
—=u—-—uy—-—y
dr € kieg

Izraze uz u i v treba dodatno pojednostavniti te ih zapisati u obliku nekih adimenzionalnih
konstanti. Nadalje, treba imati na umu da nam je izraz za K, isti kao §to je i u izrazu za &
iz (2.17). Imamo:

£50 S0 K, - o
€o so + K, S0 o+1
Uz o = K,/ 5o dobivamo:
ek kkasy 1 kakgs 1k, k
kieg  kiky(so+Kn)so o +1 kkisy o k kK,
ki ko p
T ohkhk itk (+1D(1+p)
te uz p = k_; /k, imamo:
ek + k) _ soK,,, _ 1
k160 B S()(S()+Km) _0'+1

Na taj nacin konacno dobivamo adimenzionalni oblik sustava za brzo prolazno vrijeme u
sljede¢em obliku:

du o Jol

T P L L P D D

dv o 1 (2.20)
dr _0'+1w_0'+1v

u0) =1, v(0) =0,



POGLAVLIJE 2. ENZIMSKI MODELI 18

uz parametrizaciju:

t + K,,)c(t
M(T)Zi), V(T)ZM, 7=k (so+K,)t
So €050
K koy+ky k_ S0 €0
m = s = —, g=—, E = .
kl p kz Km So + Km

Napokon, napravit éemo adimenzionalizaciju za dugo vrijeme koja je u skladu s pret-
hodnom adimenzionalizacijom za brzo prolazno vrijeme tako Sto odaberemo drugaciji pa-
rametar samo za vrijeme. Nastavljamo u skladu s Murrayjevom izrazom iz poglavlja 6.
str. 180 [4]. Buduci da se radi o adimenzionalizaciji za dugo vrijeme, kao izraz za t* ima
smisla postaviti izraz ¢, 1z (2.15). Stavljamo ¢* = ¢, - p, gdje smo dodali joS jedan parametar
p koji bismo mogli iskoristiti za pojednostavljivanje kona¢nog izraza. Sada imamo:

du c't*

— = —kjeot'u + (kis'u+k_v

dr s

dv  kieyst

— = - (kSu+ ko + k) Y
dr c*

du SSOEO t_y

— = —kyeptspu + K (kg sou + k_y) v
dr 5o

dv  kiegsots (so + K,y

=M 0S0fs (S0 )pu—t‘gp(k1s0u+k_1+k2)v
dr € So

Pojednostavljujemo izraze uz u i v u skladu s konstantama iz prosle adimenzionalizacije te
dobivamo:

k1€0 (S() + Km) k]Km (0' + 1) k_l + kz
pP= pP=

+1
k2€Q k2 k2 p(o- )
=+ Dpc+1)
ey (so+K,)p kiso
0T B Py oo =50 — o+ 1
(50 + Kpykoeo 0= Ty PO DP
ko
k2p—pp
ki (so + Kin) (5o + Ki) — _1 ki (50 + Ki)
=g ————p
ke ky

=g (c+D+1p
kiso (so + Kin) 8_1@

= =gl 1
fneo " PRt cg+Dp
ki +k)(so+Ky) L kithk
p=& ———
k2€0 k2

=g (p+1)p
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Sada ako postavimo p = 1/ (p + 1) dobivamo adimenzionalni oblik za dugo vrijeme uz:

(o + 1) ke

=" = 1) kyt

T S()+Km 8(p+ )2

;2:—(0'+1)u+0'uv+ v

T (2.21)
dv
e— =+ 1Du—-ouv—v.

dr

Iako su svi sustavi diferencijalnih jednadzbi (2.19), (2.20) i (2.21) isti sustav kao i (2.7),
mali parametar € se javio na razli¢itim mjestima u razli¢itim adimenzionalnim oblicima.

2.4 Analiza Michaelis-Mentenovog kvazi stabilnog stanja
metodom asimptotskog sparivanja

U nasSoj daljnjoj analizi se fokusiramo na sustav dan sa (2.19). Analizu zapoCinjemo pro-
matrajuéi same diferencijalne jednadzbe koje dobijemo modelirajuéi reakcije iz (2.2). Iz
kemijskih reakcija moZemo zakljuciti da ¢e reakcija zavrsiti tako da se sav supstrat S pre-
tvori u produkt P, a enzim u svoj slobodni oblik. Drugim rije¢ima, vidimo da ¢e kona¢no
stabilno stanje biti za u = 01 v = 0. Iz pocCetnih uvjeta vidimo da je na pocetku reakcije,
tj. kada je 7 blizu 7 = 0, du/dt < 0 zbog v(0) = 0, dok je dv/dt > 0 jer vrijedi u(0) = 0.
Dakle, koncentracija od u se smanjuje dok se koncentracija v pove€ava. Koncentracija od v
se povecava dok v ne dode do vrijednosti v = u/(u + K), gdje je dv/dt = 0. U tom trenutku
ostaje du/dt < 0 jer du/dt = —Av. Dalje se u nastavlja smanjivati, a ujedno se i v smanjuje
zbog toga dok konacno oboje ne dosegnu nulu, pa zaklju¢ujemo da je v dosegnuo maksi-
mum u v = u/(u + K). Dakle, u se monotono smanjuje tokom cijelog trajanja reakcije dok
v prvo raste pa potom pada. Sto se koncentracije slobodnog enzima ti¢e (dimenzionalna
veli€ina e), ona se prvo smanjuje pa potom raste do pocetne koncentracije ey.

Iako smo mogli kvalitativno odrediti kako se reakcija odvija iz diferencijalnih jednadzbi
sustava, Zelimo i kvantitativno §to je moguce preciznije odrediti rjeSenja sustava za kojega
ne mozemo dobiti rjeSenja u jednostavnom zatvorenom obliku. Iz tog razloga u nastavku
koristimo postupke iz metode aspimtotskog sparivanja za singularne probleme. Poticaj za
koriStenje ove metode je to Sto imamo mali faktor, u ovom slu¢aju € kojeg kad postavimo
na € = 0, sustav se reducira na jednu diferencijalnu i jednu algebarsku jednadZbu odnosno
singularni problem.

Za pocetak napiSimo asimptotsku aproksimaciju za u i v u obliku Taylorovog reda:

u(t;e) = Z g'u,, v(t,e) = Z g'v,. (2.22)

n=0 n=0
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RjeSenje trazimo tako da uvrstimo gornje izraze u (2.19) te izjednacavamo izraze uz poten-
cije &, ¢ime dobivamo niz diferencijalnih jednadzbi za u,, () i v, (7). Time smo pretpostavili
da su u (7; €)1 v(r; &) analiticke funkcije od € kada € — 0. Dakle, imamo:

[Zeu)--Sen (S ewrr-a) T

n=0 n=0 n=0 n=0
i n _ n, n K n
dr EVy| = Eu, Eu, + EV,
n=0 n=0 n=0 n=0

Prvo ¢emo traZiti unutarnje rjeSenje s obzirom da za njega vrijede pocetni uvjeti, a po-
tom ¢emo nadi vanjsko i onda ga upariti s unutarnjim izjednacavajuéi im limese. Iz-
jednacavanjem koeficijenata uz £° dobili bismo jednadZzbe reda O (1)

d

T o+ (o + K — Do, uo (0) = 1

‘cil;' (2.23)
== = ug — (uo + K) vo, v (0) =0

dr

Taj sustav nam ne odgovara za traZzenje unutarnjeg rjeSenja - vidimo da dobijemo isti sustav
kao i kod pretpostavke kvazi stabilnog stanja. Kako bismo mogli promatrati unutarnje
rjeSenje treba nam ili adimenzionalan oblik koji je pogodan za to ili moramo transformirati
vremensku skalu kako ne bismo izgubili drugu diferencijalnu jednadzbu. Buduci da analizu
radimo na (2.19), to ¢emo ovdje uciniti transformacijom vremenske skale pomocu izraza
o = 7/&. Na taj nacin se fokusiramo na vrijednosti kada je T malen, odnosno “uvec¢avamo”
okolinu oko 7 = 0 jer kada imamo fiksnu malu domenu oko 7 ¢emo dijeljenjem s € kada
& — 0 dobiti vrijednosti domene u kojoj se nalazi o takve da je o > 1. U nastavku
transformiramo sustav (2.19) uvodecéi:

c=L  ume) =Us), vine=VTe). (2.24)

£
Sada dobivamo transformirani sustav:

du
- =¢[-U+U+K-D)V], UWO)=1
d“f/ (2.25)
Zovu-w+kK)v. V(0) = 0.
do

Analogno kao i u (2.22) zapiSemo U 1 V u obliku Taylorovih redova, uvrstimo u gornji
sustav jednadzbi te izjednac¢imo koeficijente uz €. Za red veli¢ina O(1) dobijemo sustav:

vy

do
av,
0~ Uy—(Uy+K)V,y, V(0)=0.
do

=0, U@ =1
(2.26)
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Sada dobivamo sustav s dvije diferencijalne jednadzbe ¢ime imamo sustav istog reda kao 1
polazni sustav (2.25). Sustav se jednostavno rjeSava:
Uy(0)=1 & Uy=C
= U, (O' ) =1

te sada dobivamo:
A%

—=1-(10+K)V,
T ( )Vo

Dobili smo linearnu diferencijalnu jednadZzbu prvog reda, koju dalje rjeSavamo na standar-
dan nac¢in. Homogeni dio rjeSavamo na sljedeci nacin:

av,
d—o =—(1+K)V,

ag
dV,
f —0 = f ~(1+K)o
Vo
InVo=—-0+K)o+C
Vo = A€7(1+K)
dok partikularni dio ratunamo u nastavku:
V' = (1 + K)A (o) e 1R 4 A" (07) e 1K)

V=—-(1+KA()e "7 41
A’ (O_) e—(1+K)0' =1

A/ (0_) — e(l+K)a'/f

1
A - (U+K)o +C
@) =070¢
Vo(o) = (—(1 i 5 17 4 C) e IR
— 1 + Be~U+K)
1+K
1
Vo(0) =0 = + B
o) 1+K ¢
1
B =

1+K
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1
Vo(o) = - (1 — e_(“K)‘T). (2.27)

Na taj nacin konacno dobivamo unutarnje rjeSenje za uiv. Ono vrijediza0 < 7 < 1,
no ne za sve 7 jer bi to znacilo da je dV/do = £dV/dt reda velicine O(1) za sve 7, $to znamo
da ne vrijedi iz eksperimentalnih podataka i ¢injenice da Michaelis-Mentenova jednadZba
dobro aproksimira velik broj reakcija. Sada nastavljamo s traZzenjem vanjskog rjeSenja iz
(2.23) 1 uskladivanjem oba rjeSenja. Za vanjsko rjeSenje reda O(1) dobivamo izraz sli¢an
(2.12) kao 1 kod pretpostavke kvazi stabilnog stanja:

__W
o= uy + K
dug U
E:—Mo+(uo+K—ﬂ)u0+K
duo_ /ll/t()
%__M0+K

uy(t)+ Klnuy () =C — At
te kona¢no imamo:

uo (7)

M()(T)'FK]DM()(T):C—/IT, V()(T): m

(2.28)

Sada kad imamo rjeSenja za kratko i dugo vrijeme, trebamo ih uskladiti tako da su pri
prijelazu vremena jednaki. Stoga kada promatramo u limesu € — 0 za fiksni 0 < 7 <
1 imamo da o — oo te se za T — 0 unutarnja rjeSenja trebaju poklapati u limesu sa
vanjskima. Drugim rije¢ima, imamo:

1

1, .
1+K

‘12130 [Uo(0), Vo(o)] = lTlgg [uo (7),vo (T)] =

Iz limesa dalje raCunamo

limvy = !

70 1+K
w0 1
T O+ K 14K

1o(0) = 1

up(0) + Klnup(0) =C-1-0
1+K-0=C=C=1.

Tako se dobiju rjeSenja za red velic¢ine O(1) koja su asimptotski uniformno valjana. Pri
tome rjeSenje (2.28) uz gornju vrijednost za konstantu vrijedi za vremena v > 0 dok
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rjeSenje (2.27) vrijedi za vremena 0 < 7 <« 1. Konac¢no (kompozitno) rjeSenje reda O(1)
za cijelu domenu je dano na sljedeéi naCin:

uo (1) Lk,

kom kom
uy"" = Up(1) + up(t) — 1 = up(r)vy"" = EEY e

(2.29)

Moze se izraCunati i konac¢no rjeSenje za cijeli sustav (2.4), ali se izrazi za koncentracije
slobodnog enzima e i produkta p moraju prvo napisati u adimenzionalnom obliku. Iz tog
razloga uvodimo:

=22 =2
S0 €o
te dobivamo izraze:
w@ =1-v() =1 —%, 2(0) :/lfv(r)d‘r

Moglo bi se nastaviti traziti rjeSenja i1 za viSe redove veliine €. Za O(g) se dobije
sljedeci niz jednadZbi za unutarnje rjeSenje (uz supstitucije o za 7 kao i prije):

dUu

= Up+ (Vo + K =)V,
do

dv,

—=U,-U,Vy - (VO +K)V1.
do

Unutarnja rjeSenja moraju zadovoljavati pocetne uvjete pa je potrebno raspisati pocetne
uvjete za U, 1V, zan > 1. Za vanjsko rjeSenje imamo niz jednadzbi:

dbtl

— =—u +uvg+ (g + K+ v,
dr

dVl

— = Uu; — vy — (Lt() + K)Vl.

dr

Pocetne uvjete za n > 0 odredujemo iz:

pa bududi da gledamo samo nenegativne vrijednosti dobivamo izraze za U, iV,

Uy=1=U,=0, n>0
V,=0, n>0.
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Q2

K K

m m

Slika 2.1: Graf za Michaelis-Mentenovu brzinu reakcije Ry = Qso/(so + K,;). Crvena
krivulja ima manju Mihaelis-Mentenovu konstantu K, od plave i odreduje se sa sjeciSta
polovice maksimalne brzine Q i krivulje brzine reakcije.

Ove diferencijalne jednadZzbe se mogu rijesiti koriste¢i prethodno izraCunate vrijednosti za
O(1) jer opet dobijemo linearne diferencijalne jednadZbe prvog reda. RjeSenja bi naravno
bila daleko sloZenija od onih za O(1). Kao $to je ve¢ prije receno, s obzirom da se u ekspe-
rimentalnim uvjetima uglavnom uoc€avaju samo vanjska rjeSenja za vrijeme reda veliine
0O(1) te je O(e) zanemarivo malen, kombinacija unutarnjeg 1 vanjskog rjeSenja za O(1) je
dovoljno dobra, odnosno ono $to mozemo uzeti kao konacno rjeSenje.

Kada se u biologiji proucavaju neke enzimske reakcije ovog tipa, uglavnom se Zeli
saznati kojom se brzinom odvija reakcija, odnosno kakav je utjecaj enzima na reakciju.
Eksperimentalno se mjere koncentracije supstrata u vremenskim intervalima tako da su
rezultati takvih pokusa u podrucju rjesenja dugog vremena jer se rijetko mogu mjeriti kon-
centracije u vremenu reda veli¢ine &. Dakle, promatramo:

i dug (1) _2 uy (0) _ A
’ v |, “uwO)+K, 1+K

To moZemo vratiti u dimenzionalni oblik te za O(1) dobivamo brzinu reakcije:

kaeqso Oso
Ry = . : = [Rolyax = kaco.
0 ot K, st K. 0 = [Ro] 2€0
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Graf jednadzbe skiciran je na Slici 2.1 te je ono $to se obi¢no promatra i1 podrazumjeva pod
Michaelis-Mentenovom tijekom reakcije. Vidimo da ukoliko je s <« K,,, brzina reakcije
¢e biti pribliZzno linearna po s. Druga veli¢ina kojom opisujemo enzime je upravo Micha-
elisova konstanta koju mozemo iscitati iz grafa ovisnosti brzine o koncentraciji supstrata.
Iako Michaelisova konstanta ne opisuje sve brzine reakcija u sustavu nego samo njihov
odnos, uglavnom je to ono Sto je od bioloSke vaznosti.

2.5 Modeliranje kooperativnih reakcija

Do sada smo proucavali reakcije u kojima enzim na sebe veZe jednu molekulu reaktanta
koja potom mozZe prijeci u (drugaciju) molekulu supstrata. Iako mozda donekle nerealan
model na prvu, moZemo zamisliti reakciju u kojoj enzim na sebe veze dvije ili viSe mo-
lekula umjesto samo jedne te one dalje prijedu u molekule produkta. Ovo pocetno raz-
matranje je vise ilustrativno jer s kemijske strane taj model je nerealan zato Sto zahtijeva
da dode do sudara tri molekule Sto je jako malo vjerojatno. Kasnije ¢emo raspraviti neke
realnije modele koji ukljuCuju viSe reakcija jer postoje brojni primjeri u biologiji reakcija
u kojima ne sudjeluje samo jedna molekula supstrata i enzima. Zapo¢nimo sustavno, prvo
kemijskom reakcijom:

kl kz
2S+E=C -5 2P+ E.

k-1

Izabrana je reakcija s dvije molekule supstrata, iako ¢e se kasnije pokazati da ne bi bilo
razlike da smo napisali bilo koji prirodan broj n. Sljedeéi korak je napisati sustav diferen-
cijalnih jednadzbi koriste¢i zakon o djelovanju masa koji opisuju reakcije. Koristiti ¢emo
iste oznake kao 1 u prethodnoj sekciji za koncentracije sudionika reakcije, te dobivamo

sustav: J
)
— = —kjes®* +k_;c

dt

e —kjes® + (k_; + k) ¢

7" kies? — (k_; + ky) ¢
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Kao i prije, zadnju jednadzbu ¢emo zanemariti te sustav pojednostaviti koriste¢i konstant-
nost sveukupne koli¢ine enzima tj. relaciju e + r = ¢y. Na taj nacin dobivamo sustav:

d

d_j = —kyegs® + (kys* + k_y)c

d

d—j = kleosz — (k1S2 + k_l + kz)C.

Uz pretpostavku kvazi stabilnog stanja imamo dc/dt = 0 odnosno

k160S2
c= — M
k1S2 + k_l + kz

Sto uvrstimo u izraz za ds/dt

ds k1€0S2 (k-1 + k)
— = —kjeps* +

Y R Sy
ds k1k2€0S2

dt — kis*+ko +k
¢ime dobijemo
ds keqs?
dt  s2+K,

Vidimo da dobijemo veoma slian izraz za brzinu reakcije kao i u prosloj sekciji. Kada
se skicira ova brzina reakcije u ovisnosti o koncentraciji, dobije se sigmoidalna krivulja
bududi da je pri malim koncentracijama supstrata brzina reakcije pribliZno proporcionalna
kvadratu koncentracije supstrata. U daljnjim razmatranjima kooperativnog fenomena 1 us-
poredbama s klasi¢cnom Michaelis-Mentenovom kinetikom usredotocit ¢emo se na brzinu
reakcije kao vrijednost koja je od najveceg bioloSkog znacaja.

Kao Sto je reCeno, iako gornji sustav reakcija nije realan, postoje brojni enzimi 1 slucaje-
vi gdje se viSe molekula istovremeno veZe za enzim. U bioloskim sustavima to se postize
tako da se prvo jedna molekula supstrata veZe za aktivno mjesto enzima, prilikom cCega se
prostorna konfiguracija enzima promijeni tako da se drugo aktivno mjesto ucini slobod-
nim. Drugim rije¢ima, vezanje jedne molekule za aktivnho mjesto poveéava afinitet drugog
aktivnog mjesta na enzimu, a tu pojavu nazivamo alosterija, tj. alostericki efekt. Jedan
konkretan primjer tog fenomena je u transportnoj molekuli hemoglobin, koja ima Cetiri
aktivna mjesta i veZe Cetiri molekule kisika za sebe. Nakon Sto se prva molekula kisika
veze za jednu od molekula globina, afinitet na ostala tri mjesta se poveca i druge tri mo-
lekule kisika se puno lakSe vezu. Takoder, vezanje za aktivno mjesto ne uzrokuje uvijek
povecanje afiniteta aktivnog mjesta za supstratom i ovisno o tome na koji nacin se afinitet
mijenja, molekule koje se vezu za aktivno mjesto nazivamo inhibitorima ili aktivatorima.

(2.30)
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Sada, kada znamo primjer na koji nacin se viSe molekula veze za enzim, moZemo
napraviti jedan jednostavan model koji ¢e opisivati reakciju u kojoj se dvije molekule sup-
strata veZu za enzim i prevode u produkt. Dakle, prvo se kao i u prijaSnjoj sekciji, jedna
molekula S veze na enzim E, tvoreéi kompleks C; koji moze ili dovrSiti reakciju, prevodeci
supstrat u molekulu produkta P i enzima E, ili se raspadne na polazne reaktante. Medutim,
kompleks C; ima jo§ jedno aktivno mjesto pa se moze u drugoj reakciji spojiti s drugom
molekulom supstrata S te ju prevesti u molekulu produkta P, ili se raspasti na izvorne C i
P. Krenimo s kemijskim reakcijama koje bi opisale taj model

k] kz
S+E=C,>P+E

kk;‘ k (2.31)
S+C1]:_—\C2—4>P+C1
-3

pri ¢emu su kao i u svim dosada$njim razmatranjima k-ovi pozitivne konstante brzine reak-
cije. Po zakon o djelovanju masa zapisujemo diferencijalne jednadZbe koriste¢i mala slova
za oznake koncentracija, Sto nam daje sustav s poCetnim uvjetima

ds

e —kyse + (k_y — k3s)cy + k_3co 5(0) = s0
% = kise — (ki + ky + kys)cy + (ks + kg)e,  ¢1(0) =0
% = kyse — (k_3 + ks)ca (0)=0 (2.32)
% = —kyse + (k_; + ky)cy e(0) = ¢
ili—l: = kycy + kyc2 p0) =0.

Ovaj model ima sli¢ne karakteristike kao 1 Michaelis-Mentenov model, zadnja jednadZba
za p ima samo izraze za c; i ¢ te se lako izracuna nakon §to se oni odrede, a ocuvanje
koncentracija enzima dobivamo zbrajanjem diferencijalnih jednadzbi za e, ¢y 1 ¢; .
de , dei  dey
dt dt dt
Sto kad iskoristimo na sustavu jednadzbi (2.32) dobijemo pojednostavljeni sustav s istim
pocetnim uvjetima dan u sljede¢em obliku

=0=>e+c;+c, =0

d
d—: = —kyeos + (k_y + kis — kss)cy + (ki s + ks)c
d
% = kieos — (ko1 + ko + kus + kas)ey + (ks + ka — k15)ea (2.33)
dCz

E = kysc; — (k_3 + k4)6'2.
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Sljedeci korak je adimenzionalizacija za koju ¢emo Koristiti parametrizaciju iz [4, Sekcija
6.5, str. 200]

S Cq Cy
T = kjeot, u=—, v = —, V) = —
S0 €0 €o
k_y k> k3 k_5
a) = — a = — az = — as = —
kiso ’ kiso ’ ki ’ kiso
k4 €o
as = —— E = —
k]S(), S0

¢ime dobijemo adimenzionalni sustav

du
— =—u+W—-au+a)v, + u+ay)n
dr
dVl
sd— =u—(u+azu+a;+a)v, + (a4 +as—u)v, (2.34)
T
dV2
e— = azuv, — (a4 + as)»
dr

uz pocetne uvjete
u0) =1, v1(0) = v(0) = 0.

Sustav je problem singularne pertubacije i mogao bi se rjeSavati metodom asimptotskog
sparivanja, no s obzirom na uvodnu raspravu s viSemolekularnim reakcijama fokusiramo se
uglavnom na traZenje vanjskog rjeSenja reda O(1) koje se moZe eksperimentalno mjeriti.
Zato Sto trazimo samo rjeSenja za O(1) nema potrebe raspisivati sve redove i uvrStavati
nizove funkcija s obzirom da je to ekvivalentno s time da samo postavimo &€ = 0 u (2.34) i
tako druge dvije jednadZzbe iz (2.34) postaju algebarske te th moZemo izraziti u ovisnosti o
u

0 = azuv| — (as + as)»,

asuvy
Vg = ———
as + as
O=u—(u+au+a +av; +(as +as — u),
asuvy
O=u—(u+asu+a+a)vi +(as +as—u) -
as + as
a3u2
u=vilut+au+a +a, —azu+
as + as
u
Vv =

u+a+a +asu?(az + as)™"

To dvoje moZemo uvrstiti u prvu jednadzbu (2.34) te dobijemo pojednostavljeni oblik
du azasu + ax (as + as)

dr _uagu2 + (aq + as) (a; + a» + u)
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Sto bi se dalje moglo rijeSiti jednostavnom primjenom separacije varijabli, iako ¢e sam
konacni izraz i racun biti komplicirani. U nastavku se usredotoCujemo na brzinu reakcije,
kako bismo mogli dovrSiti usporedbu izmedu standardnog Michaelis-Mentenovog modela
i kooperativnog fenomena. Prvo se vratimo u dimenzionalni oblik za brzinu reakcije, ¢ime
dobivamo

ko k3kys ( k1 so )
R (S) _ ds N k1 so kikisoso \ ka+k—3
T AT sg kg ks ke s
ki so kiso 50 kyso-sg ka+k_3
=S ko (k_3 + ky) + k3kas
So (ki + ko) (ks +ky) + ki (ks + ky) s+ k1k3S2
) szr,n + kys

5o K, (k_y + ky + 5) + k; 2

s koK), + kys

T kiso KuK), + K5 + 52
pri ¢emu su K,, = (k_; + k) /k; 1 K], = (k_3 + ka) /k3, analogoni Michealis-Mentenovoj
konstanti K, iz prethodne sekcije. MoZemo sada odrediti uvjete pod kojim ¢e ovaj izraz
postati priblizno jednak (2.30). Ukoliko je k, = 0, dio koji linearno ovisi o s ¢e nestati, a
da bismo mogli zanemariti izraz K, s u nazivniku trebamo imati

K s<K,K, i K,s<s
pa kad pokratimo vrijednosti u nejednakostima dobivamo

ky ks
<
ky + k_q ks + k-3

7
K, <s<K,=

Sto nas dovodi do zakljucka da ukoliko se reakcija vezanja druge molekule supstrata na
nastali kompleks supstrat-enzim odvija puno brZe model e se ponasati skoro jednako
pocetnom pojednostavljenom modelu gdje se enzim odmah veze s dvije molekule sups-
trata. Primjer takvog ponasanja i krivulja se javlja upravo za ve¢ opisani primjer s hemo-
globinom, dok je vezanje kisika za jedino aktivno mjesto mioglobina opisano standardnim
Mihaelis-Mentenovim modelom.

2.6 Kinetika inhibicijskih supstrata

U prosloj sekciji o kooperativnom efektu spomenuto je da se ovisno o tome na koji nacin
supstrat mijenja afinitet aktivnog mjesta moze biti aktivator ili inhibitor. Ako gledamo na
taj nacin, u prosloj sekciji razmatrali smo slucaj aktivatora. Medutim, slucaj gdje supstrat
djeluje inhibicijski je izuzetno vazan. Vecina lijekova koji se u danaSnje vrijeme primje-
njuje nastoji promijeniti djelovanje nekog proteina u nasem tijelu, a ogroman broj njih
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Slika 2.2: Graf ovisnosti brzine reakcije za kooperativni mehanizam o s, (zelena) 1 uspo-
redba s obi¢nom Michaelis-Mentenovom brzinom (plava) kad je k, = 0. Jasno se uocava
infleksija kod kooperativnog mehanizama.

nastoji upravo inhibirati djelovanje nekog proteina u tijelu. Jedan od boljih primjera bi
mogli biti upravo nestereoidni protuupalni lijekovi poput acetilsalicilne kiseline ili ibupro-
fena — oni se vezu za COX-1 i COX-2 enzime koji sudjeluju u proizvodnji prostaglandina,
molekula Cije je jedno od brojnih ucinaka u tijelu pojacati kaskadu reakcija kojima se jav-
lja upala, ¢ime se pojacava osjecaj boli. Drugi primjer koji pokazuje koliko je mehanizam
inhibicije bitan je u lijeCenju hipertenzije gdje su jedni od najc¢esSce koriStenih lijekova bas
ACE-inhibitori. Inhibitori se veZu na angiotenzin konvertiraju¢i enzim (ACE) u bubrezima
¢ime se sprjecava stvaranje molekule angiotenzina Il koja uzrokuje konstrikciju krvnih Zzila
1 posljedi¢no povisuje krvni tlak. Ovdje ¢emo zato opisati 1 modelirati jedan mogudi sustav
inhibicijskog mehanizma.

ks (2.35)
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Ovim kemijskim jednadZbama opisujemo sljedeci niz dogadaja. Supstrat S se veZe na en-
zim E ¢ime se tvori enzim supstrat kompleks kojega zapisujemo s X. Taj poCetni kompleks
se moZze ili raspasti na pocetne reaktante S i E ili moZe promijeniti konfiguraciju u oblik
Y. Nakon S$to dode u oblik Y, kompleks nastavlja reakciju ireverzibilno tako da stvori pro-
dukt P i vrati se u originalni oblik E ili prijede u neaktivni (inhibirani) oblik enzima E;.
Zbog toga se supstrat S joS naziva i suicidnim supstratom jer se veZe na aktivho mjesto
poput obicnog supstrata, ali enzim ga moZe pretvoriti u inhibitor ¢ime se enzim ireverzi-
bilno inaktivira tj. po€ini “samoubojstvo”. Suicidni supstrati imaju i stvarnu primjenu kao
jedna od opcija u lijeCenju depresije, epilepsije i nekih drugih problema. Iz samog sustava
jednadzbi moZemo zamisliti moguce scenarije gdje se sav enzim inhibira ili se sav supstrat
potrosi prije kompletne inhibicije te su oba realni ishodi reakcije. U nastavku predstav-
ljamo analizu provedenu u [4], gdje ey/ sy moZe biti reda veli¢ine O(1), Sto ima smisla ako
zamislimo sluc¢aj gdje se u prosjeku enzim inaktivira za svakih k& € R molekula supstrata
S. Ipak, imamo mali faktor € jer kao Sto smo u ve¢ nekim adimenzionalizacijama vidjeli
uz € = ey/(so + K,,).

Poc¢nimo s izradom 1 analizom matematickog modela raspisivanjem sustava diferenci-
jalnih jednadzbi prema zakonu o djelovanju masa. Na taj nacin dobivamo:

ds

E = —kl [E][S] + k—l[X]’ S(O) = 50
dE

— = —ki[ET[ST+ k_1[X] = k3[Y], E(0) = e
dx

i Ki[ET[S] =k [X] - k[X],  X(0)=0
dan (2.36)
= ko[X] — k3[Y] — kq[Y], Y(©0)=0
dE; () —
— = ka[Y1, E0)=0
dP

- = ks[Y], P0) =0.

Kao i u prijasnjim sustavima, P nije vezan te se moZe jednostavno izracunati integracijom
na kraju nakon $to se odredi [Y]. Nadalje, sustav se moZe pojednostaviti ako iskoristimo
oCuvanje enzima $to dobijemo tako da zbrojimo jednadzbe za razne oblike enzima:

dlE+[X]+[Y]+[E]
dt B

0= [E+[X]+[Y]+I[E] = eo. (2.37)
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Uvrstimo (2.37) u (2.36) te dobivamo pojednostavljeni sustav

ds

i —ki(eo — [x] = [Y] = [E:DIS] + k-1 [X]

dx

i ki(eo — [X] = [Y] = [EiDIS] — (k-1 + k) [X]
dy

i ko[ X] = (ks + ky)[Y]

dE;

— =kl

Adimenzionalizaciju ¢emo provesti prema [4, sekcija 6.4, str. 190]. tj. stavimo

[S] = sos, [X] = Soe_?_S%mx = ESoX,
[Y] = eoy, [E:] = eoe,
ki + ks €
m = ) E = .
kl So + Km

Za brzu prolaznu vremensku skalu stavljamo
T =1/t. = ki(so + Kn)t,

dok za dugu vremensku skalu postavljamo

= +pit/ty= ek +k)A+p)t.  p=-—
2

32

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

Koristeci parametrizaciju (2.39) uz 7 za vremensku skalu, dobijemo adimenzionalizaciju

za brzo prolazno vrijeme

ds F— + 5y + p

— =&|—S SX S Se——m————™™™™™X
dr T T A o)
dx o 1

dT_S 1+O_sx Sy se 1+o0

dy o Y

dr  (1+o0)Y(1+p) 1+p

de 1)

dT: 1+0'y

(2.42)
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dok za T imamo sljede¢u adimenzionalizaciju za dugo vrijeme

d
d—; =—s[(l+o)—ox—(1+0)y—-(1+0)e]+ 1p
dx
e—=s[(l+0)-ox—(1+o)y—(1+0)e]—x
dr (2.43)
dy o
E—=——x-—
ir - (xodzp W
de p
&eE— =
ar ~ %
uz konstante e+ k ‘
S0 3t Ky 4
= — = = 2.44
7 Km’ ko + kg’ ¢ koy+ ks ( )
1 poCetne uvjete
s(0) =1, x(0) =0, y(0) =0, e(0) = 0. (2.45)

Sustav opet analiziramo metodom asimptotskog sparivanja. Krenimo s unutarnjim odnosno
singularnim rjeSenjem. Dakle, prvo napiSemo sve varijable s, x, y, e u obliku Taylorovog
reda

s@) =) s (2.46)
n=0
uvrstimo te redove u (2.42), izjedna¢imo izraze uz iste potencije £ i traZimo rjeSenja pocevsi
od O(1). Pocinjemo od jednostavnijih jednadZbi. Na taj nacin vidimo da iz prve jednadZzbe
(2.42) uz pocetni uvjet (2.45) dobijemo

dS()

=0 =1.
dr = So

Sada za trecu jednadZbu iz (2.42) zbog relacije

€p €y O

so(1+ K,/s0) Sol+o

vidimo da je o = O(¢g), pa dobivamo

dyo _ __¥

dr 1+0'y0
¥

1 = - +A

nyo T+o

yo=0
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zbog pocetnog uvjeta y(0) = 0. Sada lako rjeSavamo jednadzbu koju dobijemo iz zadnje
jednadzbe (2.42)

deg ¢

— = =0 =0.

dr 1+ Uyo -

Kada uvrstimo sve dobivene varijable reda O(1) u preostalu jednadZbu (2.42) dobivamo

dxo S0 TS0

— = 5o — SoYo — So€o — Xo — X
dr 0 JoYo = So€o 1+’ 1+5°
dx 1 o

—=1- +

dr x0(1+0_ 1+0')

dX() 1

—_ = — X

dr 0

-In(l-x)=C+17 = 1-x=C-e"
x%0)=0=1-C® = C=1.
Vidimo da su rjeSenja O(1) veéinom trivijalna pa ¢emo odrediti i rjeSenja O(e) kako bi-

smo dobili netrivijalna unutarnja rjeSenja. Prije toga ¢emo na kratko obratiti pozornost na
¢injenicu da je o = O(¢), a to cemo malo formalnije zapisati kao

o=p-& (2.47)

pri ¢emu je p konstanta proporcionalnosti. Po¢nimo s jednostavnijim jednadZbama reda
O(¢e) pazeéi na (2.47) uz to da ¢emo razlomke sa o + 1 u nazivniku zamijeniti Taylorovim
redom

1 1
=1-0c+00? i =1-20+ 0.
(1+0) @ (1+0)? @)
Dobivamo J
%:—S0+Soy0+50€0+ ple:—]+p_f_1(1_e—T)
5] =— T i L emia = a=-1F
p+1 p+1 p+1
T
= — + _T—l
s o p+1(€ ) (2.48)

Nastavimo s ostalim varijablama

v _ _p ¥
dr 1+pO 1+p

Yi

Sto je linearna diferencijalna jednadZba prvog reda. Prvo rjeSavamo homogeni dio

dy, ___¥

v l+p

dr =y, =Ce™""



POGLAVLIJE 2. ENZIMSKI MODELI 35

pa partikularni
T Wbt

v oyl

_ D _ p
C’t ¢T:_1_ T Ct:_
(e 1J”O( e’) = (1) T+p

+ D.

Iz pocetnog uvjeta imamo

. P (1 1 __p (1 1
yl(o)‘o‘up(w w—l)”) - D’1+p(z/f—1 w)

te je konacni izraz za y; dan u sljede¢em obliku

_r
1+p

Vi (2.49)

VR

l—e™ eV - e‘T]

Dalje moZemo odrediti e, iz (2.42) integracijom uz Taylorov red 1/(1+0) = 1 —o + O(&?)

dey _ ¢ _ ¢p l—e‘T+e‘¢’T—e‘T
d‘l'_1+0'y1_1+p W v—1
l+ply  ¢> y-1 y@-1
1 1 1
el(o):O:AJrﬁer—l_zp(w—l)

1 1

A=— -

-1 y-1

l—e -1

dp |T 1o e }
L+ply v@-1D y-1
Ovdje smo pretpostavili da je = O(1), no da je y = O(e) netrivijalno rjeSenje za e se
skoro ne bi promijenilo. Naime, onda bismo imali ¢ = & - ¢ i novi izraz za e;

(2.50)

e =

pPq
1+0

e = yvo=0 = e =0,

a zato $to je yo = 01 pocetni uvjet e; = 0, vidimo da bi jedina razlika izmedu tog e, i naSeg
e; bila u koeficijentu g. Sto se tie x;, buduci da smo izracunali izraze za sve ostale varijable
reda O(¢e) dobijemo linearnu diferencijalnu jednadzbu prvog reda (trivijalna rjeSenja su vec

uvrstena)

dxl
—— =S1—PXo—Y1r—é€1tXp— X
dr

Sto je jednostavno za rijesiti.
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Nakon §to smo konac¢no odredili unutarnja rjeSenja koja zadovoljavaju pocetne uvjete,
trebamo rijesiti sustav za vanjska rjeSenja. Postupak je isti, ali sada radimo s (2.43). Za x,
1y imamo

O=—¢yyo = y=0

uz pretpostavku da je ¢ = O(1) te
0= So(l—yo—eo)—XO = 5o — Sp€p — Xo = Xo = S0(1—€0). (251)

Nailazimo na mali problem prilikom raspisivanja jednadzbi raznih redova veliCine jer za
koeficijente ¥ i ¢ ne moZzemo znati na prvu ruku kojeg su reda veliine. Buduc¢i da iz
eksperimenata znamo da za ovaj sustav imamo dva moguca krajnja slucaja, u jednom se
potrosi sav enzim dok se u drugom potroSi sav supstrat. S obzirom da iz izraza znamo
¢ < Y raspisati ¢emo slucajeve za ¥ = 0(1) uz ¢ = O(1) odnosno ¢ = O(e). Fokusiramo
se na ove dvije konstante jer su njihovi izrazi upravo vezani uz brzine reakcija za stvaranje
produkta odnosno inhibiranog enzima. Ipak, prije nego krenemo po slucajevima, mozemo
odrediti jo§ jednu jednadZbu iz trenutnih redova veli¢ina

P

@:0: :—XO
v (1 +p)

p
ar 1+p

Xo—yYy = (2.52)
Prvi slucaj - y = O(1), ¢ = O(1)
Koriste¢i (2.51) 1 yp = 0 dobivamo jednadzbu za s, iz (2.43)
dso P 1% -1

— = —50(1 —yg— + = —so(l—¢e9)+ 1- =
aT 8o ( Yo — €o) p+1Xo so(1—ep) p+1So( eo) o+ 1

so(1—ep) (2.53)

dok izjednacavanjem za O(¢g) za e iz (2.43) uz (2.52) i (2.51) dobivamo

deg ¢p

— = = ———so(1 —ep). 2.54

o v (1 +p) so(1 —e) (2.54)
Sada vidimo da (2.53) 1 (2.54) ovise jednako o istim varijablama, ali uz razlicite koefici-
jente, pa ¢emo ta dva izraza podijeliti ¢ime dobivamo jednostavnu diferencijalnu jednadzbu

dS() _ _i _
deo - op = ¢pdso = Ydey
eolT) = %” (B - so(T)) (2.55)

pri ¢emu je B konstanta integracije dok izraz u razlomku moZemo saZeti u novu kons-
tantu S = ¥/(¢p) radi kasnije jednostavnosti zapisa. Konstanta integracije se odreduje
izjednaCavanjem u limesu s unutarnjim rjeSenjem. Dakle, kada T — 0 izraz za s,(T)
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se mora poklapati sa s, (1) za T — co. Isto vrijedi i za ostale varijable, pa odredujemo
vrijednosti u limesu za

Tli_)rgloso(r):liml =1, limxg(r)=liml—-¢e" =1

limyy (r) =1im0 = 0, limey(r) =1lim0 =0
stoga imamo

lTi_r% eo(T) = lTi_r%é (B-s50)=0 = B-5(0)=0.

Dakle, imamo B = 1. To i (2.55) mozemo uvrstiti u (2.53) kako bismo izracunali tocan
izraz za s

dS() -1 1 1

20 l——(1=s))|= ——«— 1

aT p+1S0[ ,3( So)] ﬁ(p+1)so(ﬂ + 50)
dS() dr

soB-1+s0) B+

Lijevi izraz rastavimo na zbroj razlomaka

1 1 -T
1 - | -1+ 59 = +C
B—1 n () B-1 n (B 50) B+ 1)
-1 -DT
ln(ﬁ ”0): B-DT ¢
S0 Bp+1)
A1 = Cefen ! — |
So
p-1
So = — %7 -
1 —Ce i’
Sada odredujemo konstantu pomocu limesa
1-
1im(—€_ﬁ)= 1 = C=p
T—-0 1 _ Ce—mT
¢ime dobijemo konacni izraz za s,
1 -
so = _ 1=k (2.56)

_ Bl g
1 _,36 B

Drugi slucéaj - ¢ = O(1), ¢ = O(e)
Sada zbog pretpostavke da je ¢ = O(¢) iz zadnje jednadZbe od (2.43) dobivamo
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uz to da je g koeficijent proporcionalnosti ¢ = ge iz yo = 0 1 poCetnog uvjeta ey = 0. Sada
nam se izrazi za sy 1 xo pojednostavljuju jer oni ostaju isti kao u proslom slucaju iz razloga
Sto se u njihovim diferencijalnim jednadZbama ne pojavljuje ¢ tako da imamo

dSO _ S0
dr ~ 1+p’

-
= s5o=Ce ™.

Iz pocetnog uvjeta za 50(0) = 1 dobivamo

=T . p
So = et Xo=S8y 1 yj=——""=50. (2.57)
"yt
Sada odredimo e; tako da imamo netrivijalna rjeSenja za sve varijable
dﬁ:qy = e:A—@e% - A=
dt : : " "
B 1-e%
—_ +p — +p
o= 2T (2.58)

Y B

RjeSenja za brzu i dugu vremensku skalu mogu se iskoristiti kako bismo dobili kom-
pozitno rjeSenje koje vrijedi za cijelo vrijeme prema metodi asimptotskog sparivanja. Na
primjer, ukupno rjeSenje za sy u drugom sluc¢aju bismo dobili tako da zbrojimo s (1) = 1,
s(T) = e77/0%9) te oduzmemo 1, §to je limes u kojem se rjeSenja poklapaju te buduéi da
izraZavamo za cijelo vrijeme, parametrizirano vrijeme vraéamo u dimenzionalno

sy =1+ 1 = g7llts,

Na taj nacin dobivamo dva konacna rjeSenja za svaki slucaj valjana za svo vrijeme
Prvi slucaj:

1-8 1 - sk
ki kg — 0
So(t) = w, ey(t) = 5
x5 = so(1 —eg) =€, y5=0 (2.59)
_l//t/tz‘ — we_t/tc
ey’ (1) = g (e +sk1—ek)
T\ e o(1=<l)
Drugi slucaj:
1 — so(t
sy =e"t e =0,  eej(r) = ;0( )
xo() = sy -,y =0, (2.60)

s _ o e_‘//t/lc — we_t/tc P
@“”‘wa+pw -1 +%)
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Kada pogledamo sloZena rjeSenja za oba slu€aja, vidimo da u drugom slu¢aju imamo sy —
0, Sto nam kaze da se u tom slucaju sav supstrat potro$i. U prvom sluc¢aju vidimo da ¢emo
ovisno o 8 dobiti da e — 1 ili s — 0 odnosno da Ce se ili sav supstrat potroSiti ili sav enzim
inaktivirati. Naime, ukoliko vrijedi 8 < 1 eksponencijalna funkcija u nazivniku od s, ¢e
teziti u 1 —f jer Ce eksponent biti negativan, a tada e, tezi u 1. Dakle dio supstrata se potrosi
dok se sav enzim ne inaktivira. Za slu€aj kada je 8 > 1 imamo s — 0 jer eksponencijalna
funkcija u nazivniku ima pozitivan predznak. No za § > 1 vidimo da izraz za sy u prvom
slucaju u limesu tezi izrazu za sy u drugom sluc¢aju. Time dolazimo do zakljucka da je
upravo parametar S taj po kojem se ta dva slucaja razlikuju. Ukoliko je 8 < 1 vrijedi prvi
slucaj, dok za B > 1 vrijedi drugi slucaj. Za 8 = 1 vidimo da se dobije so = 01ey = 1
odnosno potrosSe se sav supstrat i sav enzim se inaktivira.

Na slici iz [4, sekcija 6.4, str. 196] (prema rezultatima Burke-a) vidi se usporedba
numerickog rjeSenja sustava (2.38) sa sloZenim rjeSenjima koja su dobivena analizom sin-
gularne pertubacije za drugi slucaj. Na toj slici su prikazane usporedbe rjeSenja za s i e
uz to da bududéi se numericka analiza obavila na dimenzionalnom sustavu, adimenzionalne
vrijednosti su bile pomnozene svojim faktorom skaliranja. Na slici iz [4, sekcija 6.4, str
197] je prikazana usporedba numerickih i analitickih rjeSenja za koncentracije X i Y.

Rezultati pokazani na tim slikama nam govore da su analiticka rjeSenja dobivena me-
todom asimptotskog sparivanja dobra aproksimacija kinetike suicidnih inhibitora.



Poglavlje 3

Analiza stabilnosti reakcija s povratnom
spregom

U ovom poglavlju bavimo se kvalitativnhom analizom reakcija u kojima se javlja neki oblik
povratne sprege. Povratna sprega je dosta Cesta pojava u biokemijskim sistemima. Po-
vratnom spregom, u biokemijskom smislu, smatramo pojavu kada neki produkt reakcije
utjeCe na odvijanje nekih drugih koraka reakcije Sto posljedi¢no utjeCe na samo nastajanje
produkta. Primjerice, prilikom zgruSavanja krvi enzim trombin aktivira faktor VIII koji
sudjeluje u reakcijama koje vode do stvaranja i aktiviranja trombina. Taj slucaj, kad utjecaj
produkta na druge rekacije dovodi do njegovog povecanog stvaranja nazivamo pozitiv-
nom povratnom spregom. Negativnom povratnom spregom smatramo slucaj kad neki pro-
dukt uzrokuje smanjeni nastanak samog sebe. Slikoviti primjer iz fiziologije je regulacija
koncentracije nekih hormona (npr. Stitnjace) gdje poviSena koncentracija nekog hormona
inhibira enzim koji ga stvara i time ujedno i svoju koncentraciju. Ovdje govorimo o aktiva-
torima i inhibitorima, ali za razliku od slucajeva iz prethodnih poglavlja gdje su aktivatori
1 inhibitori utjecali na enzim, ovdje promatramo izravniji utjecaj na brzinu reakcija. Ako

imamo opceniti sustav

i—l: = flu,v) % = 8(u,v)

kazemo da je u aktivator od v ukoliko je dg/du > 0, a za v da je inhibitor od u ako je
0f/dv < 0 i obrnuto. Analizirat ¢emo sustave s povratnim spregama preko stabilnosti
kriticnih tocki. Posebno nam je zanimljivo analizirati i prouciti primjere gdje stabilnost
kriticne tocke ovisi o nekom parametru koji moze varirati. Primjerice, ako je pri odredenim
vrijednostima parametra kriticna tocka stabilna, a pri drugim nestabilna, moZemo dobiti
sklopku u biokemijskom sustavu. Opcenito je jako teSko saznati tocan tok reakcije u bi-
okemijskim sustavima i za brojne reakcije se ne zna, ali moZemo saznati kvantitativne

promjene kako variranje koncentracije reaktanta ili nekih drugih uvjeta reakcije utjecCu na

40
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tok reakcije. S obzirom da smo do sada vidjeli kako iz niza reakcija dobiti diferencijalne
sustave, moZemo raditi sustave diferencijalnih jednadzbi direktno s poznatim svojstvima.

3.1 Stabilnost nekih sustava

Jedan jednostavan oblik povratne sprege je autokataliza gdje je sama molekula ukljucena
u svoju proizvodnju. Teorijski primjer bi bila reakcija

A+ X k;‘l 2X.
k-
Mozemo pogledati slucaj kad se koncentracija A odrzava na konstantnoj razini. U bioke-
mijskim sustavima tako neSto nije neuobicajeno, na primjer tijelo nastoji odrZavati kon-
centracije kisika i glukoze u krvi konstantnima. Diferencijalna jednadzba koja opisuje
promjenu koncentracije molekule X je
%C = kyax — k_x*.
Pri tome smo kao i prije koncentracije reaktanata zapisivali malim slovima. Kriticne tocke
u tom slucaju su
kiax —k_1x* = 0 = x(kja — k_1x) =0

_ k1a
=
1 preko derivacije f’(x) = kja — 2k_yx vidimo da je kriti¢na tocka x, nestabilna jer f’(0) =
kia > 0, a x; stabilna jer je f"(x;) = —kja < 0.

Prosli primjer reakcije moZemo modificirati dodavanjem jos jedne reakcije i time dobiti
mehanizam s bifurkacijom. Dakle, sustav kemijskih jednadzbi neka je

XO:() 1 X1

ki
A+ X =2x
k-

B+X3C

pri ¢emu, neka se koncentracija od B kao i od A odrzava na konstantnoj razini. Time je
reakcija opisana jednadZbom

d
d—’: = kyax — k3% — kobx = (kia — kab)x — k122 = f(x). G.1)

kia — kb
f(x)=xtkha—kb—k_1x)=0=>x=0 i )C1=1ak—2
-1

') =kia—kb-2k1x = f'(x0) =kia— kb, ['(x1)=kob—ka
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Dakle, dobivamo dvije kriti¢ne tocke, pa odredimo njihovu stabilnost. Vidimo iz izraza
za f’(x) da e x, biti stabilna (f’(x9) < 0) ukoliko je kja < kyb, dok je x; < O pa ju ne
promatramo, ali je ujedno i nestabilna. Ukoliko je kja > k,b, kriti¢na tocka x, ¢e biti
nestabilna, dok ¢e kriticna tocka x; biti stabilna. U biti vidimo da stabilnost obje kriticne
toCke ovisi o parametru ka —k,b te da se stabilnost kriti¢nih tocaka mijenja u kja—k,b = 0.
Kazemo da je doslo do bifurkacije.

Sada moZemo prouciti model u koji se stavlja mehanizam povratne sprege. Pretpos-
tavimo da imamo sustav s dvije molekule u i v ¢ije koncentracije promatramo, a da smo
ostale spojeve koji sudjeluju u reakciji mogli reducirati iz nekih spoznaja o reakciji. U tom
modelu molekula u treba aktivirati stvaranje molekule v. Obje molekule se razgraduju line-
arno proporcionalno svojim koncentracijama. Kona¢no, molekula v treba djelovati tako da
(nelinearno) smanjuje stvaranje moleule u ¢ime ujedno indirektno smanjuje i svoje stvara-
nje, drugim rije¢ima da ima ucinak negativne povratne sprege. Jedan sustav diferencijalnih
jednadzbi koji sadrZi sva svojstva je

d

a__« —cu= f(u,v)

dr  b+v (3.2)
dv )

— =du—ev=g(u,v)

dr

gdje su a, b, ¢, d i e pozitivne konstante. Negativna povratna sprega je sadrZzana u iz-
razu a/(b + v), linearna razgradnja u —cu 1 —ev, a aktivacijsko djelovanje od u u izrazu
du. MozZemo pretpostaviti da je to adimenzionalni oblik. Kriti¢ne tocke odredujemo kao
uredeni par za f(u,v) = g(u,v) =0

d
a’u—ev:O:vo:ﬂ
e
a ae
—cu=0> —— - =0
b+v cu :>be+a’u0 ctho
ae — cup(be + dug) =0
u2+lzu—%—
T d cd

Buduc¢i da promatramo samo kriticne tocke s pozitivnim vrijednostima iz kvadratne jed-
nadzbe za u, ¢emo uzeti samo pozitivno rjesenje

7

—%+ (%) +45 be\> ae| be

uy = , =] +4—|> —.
2 d cd d
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Za tu kriti¢nu tocku stabilnost odredujemo preko svojstvenih vrijednosti lineariziranog Ja-
kobijana u kriti¢noj tocki. Racunamo

af af .3 __-a
679; 4 3gm = ' R l =0
o [
Bu ol A (H0.v0) d —e—A
/12+(c+e)/l+(ce+—2) =
(b +vyp)

dad

(b + Vo)

(c+e)—4 <c+e> Red <.

2

|

Dakle, buduci da je svim svojstvenim vrijednostima realni dio manji od nula zaklju€ujemo
da imamo stabilnu kriticnu tocku.

Sljedeci sustav je baziran na reakciji kisika 1 ureje uz enzim urikaza kojeg je predlozio
Thomas u [7]. Adimenzionalni oblik je

le—b; =a—u—-pRu,v) = f(u,v)
& = atb ) - pRwY) = g, ) (3-3)
uy
Ry = e

pri ¢emu v predstavlja koncentraciju kisika, a u ureje, dok su a, b, @, p 1 K pozitivne
konstante. Oba reaktanta dolaze u sustav konstantnim brzinama a i @b te se linearno pro-
porcionalno razgraduju svojim koncentracijama. Izraz R(u,v) ostvaruje efekt inhibicije
supstrata. Za fiksnu vrijednost v i male vrijednosti u, R(u,v) ~ uv raste pribliZno propor-
cionalno u dok je za velike vrijednosti od u priblizno jednak v/Ku, odnosno smanjuje se s
u.

Stabilnost kriti¢nih tocki ¢emo sada odraditi malo drugacijom analizom tako $to ¢emo
nacrtati funkcije f(u,v) = 01 g(u,v) = 0 u faznoj ravnini od u i v. Kriti¢ne toc¢ke u faznoj
ravnini su u biti one tocke u kojima se f i g sijeku. Neka je A Jakobijan sustava (3.3)

e
8u 8v

kojeg promatramo u kriti¢noj tocki, odredimo uvjete na elemente matrice A za stabilnu
kriti¢nu tocku
A —All = (fu - /l)(gv -A) - fvgu
=2 - (fu + 8+ (fugv — f18u)
_trA = /(trA)? —4detA
= 5 )

1,2
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Slika 3.1: Shematski prikaz krivulja f i g u faznoj ravnini iz (3.3). Ovisno o parametrima
imamo bifurkaciju sustava u sustav s tri kriticne toCke za zelenu krivulju g i jednom za
g nacrtanu plavnom bojom. Predznak funkcija f i g je napisan iznad i ispod krivulja u
odgovarajucoj boji.

Dakle, trag treba biti negativan, a determinanta pozitivna, Sto je mozda ocito ako znamo
da svojstvene vrijednosti trebaju biti negativne, ali ovako zapisani uvjeti bi nam omogu¢ili
detaljniju analizu ako bi nas zanimale druge vrste kriti¢nih tocki kojima se mi nismo bavili.
Pomocu slike fazne ravnine 3.1 moZemo odrediti predznake traga i determinante tako Sto
odredimo kojeg su predznaka elementi A u kriticnoj tocki, te iz usporedbe nagiba krivulja
fig.

Pogledajmo kriticnu tocku S sa Slike 3.1 gdje se sjeku f = 01 g = 0 nacrtan punom
linijom. Neka je S = (u,, v;). Kako bismo odredili predznak od, primjerice, f,, pogledajmo
okolinu tocke S za fiksiran v,. Kad je u < u, vidimo da je f < 0, dok kad se pomaknemo
desno od S za u > u; je f, > 0. Iz toga moZemo zakljuciti da je f, > 0. Analogno
odredujemo 1 predznake svih ostalih parcijalnih derivacija. Za f, vidimo da je f > 0 kada
jev<vste f <0zav > v, paje f, < 0. Naisti naCin isCitavamo dasu g, > 01 g, < 0.
Nadalje, vidimo da je gradijent dv/du po krivulji g = 0 veéi od gradijenta po krivulji f =0
Sto moZemo raspisati na sljedeci nacin:

vl S Ju

— =—=>-=>0 = f.g >fe = detA=/fg —fg >0.
dulg=0 8 o

Dakle, kriticna tocka Ce biti stabilna ukoliko je f, < g,, au suprotnom nestabilna. Prou¢imo
sada i drugu mogucnost za zeleni g = 0 sa Slike 3.1 gdje imamo tri kriticne tocke Py, P,
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1 P;. Pogledajmo prvo kriti¢nu tocku Py, u njenoj okolini is€¢itavamo iz fazne ravnine da
su svi elementi matrice A negativni, iz Cega slijedi da je trag sigurno negativan. Gledajuci
gradijent dv/du u tocki P, vidimo da f = 0 brze pada od g = 0. Dakle, imamo nejednakost

o 8 getas 0

5 8v

stoga je kriticna toCka P; stabilna. Za kriticnu tocku P; moZemo isCitati da je

-

te je kriticna toCka stabilna. Kona¢no gledamo kriticnu tocku P,. Njena matrica A je ocito
istog oblika kao i za kritinu tocku §', medutim sada f = 0 brZze raste od g = 0 te imamo
nejednakosti

Ju . 8u

-—=>-= = fe<figs = detA<0
Lo &

iz Cega zakljucujemo da je kriti¢na to¢ka P, nestabilna.

Sa slike iz ovog primjera vidimo da stabilnost kriticnih to¢aka sustava moZze biti bitno
drugacija ovisno o parametrima sustava. Intuitivno je jasno da postoje rasponi vrijednosti
za koje imamo slucaj s jednom kriticnom to¢kom, dok za neke druge sustav ima tri kriticne
tocke. Medutim moguce je da i neka druga svojstva ovise o parametrima tipa je li neki
reaktant aktivator ili inhibitor. Dakle, o¢ekujemo da postoje brojne moguénosti za javljanja
raznih bifurkacija kriti¢nih tocki sustava pa nam je odredivanje vrijednosti parametara za
koje se to dogada dosta bitno.

A=

3.2 Primjeri bifurkacije sustava

U ovom odjeljku nam je cilj prikazati primjere koji ilustriraju kako se vrijednosti kriti¢nih
toCaka mogu ponasati ovisno o nekom parametru sustava te navesti neke reakcije u kojima
su takva ponaSanja pronadena.

Zamislimo da imamo dva parametra — k i p. Promatrati ¢emo kako izgleda graf vrijed-
nosti kriticne tocke u; u ovisnosti o parametru p. Ovisno o vrijednosti parametra k, sustav
moZe imati najviSe jednu ili tri kriti¢ne tocke. Na slikama 3.2 1 3.3 imamo primjere takvih
grafova. Takvu situaciju moZemo dobiti za sustav (3.3). Dovoljno je promatrati samo u
komponentu kriti¢ne tocke jer se odredi iz kubnog polinoma, a komponenta v, se odredi iz
vrijednosti u;.

a/b(l +u+ Kuz)

ou+a(l+u+ Ku?)
aKu® + (@ — aaK)® + (o + apb — pa + aa)u — aa = 0.

fuv)y=0=>v=

= uvrstimo u g(u,v) =0
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Us U,

F

a) P b) P1 p2 p

Slika 3.2: a) Za fiksnu vrijednost k; sustav moZe imati najviSe jednu pozitivhu kriti¢nu
tocku, Sto je uobicajni slucaj za sustave. b) Nakon Sto je parametar k proSao kroz neku
bifurkacijsku vrijednost, na intervalu p; < p < p, imamo tri kriticne tocke.

Ukoliko je izraz uz u negativnog predznaka, moZemo imati samo jedno pozitivno rjeSenje
zbog Descarteovog pravila o predznacima. To se vidi na slici a) od 3.2. Opcenito to moze
biti bilo koji parametar sustava k. U sustavu (3.3) ulogu parametra p moze igrati primjerice
K. Na slici b) od 3.2 vidimo sluc¢aj kada je parametar k veci od neke grani¢ne vrijednosti.
U tom slu€aju imamo raspon vrijednosti p; < p < p, za parametar p u kojem dolazi
do bifurkacije i imamo tri kritine toCke. Pretpostavimo da su kriti¢ne to¢ke odredene
gornjom granom krivulje ABC do tocke u p, oznacene s C 1 donjoj grani DEF od tocke u
p1 oznacene s D stabilne (vodeni slikom 3.1 s tri kriticne tocke), a kriti¢na tocka na grani
CD nestabilna. U tom slucaju moZe doci do velikog skoka u stabilnom stanju u kojem se
sustav nalazi. Zamislimo da parametar p ovisi o nekim dodatnim uvjetima i prvo je p < p;
te se postepeno povecava i da je sustav stabilan u kriti¢noj tocki. Vrijednost kriticne tocke
u kojoj se sustav nalazi se kree po gornjoj grani ABC krivulje sa slike 3.2 pod b) do tocke
C. Nakon §to vrijednost p postane p > p,, a vrijednost kriticne tocke u kojoj se sustav
nalazi ¢e naglo skociti na donju granu DEF. Ukoliko se potom p pocne smanjivati, imamo
analognu situaciju gdje kriti¢na tocka naglo skace s donje na gornju granu. Time moZemo
imati ciklus gdje dolazi do velikih skokova u vrijednosti kriti¢nih tocki u kojima se sustav
nalazi.

Naravno, moguce je dobiti i kompliciranije grafove bifurkacija, ¢ime moZemo dobiti
neke zanimljive slike, primjerice gdje imamo dva raspona parametra za koje imamo vise
kriticnih tocki. Tako Cesto nastaju grafovi nalik gljivama, a primjer se moZe naci u [4,
Sekcija 6.7 str. 210]. Tu bismo imali dva intervala, p; < p < p» i p3 < p < p4 gdje za
svaki od njih imamo istu situaciju kakvu smo ve¢ opisali gdje sustav ima tri rjeSenja.

Druga mogucénost bi bila takozvana izola sa slike 3.3, gdje imamo krivulju kriti¢ne
tocke koja je stalno stabilna i odvojene zatvorene krivulje koja ima stabilni i nestabilni
dio. U tom slucaju kada je rjeSenje koje lezi na donjoj grani stabilno za sve vrijednosti
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p1 p2 14

Slika 3.3: Primjer izole. Na dijelu krivulje DEF se nalazi nestabilna kriticna tocka dok je
na dijelu DEF stabilna kriti¢na tocka.

parametra p i ne dolazi do velikih skokova. Ipak, mozZe do¢i do skoka na gornju zatvorenu
krivulju CDEF ukoliko dode do nekog dodatnog poremecaja u sustavu. U tom slucaju
sustav ostaje na grani DEF za p; < p < p, ukoliko ga poremecaj dovede do te grane.

Izola i gljive su po svom obliku zanimljive i iako se na prvu moZda ¢ini kao ponaSanje
koje se ne moZe dogoditi u reakciji moZemo ih dobiti u reakciji jodata i arsenitne kise-
line u reaktoru spremnika s kontinuiranim mjeSanjem (eng. CSTR - continuos stirred tank
reactor).

105 +5I" + 6H" — 31, + 3H,0
L+ H3AsO; — 21 + H3AsO4 + 2H".

Matematicki i eksperimentalno je njihovo postojanje dokazano u [2] Sto se vidi na slikama
koje prikazuju eksperimentalno utvrdene vrijednosti kriti¢nih tocaka jodida (vizualizacije
se mogu naciiu [4, str. 214]

Uzimajuci u obzir iznimnu kompleksnost Zivih bica i biokemijskih procesa te reakcija
koje se odvijaju u njima veoma je izgledno da reakcije s takvim ponaSanjima odvijaju i u
nama svakodnevno.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu smo se bavili enzimskim reakcijama i njihovim modelima. Po-
kazali smo kako napraviti model iz enzimske reakcije i ujedno ga analizirali. U prvom
poglavlju smo definirali sustave diferencijalnih jednadzbi, prezentirali uvod i najosnovnije
pojmove vezane uz teoriju stabilnosti rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi te definirali
1 opisali metodu asimptotskog sparivanja. U drugom poglavlju smo se bavili na¢inom kako
izraditi matematicki model neke enzimske reakcije, ¢ime dobijemo sustav diferencijalnih
jednadzbi te obavili analizu samog tog modela. Analizu smo prvo proveli na najjednostav-
nijem modelu enzimske reakcije - Michaelis-Mentenovoj kinetici. Kvantitativnu analizu
smo napravili metodom asimptotskog sparivanja ¢ime smo dodatno pojasnili primjenu te
metode. Potom smo analizirali i dva modela za drugacije tipove reakcija, model kinetike
kooperativnih i inhibicijskih reakcija. Pokazalo se da je metoda asimptotskog sparivanja
dobra aproksimativna metoda za traZenje rjeSenja sustava diferencijalnih jednadzbi za mo-
dele kinetike reakcija. U zadnjem poglavlju smo se kratko osvrnuli na stabilnost rjesenja
sustava, tj. kriticne tocke 1 moguca ponasSanja kriti¢nih tocki.



Summary

In this work we deal with enzyme reactions and models of said reactions. We show how
to make a model out of the reaction and also how to perform the mathematical analysis.
In Chapter 1, we defined basic mathematical definitions and terms necessary for the work
in further chapters. We define systems of differential equations, define the necessary terms
of stability theory and describe method of matched asymptotic expansions. Chapter 2
introduces how to make a model of a reaction which gives us a system of differential
equations and how to analyse that model. We first perform an analysis of the easiest model
of enzyme reactions - Michaelis-Menten kinetics. Quantitative analysis was performed
using method of matched asymptotic expansions which furthered our understanding of the
method. After that, we analyse two more complex reactions and their models, cooperative
and inhibition model. We show that the method of matched asymptotic expansions is a
good aproximative method for finding solutions to systems of differential equations. In the
last Chapter, we briefly turn our attention to stability of solutions to systems of differential
equations, that is steady states.
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