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Uvod

Optimizacija je grana matematike koja ima Siroku primjenu u razli¢itim znanstvenim disci-
plinama. Problemi optimizacije bave se odredivanjem najboljeg moguceg rjeSenja uz pret-
hodno zadane kriterije. Matematicki gledano, probleme optimizacije najéesce rjeSavamo
primjenom diferencijalnog racuna, to jest traZzenjem minimuma ili maksimuma funkcije.
Ipak, iako je diferencijalni racun vrlo koristan alat, traZzenje ekstrema funkcije ovom me-
todom cCesto je zahtjevno. Naime, u nekim problemima optimizacije provjera nuznih i do-
voljnih uvjeta za ekstrem raCunanjem derivacija (viSeg reda) iziskuje izracun netrivijalnih
medurezultata. Kako bismo, stoga, izbjegli provjeru nuznih i dovoljnih uvjeta koju dife-
rencijalni raun trazi, primijenit cemo metodu nejednakosti na primjeru nekih prikladno
odabranih funkcija.

U ovom diplomskom radu promatrat éemo elementarne nejednakosti i njihove primjene
u matematici i ekonomiji. Cilj rada je primijeniti metodu nejednakosti na niz problema
optimizacije s dodatnim naglaskom na probleme optimizacije u ekonomiji. Takoder, poka-
zat ¢emo primjenu nejednakosti na zadatke s matemati¢kih natjecanja. Dodatni cilj ovog
rada je naglasiti prednost metode nejednakosti nad upotrebom diferencijalnog ra¢una pri
rjeSavanju problema optimizacije.

Rad je podijeljen u pet cjelina. Nakon uvoda, navest ¢emo osnovne definicije 1 teoreme
vezane uz aritmeticko-geometrijsku nejednakost, Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjevu ne-
jednakost 1 Bernoullijevu nejednakost. Zatim ¢emo rijesiti niz primjera i zadataka s na-
tjecanja u kojima ¢emo primijeniti svaku od tih nejednakosti. Primjenu nejednakosti u
ekonomiji vidjet ¢emo na konstrukciji modela ekonomicne koli¢ine nabave (EOQ model)
1 u usporedbi ukupnih kamata izracunatih po jednostavnom i sloZenom kamatnom racunu.



Poglavlje 1

Neke elementarne nejednakosti

1.1 Aritmeticko-geometrijska nejednakost

Aritmeticko-geometrijska nejednakost ili krace AG nejednakost je jedna od najvaznijih
algebarskih nejednakosti. Koristi se u rjeSavanju razlic¢itih matematickih problema, a ima
primjenu i u drugim znanstvenim disciplinama. U ovom poglavlju navest ¢emo osnovne
definicije i teoreme koji su nam potrebni za razumijevanje AG nejednakosti.

Definicija 1.1.1. Aritmeticka sredina realnih brojeva x, x,, ..., x,, za n > 2, definira se
formulom
X+ X+ + X,
A, = .
n
Definicija 1.1.2. Geometrijska sredina realnih brojeva xi, x,...,x, gdje je x; > 0 za
i=1,2,...,n, definira se formulom
G, = x1x2- - x,,.

Teorem 1.1.3 (Aritmeticko-geometrijska nejednakost). Neka je dano n > 2 pozitivnih

realnih brojeva x,, x,, . . ., x,. Tada vrijedi nejednakost
X +Xp+---+x
L= "> X (1.1)
n
Jednakost u 1.1 vrijedi ako i samo ako je x, = x, = -+ = X,

Dokaz. U literaturi postoji viSe razli¢itih dokaza AG nejednakosti. Prvo ¢emo navesti
dokaz koji koristi Cauchyev princip silazne indukcije.
Zan = 2, nejednakost 1.1 je ekvivalentna s

+
- 2x2 > VXX © X+x 2 20X & 120ty 2 0 (Vi- Vi)' 2 0. (1.2)

2



1.1. ARITMETICKO-GEOMETRIJSKA NEJEDNAKOST 3

Posljednja nejednakost u 1.2 o€ito vrijedi za svaka dva pozitivna realna broja x; i x, pa
je nejednakost 1.1 dokazana za n = 2. U 1.2 vrijedi znak jednakosti ako i samo ako je
X1 = xp. Dokazimo sada da ako nejednakost 1.1 vrijedi za neki n > 2, tada ona vrijedi i za
2n.

Xp+ X+ Xy = (X 4 X)) + (pgr + 000+ X2)

Znoxl"'-xn+noxn+l"'x2n

> 0235 - A
2
>2n X/x1 - Xop,.

Budu¢i da nejednakost 1.1 vrijedi za n = 2 tada iz 1.3 slijedi da 1.1 vrijedi za svaki n koji
je potencija broja 2, to jest za svaki n oblika n = 2¥ k € N.

Sada je dovoljno pokazati da ako nejednakost 1.1 vrijedi za neki broj n, onda 1.1 vrijedi i
za broj n — 1. Uvodimo oznaku:

(1.3)

S=X1+Xo+ -+ X1,

Buduci da 1.1 vrijedi za n varijabli, za posljednju varijablu mozemo uzeti

S

X, = .
n-—1

Prema pretpostavci Cauchyeve indukcije slijedi:

Ry K . S
s+ =X1+ X+ o+ X + >N X1 X Xy . (1.4)
n—1 n—1 n-1
Kako je
N S SH—S§+ s n
K = = s,
n—1 n—1 n—1

tada je nejednakost 1.4 ekvivalentna s

n1s2n(/x1x2-~xn_1 il . (1.5)

n-— n-—1

Dijeljenjem obje strane u 1.5 s n 1 primjenom svojstva korijenovanja, nejednakost 1.5 pos-
taje ekvivalentna s

S n n— 1
. > X1 X2+ X,
n—1 s
odnosno s |
n n -
sl > X1X2 Xy (1.6)

Cn-1



4 POGLAVLIJE 1. NEKE ELEMENTARNE NEJEDNAKOSTI

Potenciranjem nejednakosti 1.6 eksponentom ~*-,n > 1, nejednakost 1.6 postaje ekvival-

netna s
s> m—1)"Vx1x2 X1, (1.7)
odakle slijedi
+ X+ X
Al Dol s e e (1.8)
n—1

Sto je trebalo i1 dokazati.
Ako su x; = x; = --- = x,_ nejednakost 1.8 postaje

(n=Dx; [~
EE

gdje ocito vrijedi jednakost. Obratno, ako u 1.8 vrijedi jednakost, onda mora vrijediti
jednakost i u 1.4, a to, po pretpostavci indukcije, znaci da mora vrijediti x; = x, = -+ =

— _S
Xp-1 = 57 O

Dokazimo sada AG nejednakost primjenom diferencijalnog racuna. Prvo ¢emo do-
kazati AG nejednakost u slucaju n > 2 primjenom diferencijalnog racuna funkcije jedne
varijable, a zatim u slucaju n = 2 primjenom Lagrangeovog multiplikatora.

Dokaz. Neka je f : R, — R funkcija dana s f(x) = Inx — x. Za nju vrijedi f’(x) = )lc -1

1 f"(x) = —x—lz. Kako bismo odredili stacionarne tocke funkcije f rjeSavamo jednadzbu
f'(x)=0.
f'(x)=0
1
-—-1=0
X
1
Z =1
X
x=1
Pokazat ¢emo da je x = 1 maksimum funkcije koriste¢i drugu derivaciju. Za x = 1 dobi-
vamo f”(1) = =1 < 0 pa funkcija f u tocki x = 1 poprima maksimum jednak —1. Sada
vrijedi nejednakost Inx — x < —1, odnosno Inx < x — 1.
Neka je A = S22 Uyrstimo li § zai = 1,2, ..., nunejednakost In x < x—1 dobivamo
1n(ﬁ) <
A
1n(ﬂ) <2
Al A
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Zbrajanjem svih nejednakosti slijedi

ln(£)+ln(&)+-~+ln(ﬁ)sﬂ—1+&—1+-~ + g
A A A A A A
X1X2 Xy X1+ X + + X,
ln( )S -n
A" A
ln(xlxzn.x")sﬁ—n
A" A
ln(xlxzu'x")Sn—n

Primjenom eksponencijalne funkcije na obje strane nejednakosti dobivamo

MCIH) < 0
X1 X2 Xy
An
XiXp o x, < A"
Vxi1xp 0 x, < VA"

X, <A

X1 +XxXp+---+Xx,
VX1xp - x, < .

1

n

Ovime smo dokazali AG nejednakost primjenom diferencijalnog racuna funkcije jedne
varijable u sluCaju n > 2. O

Na sljedecem jednostavnom primjeru moZemo vidjeti kako upotreba diferencijalnog
racuna pri dokazivanju nije jednostavna. Primjenom metode nejednakosti u dokazima ne
moramo provjeravati nuzne i1 dovoljne uvjete za postojanje ekstrema funkcije koji Cesto
nisu trivijalni §to nam opravdava koriStenje ove metode tamo gdje je moguce.

Dokaz. Nekasu f, g : R2 — R definirane s

f(x1,x2) = x1 - X2,

g(x1, x2) = x1 + xp.

Kako bismo dokazali AG nejednakost u slu¢aju n = 2 promatramo sljedeci problem:
Odredi maksimum funkcije f(xi,x;), uz ograni¢enje g(x;,x,) = C, pri ¢emu je C > 0
konstanta.
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Uvodimo parametar A koji nazivamo Lagrangeov multiplikator i definiramo Lagrangeovu

funkciju:
F(xi,x, ) = f(x1,x) + A(g(x1, x2) — C)
= X1 'X2+/1(X1 +X2—C).

Iz nuZnog uvjeta za uvjetni ekstrem Lagrangeove funkcije slijedi

oF

—=x+4=0

8x1 2

oF

6—)62:)614'/1:0

oF
a=x1+x2—C:0.

Dolazimo do sustava jednadZzbi Cije je rjeSenje stacionarna tocka funkcije F'

X1+x=C
X1 — Xy = 0
Stacionarna tocka funkcije F je tocka (xi, x) = (%, %) id= —%. Hesseova matrica funkcije
F s obzirom na varijable x, x, i A u toc¢ki (%, o —%) jednaka je
011
Wss-9-e )
1 10
Kako je det H (%, % —%) =2 > 0, to funkcija f ima lokalni maksimum u tocki (%, %) (vidi
2
[12], Propozicija 2.1., str. 317). Maksimalna vrijednost funkcije f je f(%, %) = (%) .

Sada vrijedi
2

S(x1, %) < (g)

Sto je ekvivalentno s

T < g Xt x

2S5 =T
Jednakost vrijedi za x; = x,. Ovime je zavrSen dokaz AG nejednakosti u sluCaju n = 2
primjenom Lagrangeovog multiplikatora. O

Sljedece ¢emo iskazati i dokazati teorem koji je poopéenje nejednakosti 1.1.
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Teorem 1.1.4 (Tezinska AG nejednakost). Neka je x; > 0,x, > 0,4, > 0,4, > 0 te
A + Ay = 1. Tada vrijedi nejednakost

Aixy + Aaxy > XX (1.9)
Jednakost u 1.9 vrijedi ako i samo ako je x|, = x.

Dokaz. Nejednakost 1.9 moZe se dokazati na viSe razlicitih nacina, a ovdje ¢emo navesti
jedan od njih. Dokaz nejednakosti 1.9 preuzet je iz [8].

Ako su 4 1 4, pozitivni racionalni brojevi, tada postoje prirodni brojevi m 1 n, m < n, takvi
daje 4; = 7 14, = =*. U ovom sluCaju, nejednakost 1.9 slijedi iz nejednakosti 1.1:

mx; + (n—m)x,

/llxl + /lzXz =
n
m puta n—m puta

:(_x1+x1+"'+X1)+(.x2+-x2+'“+x2) (110)

n

n m .n—m
> A[X] X5

= x’ll1 xéz.
U slucaju kada su 4; 1 4, pozitivni realni brojevi, tada postoje dva niza racionalnih brojeva
(rk)kZO 1 (sk)kZO za koje Vrijedi re — Ay, s — Ay 1 re+ s, =1, paza svaki k € N, ZbOg 1.10,
vrijedi
FeXy + Sexn > XX (1.11)
Pustanjem k u beskonacnost i prelaskom u limes, iz 1.11 slijedi 1.9, §to je trebalo i dokazati.
]

Primijetimo da je AG nejednakost u slucaju n = 2 poseban slucaj tezinske AG nejed-
nakosti za 4; = A, = %

1.2 Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost

Osim nejednakosti medu sredinama vaznu ulogu ima i Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva
nejednakost, skraéeno CSB nejednakost. U nastavku ¢emo iskazati CSB nejednakost te ju
dokazati koriste¢i prethodno navedenu AG nejednakost.

Teorem 1.2.1 (Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjeva nejednakost). Neka sua = (a,,ay, ...

ib=(by,bs,...,b,) dvije n-torke realnih brojeva. Tada vrijedi

(Z “kbkr B [Z ai) [Z bi)- (1.12)

k=1 k=1 k=1

» n)
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Jednakost vrijedi ako i samo ako postoji realan broj A takav da je b, = Aay za sve k =
1,2,...,n.

Dokaz. Dokazimo CSB nejednakost u sluc¢aju n > 2 koriste¢i AG nejednakost. Dokaz je
preuzet iz [10].

Neka je A = \/a% +a;+---+a2iB = \/bf + b3 +--- + b2. Bez smanjenja opéenitosti
moZzemo pretpostaviti A # 01 B # 0. Tada iz AG nejednakosti slijedi

1:liiaz+iibz :il“_i+b_i >i%>nak_bk (1.13)
2(A? & ko B2 £ k £i2\A2 " B*)T 4 AB T 4 AB '

odnosno

N aby <AB= \Ja + @it 4 aR b bRt b2 (1.14)
k=1

a2 2 .
Sto je ekvivalentno s 1.12. Jednakost u 1.14 vrijedi ako i samo ako je 5 = %kz 1 |apby| =
agbe, k = 1,2,...,n. 1z |laybi| = arby slijedi da su a; i by istog predznaka, za sve k
1,2,...,n,iz Cega slijedi da postoji realan broj A takav da je by = Ada; zasve k = 1,2,...

o=

1.3 Bernoullijeva nejednakost

Sljedeca elementarna nejednakost je Bernoullijeva nejednakost. Dokazat ¢emo ovu ne-
jednakost 1 njena poopcéenja te pokazati da je Bernoullijeva nejednakost ekvivalentna AG
nejednakosti.

Teorem 1.3.1 (Bernoullijeva nejednakost). Neka je n prirodan broj i x realan broj veci
od —1. Tada vrijedi
(1+x)">1+nx. (1.15)

Jednakost vrijedi ako i samo ako jen = 1 ili x = 0.
Dokaz. Zan = 11li x = 0 u 1.15 vrijedi jednakost. Zan > 11 x # 0 nejednakost 1.15
dokazujemo matematickom indukcijom. Pretpostavimo da za neki prirodan broj n > 1
vrijedi 1.15. DokaZimo da ta nejednakost vrijediizan + 1.
1+ =1 +x)1 +x)"

> (1+ x)(1 +nx)

=1+ x+nx+nx’ (1.16)

=1+ @+ Dx+nx’

>1+m+ Dx
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Prema principu matematicke indukcije nejednakost 1.15 vrijedi za svaki prirodan broj n
vedi od 1 1 svaki realan broj x # 0. O

Sljedeca dva teorema su poopcenje Bernoullijeve nejednakosti.
Teorem 1.3.2. Neka je x > —1 realan broj i a pozitivan realan broj. Tada vrijedi
1+x)*>1+ax za a>1, (1.17)

1+x)*<1l+ax za a<l. (1.18)
Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = 0 ili a = 1.
Dokaz. Dokaz je preuzet iz [14].

(i) DokaZimo prvo nejednakost 1.18. Neka je @ < 1, to jest neka je @ = g, gdjeje p < gq.
Konstruiramo niz koji se sastoji od g ¢lanova, gdje se ¢lan (1 + x) pojavljuje p puta:
L1....,LLd+x),(1+x),....,(1 +x)
Geometrijska sredina tog niza jednaka je (1 + x)g, a aritmeticka sredina jednaka je 1 + gx.
Primjenom AG nejednakosti dobivamo
(1+0i <1+2x (1.19)
q

Supstitucijom a = Z U gornju nejednakost dobivamo
(1+x* <1+ ax,

¢ime je dokazana nejednakost 1.18.
(ii) DokaZimo nejednakost 1.17. Neka je x > —1 realan broj. Tada je nejednakost 1.19
ekvivalentna s

1+x$(1+£x) . (1.20)
q

Neka je y = §x, gdje je zbog x > -1,y > —§ > —1. Supstitucijom x = %y u nejednakost
1.20 dobivamo

(1 + gy) < +y)%.
p
Neka je a = % > 1 proizvoljan racionalan broj. Tadazaa > 11y > —1 vrijedi
1+y)*>1+a,

¢ime je dokazana nejednakost 1.17.
Budu¢i da navedene nejednakosti vrijede za sve pozitivhe racionalne brojeve @ < 1 ili

a > 1, tada one vrijede i za sve pozitivne realne brojeve jer se svaki realan broj moze
aproksimirati racionalnim brojem. m|
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Teorem 1.3.3. Neka su x; > —1zai=1,2,...,n realni brojevi jednakog predznaka. Tada
vrijedi

T+x)A+x)---A+x)>214+x1+x++ X, (1.21)
Dokaz. Tvrdnju éemo dokazati indukcijom po n. Zan = 1 vrijedi jednakost 1 +x; = 1+x;.
Za n = 2 bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da su x; # 0 za i = 1,2. Tada vrijedi
stroga nejednakost jer je (1 + x))(1 + x) = 1 +x;1 + X2 + X120 > 1 + x1 + x5.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

A+x)d+x) - (T+x) 2 1+x +x2+ -+ Xy

Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n+ 1 € N. Zbog toga §to su xy, xp, ..., X, istog predznaka
vrijedi
(X1 + 2+ + x)x,41 = 0.
Slijedi
A+x)T+x) A +x) > +x+x0+ -+ x,)(1 + Xp41)
=(l+xi+x+--+x)+A+x1+ x4+ X,)X1
=l+xi+x+ -+ x,+ X0 O+ x4+ 0+ X)X

>l +x1+x+ -+ X001
Time je zavrSen dokaz nejednakosti 1.21. O
Pokazimo sada da je Bernoullijeva nejednakost ekvivalentna AG nejednakosti.
Teorem 1.3.4. AG nejednakost i Bernoullijeva nejednakost su ekvivalentne.

Dokaz. Dokaz je preuzet iz [2].

(i) U prvom slucaju Zelimo dokazati da Bernoullijeva nejednakost slijedi iz AG nejed-
nakosti. Za n = 1 imamo jednakost u 1.15. Akojen > 210 < x < 1 - %, tada je
X" >0 >1+n(x-1), to jest vrijedi 1.15. Zato moZemo pretpostaviti da je n > 2 i
x>1- % Tada je 1 + n(x — 1) > 0. Primjenjuju¢i AG na sljedecih n pozitivnih brojeva:

n—1 puta
put
l+n(x-1),L1,...,1
dobivamo
l+nx=D]+1+---+1Y\"
= [ l’l(x )] )2[1+n(x—1)]11:1+n(x_1)
n

i nejednakost 1.15 je dokazana.
(ii) DokaZimo sada da AG nejednakost slijedi iz Bernoullijeve nejednakosti.
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Neka je A, = L2220 odje x; > 0 zasve i = 1,2,...,n. Buduéi da je AA—”I > 0, to jest

n n—
A

2.5 — 1> —1, moZemo primijeniti nejednakost 1.15 za x = Af:f] — 1. Slijedi

A\ A
1 >1 |
(An—l) B +n(An—1 )

A+ nA,—nA,

An—l
nA, — (n— 1A,
An—l
X1+Xo 4+ -+ X1 +X,— X1 — X2 — - — X1
An—l
Xn
An—l
Dakle,
-1
A, >x, A (1.22)
Iterirajuci nejednakost 1.22 dobivamo
-1 -2 1
AL > Xy A 2 Xy XA 52 2 Xy Xy e XA =Xy Xy X Xy = G

paje A, > G,. O



Poglavlje 2

Primjene nejednakosti u matematici

2.1 Primjena AG nejednakosti

Aritmeti¢ko-geometrijska nejednakost je vrlo korisan alat s raznim primjenama u mate-
matici. U fokusu ovog poglavlja su primjeri kojima ¢emo ilustrirati kako koristiti ovu
nejednakost pri rjeSavanju problema optimizacije te kod analize funkcija.

Pocinjemo s jednostavnim primjerom u kojem direktnom primjenom AG nejednakosti do-
kazujemo traZenu tvrdnju.

Primjer 2.1.1. Dokaite da za pozitivne brojeve a,b € R i n € N vrijedi

(1+§) +(1+13) > o+l
b a

Rjesenje. Koristeci dva puta AG nejednakost dobivamo

(1+g),,+(1+§)n22\/(1+g)n(1+§)n
:2J@+1+%+§Y

> 242 +2)"
— 2n+1'

AG nejednakost moZemo koristiti i kod analize funkcije, to jest kod odredivanja eks-
trema funkcije. U sljede¢em primjeru vidjet cemo kako primjenom nejednakosti dolazimo
do ekstrema kvadratne funkcije.

12
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Primjer 2.1.2. Neka su a # 0,b i c¢ realni brojevi. Nadite ekstrem kvadratne funkcije
f:R—>R, f(x)=ax*+bx +c.
RjesSenje.

f(x) = ax* +bx +c = —ax(—x— é)+c.
a

Za svaka dva realna broja a i b o&ito vrijedi (a — b)* > 0 iz Cega slijedi nejednakost
a+b\
> .

ab < ( (2.1)
Za razliku od AG nejednakosti koja vrijedi za pozitivne realne brojeve, nejednakost 2.1
vrijedi za sve realne brojeve.

Pretpostavimo da je a > 0. Primjenom nejednakosti 2.1 na brojeve —xi —x — g dobivamo

x—x—tby dge — b?
fx) = —ax —x—é te>—alm——9al| y¢= ac—b
4 2 4a

b ) _ 4ac=b’

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x = —x— £ & x = —£. Slijedi f, = f(— o o

Sli¢no se pokaze da za a < 0 funkcija ima maksimum u tocki —2%.

Slijedi joS jedan primjer odredivanja ekstrema funkcije koriste¢i AG nejednakost.

Primjer 2.1.3 (ZUP 2004. SS1 zad. 3). Ako je a > 0, odredite najmanju vrijednost
funkcije f(x) = x> + % za x > 0.
RjeSenje. Zadanu funkciju mozemo zapisati u obliku
s a s a a a a a
=X +-—=x+—+—+—+—+—.
f)=x x " T 5x 5x 5x 5x 5x
Primjenom AG nejednakosti dobivamo
f(x)—x5+i+i+i+i+i>6- X x5-(i)5—6- X (E)S
B S5x 5x 5x 5S5x Sx B '

Najmanje vrijednost postizZe se za

Najmanja vrijednost iznosi
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|
U nastavku ¢emo pokazati poopéenje prethodnog primjera.
Primjer 2.1.4. Neka je f : R, — R funkcija dana s
f) = =+ by,
xm
pri cemu su m,n € N. Odredite najmanju vrijednost funkcije f za x > 0.
RjeSenje. Zadanu funkciju zapiSemo na sljedeci nacin
bx"
fxX)=n- a +m-—.
n-xm m
Zatim primijenimo AG nejednakost
m+n ¢lanova
a bx" a a bx" bx"
fo=n-—4+m- =—+- -+ —+—4 -4+ —
nx™ m nx" nx™ m m
m+n " b " " m+n " b "
> (m +n) (i) ( a ) = (m+n) (9) (—) .
nx™ m n/ \m
Najmanja vrijednost se postize za -4 = 2=, to jest
m+n am
X = —.
bn
|

Takoder, pomo¢u AG nejednakosti moZzemo odrediti ekstreme funkcije u sljede¢em
obliku.

Primjer 2.1.5. Neka je f : R, — R funkcija dana s
fx)=x-a)"(®-x)",
pri cemu sum,n € N. Odredite najvecu vrijednost funkcije f na intervalu [a, b].

RjeSenje. ZapisSimo zadanu funkciju na sljedeéi nacin

(nx — na)"(mb — mx)".

Jx) =

n"m"
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Iz AG nejednakosti dobivamo

m+\"/(na vy — m(nx — na) + n(mb — mx) _ mn(b — a)‘

m+n m+n
Slijedi
1 (mn®-a)\""
f) < — ( ) )
n" m m+n

Jednakost vrijedi za nx — na = mb — mx, to jest za x = %. Najveca vrijednost funkcije

na+mb
m+n °

. _y\mtn .
f je - (M) 1 postiZe se za x =

nmm" m+n

Primijenimo dobivene rezultate na sljedeci primjer.

Primjer 2.1.6. Odredite najveci volumen kutije u obliku kvadra cija je duljina dva puta
veca od Sirine, a zbroj svih dimnezija je fiksan i iznosi D,.

RjeSenje. Neka je x Sirina kutije. Tada je duljina kutije jednaka 2x, a visina Dy — 3x.
Volumen tada moZemo zapisati kao

V(x):x-2x-(Do—3x):6x2(%—x).

Neka jea = 0,6 = Dy/3,m = 21n = 1. Koristeci rezultate iz primjera 2.1.5 mozZemo
0 2D

e o . . 8D} . oy
zakljuciti da najveci volumen iznosi jz¢ 1 postiZe se za x = =;

Pogledajmo jo$ jednu primjenu AG nejednakosti pri odredivanju minimalnog oplosja
kvadra.

Primjer 2.1.7. Otvorena kutija oblika kvadra ima dimenzije x,y,z. Odredite dimenzije
kutije, tako da oplosje kutije bude minimalno uz uvjet da joj je volumen zadan i fiksan, to
jest Vo = xyz.

RjeSenje. TraZimo minimum funkcije oplosja kvadra bez jedne stranice
O(x,y,2) = xy + 2y7+ 2x7 (2.2)

uz ogranicenje Vy = xyz. Funkciju O ¢emo minimizirati pomo¢u AG nejednakosti. Pri-
mjenom 1.1 na 2.2 dobivamo

; 2
O(x,y,2) = xy +2yz7+2x7 > 3 - [xy - 2yz- 2xz = 3 - \4x2y?2 =3 - ‘/Z-V(f.
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Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je xy = 2yz = 2xz, to jest x = y = 2z. TraZzene dimenzije

otvorene kutije su
y=vy=2 3 V() ; 3 V()
=y= \/—4 Z—\/—4.

2 2
Vrijednosti funkcije O uvijek su vece ili jednake od 3 - V4 - V, paje3- V4 - V,; minimum
funkcije oplo§ja O koji se postize zax =y =2 - i/z, = i/@.

|

AG nejednakost mozemo primijeniti i na funkcije viSe varijabli. U sljede¢em primjeru
¢emo odrediti maksimum funkcije dvije varijable.

Primjer 2.1.8. Odredite najvecu vrijednost funkcije
f(x,y) = x"y"(a —mx - ny)
zax>0,y>0tea—mx—ny>0, pri cemu sum,neNia>O0.

RjeSenje. Funkcija f je umnozak m faktora x, n faktora y i faktora a — mx — ny §to je
ukupno m + n + 1 faktora. Slijedi

mx +ny +a— mx — ny
m+n+1

(f(x, ) <

2

iz ¢ega dobivamo
a m+n+1
<|\—- .
fxy) < (m+n+ 1)

Najveca vrijednost postize sezax =y =a —mx —ny,tojestzax =y = —=

m+n+1"

2.2 Primjena CSB nejednakosti

Primjena CSB nejednakosti proteze se kroz razlicite grane matematike, od algebre do ge-
ometrije. U ovom poglavlju ¢emo prikazati primjenu u rjeSavanju algebarskih jednadZzbi
i sustava jednadZbi, kao i u dokazima nekih drugih bitnih nejednakosti te u zadacima s
natjecanja.

Pokazimo upotrebu CSB nejednakosti na jednostavnom primjeru.

Primjer 2.2.1. Ako su x,y,z realni brojevi takvi da je x + y + 7z = 6, pokaZimo da je
P +yr+2 > 12
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RjeSenje. Primjenom CSB nejednakosti dobivamo
3+ Y+ ) = (P + PP+ 1) +y + ) 2 (x+y+2)* = 6%,

Sto je ekvivalentno s
3(x* +y* +2%) > 36,

odakle slijedi trazena nejednakost.
]

CSB nejednakost mozemo Koristiti i kod rjeSavanja algebarskih jednadzbi i sustava
jednadzbi, Sto ¢emo ilustrirati na sljede¢im primjerima.

Primjer 2.2.2. Rijesite jednadZbu

Vi—1+ V9—x=x*>-10x+29, x €R.

RjeSenje. Kako bi jednadzba imala smisla mora vrijediti x—1 > 019 —x > 0, odnosno
x € [1,9]. Koriste¢i CSB nejednakost dobivamo

Vi—-1+V9—x=1-Vx—-1+1-V9—x
< VI2+12-Vx-1+9-x
= V2 - V8= 1V16=4.

S druge strane jednadzbe vrijedi
2 —10x+29=(x-5°>+4>4.

Dobivamo sustav

Vi—-1+V9-x=4
X2 -10x+29=4

Cije je rjeSenje x = 5. RjeSenje zadane jednadZzbe je x = 5.

Primjer 2.2.3. Odredite pozitivne realne brojeve x,y, z tako da vrijedi

{x2+y2+z2:1

VX + Ay + Vz = V27
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RjeSenje. Prema CSB nejednakosti vrijedi
1- 3=+ +)P+P+1)> (- 1+y-1+z- 1) =(x+y+2)>
Sto je ekvivalentno s
xX+y+z< V3.

Uoc¢imo da jednakost vrijedi ako i samo ako je x = y = z. Ponovo koristimo CSB nejedna-
kost 1 dobivamo

3V323(x+y+2) = (V2 + (V37 + (VO + 12+ 1) 2 (Vx + Vy + V2)’,

odnosno

Vi + Y+ VZ < \3V3= V3= V2.
N o_ W M
1

Jednakost vrijedi ako i samo ako vrijedi 1 T, tojest x = y = z. Sada iz

Py +2=lslijedix=y=z=2
]

CSB nejednakost se moze koristiti i pri dokazivanju nekih bitnih nejednakosti kao Sto
su nejednakost trokuta i Nesbittova nejednakost.

Teorem 2.2.4 (Nejednakost trokuta). Za bilo koja dva niza realnih brojeva ay,...,a, i
bi,...,b, zan > 2 vrijedi nejednakost

\/af+b%+ \/a§+b§+---+ N2 +D2> fag +-+a) + by +---+ b2 (2.3)

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po n. Za n = 1 vrijedi jednakost.
Za n = 2 nejednakost glasi

V@ 452+ Jad + 0 2 s + @ + by + by

Sto je ekvivalentno s

V@ 4B \Jad + B > (@as + bibs) & (@ + b)) - (@ + B3) > (s + biba..

Zadnja nejednakost je CSB nejednakost u slu¢aju n = 2 pa tvrdnja oc€ito vrijedi.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k € N, to jest da za neki k € N vrijedi

\/a%+b%+ \/a§+b§+---+ N@+DE > @+ + @)+ (by + -+ b
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Dokazimo da tvrdnja vrijediizak + 1 € N. Zak + 1 € N imamo

2 2 2 2 _ 2 2 . 2 2 2 2
,/a1+b1+~-+ \/ak+1+bk+1— \/a1+b1+~ + \/ak+bk+ \/ak+1+bk+1

> V(ar+- - +a) + b+ + b+ N, + D

2 \/(Cll oot )+ (D + e+ D)2

Zadnja nejednakost slijedi iz nejednakosti trokuta u slu¢aju n = 2. Time smo dokazali
nejednakost trokuta za svaki n € N. O

Nejednakost 2.3 nazivamo ,,Nejednakost trokuta” zbog njene geometrijske interpreta-
cije. Pretpostavimo da su (ay, b;) i (as, by) tocke u ravnini. Zelimo odrediti udaljenost tih
toCaka od ishodiSta. Svaku od tih udaljenosti mozemo promatrati kao duljinu vektora s
pocetnom tockom u ishodiStu i1 krajnjom to¢kom (a;, b;) za i = 1,2. Koristeéi Pitagorin
teorem, duljinu tih vektora raCunamo kao /al.z + bf zai = 1,2. Prema teoremu 2.2.4 za
n = 2 slijedi da je suma duljina tih dvaju vektora veca ili jednaka od duljine sume tih dvaju

vektora, to jest \/a% +b+ \/aé +b2 > +f(a; + ax)? + (by + by)?. Jednakost vrijedi ako
1 samo ako su tocke (ay, by), (az, b,) 1 ishodiSte kolinearne. Ako promatramo da su nave-
deni vektori stranice trokuta, mozemo zakljuciti da je u svakom trokutu zbroj duljina dviju
stranica uvijek veci od duljine preostale stranice.

Primjer 2.2.5 (Nesbittova nejednakost). Neka su a, b, c pozitivni realni brojevi. DokaZite

da vrijedi
a b c_ o 3

+ + > —.
b+c c+a a+b 2

RjeSenje. Prema CSB nejednakosti u sluc¢aju n = 3 vrijedi
(a7 + a3 + a3)(b] + b3 + b3) > a\by + axb; + asbs. (2.4)
Primijenimo 2.4 na

a; = Vb +c, a, = Vc+a, a; = Va+b,

1 1 1
b = , b, = , by =
R ’ c+a Ta+b
Dobivamo
(b+c¢)+(c+a)+(a+b) + ! + ! >(1+1+1)°=9
C C a a =2 =
b+c c+a a+b



20 POGLAVLIJE 2. PRIMJENE NEJEDNAKOSTI U MATEMATICI

Sto je ekvivlentno s

\%

2(a+b+c)(1 + ! + ! )

b+c c¢c+a a+b
a+b+c a+b+c a+b+c

9

= + + 2
b+c c+a a+b 2
9

2

\%

3
-3=2.

a b c

=4

\%

+ +
b+c c+a a+b

Jednakost vrijedi ako i samo ako je (b + ¢)* = (¢ + a)* = (a + b)?, odnosno ako i samo ako
jea=>b=c.

U idu¢em primjeru prezentirat cemo kako se CSB nejednakost primjenjuje na problem
optimizacije.

Primjer 2.2.6. Odredite ekstreme funkcije f(x,y,z) = 2x + 3y + 6z, uz ogranicenje x> +
2., .2
y+z7 =1

Rjesenje. Koriste¢i CSB nejednakost dobivamo

P, y,2) = Qx+3y+ 62> < (22 + 32+ 6)(x* +y* + 25 = 49. (2.5)

Jednakost vrijedi ako i samo ako postoji realan broj A takav da § = = £ = A, odnosno
x =21,y = 34,z = 6. Iz ograniéenja dobivamo A% = 4—19.
Sada iz 2.5 slijedi

-7< f(x,y,2) <17.

Mozemo zakljuditi da funkcija f postize minimum za A = —% jednak —7, a maksimum za
A= % jednak 7.

U sljedec¢im primjerima ¢emo pokazati kako se CSB nejednakost koristi u zadacima s
natjecanja.

Primjer 2.2.7 (IMO Short list 2001.). Neka su xy, x,, ..., X, po volji odabrani pozitivni
brojevi. DokaZite nejednakost

X1 X2 Xn

< \/n.

+ +o
1+x2 1+x2+x2 l+x2+---+x2
1 1 2 1 n
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RjeSenje. Nekajeyo=liy; =1 +x3+---+x’zai=1,2,...,n Tadaje

Xi = i — i1 za i=1,2,...,n.

Sada nejednakost poprima oblik

VYi = Yi-1 < Vi,
i=1 i
Ocito jey; > y;_y zasvei = 1,2,...,n pa dobivamo
\/ i~ Vie Vi = - 11
Z i i <Z — - (2.6)
i=1 Vyzyt im1 Yi-1 Yi
Za bilo koje realne brojeve a;, ay, ..., a, vrijedi
a+ar+---+a, < \n a+aj+---+al. 2.7)

Nejednakost 2.7 slijedi iz CSB nejednakosti. Dovoljno je primijeniti nejednakost 1.12 na
nizove (ai, as,...,a,)1(1,1,...,1). Primijenimo nejednakost 2.7 na sumu u 2.6. Vrijedi

S 11 N T
2, ﬂ‘ﬁsv’z@(ﬂ‘;)

< 1 1 1 1 1
SN ATRN I AT R
i=1 yi—l yl yO yn yn

¢ime smo dokazali trazenu tvrdnju.
]

Primjer 2.2.8 (IMO 1995.). Neka su a, b, c pozitivni brojevi takvi da je abc = 1. DokaZite

da vrijedi
1 1 1

+ + > =,
adb+c) b(c+a) Aa+b) 2

V)
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Rjesenje. Uvodimo supstituciju a = %,b = %,c = % Dobivamo uvjet xyz = 11
nejednakost

1 1 1 3
+ > =
R N R T S )
¥ yz ¥ooxx 2 xy
Sto je ekvivalentno s
xz-xyz+y2-xyz+z2-xyz>3
y+z X+7z x+y 2

Primjenom uvjeta xyz = 1 dobivamo da je po€etna nejednakost ekvivalentna s

X2 y2 Z2 3
+ + > .
y+z z4+x x+y 2

Primijenimo CSB nejednakost na vektore (1/y + z, Vz+ X, /x +y) i (

X y z .
2 2 2

X Z 2
[(y+z)+(z+x)+(x+y)](y+z+Z+x+x+y)2(x+y+z)

Sto je ekvivalentno s

2 2 2 2
X N y N z 2()c+y+z) :x+y+z
y+z z+x x+y 2x+y+2 2

Sada koriste¢i AG nejednakost dobivamo

1 1 1 x? y? 7 x+y+z_ 3
+ + = + + > > =
adb+c) bc+a) Aa+b) y+z z+x x+y 2 2

g
A\l

I
o1 L

PrikaZimo primjenu CSB nejednakosti na primjeru iz geometrije, gdje vidimo kako ta
nejednakost postavlja ograni¢enja na odnose duljina stranica u pravokutnom trokutu.

Primjer 2.2.9. Neka su a,b duljine kateta, a c duljina hipotenuze pravokutnog trokuta.
DokaZite da vrijedi

ab + bc + ca < 2¢°.

RjeSenje. Koriste¢i CSB nejednakost dobivamo

ab+bc+ca< Va2 +b2+AVP2 + 2 +a? = a® + b* + ¢ = 2¢2

odakle slijedi
ab + bc + ca < 2¢%.
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Primijetimo da u posljednjoj nejednakosti ne mozZe vrijediti jednakost, jer nizovi (a, b, c) i
(b, ¢, a) nisu proporcionalni. Kada bi navedeni nizovi bili proporcionalni postojao bi realan
broj A takav da

a=Ab, b=A1Ac, c¢ = Aa.

Tada je ¢* = (1a)*> = A*(Ab)*> = A*(Ac)* = A°c?, odakle slijedi A = lic = da = a
Sto je u suprotnosti s Pitagorinim teoremom. Dakle, u traZzenoj nejednakosti vrijedi stroga
nejednakost.

2.3 Primjena Bernoullijeve nejednakosti

Bernoullijeva nejednakost ima veliku vaznost u raznim matematickim disciplinama. U
ovom poglavlju ¢emo istraziti primjenu Bernoullijeve nejednakosti i njenih poopéenja u
razli¢itim kontekstima.

Jednostavnu primjenu Bernoullijeve nejednakosti moZemo vidjeti u nastavku.

Primjer 2.3.1. Neka su a i b pozitivni brojevi, 0 < b < a, te neka je n prirodan broj veci
od 1. DokaZite da vrijedi

a* —b" > n(a - b)b" .

a

Rjesenje. 1z pretpostavke slijedi }
Bernoullijevu nejednakost pa dobivamo

B -{1+5-1] > 1+0f3-)

a* > b" +n(a—b)b"!

> 1, odnosno ¢ —1 > 0. Uvrstimo x = # —1u

odakle slijedi

odnosno
a’—b" > n(a—bb" .

Na sljedecem primjeru pokazimo primjenu nejednakosti 1.18.
Primjer 2.3.2. Neka su x,y pozitivni realni brojevi. DokaZite da vrijedi

X +y >1.
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RjeSenje. Pokazat cemo da za sve realne brojeve a, b € (0, 1) vrijedi
b a
T a+b-ab
Primjenom nejednakosti 1.18 dobivamo
a?=1+a-1)"<1+@-D(1-b)y=a+b—ab
odakle slijedi
by 4
a+b-ab

jerjea+b—ab=a+b(l—-a)>0.Zax>11iliy > 1 nejednakost oCito vrijedi. Neka su
x,y € (0, ). Prema nejednakosti 2.8 imamo

(2.8)

+ +
Xyt > a + Y -2 27y
X+y—Xy X+y—Xxy Xx+y—-xy x+Yy
[ ]
Slijedi primjer primjene nejednakosti 1.21.
Primjer 2.3.3. Neka su x, x,, ..., x, nenegativni realni brojevi takvi da vrijedi x; + x, +
st X, < % DokaZite da vrijedi
1
(I'=x)d =x2)---(1=x,) 2 5
RjeSenje. Buduci da vrijedi x| + x + -+ + x,, < % iXx,Xx,...,X, sunenegativni realni
brojevi mozemo zakljuciti
1 .
0<x < > <1, odnosno -—x;>-1, zasve i=1,2,...,n.

Takoder vrijedi da su svi —x; jednakog predznaka. Primjenom nejednakosti 1.21 dobivamo

(1= x2)(1 = x) (1= 2,) = (1 (=21 + (=) <+ (1 + (=)
21+ (=x1—x2—-—x,)
=l-(+x+--+x,)
it
h 2 2

|

Koriste¢i poopcenje Bernoullijeve nejednakosti mozemo dokazati i konvergenciju niza.
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Primjer 2.3.4. DokaZite da je niz (a,),en zadan s a, = (1 + %)n ,n € N konvergentan.

RjeSenje. Kako bismo dokazali da je niz (a, ),y konvergentan, dovoljno je dokazati da
je monoton i omeden. Dokazimo prvo tvrdnju: Niz (a,),en Zadan s a,, = (1 + %) ,neN je
n+l - 1

monoton. Neka je @ = == i x = —. Koriste¢i nejednakost 1.17 dobivamo

1\ nel 1 1\ 1

1+ >1+ . s 1+ >1+ -

n+1 n n+1 n+1 n
_ el 1y
@(1+ ) >(1+—)
n+1 n

1 )n+l ( l)n
>|1+-],
n+1 n

Ay >4, zasvaki n € N.

|1+

odakle slijedi

Dokazali smo da je niz (a,),cy monoton, to jest strogo rastuci.
. . . n . v
DokaZimo sada tvrdnju: Niz (a,),eyv zadan s a, = (1 + %) ,n € N je ograniCen.

Zapisujemo 44 kao:

2 2
n

LN a2 ] 2 _ w2 _ 1 1+2
4m{2)_w_§~22u. 2= S (e D

1
2
Akouzmemox=1lia =1+ % mozemo primijeniti nejednakost 1.17 pa dobivamo

1 | 2 1 2 1
—(I+D">—|1+[1+2]-1|==(2+=Z)=1+-.
2(+) >2 +( +n) ] 2( +n) +n

Dakle, vrijedi
1 I
ﬁ>1+—@4>b+—).
n n
Kako je a, = (1 + %)n, vrijedi 4 > a, za svaki n € N pa zakljuCujemo da je niz (a,),en
omeden odozgo brojem 4.
Dokazali smo da je niz (a, ),y rastu¢ i omeden pa je (a,),en zadan s a, = (1 + %) konver-
gentan.

U nastavku ¢emo prikazati kako upotrebom Bernoullijeve nejednakosti moZemo doka-
zati sljedeci teorem.
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Primjer 2.3.5. Ako je a > 0,q > 1,x > 0, tada funkcija f(x) = x? — ax, ima najmanju
1

.s vy . T-q - . .
vrijednost u tocki x = (3) " i ona iznosi

(1- q)(ﬁ)“’ .
q

U istoj tocki funkcija ima najvecu vrijednost zaO) < g < 1,a > 0.

RjesSenje. Koristimo Bernoullijevu nejednakost za g > 1,
1+27>1+gqz za z> -1,

pri ¢emu jednakost vrijedi samo za z = 0. Uvodimo supstitucijuy = 1 +zizaqg > 1
dobivamo

yzl+q(h-1)
Sto je ekvivalentno s
Yi—gqyz1-¢q

pri cemu jednakost vrijedi samo za y = 1. MnoZenjem obje strane nejednakosti s ¢?, gdje
je ¢ > 0, dobivamo

() = g (cy) > (1 — g)ct.
Stavimo
X = cy, ch_l =aq,

odakle je ¢ = (j—;)ﬁ i

QR

xq—axz(l—q)cqz(l—q)(

1
a\q-1

9
)

pri cemu jednakost vrijedi za x = ¢ = (—)
Koristec¢i druge slucajeve Bernoullijeve nejednakosti analogno dokazujemo drugu tvrdnju.



Poglavlje 3

Primjene nejednakosti u ekonomiji

3.1 Problemi optimizacije

Ekonomske odluke donose se uzimajuéi u obzir sloZzene varijable i njihove odnose. Time
primjena matemati¢kih koncepata postaje neophodna za analizu, interpretaciju i optimiza-
ciju ekonomskih procesa. Jedan od klju¢nih elemenata u ovom pristupu je metoda nejed-
nakosti, koja pruza razumijevanje odnosa izmedu razli¢itih varijabli te omogucava mode-
liranje i rjeSavanje problema optimizacije u ekonomiji. Koncept koji se istice u rjeSavanju
tog problema je AG nejednakost. U nastavku ¢emo kroz konkretne primjere pokazati kako
pomoc¢u AG nejednakosti rjeSavamo probleme optimizacije u razli¢itim ekonomskim sce-
narijima.

Primjer 3.1.1. Funkcija ukupnih troskova proizvodnje zadana je s T(Q) = 30> +480Q+48,
gdje je Q kolicina proizvoda. Odredite kolicinu Q,,;,, za koju funkcija prosjecnih troskova
postiZe minimum i iznos minimalnih prosjecnih troskova.

RjeSenje. Zadatak cemo rijesiti pomocu AG nejednakosti. Funkcija prosjecnih troskova
zadana je s

T(Q) 30°+480 +48 48
0 0 Q+ra8+ 5

Primjenom AG nejednakosti na pribrojnike 3Q 1 % za O > 0 dobivamo

4 / 4
AT(Q)=3Q+48+§822 3Q~§8+48:24+48:72.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je 3Q = %, odnosno Q = 4. Buduéi da je AT(Q) > 72 za
sve O > 0 mozemo zakljuciti da funkcija AT postize minimum za Q,,;,, = 4 jednak 72.

AT(Q) =

27
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Ovaj zadatak mogli smo rijesiti 1 primjenom diferencijalnog racuna. KoriStenjem me-
tode nejednakosti izbjegli smo odredivanje prve i druge derivacije funkcije AT te provjeru
nuZnih i dovoljnih uvjeta. Primjenom AG nejednakosti smo u manjem broju koraka isto-
vremeno dobili dvije informacije: koli¢inu Q,,;, i iznos minimalnih prosjecnih troskova.

Primjer 3.1.2. Farmer Zeli ograditi dio livade u obliku pravokutnika povrsine 8100m>.
Cijena bodljikave Zice za ogradu je 10 eura/m. Odredite dimenzije pravokutne ograde
tako da troSak za kupnju bodljikave Zice bude najmanji. Koliko iznosi minimalan trosak?

RjeSenje. Neka su x i y duljina i Sirina pravokutnika. Bududi da je povrSina zadana,
vrijedi xy = 8100, odnosno y = @. Funkcija ukupnih troskova ograde je umnozak opsega
pravokutnika i cijene ograde po metru, to jest 7(x) = 2x + 2 - 81—;’0) - 10. Primjenom AG
nejednakosti na funkciju 7 dobivamo

1 1
T(x):20x+20-8 0022\/20x~20-8 00:2-20~9O:36OO.

X X

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je 20x = 20 - @, odnosno x = 90. Buduci da je

T'(x) = 3600 za sve x > 0, moZzemo zakljuciti da funkcija 7 postize minimum za x = 90.
Dimenzije ograde su 90m X 90m, a minimalni troSak iznosi 3600 eura.

Primjer 3.1.3. Potrebno je proizvesti kutiju volumena 534 cm? tako da su poklopac i dno
kvadratnog oblika, a stranice pravokutnog oblika. Stranice se izraduju od materijala cijene
4 centa/cm?, a poklopac i dno od materijala cijene 8 centa/cm®. Odredite dimenzije kutije
tako da ukupan trosak proizvodnje bude minimalan.

Rjesenje. Neka je x duljina i Sirina kutije, a y visina kutije. Tada je volumen kutije

x%y = 534 iz Cega slijedi y = %. Funkcija ukupnih troSkova proizvodnje kutije zadana je
s T = 4-4xy+ 8- 2x%. Uvrstavanjem supstitucije y = 5% 1 primjenom AG nejednakosti

dobivamo

534
+

8544
T(x) = 16x- — +16x> = — +
X

4272 4272
+

X X

16x> = + 162

</4272 4272
>3 :

X X

- 16x2 ~ 1990.29.

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je % = @ = 16x%, to jest x = V267 ~ 6.44. 1z
toga slijedi y ~ 12.88. Bududi da je T'(x) > 1990.29 za sve x > 0, moZemo zakljuciti da
funkcija T postiZe minimum za x = 6.44. Dimenzije kutije su 6.44cm X 6.44cm X 12.88cm,

a minimalni troSak iznosi 1990.29 centa.
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Primjer 3.1.4. Spremnik volumena 15m? pravi se u obliku valjka bez poklopca. Cijena ma-
terijala za dno iznosi 1.25 eura/m?, a materijala za plast je 0.9 eura/m®. Kojih dimenzija
treba biti spremnik kako bi troskovi kupnje materijala za izradu bili minimalni?

RjeSenje. Neka je r radijus baze valjka i & visina valjka. Tada je volumen spremnika
r’rmh = 15 iz Sega slijedi h = . Funkcija ukupnih tro§kova kupnje materijala za izradu

r’n’

danajes T = 1.25-r*7+0.9-2rhn, to jest T(r) = 1.25-r*z+2L. Primjenom AG nejednakosti
na funkciju 7" dobivamo
13.5 135

27
T(r)=125-Pn+=—=125-rr+ — + —
r r r

13.5 135 3
= 3i/1.25 P —=. == =3V1.25-7-13.5-13.5 ~ 26.83.

r r

Jednakost vrijedi ako i samo ako je 1.25-r?r = 22 = 133 ‘odakle je r ~ 1.51. Bududi da je

T(r) > 26.83 za sve r > 0, mozemo zakljuciti da funkcija T postiZze minimum za r ~ 1.51.
Dimenzije spremnika su 7 ~ 1.51m i h ~ 2.09 m, a minimalni troSak kupnje materijala za
izradu su 26.83 eura.

3.2 Modeli ekonomicne koli¢ine nabave

U redovnom poslovanju Cesto je potrebno odrediti koli¢inu nabave, koja treba biti Sto eko-
nomicnija. To znaci da trebamo odrediti koli¢inu nabave s najnizim troSkovima nabave,
isporuke 1 skladiStenja, tako da potraznja bude zadovoljena.

U ovom poglavlju ¢emo predstaviti model ekonomicne koli¢ine nabave (economic order
quantity ili EOQ model). Prvo ¢emo konstruirati klasi¢ni EOQ model, kojem je cilj mini-
mizirati troSkove upravljanja zalihama, uz stalnu potraznju koja treba biti zadovoljena na
vrijeme. Zatim ¢emo izvesti formulu za model ekonomic¢ne nabave uz dozvoljeno ponovno
narucivanje u kojem takoder minimiziramo ukupne troSkove, ali potraznja nije zadovoljena
na vrijeme. Iako su za izvod formule EOQ modela potrebne jednostavne pretpostavke, ovaj
model ima primjenu u realnom svijetu te daje dobre rezultate u raznim industrijama. Kako
bismo rijesili probleme optimizacije pri konstrukciji oba modela, koristit cemo metodu
nejednakosti ¢ime dobivamo eksplicitne formule za optimalnu koli¢inu nabave.

3.2.1 Klasi¢ni model ekonomicne koli¢ine nabave

Zapocet ¢emo s pretpostavkama potrebnim za konstrukciju klasicnog modela ekonomicne
kolicine nabave. Pretpostavke i oznake preuzete su iz [11].
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1. PotraZznja je neprekidna tijekom godine uz konstantnu stopu A. Konstantna stopa
znaci da optimalna koli¢ina narudzbe ne mora biti cjelobrojna, Sto ne predstavlja
problem sve dok je koli¢ina narudzbe dovoljno velika, jer se u praksi koli¢ina na-
rudzbe zaokruzuje na prvi vedi cijeli broj. Slicno tome, pretpostavka da je potraznja
neprekidna uz konstantnu stopu je rijetko ostvariva u praksi. Medutim, model daje
dobar rezultat kada je potraznja relativno stabilna tijekom vremena.

2. Pri svakoj narudzbi, nastaje fiksni troSak K. SkladiStenje svake jedinice zaliha godiSnje
kosta I novcanih jedinica po novcanoj jedinici uloZzenoj u zalihe. 1z toga slijedi da
troSak godiSnjeg skladiStenja jedne jedinice iznosi IC, ako jedna jedinica koSta C
novcanih jedinica.

3. Isporuka stiZe t godina nakon narudzbe. Pretpostavljamo da je ¢ determiniran i poz-
nat.

4. Svi parametri modela ostaju nepromijenjeni tijekom vremena.
5. Planski horizont je beskonacan.
6. Sva potraznja je zadovoljena na vrijeme.

Cilj modela je odrediti koli¢inu robe 1 vrijeme do ponovnog narucivanja. Buduci da su
svi parametri nepromjenjivi tijekom vremena, koli¢ina robe, oznacena s Q, takoder ostaje
nepromjenjiva. Vrijeme do ponovnog narucivanja jednako je vremenu izmedu dvije uzas-
topne narudzbe, $to nazivamo ciklus.

Iz ovog modela saznajemo kada izvrSiti novu narudzbu. Bududi da je potraznja nepre-
kidna uz determiniranu i konstantnu stopu, a isporuka stize to¢no ¢t godina nakon narudzbe,
Zelimo isporuku to¢no nakon prodaje zadnje jedinice. Dakle, trebamo izvrSiti narudZbu ¢
godina prije isteka zaliha.

Prvi korak u razvoju modela je odredivanje ukupnih troSkova upravljanja zalihama u godini
dana. Buduc¢i da je godiSnja stopa potraznje jednaka A, onda je godis$nji troSak nabave robe
jednak CA. Nadalje, broj narudzbi u godini jednak je 4/Q, iz Cega slijedi da je godiSnji
fiksni troSak narudzbi KA/Q. Odredivanje ukupnih troSkova skladiStenja u godini dana je
sloZenije. Prvo odredujemo prosjecnu zalihu po ciklusu. Buduci da su svi ciklusi jednaki,
prosjecna godiSnja zaliha jednaka je prosjecnoj zalihi po ciklusu. TroSak skladiStenja jed-
nak je umnosku prosjecne godiSnje zalihe i godiSnjim troSkom skladiStenja jedne jedinice
zaliha. Pomocu slike 3.1, dobivamo da je prosjecna zaliha po ciklusu jednaka:

PovrSina trokuta ADC %QT 0
Duljina ciklusa 7 2°
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T\E==]

—

Slika 3.1: Promjena kolicine zaliha Q tijekom vremena u EOQ modelu (preuzeto iz [11])

Tada je godi$nji troSak drZanja zaliha na skladistu jednak 1CQ/2.
Zbrajanjem svih troSkova dobivamo da ukupni troskovi upravljanja zalihama Z(Q) u godini

dana iznose

_cqs K Ic0
Z(Q)_C/I+Q+ >

Dakle, kako bismo odredili ekonomi¢nu koli¢inu nabave u ovom modelu potrebno je mi-
nimizirati funkciju Z, odnosno

, . Ka ICQ

U literaturi su autori izveli analiti¢ko rjeSenje ovog problema pomocu diferencijalnog
racuna (vidi [11]), a ovdje ¢emo taj problem rijesiti metodom nejednakosti.
Primjenom AG nejednakosti na pribrojnike % i % dobivamo

KA I 1
Z(Q):C/l+6/1+% zcmz,/imzc.

Jednakost vrijedi ako 1 samo ako je

Ki_1co ., [iKL
o 2 IC
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MoZemo zakljuciti da je optimalna koli¢ina nabave jednaka Q,,;, = ,lzlﬂ, a minimalni
godisnji troSkovi upravljanja zalihama iznose

/1
Zpin =CA+2 EK/UC'

U nastavku moZemo vidjeti jedan primjer modela ekonomicne koli¢ine nabave.

Primjer 3.2.1. Odredi ekonomicnu kolic¢inu nabave tako da su ukupni troskovi upravljanja
zalihama minimalni, odnosno

100
InZ(Q) =55+ — +40,
min Q) 0 0

gdje je Q kolicina robe, 55 je godisnji trosak nabave robe, 100/Q je godisnji fiksni trosak
narudzbi i 4Q je godisnji trosak skladistenja.

RjeSenje. Primjenom AG nejednakosti dobivamo

100 /IOO
Z(Q):55+E+4Q255+2 ?-4Q:55+2-20:95.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je 100/Q = 40, to jest Q = 5. Bududi da je Z(Q) > 95
za sve O > 0 moZemo zakljuciti da funkcija Z postize minimum za Q = 5 jednak 95.
Ekonomicna koli¢ina nabave jednaka je 5.

3.2.2 Model ekonomicne koli¢ine nabave uz dozvoljeno ponovno
narucivanje

Uz ostale zadovoljene pretpostavke klasicnog modela ekonomicne nabave u ovom odjeljku
¢emo ukloniti pretpostavku da je sva potraznja zadovoljena na vrijeme. Time su dozvoljene
ponovne narudzbe, ali uz dodatne kaznene troSkove. Tada se ukupni troskovi upravlja-
nja zalihama sastoje od Cetiri pribrojnika: troSak nabave, fiksni troSak narudzbi, troSak
skladiStenja 1 kazneni troSak zaostatka. Na slici 3.2 prikazana je dinamika ovog sustava.
Svaki ciklus sastoji se od dva podciklusa. U prvom podciklusu, koji traje 7'} godina, zalihe
su dostupne i smanjuju se brzinom potraznje A. Tijekom drugog podciklusa, koji traje T,
godina, dozvoljeno je ponovno narucivanje. Dakle, u drugom podciklusu nema dostupnih
zaliha. Budu¢i da potraznja nije zadovoljena tijekom tog perioda, zaostatak se povecava
brzinom potraznje A. Ukupna duljina ciklusa jednaka je T = T + T5.
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D
% N|Slope= -A
Q-B
Tz
A C F
0
-
Ti
B

E

Slika 3.2: Promjena koli¢ine zaliha Q tijekom vremena u EOQ modelu uz dozvoljeno
ponvno narucivanje (preuzeto iz [11])

Moramo odrediti koliko robe naruciti u svakoj narudzbi te koliki je najveéi dopusten zaos-
tatak prije nove narudzbe u svakom ciklusu. Koli¢inu robe u svakoj narudzbi oznacimo s
Q kao 1 prije, a najveci dopusten zaostatak s B. Nakon isporuke, ponovne narudzbe su za-
dovoljene, a preostalih Q — B jedinica na zalihi zadovoljava potraZznju u prvom podciklusu.
Dakle, dostupne zalihe se smanjuju brzinom A i postaju nula nakon 7 godina

Q- B=aT,. (3.1

U drugom podciklusu broj ponovljenih narudzbi raste od 0 do B brzinom A tijekom T,
godina. Slijedi
B = AT, (3.2)

odakle je
Q=AT,+T,) =A4T. (3.3)

Dokazimo jednakost 3.1 pomocu trigonometrije pravokutnog trokuta. Promatramo pra-
vokutan trokut AACD na slici 3.2. Vidimo da je nagib pravca CD jednak —A1. Neka je
a = £(DCF. Za nagib pravca k vrijedi k = tg ¢, pri cemu je ¢ kut koji pravac zatvara s po-
zitivnim dijelom osi apscisa. Za kut @ i pravac CD vrijedi tg o = —A. Iz svojstava funkcije
tangens slijedi

tg(180° — @) = —tga = —(-4) = A.

Primijenimo trigonometriju pravokutnog trokuta na kut 180° — @. Dobivamo

o AD| Q- B
tg(180 - CY) = tg(ZACD) = m = QTl ,
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odnosno

O-B

T,

iz Cega slijedi jednakost 3.1. Na sli¢an nacin slijedi jednakost 3.2.
Ukupni troSkovi nabave 1 ukupni fiksni troSkovi narudzbi su jednaki kao u klasicnom mo-
delu ekonomi¢ne nabave dok su ukupni godisnji troskovi skladiStenja drugaciji.
Prvo odredujemo prosjecnu zalihu po ciklusu koju zatim mnozimo s troSkom skladiStenja
jedne jedinice zaliha kako bismo dobili godiSnji troSak skladiStenja. Prosjecna zaliha po
ciklusu jednaka je

A=

(O-B)Ty

PovrSina trokuta ADC =
T T

1z 3.113.3 sljjedi i

(Q_f)Tl _ (Q:lB) ~ Q- B)2

T 2¢ 20

Primijetimo da je prosjec¢na zaliha po ciklusu izraz koji ovisi o dvije varijable B i Q.
Odredimo sada godiSnji kazneni troSak zaostatka, odnosno godisnji troSak ponovljene na-
rudzbe. Neka je M godiSnji troSak ponovljene narudZbe po jedinici robe. Prvo moramo
odrediti prosjecni broj ponovljenih narudzbi po ciklusu. Buduéi da su svi ciklusi jednaki
moZzemo zakljuciti da je prosjecni broj ponovljenih narudzbi u godini jednak prosje¢nom
broju ponovljenih narudzbi po ciklusu. GodiSnji troSak ponovljene narudzbe jednak je
umnosku broja ponovljenih narudzbi u godini i godiSnjem troSku ponovljene narudzbe po
jedinici robe. Prosjecni broj ponovljenih narudzbi u ciklusu jednak je

PovrSina trokuta CEF %
T T
Iz 3.2 1 3.3 slijedi
BT B2
zZ_u_¥
T % 20°

Dakle, godisnji troSak ponovljene narudzbe jednak je M %
Zbrajanjem svih troSkova dobivamo da ukupni troSkovi upravljanja zalihama Z(B, Q) u
godini dana iznose

2
Z(B.0) = Ca+ 24 Q QB B

20 20
Za odredivanje ekonomicne koli¢ine nabave u ovom modelu, potrebno je minimizirati
funkciju Z, to jest dobivamo sljedeci problem optimizacije

2
min Z(B, Q) = C/l+ (Q B +M—

B.0>0 Q 2Q 20°
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Kao i za klasi¢an model ekonomi¢ne koli¢ine nabave u literaturi je ovaj problem rijeSen
pomocu diferencijalnog racuna (vidi [11]). Za razliku od toga ovdje ¢emo koristiti metodu
nejednakosti.

Prvo ¢emo funkciju dvije varijable Z(B, Q) ograniciti funkcijom jedne varijable Z(Q) kako
bismo odredili optimalnu vrijednost varijable B. Funkciju Z(B, Q) mozemo zapisati kao

_ K1 0 B\ B\

10 B\\ B\\ MY vic Y
g8l (w3 e ]|
Q 2 Q Q IC+M IC+M
Primijenimo CSB nejednakost na vektore (VIC (1 - g) VM - g) 1 ( ]‘zM, EM)
Slijedi
2
KA VICM B VICM B
Z(B,Q)>2CAl+ —+ Q(—-(l——)+—-—)
Q 2\VIiC+M Q) ~NIc+Mm Q
KA
oy KA Q ICM .
0 2 IC+M
Jednakost vrijedi ako i samo ako je
B B
VIC(1-§) VM-
VM - _VIC
1IC+M IC+M
iz Cega slijedi
IC
B=0- .
Q M+ 1IC
0
Primjenom AG nejednakosti na == Q i3 11cC+A1/Iw dobivamo

KL _Q ICM KACM
Z(B.Q) = CA + 4 > CAt 2|2
B.Q=Cl+ o+ 5 1w m 2N ac e

Jednakost vrijedi ako i samo ako je

KA_Q ICM
0 2 IC+M

iz Cega slijedi
2KA(IC + M)

Q= ICM
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Dakle, moZemo zakljuliti da se minimalni troSkovi upravljanja zalihama postiZu za opti-
malnu koli¢inu narudzbe jednaku

2KA(IC + M)
ICM

KAICM
Zin = CA+2 | =220
T N2ac T

Optimalni dopusteni zaostatak jednak je

B=0 ic 2KAIC
e+ \NAC+ MM

3.3 Primjena nejednakosti u usporedbi jednostavnih i
slozenih kamata

Qmin =

11znose

Kamatni racun je matematicki koncept koji se primjenjuje u raznim poslovnim situacijama
kao Sto su izdavanje kredita, Stednje, ulaganja i slicno. Dva osnovna oblika kamatnog
racuna su jednostavni i sloZzeni kamatni racun. U ovom dijelu rada ¢emo definirati pojmove
jednostavnog i sloZzenog kamatnog racuna te navesti formule za ukupne kamate obraCunate
po oba oblika kamatnog ra¢una uz fiksnu i varijabilnu kamatnu stopu. Zatim ¢emo dokazati
da su ukupne kamate izraCunate po jednostavnom kamatnom raCunu manje od ukupnih
kamata izraCunatih po slozenom kamatnom racunu. Ovu tvrdnju dokazat ¢emo primjenom
Bernoullijeve nejednakosti.

Promotrimo jednostavni kamatni racun uz fiksnu kamatnu stopu.

Definicija 3.3.1. Jednostavni kamatni racun je takav racun u kojem kamate izracunavamo
na istu glavnicu za svako razdoblje ukamacivanja.

Propozicija 3.3.2. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja uz
pretpostavku da se kamate obracunavaju po jednostavnom kamatnom racunu uz fiksnu ka-
matnu stopu (kamatnjak) p u svakom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna kamata
dekurzivan iznosi

pl’l
C,=C (1 —). 34
o(l+ 100 (3.4)

Dokaz se moZe vidjeti u [7].
Prema [7] ukupne kamate u slu¢aju da se kamate obracunavaju po jednostavnom kamatnom

racunu uz fiksnu kamatnu stopu iznose
Copn

K= 100 (3.5)
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U nastavku pogledajmo jednostavni kamatni racun ako kamatna stopa nije fiksna, to jest
uz varijabilnu kamatnu stopu.

Propozicija 3.3.3. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja uz
pretpostavku da se kamate obracunavaju po jednostavnom kamatnom racunu uz varija-
bilnu kamatnu stopu p;,i = 1,2, ...,n u i-tom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna
kamata dekurzivan, iznosi

F P4+
Cn=Co(1+pl )2 P)

Zl 1 Pi
100 C0(1+ .

100

Dokaz se moZe vidjeti u [7].
Prema [7] ukupne kamate u slu¢aju da se kamate obracunavaju po jednostavnom kamatnom
racunu uz varijabilnu kamatnu stopu iznose

~ 100 Zp’ G0

U sljedecem dijelu analizirat cemo sloZeni kamatni racun te ukupne sloZene kamate.

Definicija 3.3.4. SloZeni kamatni racun je postupak izracunavanja kamata na glavnicu
uveéanu za prethodno obracunate kamate u svakom prethodnom vremenskom razdoblju
ukamacivanja.

Propozicija 3.3.5. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja uz
pretpostavku da se kamate obracunavaju po sloZenom kamatnom racunu uz fiksnu kamatnu
stopu p u svakom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna kamata dekurzivan, iznosi

p n
C,=C (1 + —)
"7 100
Dokaz se moZe vidjeti u [7].
Prema [7] ukupne kamate u slucaju da se kamate obracunavaju po sloZzenom kamatnom

racunu uz fiksnu kamatnu stopu iznose
I[=C,—Cy=Co(r"-1), (3.7)

gdjejer =1+ - 100 fiksni dekurzivni kamatni faktor.
Nadalje prikazimo sloZeni kamatni raun uz varijabilnu kamatnu stopu.

Propozicija 3.3.6. Vrijednost (jednog) iznosa Cy na kraju n-tog jedinicnog razdoblja uz
pretpostavku da se kamate obracunavaju po sloZenom kamatnom racunu uz varijabilnu
kamatnu stopu p;,i = 1,2,...,n, u i-tom jedinicnom razdoblju i da je nacin obracuna
kamata dekurzivan, iznosi
n
Cn = Corlrz---rn = Col_[}",'.

i=1
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Prema [7] ukupne kamate u slucaju da se kamata obracunava po sloZenom kamatnom
racunu uz varijabilnu kamatnu stopu iznose

I:Cn—CO:CO(l_[r,-—l], (3.8)

i=1

gdjejer; =1+ %,i =1,2,...,n, dekurzivan kamatni faktor za i-to razdoblje.
Primijenimo li dobivene formule na konkretne primjere (vidi [7]) moZemo primijetiti da su
ukupne kamate izracunate po jednostavnom kamatnom racunu manje od ukupnih kamata
izraCunatih po sloZenom kamatnom racunu. DokaZimo tu tvrdnju za op¢i slucaj koristeci

nejednakosti.

Teorem 3.3.7. Ukupne kamate izracunate po sloZenom kamatnom racunu nisu manje od
onih izracunatih po jednostavnom kamatnom racunu.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati koriste¢i Bernoullijevu nejednakost. Dokaz je preuzet iz
[7]. Razlikovat ¢emo dva slucaja: prvi kada su kamate raCunate uz fiksnu te drugi kada su
kamate raCunate uz varijabilnu kamatnu stopu.
U prvom slucaju, koristeéi 3.4, 3.5 1 3.7, treba dokazati da vrijedi nejednakost

p

pY pn " pn
I>Ko 1+ -y >c(1+ = )-coeo (1+-L-) >1+ £
= CO( +100) CO—CO( +1oo) Co ( +100) =1 100

Posljednja nejednakost slijedi iz 1.15 za x = lg—o > 0.

U drugom slucaju, koriste¢i 3.6 1 3.8, trebamo dokazati nejednakost

prtprt---+py
100

IZK@COH(H&)—COZCO(H

100 )_ Co

o [](1+bo) e B2

Posljednja nejednakost slijedi iz 1.21 za x; = &5 > 0,x, = & >0,...,x, = % >0. O
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Sazetak

Diplomski rad istraZuje upotrebu metode nejednakosti kao alternativnog pristupa rjesavanju
problema optimizacije u matematici i ekonomiji. Najcesce se za pronalaZzenje minimuma
ili maksimuma funkcija koristi diferencijalni racun, ali ta metoda moZe biti zahtjevna zbog
provjera nuznih 1 dovoljnih uvjeta za ekstrem racunanjem derivacija. U radu promatramo
neke elementarne nejednakosti (aritmeticko-geometrijska nejednakost, Cauchy-Schwarz-
Buniakowskyjeva nejednakost i Bernoullijeva nejednakost) i njihovu primjenu u matema-
tici i ekonomiji te na matematickim natjecanjima. Posebno se analizira primjena nejedna-
kosti u ekonomiji, kao Sto su model ekonomicne koli¢ine nabave (EOQ model) i usporedba
jednostavnih i sloZenih kamata. Ovaj rad doprinosi boljem razumijevanju metode nejed-
nakosti u rjeSavanju problema optimizacije te isti¢e njezine prednosti u odnosu na metode
temeljene na diferencijalnom racunu.



Summary

The paper explores the use of inequalities as an alternative method to solving optimization
problems in mathematics and economics. The common approach to finding the minimum
or maximum of a function is to use calculus, but this method can be demanding due to the
derivation of necessary and sufficient conditions for the extrema using derivatives. In the
paper, some elementary inequalities (arithmetic-geometric inequality, Cauchy-Schwarz-
Buniakowsky inequality and Bernoulli’s inequality) and their application in mathematics,
economics and in mathematical competitions are observed. The application of inequalities
in economics, such as the economic order quantity model (EOQ model) and the comparison
of simple and compound interest, are especially analyzed. This paper contributes to a better
understanding of the use of inequalities in solving optimization problems, and highlights
its advantages over methods based on calculus.
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