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Sazetak

Opca teorija relativnosti, kao klasicna teorija gravitacije, bazira se na jedinstve-
noj Levi-Civitinoj koneksiji, koja je u potpunosti odredena metrickim tenzorom dane
glatke mnogostrukosti. Jedinstvenost Levi-Civitine koneksije temelji se na pretpos-
tavkama iScezavajuceg tenzora torzije i kompatibilnosti metrike s kovarijantnom de-
rivacijom, odnosno iScezavajuceg tenzora nemetri¢nosti. Posljedi¢no u takvom for-
malizmu gravitacija je u potpunosti opisana svojstvima Riemannovog tenzora zakriv-
ljenosti, odnosno zakrivljenoS¢u promatranog prostorvremena. U ovom radu raz-
motramo posljedice popustanja navedenih pretpostavki te dolazimo do zakljucka da
postoji dinamicka ekvivalentnost opce teorije relativnosti s teorijama koje se temelje
na iS¢ezavanju Riemannovog tenzora zakrivljenosti, a na nei$¢ezavanju ili istovre-
meno tenzora torzije i tenzora nemetri¢nosti ili na neis¢ezavanju samo tenzora neme-
tricnosti ili na neis¢ezavanju samo tenzora torzije. Takoder pokazujemo da u ovak-
vom formalizmu postoji moguc¢nost promatranja klasi¢ne gravitacije kao bazdarne
teorije bazirane na Liejevoj grupi translacija. Nadalje, promatramo pripadne mo-
dificirane teorije gravitacije te pokazujemo da time dolazimo do novih dinamickih
modela, koji se opcenito razlikuju od dinamic¢kih modela dobivenih modificiranim
teorijama opce teorije relativnosti. Tako dobiveni dinamicki modeli su intenzivan

predmet istrazivanja, narocito u kozmoloskim modelima.

Klju¢ne rije¢i: Riemannova geometrija, opca teorija relativnosti, teleparalelne ge-

ometrije, teleparalelne gravitacije, bazdarenje gravitacije



Teleparallel Gravitation
Abstract

The general theory of relativity, as a classical theory of gravitation, is based on a
unique Levi-Civita connection, which is entirely given by the metric tensor of a gi-
ven smooth manifold. The uniqueness of the Levi-Civita connection is based on the
assumptions of vanishing torsion tensor and compatibility of the metric with the
covariant derivative, or in other words vanishing non-metricity tensor. As a con-
sequence of this formalism, gravitation is entirely given by the properties of the Ri-
emann curvature tensor, or with the curvature of a given spacetime. In this text, we
are exploring the consequences of relaxing the aforementioned assumptions and we
conclude that there exists a dynamical equivalence between the general theory of
relativity with theories based on a vanishing Riemann curvature tensor, and simulta-
neously nonvanishing torsion and non-metricity tensors, or with only non-metricity
as a nonvanishing tensor, or with only torsion as a nonvanishing tensor. We also
show that in this formalism there is a possibility of treating classical gravitation as
a gauge theory based on the Lie group of translations. Furthermore, we look at gi-
ven modified theories of gravitation in this formalism and we see that we end up
with new dynamical models, which are in general different from dynamical models
obtained from modified theories of the general theory of relativity. Those dynami-

cal models are the subject of intense research, especially in the cosmological models.

Keywords: Riemannian geometry, general theory of relativity, teleparallel geome-

tries, teleparallel gravitations, gauging of gravitation
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1 Uvod

U ranoj prvoj polovici proslog stolje¢a A. Einstein je razvio formalizam opce teorije
relativnosti u kojemu je gravitacija formulirana u potpunosti kao geometrijska te-
orija. Nedugo nakon $to je teorija postavljena poceli su brojni pokusaji ujedinjenja
klasi¢nog elektromagnetizma i gravitacije u jednu teoriju. Naravno dva su glavna
razloga tome, prvi je taj da su formalizmi klasi¢nog elektromagnetizma i opce teorije
relativnosti dosta sli¢ni, a drugi je taj da je kvantna teorija tek bila u zacecima te jo$S
nije bio poznat formalizam kvantne teorije polja. No iako su pokusaji bili brojni i ne-
uspjesni iz njih su se izrodile brojne ideje koje su utjecale na daljnji razvoj fizike. Kao
Sto ¢emo vidjeti opca teorija relativnosti se bazira na Riemannovoj geometriji u kojoj
tenzori torzije i nemetri¢nosti iSCezavaju, a samo Riemannov tenzor zakrivljenosti
ne iSCezava. Stoga, bitno je spomenuti jedan od prvih pokusaja ujedinjenja gravi-
tacije i elektromagnetizma koji se bazirao na neiS¢ezavanju tenzora nemetricnosti,
za kojega ¢emo se kasnije uvjeriti da je zasluzan za promjenu duljine vektora pri
tzv. paralelnom transportu te na neiSCezavanju Riemannovog tenzora zakrivljenosti,
a to je slucaj tzv. Weylove geometrije. Za ovu ideju je zasluzan njemacki matematicar
H. Weyl [1]. On je u razvoju svoje teorije uveo pojam tzv. bazdarne transformacije,
za kojega se moze reci da je vjerojatno usmjerio cijelu fiziku dvadesetog stoljeca u
novom smjeru. Weylovu ideju je opovrgnuo sam Einstein jer je pokazao da bi takva
teorija implicirala nepostojanje dobro definiranih atomskih spektralnih linija [2]. S
druge strane ¢emo spomenuti pokusaj ujedinjenja klasi¢nog elektromagnetizma i gra-
vitacije baziran na tenzoru torzije. Tu ideju je predstavio E. Schrodinger [3]. Pro-
blem na koji je naiSao je taj da je u njegovoj teoriji foton morao imati neiS¢ezavajucu
masu, Sto danas znamo da je zasigurno nemoguce. Za podrobniji povijesni pregled
ideja ujedinjenja gravitacije s ostalim silama preporucuje se pogledati [4,5].

Ovdje ¢emo jo$ spomenuti tzv. Einstein-Cartan(-Sciama-Kibbleovu) teoriju gra-
vitacije [6] koja je specijalni slucaj tzv. Poincaréove bazdarne gravitacije koja pociva
na bazdarenju cijele Poincaréove grupe. Geometrija u kojoj je ova teorija razvijena je
Riemann-Cartanova, za koju tenzor nemetri¢nosti iSCezava, a ostala dva relevantna
tenzora ne. Specificnost ove teorije je ta da je masa vezana uz Riemannov tenzor
zakrivljenosti, a torzija uz intrinzi¢ni spin. Takoder, bitno je za napomenuti da ova

teorija i dalje nije niti potvrdena niti opovrgnuta, niti teorijski niti eksperimentalno.



Ono $to je tema ovog rada je tzv. teleparalelna gravitacija (gr¢. tele=udaljeno,
daleko). Ona se bazira na iS¢ezavanju Riemannovog tenzora zakrivljenosti, dakle
teoriju razvijamo u tzv. teleparalelnoj geometriji. Naziv ove teorije dolazi upravo od
iSCezavanja Riemannovog tenzora zakrivljenosti jer to znaci da pri paralelnom trans-
portu vektori ne mijenjaju svoju orijentaciju u odnosu na pocetnu, dakle paralelni su
sa svojom pocetnom orijentacijom i na ,dalekim” udaljenostima. Zacetnik ovog pris-
tupa je sam Einstein [7] koji je takoder nakon formuliranja opce teorije relativnosti
pokusao ujediniti klasi¢ni elektromagnetizam i gravitaciju. On je svoju teleparalelnu
teoriju razvijao u tzv. tetradnom formalizmu kojeg ¢emo detaljnije izloziti kasnije
kroz rad. Naravno i taj pokusaj ujedinjenja je bio osuden na propast s danasnje
pozicije. No moderni tretman teleparalelizma ne pociva na pokusaju ujedinjenja gra-
vitacije s klasi¢nim elektromagnetizmom, ve¢ se promatra kao zaseban formalizam.
Tema ovog rada je razviti formalizme opce teleparalelne, simetricne teleparalelne i
metricke teleparalelne gravitacije te njihovih pripadnih modificiranih teorija. Poka-
zat ¢emo da teleparalelne gravitacije posjeduju specijalne slucajeve koji su dinamicki
ekvivalentni s opéom teorijom relativnosti te opc¢enitu dinamicku neekvivalentnost
njihovih pripadnih modificiranih teorija s modificiranim teorijama opce teorije rela-
tivnosti. Postoje dva ekvivalentna pristupa razvoju ovog formalizma koja ¢emo po-
kazati. Jedan ce se bazirati na tzv. Palatinijevom formalizmu u kojemu su metrika i
afina koneksija dinamicke varijable (ovaj ¢emo formalizam krace zvati metricki) [8],
a drugi na tetradnom formalizmu u kojemu su tetrada i spinska koneksija dinamicke
varijable. Posebno ¢emo se posvetiti metrickom teleparalelizmu kojeg ¢emo tretirati
u tetradnom formalizmu te ¢emo vidjeti da se tu otvara mogucnost tretiranja gravi-
tacije kao klasi¢ne bazdarne teorije bazirane na Liejevoj grupi translacija. Ovaj rad
za svrhu ima razviti cijeli formalizam teleparalelne gravitacije i pokazati sve glavne
rezultate te time posluziti kao svojevrstan uvod u formalizam teleparalelne gravita-
cije.

Potrebnu notaciju ¢emo uvoditi postupno kroz rad. Sva razmatranja radimo u
Cetiri prostorvremenske dimenzije. Signatura metrike koju ¢emo koristiti je
(—,+,+,+). Takoder, ve¢inom ¢emo koristiti sustav mjernih jedinica u kojem vrijedi
h = ¢ = 1, ako nam negdje te mjerne jedinice budu potrebne za neku argumentaciju,
posebno ¢emo naglasiti da koristimo 7 # 1 ili ¢ # 1.

Ovdje ¢emo jos sugerirati kojim redoslijedom bi trebalo ¢itati ovaj rad. Poglavlje



Diferencijalna geometrija se prolazi u cijelosti te se nakon njega prelazi na Dodatak A
u kojemu se izvodi tzv. Jacobijev identitet. Nakon toga se vracamo na poglavlje Opca
teorija relativnosti. Zatim prelazimo na poglavlje Tetradni formalizam i prolazimo ga
do kraja potpoglavlja Relevantne tenzorske veli¢ine u tetradnom formalizmu. Krajem
¢itanja tog potpoglavlja preporucuje se procitati Dodatak B i Dodatak C za detalje o
varijacijama po tetradi, odnosno o Poincaréovoj algebri. Zatim se vracamo na potpo-
glavlje Spinska kovarijantna derivacija i prolazimo kroz poglavlje Tetradni formali-
zam do kraja te zatim prolazimo kroz poglavlje Teleparalelna gravitacija. Nakon toga
preporucuje se procitati Dodatak D za detalje o bazdarnim grupama te nakon toga
prelazimo na poglavlje MTEGR kao bazdarna teorija te ga prolazimo u cijelosti, kao
i nakon njega poglavlje Modificirane teorije gravitacije. Citanje naravno zavr$avamo

poglavljem Rasprava i zakljucak.



2 Diferencijalna geometrija

U ovom poglavlju dajemo sve definicije i rezultate diferencijalne geometrije potrebne
za ovaj rad. Ovdje ne¢emo ulaziti u prevelike detalje, ve¢ nam je fokus na potrebnim
tenzorskim veli¢cinama i njihovim svojstvima. Sve tenzorske veli¢ine ¢emo tretirati u
indeksnoj notaciji. Za potpuni tretman diferencijalne geometrije (DG) preporucuje
se pogledati [9-11].

Za pocetak nam je potrebna definicija glatke mnogostrukosti [12]:

Definicija 2.1 (Glatka mnogostrukost). Realna glatka n-dimengionalna mnogostru-

kost M je skup Ciji podskupovi {O,} zadovoljavaju:
* (Vp e M) (30, :p € O,), drugim rije¢ima podskupovi {O,,} pokrivaju M,
* Yo 3 bijektivno preslikavanje ¢, : O, — U, , gdje je U, otvoreni podskup od R",

* ako se dva podskupa O,, i Og preklapaju, odnosno ako vrijedi O, N Og # (), onda
postoji preslikavanje ®509.' : ,[0,NO0s] C U, C R" — ®5[0,NOs] C Us C R™

koje je klase C* te gdje su svi podskupovi otvoreni.

2.1 Relevantne tengzorske velicine

Za pocetak definiramo metriku g,,, simetrican, nedegeneriran tenzor tipa (0, 2).

Dakle vrijedi

9w = Gup - (21)

Kontrahiranje metrike s njenim inverzom ¢"” daje

glwgyp = 6;: . (22)

Iz DG nam je poznato da se parcijalne derivacije tenzora ne transformiraju kao
tenzori pri koordinatnim transformacijama, stoga je potrebno uvesti tzv. kovarijantnu
derivaciju koja rjesava taj problem. Uvodenjem kovarijantne derivacije smo uveli i

tzv. koeficijente afine koneksije I'*; na nacin

i J
VMTalmai 1“./3], — aMTOq...ai 1.“6], + Z Fako-uTmo—mﬁlmﬁj _ ZFTﬁluTalmaime , (2.3)
=1

k=1



gdje je T, 5 proizvoljan tenzor tipa (i, j). Napomenimo da veli¢ine I'“;_ nisu
tenzori.

Nadalje, definiramo sljedece tenzore:

* tenzor torzije:

Tﬂup = QF#[pV} = F#pl/ _ I‘#Vp , (24)
* tenzor nemetri¢nosti:
. (2.3) A A
Qul/p - vugup - a,ugup - T yﬂg/\p - T pugzz)\ . (25)

U (2.4) smo uveli notaciju antisimetriziranja [ ], koja ¢e nam uz notaciju simetrizira-
nja () biti poprili¢no korisna dalje kroz rad.

Uvedeni tenzori posjeduju sljedece (anti)simetrije

T“z/p = _Tﬂpy ) (26)
Q;wp = Qupzx . (2.7)

Takoder kada oba ova tenzora iScezavaju, odnosno kada su koeficijenti afine ko-
neksije simetri¢ni u donjim indeksima te kada je metrika kompatibilna s kovarijant-
nom derivacijom, koeficijente afine koneksije nazivamo Christoffelovim simbolima,
a samu afinu koneksiju Levi-Civitinom koneksijom. Levi-Civitina koneksija je jedins-

tvena i u potpunosti je odredena metrikom te je dana s [9]

o 1
I, = §9p/\ (Ougrv + Ovgur — Orgu) - (2.8)

Uveli smo notaciju °, koja ¢e nam odsada nadalje oznacavati veli¢ine definirane u

odnosu na Levi-Civitinu koneksiju. Dakle, vrijedi simetrija

I’ —1r . (2.9)

v Vi

Izrazi (2.4), (2.5) i (2.8) nam omogucuju dekompoziciju opéenite afine koneksije.

Da bismo to izveli promatramo sljede¢u kombinaciju tenzora nemetri¢nosti

Qp,uu - Qupu - Qupu = apg;w - a,ugpu - al/gp,u + QFA(uy)gp)\ + QFA[p,/]gu)\ + QFA[pM]gu/\ )



iz ovoga nakon kratkog racuna slijedi trazena dekompozicija

o

e, =r%, + K%, +L%, .

Ovdje smo uveli nova dva tenzora:

* tenzor kontorzije (engl. contortion tensor):

Ka/w - (T gy +Tvau _To/é»w) ;

unv

DN | —

* tenzor disformiranosti (engl. disformation tensor):

L, =

pv

| =

Ovi tenzori posjeduju sljedece (anti)simetrije

Bk
Kl,p_ KVP,
[T
L,jp—LpV

Uvodimo i Riemannov tenzor zakrivljenosti

RY, . =01, — 0,1, , +TF TI7, —T" 17,

vpo

koji posjeduje antisimetriju
Ruupa = _Ruuo'p :
Kroz rad ¢e nam biti korisna i sljedec¢a dva tenzora:
* superpotencijal:

S, = KW, — 68T, + §1T, ",

* tenzor distorziranosti (engl. distortion tensor):

(2.10)

p*, =r", —Tv "= Kt o+ LF,

vp

(Qauv o Qual/ o Qvau) .

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)
(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)



od kojih samo superpotencijal posjeduje antisimetriju

S =5 (2.19)

p

Pomocu dekompozicije (2.10) te (2.18) izraz za Riemannov tenzor (2.15) mozemo

zapisati kao

o

R, ,=R'  +V,D' —VN,D' +D' D", —D' D, . (2.20)

vpo vpo

Takoder slicnim postupkom mozemo povezati kovarijantnu derivaciju op¢enitog ten-
zora koja odgovara opcenitoj afinoj koneksiji s kovarijantnom derivacijom istog ten-

zora koja odgovara Levi-Civitinoj koneksiji

i J

VMTOq‘..aiﬁlmﬁj — VMTOQ...O(Z' 1.”[8], + ZDako-uTmamﬁlmBj _ Z DTB”LT@L..O@'MT“. . (2.21)
k=1 =1

Ono $to je bitno za napomenuti je to da su tenzori (2.4), (2.5) i (2.15) definirani

s obzirom na odabranu afinu koneksiju. To ¢e nam postati jasno ve¢ u narednom po-

glavlju kada budemo razmatrali svojstva opce teorije relativnosti (OTR) te u kasnijim

poglavljima kada budemo razvijali formalizam teleparalelne gravitacije.

2.2 Paralelni transport

Za tenzor tipa (7, j) kazemo da je paralelno transportiran duz vektorskog polja X*
ako je zadovoljeno

Xﬂv#Tal...aiﬁlnﬂj =0. (2.22)

Ako je vektorsko polje transportirano duz samoga sebe, nazivamo ga autoparalelnim

vektorskim poljem, dakle u tom slucaju vrijedi
XIV, X" =0. (2.23)

Uz standardnu parametrizaciju X* = %T(T) jednadZzba (2.23) postaje

d?at dz® dxP
r“  —— = 2.2
dr? 1 as dr dr 0, (2.24)




dakle ovu jednadzbu nazivamo autoparalelnom jednadzbom, a u sluc¢aju kada je ko-
neksija koju koristimo Levi-Civitina, odnosno kada vrijedi I'",; = I 3> ova jednadzba
se naziva geodetskom jednadzbom.

Takoder uocavamo da (2.24) poprima jednaki oblik uz reparametrizaciju A = a7 + b

zaa,beR.

W

Slika 2.1: Shematski prikaz, redom s lijeva na desno, utjecaja Riemannovog tenzora
zakrivljenosti, tenzora torzije i tenzora nemetri¢nosti na proizvoljni vektor pri para-
lelnom transportu u proizvoljnom prostorvremenu. Slika je preuzeta iz [13] te je
modificirana.

Na Slici 2.1 uotavamo da vektor nakon paralelnog transporta natrag u pocetnu
tocku zbog Riemannovog tenzora zakrivljenosti zatvara neki kut u odnosu na svoju
pocetnu orijentaciju. Nadalje, prisutnost torzije uzrokuje nekomutiranje vektora ko-
jeg transportiramo sa smjerom u kojem ga transportiramo. Naposljetku, nemetri¢nost
uzrokuje promjenu duljine vektora pri paralelnom transportu. Ove tvrdnje ¢emo sada
potkrijepiti kratkim racunima.

Direktan racun djelovanja komutatora kovarijantnih derivacija danih opc¢enitom

afinom koneksijom na neki proizvoljan vektor, uz koristenje (2.3), (2.4) i (2.15), daje
Vo, Va]ut = R“paﬁu” — Tpaﬁvpu“ . (2.25)

Nadalje, ako izracunamo tzv. usmjerenu kovarijantnu derivaciju [14] produkta

dva vektora (a, V" = g,,a"b”) imamo

D(gwa”)  da® dz® dz* dz*
(g ab”) _ W Valguwa"t’) = gub” ivaau + gm0 ivabv Tarpr Vol
dA dA d\ d\ AN ——
D(a*a,) dz* ,
= Qo 2.26
— o o Qayp ( )

gdje su dva ¢lana identicki jednaki nuli po definiciji paralelnog transporta.
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Kao sto vidimo pomocu (2.25) i (2.26) smo potkrijepili gore navedene tvrdnje.

U [15] se moze pronaci nekoliko instruktivnih primjera torzije i nemetri¢nosti.

2.3 Klasifikacija geometrija

Sada smo u prilici navesti sve moguce geometrije u odnosu na to koji od (2.4), (2.5),

(2.15) tenzora iscezava. Klasifikacija je sljedeca:
* opca teleparalelna geometrija: R¥,,, =0,
* Weylova geometrija: 7%, =0,
* Riemann-Cartanova geometrija: Q,,,, = 0,
* metricka teleparalelna geometrija: R*,,, =0, Qu, =0,
* simetritna teleparalelna geometrija: R¥,,, =0, 7", =0,
* Riemannova geometrija: 7%, =0, Qu, =0,
* geometrija Minkowskog: R¥, =0, T, =0, Q.,=0.

Na Slici 2.2 se nalazi shematski prikaz ove klasifikacije.

METRIC-AFFINE

ey,
g

o

TELEPARALLEL WEYL RIEMANN-CARTAN
° 20
V \f 2 / P
X TNy 83
METRIC SYMMETRIC
TELEPARALLEL TELEPARALLEL RIEMANN

o

a&z‘

MINKOWSKI

Slika 2.2: Shematski prikaz klasifikacije geometrija u odnosu na Riemannov tenzor
zakrivljenosti, tenzor torzije i tenzor nemetri¢nosti. Slika je preuzeta iz [16].



2.4 Relevantne kontrakcije tenzora

Sada ¢emo navesti sve vazne kontrakcije ranije uvedenih tenzorskih veli¢ina te pro-
diskutirati neka njihova svojstva.

2.4.1 Kontrakcije Riemannovog tenzora zakrivljenosti

* Riccijev tenzor:

Rap = R",,5 (2.27)

Riccijev skalar:

R=g" R, (2.28)

* tenzor homoteticke zakrivljenosti [17]:

~

Rag = RV 05 = 0aT" 5 — 1" (2.29)

po

ovaj tenzor ne iS¢ezava kada je @), # 0

* ko-Riccijev tenzor (engl. co-Ricci tensor) [17]:

Ry = g"R", (2.30)

* ko-Riccijev skalar (engl. co-Ricci scalar):

é = Raa — gﬁuRaﬁua (2;6) _ B;U'Raﬁa“ (227) _QB'LLRB,U (228) R
— R=-R (2.31)
2.4.2 Kontrakcije tenzora torzije
* vektor torzije:
T,=1", (2.32)
* pseudovektor torzije:
T = " T, (2.33)

gdje je e#7P tzv. totalno antisimetri¢ni Levi-Civitin simbol [14]
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* skalar torzije:

217) 1

1 1
T =380, "= T Ty + 5T Ty — T'T,, (2.34)

2.4.3 Kontrakcije tenzora nemetri¢nosti

Za pocetak ¢emo pronadi izraz za @,

Qpaﬁ = guagyﬁQp;w = guagyﬁvpg/w )
sada ractunamo

oV (21)7(22) (07 o 14 (6% o 14
Vold 9P gw) = Volg™00) = Vg™ = 97 90,V 09" + 9 910V 09"+

o v (2.1),(2.2) a a v a v a
+ 9"y ﬁvpguu = 2vpg g + 9"y ﬂvpg/u/ = g"% ﬁvpg/u/ = _Vpg g )

stoga dobivamo

Q" ==V, (2.35)

* Weylov vektor:
Qa = glea,uy = au,u (2.36)

¢ drugi vektor nemetri¢nosti (engl. 2"¢ non-metricity vector) [15]:

QV = w ganOlp,V = guavag,ul/ (237)

2.5 Bianchijevi identiteti
2.5.1 Prvi Bianchijev identitet

Promatramo sljedecu antisimetricnu kombinaciju Riemannovog tenzora zakrivlje-

nosti
1
R [vpo] = § (R'uz/pcr - R#zxop + R‘upcn/ - Rﬂpua + R'uol/p - Rucrpu)
(2.16) 1
= g (R#Vpg + Rﬂpzﬂ/ + Ruaup)
(2.4),2.15) 1 ’ - - -
= g (apTl ot 6Cf"z—wup + aVTMpa + FMTpT ov T FMTO'T vp + FMTVT pa)
3),24) 1
(2:3),(24) G (VI/T'Lchr _ vyTuUp +V, "V, T + VO'T'LLZ/p _ VUT#W) +
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1 T T T T T T
+ 6 (TMTVT po T’u’ruT op + TMTO'T vp T’u’rUT pv + T’quT ov T’quT VU)

—VT ]+T“[TT

— R!

o]
T’T

po] *

—V T“ +T“ (2.38)

Tlv

[vpo]

2.5.2 Drugi Bianchijev identitet

Sada nas zanima sljede¢a kombinacija kovarijantnih derivacija Riemannovog tenzora

zakrivljenosti

1
(VoR",,, —VoR",, +V,R",  —V,R

i o _
V[aR lv|po] — 3_ vop vao + VO'RHI/ v R* )

vpo

VR,  +V,R',  + VR

vpo voo Vap)

Wl =~

5 (OnRpy + TV R,y — T +0,R"

vpo rva TPO' voo

+ F'quRTyaa - FT RuTO’Ot

+80R“1/ap + FHTO'RTllap - R/’L ) 6 (RMVTaTTpo' - RHI/T&TTa'p—i_

TQp

+RMI/T TTO'a - RMllTpTTaU + Ruu‘rO'TTap - R“I/TUTTpa) =0-R" T

P vT [a po]

-R" T .. (2.39)

vrla™ po]

= VR

lvlpal

Napomenimo da smo uveli notaciju u kojoj s vertikalnim linijama odvajamo indekse

koji ne ulaze u (anti)simetrizaciju.

2.5.3 Specijalni slucajevi
Dva specijalna slucaja izvedenih Bianchijevih identiteta su vazna za ovaj rad:

« TH =0, Qu,=0 = R =R

vpo :
— prvi Bianchijev identitet: R" wpo] = 0

- drugi Bianchijev identitet: @[a}?“ =0

[v]po]

e Rt _—=0:

vpo
— prvi Bianchijev identitet: V77 +T" 17 , =0

- drugi Bianchijev identitet: trivijalno zadovoljen.
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2.6 Liejeva derivacija

Jos$ jedan bitan koncept iz DG ¢e nam biti potreban kasnije kroz rad, a to je Liejeva
derivacija. Liejeva derivacija nam daje informaciju kako se mijenja neki geometrijski
objekt duz nekog vektorskog polja.

Kada je geometrijski objekt neki proizvoljan tenzor 7' %; s, te kada proma-
tramo njegovu promjenu duz nekog vektorskog polja X*, onda je Liejeva derivacija

dana s [9]

i J
£XTO‘1.“%/31..-5]‘ = XuauTalwaiﬁl..ﬁj B Z T.“U.”ﬂl..ﬂjaUXak + ZTalmai...T...aﬂzXT .

k=1 =1

(2.40)
Dalje kroz rad ¢e nam biti potrebna Liejeva derivacija metrike, tako da primjenjujemo

(2.40) na g,
£Xg;w = Xpapg,ul/ + gpuauXp + g,upaVXp )
koristimo

90, X" = 0, X, — X"0,9,, ,

90, X* = 0,X, — X’0,9,,
te dobivamo uz koristenje (2.8)
£xGuw = 0,X, +0,X, — 21, X, .
Nadalje, imamo
2V, X, = VX, + V. X, 2 0,X, +0,X, — 20, X, |
Stoga, dobivamo da je Liejeva derivacija metrike jednaka
ExGuw =2V, X, - (2.41)

Takoder, bit ¢e nam potrebna i Liejeva derivacija koeficijenata afine koneksije,
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koju preuzimamo iz [18]
£xTh = X79,T", —T7, 8, X" +T" 8,X° +T% 8,X° +8,9,X" ,
ovaj izraz je ekvivalentan s
Lx, =V, VX' = X R —V,(X7T",,) . (2.42)

Kao i kod Bianchijevih identiteta mozemo promatrati dva specijalna slucaja izraza

(2.42):

« T =0, Qu,=0 = R' =R*

vpo .

£xTH, =V, V, X'~ XR", (2.43)
e r,,,=0:
LxT', =V, V, X'~ V,(XT",) . (2.44)
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3 Opca teorija relativnosti

Nakon $to smo u prethodnom poglavlju uveli sve relevantne tenzorske velicine i opi-
sali njihova svojstva, sada mozemo promatrati opc¢u teoriju relativnosti (OTR) u kon-
tekstu toga koja od tih veli¢ina iSCezava.

A. Einstein je pocetkom dvadesetog stolje¢a formulirao klasi¢nu teoriju gravita-
cije kao OTR. On je u svojim radovima [19] pretpostavio iSCezavanje tenzora torzije
(2.4) i tenzora nemetri¢nosti (2.5). Stoga, prema klasifikaciji geometrija iz 2.3 OTR
razvijamo u Riemannovoj geometriji. Dakle, imamo

T, =0,Qu,=0 = R' =R

vpo *

Jedan od glavnih ciljeva ovog rada je upravo to da pokazemo da i drugaciji odabiri
geometrija u odnosu na Riemannovu mogu dati jednaku dinamiku kao OTR.

Dakle, formalizam OTR bazira se na jedinstvenoj Levi-Civitinoj koneksiji, odnosno
na Christoffelovim simbolima (2.8), a kako su oni u potpunosti odredeni komponen-
tama metrike, to znac¢i da nam je metrika jedina dinamicka varijabla u ovakvom opisu
gravitacije. Stoga, cilj nam je do¢i do jednadzbi koje nam odreduju sve komponente
metrike, odnosno do Einsteinovih jednadzbi polja (EJP). Metrika je po svojoj defi-
niciji simetri¢na, tako da u sluc¢aju 4-dimenzionalnog prostorvremena, s kakvima se
kroz ovaj rad bavimo, ona ima 10 nezavisnih komponenti.

Riemannov tenzor zakrivljenosti je takoder sada jedinstven, jer je u potpunosti

dan jedinstvenim Christoffelovim simbolima
RMVPU - aPFMVU - aUF,qu + F’quFTVU - ]'—‘MTU]‘—‘TVp . (31)

Iz tog razloga se u kontekstu OTR gravitacija interpretira kao zakrivljenje samog
promatranog prostorvremena, odnosno glatke mnogostrukosti.
Bianchijevi identiteti za OTR dani su u 2.5.3, a sam Riemannov tenzor zakrivlje-

nosti u OTR ima dodatne (anti)simetrije u odnosu na opcenitu antisimetriju (2.16).
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Sve navedene (anti)simetrije su [20]:

éuupa = _épuop ) (32)
}D%uupa = _éuupa ) (33)
Ryvpe = Rpops - (3.4)

Kao posljedicu prethodnih (anti)simetrija u OTR imamo i simetriju Riccijevog tenzora
R, =R, . (3.5)

Napomenimo da autoparalelna jednadzba (2.24) u OTR slucaju postaje geodetska

jednadzba
Pt o dx® dxP
pr G
dr? 1 as dr dr

(3.6)

Interpretacija jednadzbe (3.6) je ta da je akceleracija Cestice na koju djeluje samo
gravitacija, odnosno niti jedna druga sila, jednaka nuli. Drugim rijecima, slobodne
Cestice se gibaju po geodezicima.
Takoder, izvest ¢emo jos nekoliko identiteta koji ¢e nam biti korisni dalje kroz rad.
Krenut ¢emo od Christoffelovog simbola s kontrahiranim parom indeksa
pu (29 ¢ 2 1

1
j4 Fuyu = §gﬂ)\ (8Mg/\V + al/gu)\ - 8)\9#1/) - ZQM)\an,u)\ . (307)

Dalje nas zanima kovarijantna derivacija nekog vektora u kojoj su indeksi pokontra-

hirani

(2.9

: : | 1
VX" = 9,X0 4 17, X PO 9, X0 29 (0,9,0) X

S druge strane promatramo izraz

1 1 1
—0 —gX*) =90, X"+ —X"O\/—qg =0, X"+ —XH0O
Vg VRO = 0 G XN = 0 X 5 X
koristenjem (A.2) dobivamo

1

1 , 1 v
\/__gau (V=gX") = 0, X" + EXﬂgg 20ugun = 0, X" + §g”’\ (0,9,0) XV .
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Dakle, zaklju¢ujemo
1

vV, X"
TV

8, (vV=gX") . (3.8)

3.1 Einsteinove jednadzbe polja

Sada smo u prilici izvesti jednadzbe koje nam daju sve komponente metrike g,,,
odnosno Einsteinove jednadzbe polja. To ¢emo uciniti na dva nacina, prvo heuristicki
te ¢emo pri tom izvodu pomocu tzv. Newtonovog limesa odrediti pripadnu konstantu
proporcionalnosti, a zatim egzaktno postupkom ekstremizacije akcije [21]. Ovdje

¢emo radi potpunosti i zbog Newtonovog limesa koristiti ¢ # 1.

3.1.1 Heuristi¢ki izvod EJP

Ideja je pretvoriti Poissonovu jednadzbu za gravitacijski potencijal ¢ [22]
V2p = 4nGp | (3.9)

u tenzorsku, koordinatno neovisnu jednadzbu, odnosno u jednadzbu koja ukljucuje
i vremensku i prostorne koordinate. U (3.9) V? je laplasijan iz R® vektorske analize,
a p je masena gustoca, dok je G naravno Newtonova konstanta. Kako smo rekli da
je A. Einstein odabrao Riemannovu geometriju pri formulaciji OTR, to nam namece
za pretpostavku da gravitaciju mozemo opisati kao zakrivljenost samog prostorvre-
mena, koja je uzrokovana raspodjelom mase u samom tom prostorvremenu. Stoga,
polazimo od pretpostavke da je Riccijev tenzor R proporcionalan nekakvom ten-
zoru koji sadrzi informacije o raspodjeli mase, taj tenzor zovemo tenzor energije i
impulsa ©*” te je on simetritan

" =" . (3.10)

Ova pretpostavka nije dobra iz sljedeceg razloga, naime u specijalnoj relativnosti
(SR) znamo da je tenzor energije i impulsa sacuvana veli¢ina koju dobijemo iz Noet-
herinog teorema promatrajuci translacijsku simetriju. U tom sa¢uvanju su sadrzani

zakoni saCuvanja energije i impulsa, dakle vrijedi [23]

8,0 =0 . (3.11)
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Postupkom tzv. minimalne supstitucije ili kovarijantizacije [9] iz (3.11) dobivamo
V0" =0 . (3.12)

Sada vidimo gdje je problem s prethodnom pretpostavkom, izraz (3.12) mora vrije-
diti uvijek, no opcenito ne vrijedi %H]O%“” = 0. Stoga uvodimo tzv. Einsteinov tenzor
G, koji je simetri¢an

G = G (3.13)

i proporcionalan s ©* te za kojeg uvijek vrijedi @MCOJ‘“’ = 0.

Sada ¢emo se uvjeriti da mozemo izaziti G preko kombinacije Riccijevog ten-
zora i Riccijevog skalara, odnosno da i dalje mozemo tvrditi da raspodjela mase uz-
rokuje zakrivljenost prostorvremena te da time mozemo formulirati gravitaciju kao
geometrijsku teoriju u formalizmu OTR.

Kre¢emo od drugog Bianchijevog identiteta u formalizmu OTR, odnosno od

o

6[aéu - ﬁaRMypo-

™ > B -
[v|po] + VPR voo + VUR vap 0 )

ovaj izraz kontrahiramo s ¢” i 0% te koristimo iS¢ezavanje tenzora nemetricnosti i

komutiranje Kroneckerove delte 55 s V. Time nakon kratkog racuna dolazimo do
. R B
A\ (R“ - §g“ R) =0. (3.14)

Izraz (3.14) nam sugerira da uzmemo

o o 1 o
G'ul/ = R'uy — §g'uVR (315)

jer je onda automatski zadovoljeno i G = G i %éuyzo. Dakle, izrazili smo

Einsteinov tenzor preko Riccijevog tenzora i Riccijevog skalara. Sada imamo

o 1 o
R, — ng,R = KO , (3.16)

gdje je x konstanta proporcionalnosti koji ¢emo odrediti pomoc¢u tzv. Newtonovog

limesa.
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Newtonov limes:

vy . ) Roo — 1900 R = £Og = kpc?
1. Samo O ne iSCezava i Oy = pc*, stoga
Rij—1giR=0,4,j=123

2. Cestice se gibaju nerelativisti¢kim brzinama: 4" < 4% ;=12 3,
3. Metrika je stacionarna: dyg,, =0, dyg"” = 0.

Kre¢emo od dodavanja malene perturbacije na metriku Minkowskog u Kartezije-

vim koordinatama 7, = diag(—1,1,1,1)
G = M+l |hy| < 1. (3.17)

U svim racunima u Newtonovom limesu zahtijevamo linearnost u h,, i pripadnim
derivacijama od %, te stoga sve nelinearne ¢lanove zanemarujemo.
Da bi (2.2) ostalo zadovoljeno za (3.17), mora vrijediti g** = n** — h*”, u Sto se lako

uvjeravamo

99"’ = N + ) (077 = BP) = 0un™? — "’ + hwn™ — hy h?
~0

2.2
0t hE =6 = gug” =5

Promatramo geodetsku jednadzbu (3.6) uz 2. pretpostavku

A2t 4 dz? dx®

g g T

o

I, uz 3. pretpostavku i uz zahtjev linearnosti u h,,, i pripadnim derivacijama od b,

postaje
fwoo = —%nﬂg&,hoo )
Stoga, imamo )
b ()

uz 3. pretpostavku iz ovoga dobivamo

d*z° .
= =i#"=0 = i° = konst. = ¢.
-
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Za prostorne indekse dobivamo

2
. C .

it = —0'h

X 9 00 5

ako uzmemo hgy = —i—;f’, gdje je ¢ gravitacijski potencijal iz (3.9), onda prethodni
izraz pomnoZen s masom postaje upravo izraz za Newtonovu gravitacijsku silu napi-
san pomocu gradijenta gravitacijskog potencijala. Dakle, dobili smo gy = —1 — i—f.

Stoga, (3.17) postaje

g = diag (— (1 + i—f) 1,1, 1) . (3.18)

Nadalje, zbog 1. pretpostavke (3.16) za prostorne indekse daje

o 1 o
Rij = §gwR .

Sada racunamo Riccijev skalar i primjenjujemo prethodni izraz

o o o B 1 .. o - 3.
R= QOOROU + 9" Ry = QOOROO + B g7gij R = QOOROO + §R
——
=3

te dobivamo

é = _2900é00 . (319)

Koristenjem (2.9), (2.15) i (2.27) za 1%00 dobivamo
Roo = aufuoo - aof“uo + 1OwurfToo - fMTOfTMO )

gdje drugi ¢lan propada zbog (3.7) i 3. pretpostavke. Clanove s umnoscima Chris-
toffelovih simbola takoder zanemarujemo jer su svi koji ne is¢ezavaju proporcionalni

nekoj manjoj potenciji od ¢=2 zbog (3.18). Tako da nam ostaje
}?OO = aufwoo )
zbog 3. pretpostavke 8010“000 propada i time dolazimo do

Ry =01, ,i=1,2,3. (3.20)
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Dalje, korisStenjem (2.8) i uz 3. pretpostavku imamo

o ; 1 ii
Foozggj b

kako je g, dijagonalna i u prostornom dijelu sadrzi samo diag(1, 1, 1), odnosno g;; =

diag(1,1,1), tako je i g¥ = diag(1, 1, 1), odnosno moZzemo zamijeniti g’ sa */. Time

dolazimo do

i L i L
Foozgn] jgb:g@gb.

Sada uz (3.21) za (3.20) dobivamo

. 1 . o 1=
Ry = - 8181925 — Ry = —2V2¢ .
=V2¢

Dok izraz (3.19) za Riccijev skalar sada postaje

o 2 1 2 2 2¢ —"2 2 2 2
R 021+2_(§V¢ 62( 02)V¢ Vi = R=5V%
¢ ——

Sada koristenjem (3.22) i (3.23) te uz 1. pretpostavku imamo

. 1 o 1> 1 2 - 2 >
R()() — §gooR = §V2gb+ g (1 + C_f) V2¢ ~ gv%b = Ii@go = I{IOC2
~—_——
4
= KpC
= V= 5
Usporedbom (3.24) s (3.9) zaklju¢ujemo
G
R = C4 .
Time (3.16) postaje
5 1 . 871G
RMV - igWR = 0_4@MV .

Izraz (3.26) su upravo Einsteinove jednadzbe polja.

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Nadalje, zbog iSCezavanja tenzora nemetri¢nosti u (3.26) mozemo dodati ¢lan oblika

Ag,., ¢ime je i dalje zadovoljeno (3.12); A je tzv. kozmoloska konstanta. Tako da uz

taj ¢lan EJP postaju

21



8rG

o 1 o
Ry — 59wR + Agu = A

5 O - (3.27)
3.1.2 Egzaktni izvod EJP metodom ekstremizacije akcije

Metoda ekstremizacije akcije daje jednadzbe polja iz zahtjeva
§=0. (3.28)
Ukupna akcija sastoji se od gravitacijskog dijela i dijela koji nosi informacije o materiji
S=8:+S8um. (3.29)

U formalizmu OTR jedina dinamicka varijabla je metrika g,,, stoga se varijacija ¢
svodi na varijaciju po metrici 4,.
U opcoj teoriji relativnosti do Einsteinovih jednadzbi polja dolazimo iz tzv. Einstein-

Hilbertove (EH) akcije
4 1 >
Spi = | d'ev/=g ( 5 <R . 2A> YLy . (3.30)

gdje je L), lagranzijan materije.
Sada moramo izracunati sve potrebne varijacije da bismo iz (3.30) dosli do EJP.
Varijacija korijena od negativne determinante metrike slijedi iz Jacobijevog identiteta

(A.2)
1
dgV/—g = 5\/—99“”599,“, . (3.31)

Sljedece Sto nas zanima je varijacija inverza metrike

(6 L (21 (0% LY vo (0% o Vo
Guag™ =00 = g""0g9ar + 9o dgg"* =0 = 9o 9"’ 059" + 9" 9" 0gGor = 0

= 530" = —g"* 9" 84 Gap - (3.32)

Nadalje, varijaciju Christoffelovog simbola dobivamo uz korisStenje (2.8), (3.32) i

(2.3)

vp

o 1 o o o
01", = 50" (vy(sgggp +V 0y — vo(sggyp) . (3.33)
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Ono $to je bitno napomenuti je da iako I'*, , Nije tenzor, 5glo““y , jest.
Varijaciju Riemannovog tenzora zakrivljenosti dobivamo koristenjem (3.1), (3.33) i
(2.3)

SgR" 5 = Vo, " 5 — Vg, I, . (3.34)

Sada mozemo odmah izracunati i varijaciju Riccijevog tenzora
OgRag = 0, R", 5 = V0, 5 — VoI, . (3.35)
Napokon mozemo izraCunati varijaciju Riccijevog skalara

01 = 8, (9% Rup) = Rasdyg® + 90, R

(3:32),335) = ou v wg [ . . .
) Rapg™ 9" by + 9 (Vg5 = VadgI",, )
—_———

—_ Ruv

u drugom ¢lanu moZemo inverz metrike uvuéi u kovarijantne derivacije jer u OTR
tenzor nemetri¢nosti iS¢ezava. Time, uz nekoliko preimenovanja slijepih indeksa,

dobivamo

o

5y T = — RS0+ Y, (906,15 — 975,07,) (3.36)

U (3.36) primje¢ujemo da je clan s kovarijantnom derivacijom upravo kovarijantna
derivacija nekog vektora u kojoj su indeksi pokontrahirani. Stoga, mozemo primije-

niti (3.8) na taj ¢lan te dobivamo

. oh e S e 1 whe e

Vi (790,15 = g°70,1,) = =0 (V=9 (990,15 = 98,05 ) ) -
Ono $to smo ovime je postigli je to da ovaj ¢lan propada pod integralom zbog Ga-
ussovog teorema [24].

Uz definiranje tenzora energije i impulsa na nacin

oM — 2 59 (\/_g'CM) 7 (3.37)
v —4 5gg,uz/
koji je ocito simetrican
@;w — @V,u, 7
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za varijaciju EH akcije dobivamo

2

AJ=a /—a
K2 gg;w + 2 g@u’/) OgGuw =0

_ /=g. - R A V-
0,SEH (37 /d4x (—QHgCSgR + %59\/—_9 - E‘Sg\/ —g9+ g@lwégg;w>

- 2K 2K

(3.31),(3.36) /(143j (_ \/ _gf%‘“’ n ﬁv—gg,w
2

o 1 o
= RM — ég‘”’R + Ag"" = KO
e

ct

(3.25) o

1 o
== R, — §gWR +Ag = O - (3.38)

Izraz (3.38) su upravo EJP (3.27) dobivene heuristickim izvodom.

3.2 Interpretacija i eksperimentalne potvrde

U prethodnom poglavlju smo izveli Einsteinove jednadzbe polja koje nam odreduju
sve komponente metrike. No preostaje nam argumentirati zasto smo kroz izvode,
pogotovo onaj heuristicki iz 3.1.1, pretpostavljali da je gravitaciju moguce formulirati

kao geometrijsku teoriju. Razlog tome lezi u tzv. principima ekvivalencije [14]:

* slabi princip ekvivalencije: Ovaj princip ekvivalencije nalaze da su gravitacijska
i inercijska masa jednake, odnosno govori nam da na dovoljno malim skalama
prostorvremena ne mozemo vidjeti razliku izmedu slobodnog pada u gravita-

cijskom polju i konstantnog ubrzanog gibanja.

* Einsteinov princip ekvivalencije: Prema ovom principu ekvivalencije na do-
voljno malim prostorvremenskim skalama svi fizikalni zakoni osim gravitacij-
skih se svode na svoje verzije iz specijalne relativnosti. Drugim rije¢ima, lokal-
nim eksperimentima je nemoguce detektirati gravitacijske efekte. Ovaj princip

ekvivalencije je dakle primjenjiv na sve interakcije osim gravitacijskih.

* jaki princip ekvivalencije: U ovom principu ekvivalencije su sadrzane iste tvrd-
nje kao u prethodnom, no on je za razliku od prethodnog primjenjiv i na gravi-

tacijske efekte.

Pretpostavka da bi se gravitacija mogla formulirati kao geometrijska teorija slijedi
upravo iz Einsteinovog principa ekvivalencije, jer njime postiZzemo to da je gravitacija

uvijek prisutna te da je stoga usko vezana uz samu strukturu prostorvremena.
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Opc¢a teorija relativnosti je prosla brojne klasi¢ne, odnosno makroskopske, ekspe-

rimentalne potvrde. Tri najpoznatije, a koje je predlozio sam A. Einstein, su:
* tocan opis precesije Merkura,
* tocan kut zakretanja svjetlosnih zraka pri prolasku pored Sunca,
* gravitacijski crveni pomak.
Dok su neke od modernijih eksperimentalnih potvrda:
* opservacije crnih rupa,
* detekcija gravitacijskih valova.

No iako je OTR za sada eksperimentalno najpotvrdenija teorija gravitacije, gravitacija
je i dalje intenzivan predmet istrazivanja. Razlozi su i teorijski i eksperimentalni.
Za eksperimentalne razloge preporucuje se pogledati [25]. Glavni teorijski razlog
zasigurno je nerenormalizabilnost gravitacije [26]. Takoder, josS od prve polovice
proslog stoljeca gravitacija se pokusava postaviti u okvire bazdarnih teorija, jer kao
Sto znamo za sve ostale poznate interakcije to je moguce. Toga cemo se dotaci kasnije
kroz rad.

Zanimljiva konstrukcija koja sugerira da bi OTR uistinu mogla biti efektivna te-
orija neke dublje teorije moze se pronaci u [27]. U tom radu autor iz zakona ter-
modinamike uspijeva dobiti EJP (3.38) te zatim daje argumente zasto bi to moglo
ukazivati da je OTR zapravo efektivna teorija.

Bilo kako bilo, ovim zaklju¢ujemo ovo poglavlje o opcoj teoriji relativnosti. U
njemu smo dali najvaznije rezultate i dosli do EJP koje nam odreduju sve komponente
metrike. Dalje nastavljamo s ciljem razvijanja formalizma koji daje ekvivalentnu
dinamiku kao OTR, no koji kao Sto ¢emo vidjeti otvara mogucnosti za neke nove

rezultate u odnosu na OTR.
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4 Tetradni formalizam

Kao sto smo rekli u Uvodu tetradni formalizam je uveo A. Einstein u svom neuspje-
lom pokusaju ujedinjenja klasi¢nog elektromagnetizma i gravitacije. U ovom poglav-
lju ¢emo razviti cijeli tetradni formalizam i objasniti zasto je Einstein mislio da ¢e
ovim putem uspjeti ujediniti klasi¢ni elektromagnetizam i gravitaciju te zasto je bio
u krivu. Ovaj formalizam ¢emo koristiti kasnije kroz rad pri tretmanu tzv. metricke
teleparalelne gravitacije. Takoder, pokazat ¢emo neke vazne primjere u kojima se

ocituje prednost korisStenja tetradnog formalizma u odnosu na metricki.

4.1 Tetrada

Definicija 4.1 (Karta). Karta na nekoj n-dimenzionalnoj mnogostrukosti M je ureden

par (O, ®), otvorenog podskupa O C M i homeomorfizma ® : O — U C R". [9]

Komponente preslikavanja ® : O — U C R" se mogu konstruirati tako da bude
zadovoljeno [9]

(0,0) = (0,2, ..2") = (0, {z"}) . (4.1)

Iz DG nam je poznato da za neku tocku p na glatkoj mnogostrukosti M, koja
pripada nekoj karti poput (4.1), moZemo konstruirati tzv. koordinatnu ili prirodnu
bazu pripadnog tangentnog prostora 7, M. Vektori ove baze dani su s

0

@ E@M

(4.2)

p

P

Vektorima baze (4.2) su pridruzeni dualni vektori koji razapinju tzv. kotangentni
prostor Ty M. Dakle,

dz*

(4.3)

p

razapinju 7y M. Vektori dani s (4.2) opcenito nisu ortonormirani (naravno u smislu
signature metrike koju smo dali u Uvodu). Zato nam je cilj iskoristiti slobodu odabira
baze tangentnog prostora te konstruirati pripadnu ortonormiranu bazu. Upravo to je

stz tetradnog formalizma.
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Slika 4.1: Dvodimenzionalni shematski prikaz baze 7, M dane s (4.2) i tetradne baze.
Slika je preuzeta iz [13] te je modificirana.

Na Slici 4.1 je prikazan dvodimenzionalni shematski prikaz razlike navedenih

dvaju baza. Dakle, uvodimo tetradno vektorsko polje
€q = ea#aﬂ (44)

i kotetradno vektorsko polje

et = e“uda:“ 4.5)

Koeficijente e?, iz (4.5) nazivamo tetradama (njem. vierbein), a koeficijente e * iz
(4.4) nazivamo inverznim tetradama.
Tetrade i njihovi inverzi zadovoljavaju

et =0,

I

(4.6)

a n o ga
e,e =0y .

Rekli smo da zahtijevamo ortonormiranost tetrada, to znaci da mora biti zadovo-
ljena relacija

G = eauebynab , (47)

gdje je n,, = diag(—1,1,1,1). Specificnost tetrada je ta da im je jedan indeks (grcki)

prostorvremenski, odnosno iz ranije uvedene karte (O, {z*}), a drugi (latinski) im je
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iz tangentnog prostora. Nadalje, iz (4.7) i koriStenjem Cauchy-Binetove formule za

determinantu produkta dobivamo

det g, = g =det (e“uebunab) = det (eau) det (€,) det () = —€
——— ——— ——

=e =e =-1

— e=+/—g. (4.8)

Zbog (4.7) i (4.8) neki autori [28] tetrade nazivaju ,korijenom” metrike.
Tetrade kojima s lijeve strane jednadzbe (4.7) stoji 1), nazivamo trivijalnim tetra-

dama i oznacavamo ih s h? . Dakle, za trivijalne tetrade vrijedi
Ny = h“uhbynab : (4.9)

Ocito je da je determinanta trivijalne tetrade jednaka jedan. Trivijalne tetrade koris-
timo kada zelimo prijeéi iz zapisa metrike Minkowskog u Kartezijevim koordinatama

u zapis u npr. polarnim, Rindlerovim, itd. koordinatama.

Definicija 4.2 (Paralelizabilna mnogostrukost). n-dimenzionalna mnogostrukost M
je paralelizabilna ako je mogude konstruirati n-torku (X, ..., X,,) nigdje is¢ezavajucih

vektorskih polja, takvih da (X;(p), ..., X,,(p)) tvore bazu od T, M Vp € M. [29]

Opcenito nije moguce definirati tetradu globalno za cijelu mnogostrukost M,
kada je to moguce, onda je prema Definiciji 4.2 M paralelizabilna. Dakle, opcenito
moramo definirati tetrade od karte do karte, koje su dane Definicijom 4.1. Sada ¢emo
se uvjeriti da je odabir tetrade ekvivalentan do na lokalnu Lorentzovu transformaciju,
ta lokalnost dolazi upravo od toga da je tetrade najopcenitije moguce definirati samo

lokalno na M. Dakle, promatramo
et = A (z)e, (4.10)
te se Zelimo uvjeriti da A(x) zadovoljava definicijsku relaciju za matrice Lorentzovih

transformacija. Dakle, imamo koriste¢i inverznu relaciju od (4.7)

4.10
Nad = eiz ey m (20 Aab<I>Adc(5E) ebuecyguu = MNad = Aab(x)Adc<I>nbc . (4.11)
———’

(4.7)
= Mbe
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Iz (4.11) vidimo da A(x) stvarno zadovoljava definicijsku relaciju za matrice Lorent-
zovih transformacija [30].
Nadalje, neki proizvoljan vektor X moZemo raspisati i u koordinatnoj i u tetradnoj

bazi te time dobivamo

X = X1, = X%, =) X9, = XV'=elX (4.12)
Iz (4.12) zaklju¢ujemo da nam tetrade i inverzne tetrade mogu posluziti za pre-
tvaranje grckih i latinskih indeksa jednih u druge. Naravno (4.12) poopéavamo na

komponente proizvoljnog tenzora

ai...a;
T b

_ a1 a; V1 Virpp...
by = €€y ey T

(4.13)

Vi...Vj °

Nadalje, vidimo da se komponente proizvoljnog tenzora s mijeSanim indeksima mogu

transformirati i na lokalne Lorentzove transformacije i na promjenu koordinata

oxH ox°®
las... __AG d
e, =A C(w)_&vp A () s

T (4.14)

V...

Bitno svojstvo tetradnih vektorskih polja je vrijednosti njihovog komutatora

[eaa eb] = €4€p — €p€q (4:4) (eauau) (ebyal/) - (ebya’/) (eauaﬂ) ’
koriStenjem
9 (*,e”) 2 0,67 = © Dot = —e D¢
L (ee7) = W0y =0 = €°,0,e) = —e D€, (4.15)
dobivamo
lea, e0] = el'e,” (8,e, — Due’,) ec = fee - (4.16)

Prema vrijednostima tzv. koeficijenata neholonomije f¢, iz (4.16) tetradne baze
mozemo klasificirati na holonomne i neholonomne. Holonomne tetradne baze su one
za koje vrijedi f¢,, = 0, dok za neholonomne vrijedi f¢,, # 0. Odmah primje¢ujemo
da je koordinatna baza takoder holonomna jer prema Schwarzovom teoremu parci-

jalne derivacije komutiraju.
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Takoder, zanima nas kako se koeficijenti neholonomije transformiraju pri lokalnim
Lorentzovim transformacijama, za ovaj i kasnije racune nam je potreban identitet koji
vrijedi i za globalne i za lokalne Lorentzove transformacije pa ¢emo ga napisati bez

eksplicitne ovisnosti o prostorvremenskim koordinatama
AYASC =6 = AN =60 (4.17)
Iz (4.17) takoder slijedi
A0 = —A S O,NY = A0,A = —ALO,AY . (4.18)
Stoga, za transformirane [,

v

Ic ! ! v Ic
f ab — eaueb (aVe o

_ auelc) ’
uz koristenje (4.10), (4.6), i (4.18), imamo
P = NS @A @) A (), + Ay(2) ()4 0uh () — €, 0,0, (@) . (4.19)

Iz (4.19) vidimo da se koeficijenti neholonomije pri lokalnim Lorentzovim transfor-
macijama ne transformiraju kao tenzori u latinskim indeksima, no kada je Lorentzova
transformacija globalna transformiraju se kao tenzori, odnosno za globalnu Lorent-

zovu transformaciju imamo
= NSNS F (4.20)
f ab 7 “ta b ff ed * .

Kroz rad ¢e nam biti potrebna jo$ neka svojstva tetrada i njihovih inverza. Jedno
od njih je podizanje i spustanje indeksa na tetradama i pripadnim inverzima, za grcke
indekse to radimo s metrikom g, koja stoji na lijevoj strani izraza (4.7), a za latinske

s metrikom 7),;, s desne strane istog izraza, odnosno imamo

Cap = g[weay ) (421)

€ap = nabeb# . (422)

Nadalje, bit ¢e nam potrebne i Diracove gama matrice koje dolaze u brojnim re-
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prezentacijama [30]. U tetradnom formalizmu uvodimo gama matrice koje ovise o

polozaju u prostorvremenu na nacin
’y“(:ﬂ) = eaufya — 4% = e“ﬂ’y”(m) ’ (4.23)

gdje su v* konstantne gama matrice iz specijalne relativnosti [30]. Matrice v* zado-

voljavaju Cliffordovu algebru

{7, 7"} = 20" L4sa (4.24)

a matrice v*(x)

(@), 7" (2)} = 29" 1uxa - (4.25)

Po uzoru na (4.21) i (4.22) uvodimo Diracove gama matrice sa spustenim in-
deksima jer iz (4.23) vidimo da to spustanje indeksa moZemo u cijelosti obaviti na

tetradi, odnosno na inverznoj tetradi. Stoga, imamo

. (4:21) Lo (422) u
’}/M(l‘) = Cau”Y = Guw€ys 7 - nabebu7 5 (426)

Y = (@) "2 gue (@) E e 2 (@) (4.27)

Sada kada smo uveli tetrade, njihove inverze i sve pripadne relacije mozZemo
zakljuciti da u tetradnom formalizmu tetrade imaju ulogu koju metrika ima u me-
trickom formalizmu.

Takoder, sada nam postaje jasno zasto je Einsteinova ideja ujedinjenja klasi¢nog
elektromagnetizma s gravitacijom bila osudena na propast. Naime, primjecujemo
da tetrada ima 16 nezavisnih komponenti (u 4 prostorvremenske dimenzije). To je
Einsteina navelo na ideju da bi 10 od tih 16 komponenti odredivalo komponente me-
trike, a ostalih 6 komponente klasi¢nog elektromagnetskog polja. No njemu nije bila
poznata ranije spomenuta lokalna Lorentzova invarijantnost koja je upravo zasluzna
za tih 6 komponenti jer znamo da su Lorentzove transformacije odredene upravo sa

6 parametara.
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4.2 Spinska koneksija

Dosad smo vidjeli da u tetradnom formalizmu tetrade imaju ulogu koju metrika ima
u metrickom formalizmu. Sada nam je cilj konstruirati veli¢inu koja u tetradnom
formalizmu ima ulogu koju u metrickom formalizmu ima afina koneksija. Tu veli¢inu
nazivamo spinskom koneksijom, a notacija za nju je w,,, dok je notacija za koeficijente
spinske koneksije w?, .

Promatramo opcenitu kovarijantnu derivaciju nekog vektora X u reprezentaciji
samo pomocu koordinatne baze te u reprezentaciji pomoc¢u koordinatne i tetradne

baze [9, 28]

VX = (V,X")de" © 0, & (9,X" +T%,,X*) da" ® 9,
= (V, XY dz' ® e, = (@X“ - w“qub) dz" ® e,

(4.13) (0 (€%, X7) + W, e\ X*) dat @ (e,70,)

= (0, X7 + €, (0,e%,) X" + ea"ebAw“bMXA) dr" ® Oy
YA (0,XY + (e, 0ue"\ + €,/ e"\w?,) X*) da* @ 0, .
Usporedbom druge i zadnje jednakosti u prethodnom racunu dobivamo

F”M =e, 0,e% + ea”eb)\w“b# ) (4.28)

Koristenjem (4.6) iz (4.28) dobivamo

W, = eauebAFV,\u — ¢, 0c’, . (4.29)

Takoder, koristenjem (4.6) izraze (4.28) i (4.29) mozZemo pretvoriti u

o€, — e, 1%, + wabﬂeb,/ =V,e', =0. (4.30)
Izraz (4.30) se naziva tetradnim postulatom. On govori da je kovarijantna derivacija
tetrade jednaka nuli. Ovdje treba biti oprezan s notacijom, kao $to vidimo u izvodu
(4.30) kovarijantna derivacija je djelovala i na grcki i na latinski indeks. Toga ¢emo
se drzati na mjestima u radu na kojima to bude potrebno, drugim rijecima kada kova-

rijantna derivacija V,, djeluje na neki objekt s mijeSanim indeksima, podrazumijevat
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¢emo da djeluje na sve indekse, osim ako eksplicitno ne naglasimo da neke indekse
izostavljamo. Nadalje, uskoro ¢emo uvesti kovarijantnu derivaciju koja djeluje samo
na latinske indekse.

Sada nas zanima kako se koeficijenti spinske koneksije transformiraju na lokalne
Lorentzove transformacije. Da bismo to vidjeli zahtijevamo da se opcenita kovari-
jantna derivacija nekog vektora X na lokalne Lorentzove transformacije transformira
na jednak nacin kao i sam taj vektor (na slican nacin smo uveli i samu kovarijantnu
derivaciju jer nam obi¢na parcijalna derivacija nije imala dobra transformacijska svoj-

stva pri promjenama koordinata). Dakle, imamo

VuX/a = V,u (Aab<37)Xb> = Aab(x>vqu + Xb V“Aab(I) :
N——

=0

Vidimo da se taj zahtjev svodi na
VAy(2) =0 = 0, A% (v) + ', A% (7) — w9, A" () =0, (4.31)

Kontrakcijom izraza (4.31) s A ’(x) te kori$tenjem (4.17), uz nekoliko preimenovanja

indeksa dobivamo

W', = A (2) N (), — A (2) 9N () - (4.32)
Koristenjem (4.18) izraz (4.32) postaje

W', = Aac(x)Abd(a:)wcd# + A (2)0, A () . (4.33)

Kao i za koeficijente neholonomije vidimo da se koeficijenti spinske koneksije ne
transformiraju kao tenzori u latinskim indeksima pri lokalnim Lorentzovim transfor-

macija, dok se pri globalnim transformiraju kao tenzori, odnosno vrijedi
W', = A“CAbdwcdu . (4.34)

Napomenimo da smo do zasad dobivenih rezultata vezanih uz spinske koneksije
dosli koriStenjem nekog proizvoljnog vektora, no naravno do istih rezultata bismo

dosli da smo koristili bilo koji drugi tenzor, samo bi racuni bili duzi.
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Takoder, primijetimo da koeficijente spinske koneksije w?,, mozemo promatrati
kao tenzore tipa (0,1) u grckom indeksu. Iz tog razloga je zbog (4.13) moguce

napisati koeficijente spinske koneksije sa svim latinskim indeksima

Whe = ey, (4.35)

VeliCine (4.35) su u literaturi poznate kao Riccijevi koeficijenti rotacije [16].
Dekompoziciju koeficijenata opcenite afine koneksije (2.10) prevodimo u tetrad-

nom formalizmu u dekompoziciju koeficijenata opéenite spinske koneksije. Na (2.10)

djelujemo s ¢%, i ¢, te koristimo (4.28) i (4.13), time dolazimo do

a w a c o d c _a " a c a.d coc a a
e’ e (ec 8l,eu+ece”wdl,)—eaeb (ec 8,,e#+eceuwdy)+Kby+Lby,

¢lanovi s parcijalnim derivacijama se krate te koristenjem (4.6) dobivamo
Wab'u - (j}ab’u + Kaby, _'_ Lab# . (4-36)

Koristenjem (4.35) dekompoziciju (4.36) mozemo napisati preko svih latinskih in-

deksa

whe = W, + K% + L%, . (4.37)

4.3 Relevantne tenzorske veli¢ine u tetradnom formalizmu

Ovdje ¢emo izvesti razne forme s latinskim indeksima tenzora uvedenih u potpoglav-
lju 2.1 (tenzor torzije, tenzor nemetri¢nosti, Riemannov tenzor zakrivljenosti) jer ¢e

nam ti izrazi biti korisni dalje kroz rad.

4.3.1 Tenzor torzije

Za pocetak nas zanima sljedeci oblik tenzora torzije s jednim latinskim indeksom

« _ a (2.4)
T,=e€ uT”l,p =
(4.28),(4.6)

= T1°,,=0ye", — 0pe", +w’, e, —w’, e . (4.38)

eau (F#pv B FHVp)
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Iz (4.38) mozemo dodi do izraza za tenzor torzije sa svim latinskim indeksima

a _ M _ vra 90 ), (% a a n_ v a a
1%, =¢l'e. T, = Twh, —wh. —elle, (8Veu—8uey)
N /

g

4.16
( = )fabc

— Tabc - wacb - wabc - abC . (4.39)

Uocavamo da (4.39) za holonomnu tetradnu bazu poprima oblik

a

be — wacb - wabc . (440)

4.3.2 Tenzor nemetri¢nosti
Za pocetak promatramo tenzor nemetri¢nosti s drugim i tre¢im latinskim indeksom

_ 14 14 _ v_ P (2_3) 14 14 o o
Quab = €76, " Quup = €,76,"Vugup =" ¢,"¢, (augw) - vu9op — r pugvcr) )

iz ovoga koristenjem (4.6), (4.7), (4.21), (4.22), (4.28) i uz Cinjenicu 0,1, = 0 (jer
je nap po definiciji dan s diag(—1, 1,1, 1)) dobivamo

c c
Quab = —TNacW b MW ap —Waby — Whapy — Q,uab = —Waby — Whay - (441)

Iz (4.41) odmah slijedi izraz za tenzor nemetri¢nosti sa sva tri latinska indeksa

(4.13) (4.41)
Qcab = ech,u,ab = —Wabe — Wbae = Qcab = —Wabe — Whac - (442)

Iz (4.41) moZemo iSCitati jedno vazno svojstvo, naime kada tenzor nemetri¢nosti
iSCezava, tada koeficijenti spinske koneksije posjeduju antisimetriju u prva dva in-

deksa i obratno, odnosno
QMVP =0 < Waby = —Whay - (4.43)

4.3.3 Riemannov tenzor zakrivljenosti

Krec¢emo od Riemannovog tenzora zakrivljenosti s prva dva latinska indeksa

(4.13)
a L a VD
R bpo e € R po -
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Koristenjem (2.15) i (4.6) dobivamo
R

a _ a a a C a C
bpo = Opwyy — Opw™y, + W oW b — W, - (4.44)

Izraz (4.44) uz koristenje (4.16) mozemo pretvoriti u formu sa sva cCetiri latinska

indeksa
R® (4i3) Pe O RE —e 0w, —el0.wh + W e . .a e _fe a
bed — €c €q LV ppg = € UpW pg — €q OgW e T WigclW pg — Woeg e cd¥ be -
(4.45)
Uocavamo da (4.45) za holonomnu tetradnu bazu poprima oblik
a _ P a g a a & a &
Ry = €. 0w — €47 0pw e + W' g — w'eqwy - (4.46)

4.4 Spinska kovarijantna derivacija

Sada ¢emo konstruirati derivaciju koja ¢e djelovati samo na latinske indekse. U li-
teraturi je ona poznata kao spinska ili Fock-Ivanenkova kovarijantna derivacija [30].
Notacija za ovu kovarijantnu derivaciju je D,,.

Do sada smo u svim konstrukcijama vezanim uz spinsku koneksiju bili u pot-
punosti opceniti, odnosno nismo nametali iSCezavanje niti jednog od tri tenzora
prema kojima klasificiramo geometriju s kojom radimo. No u 4.3.2 smo vidjeli
da iScezavanje tenzora nemetricnosti implicira antisimetriju koeficijenata spinske
koneksije u prva dva indeksa i obratno (4.43). To svojstvo ¢emo isKkoristiti, od-
nosno pri konstrukciji spinske kovarijantne derivacije se ogranicavamo na geometrije
s iS¢ezavajudim tenzorom nemetri¢nosti.

Po uzoru na konstrukciju opéenite kovarijantne derivacije (2.3) kre¢emo od
D, =0, +w,,

gdje je w, ranije uvedena spinska koneksija. Sada ¢emo iskoristiti antisimetriju ko-
eficijenata spinske koneksije u prva dva indeksa i ¢injenicu da je spinska koneksija
tenzor (0, 1) tipa u grckom indeksu te ¢emo uzeti da koeficijenti spinske koneksije
odgovaraju koeficijentima u razvoju spinske koneksije po generatorima Lorentzove

algebre (Cija reprezentacija ovisi o spinu polja koje razmatramo, odnosno na koje
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spinska kovarijantna derivacija djeluje) [31]. To mozemo uciniti jer generatori Lo-

rentzove algebre Cine bazu vektorskog prostora. Imamo stoga

1 1 1 1
w/" = §wabu5ab = §wabu5ab = §wabﬂsab = éwabusab . (4'47)

Sada vidimo zasto nam je bitna antisimetrija koeficijenata spinske koneksije, kako
znamo iz Dodatka C generatori Lorentzove algebre su antisimetri¢ni, stoga pri ra-
zvoju (4.47) uz antisimetriju koeficijenata spinske koneksije nemamo ,predefinira-
nost”, odnosno potencijalni simetri¢ni dio koeficijenata spinske koneksije ne bi ostao
iskljuen u razvoju (4.47). Drugim rije¢ima, antisimetrija koeficijenata spinske ko-
neksije nam osigurava da Ce se svi koeficijenti spinske koneksije koje razmatramo pri
rjeSavanju nekog problema pojaviti u razvoju (4.47).

Ovakvom konstrukcijom spinske kovarijantne derivacije smo postigli to da ona

djeluje na isti nac¢in na polja v bilo kojeg spina, odnosno djeluje na nacin
1
D =00+ 5%1,“5% : (4.48)

Ovakvo univerzalno djelovanje ne bismo mogli posti¢i u metrickom formalizmu [32].
Iz tog razloga se pri tretmanu fermionskih polja u opcoj teoriji relativnosti koristi
tetradni formalizam. Uskoro ¢emo se na primjeru polja spina % uvjeriti da se spinska
kovarijantna derivacija nekog polja transformira na isti nacin kao i samo polje pri
lokalnim Lorentzovim transformacijama.

Kroz rad ¢e nam takoder biti potreban komutator spinskih kovarijantnih derivacija

. 1 1
[D,.., D, = D,D,ib — D, D "2 D, (auw + §wabysa"¢) ~D, (aw + §wcduscdw)

) (Optoan) ™ — 5 (Dot 5™ — Jwanntouan[S™, S0
(€.1) %(3 Wabw) Sabw . % (aywabu) Sabw_
_ iwabvwcdu (nbc Gad _ pacgbd _ pbd gac | yad Sbc) "
(C:3),(4.43) % (B, — By, + Wy, — W iy) S0
D 2 R, 5,00

1
— (D DU = 5R%,0 5.0 (4.49)
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4.5 Neinercijalni efekti

Sada smo u prilici dati interpretaciju spinske koneksije. Ovdje ¢emo to napraviti
za slucaj geometrije Minkowskog, odnosno za slucaj gdje sva tri relevantna tenzora
iStezavaju. Dakle, promatramo slucaj trivijalnih tetrada (4.9).

Iz (4.16) vidimo da iS¢ezavanje koeficijenata neholonomije f%_, moZemo postici

izborom tetrade na sljedeéi nacin
h*, = 0,z , (4.50)

gdje su z* koordinate tangentnog prostora kojemu odgovara metrika 7., iz (4.9).
Specijalni slucaj izraza (4.50) je

he, =g . (4.51)

I

Sada nas zanima Sto se dogada s (4.50) pri lokalnoj Lorentzovoj transformaciji,

za to nam je potrebna i transformacija z* iz (4.50)
7" = A% ()2 . (4.52)

Stoga, imamo

4.52)

la a a (4'50) a ( a /c
R, =Ny (z)h, =" A b(x)aua:b =" A% ()0, (Acb(a:)x )
= A%(@)A () B, + A% ()20, A" ()
—_——
(4.17)

="5a

= 00 + 2 A (2)9,0,(2)

= B, =0, +&% 2", (4.53)

ovdje smo uveli notaciju

W%, = A (2)0, M () , (4.54)

koja oznacava tzv. koeficijente inercijalne spinske koneksije jer ako pogledamo izraz
(4.33) vidimo da su w9, dobiveni lokalnom Lorentzovom transformacijom nad ko-
eficijentima iscezavajuce spinske koneksije. U literaturi se odabir sustava u kojemu

spinska koneksija iSCezava naziva Weitzenbockovim bazdarenjem [13]. Naravno
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moguc¢nost dobivanja neiscezavajuce spinske koneksije transformacijom iS¢ezavajuce
nije zacudujuca jer kada npr. tretiramo metriku Minkowskog u metrickom forma-
lizmu u npr. polarnim koordinatama, tada dobivamo nei$¢ezavajuce Christoffelove
simbole, iako za metriku Minkowskog u Kartezijevim koordinatama oni iS¢ezavaju.
Nadalje, moramo se uvjeriti da su sva tri relevantna tenzora i dalje jednaka nuli
za (4.53) i (4.54). Za iSCezavanje tenzora nemetri¢nosti ¢emo provjeriti posjeduje li

(4.54) antisimetriju u prva dva indeksa

&% = A ()M (1) = G = Aael()D 0, ()
— Dy = Aoe(2)0, A, () = Mg A ()9, A (x) 2 g ()0, A% ()
= AL (@) A7) = —Aae(2)0u A, (2) = —utye

e d)bau = _djabu s (4-55)

ovdje smo na viSe mjesta koristili ¢injenicu da je parcijalna derivacija metrike 7,,
jednaka nuli zbog definicijske relacije (4.9). Zakljucujemo da tenzor nemetri¢nosti
ocekivano iscezava.

Koristenjem (4.54) i (4.17) se lako uvjeravamo da Riemannov tenzor zakrivljenosti
takoder iScezava, odnosno da vrijedi

Sa _ °a °a sa °c ea e*c __
R by = o,w by — 0w, + W', w b — W W =0 (4.56)

Za tenzor torzije imamo

ra Ia Ia sa plc sa plc
TW—auh , — Oh M—i—wcuh,,—wwhu

(4.53) ca oa eq ec eq ec b
= —(8,,(4} bu_auw bu_l—wcuw by — W wbu)x

(424) _Rabyuxlb (426) 0 — /j‘valuy =0. (457)

Iz (4.55), (4.56) i (4.57) vidimo da sva tri relevantna tenzora i dalje iSCezavaju.
Drugim rije¢ima, krenuli smo od slucaja gdje oni, uz iS¢ezavajucu spinsku koneksiju,
iSCezavaju te smo napravili lokalnu Lorentzovu transformaciju i dobili neiS¢ezavajucu
spinsku koneksiju, ali su i dalje sva tri relevantna tenzora jednaka nuli. Iz toga za-
klju¢ujemo da nam u slucaju geometrije Minkowskog spinska koneksija sluzi za opis

neinercijalnih efekata u sustavu, kao $to npr. neiScezavanje Christoffelovih simbola
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pri opisu metrike Minkowskog u op¢enitim koordinatama daje informacije o neiner-
cijalnim efektima u odnosu na opis metrike Minkowskog pomocu Kartezijevih koor-
dinata u kojima svi Christoffelovi simboli iS¢ezavaju.

Takoder, lako se uvjeravamo da izraz (4.53) moZemo zapisati pomocu ranije uve-
dene spinske kovarijantne derivacije koja odgovara ovdje uvedenim koeficijentima
inercijalne spinske koneksije w®, . Stoga, racunamo sljedecu veli¢inu ﬁux’“, kako je
x'* vektor u latinskom indeksu, koristimo reprezentaciju Lorentzove algebre za vek-
torsko polje iz Dodatka C. Dakle, uz (4.48) dobivamo

. 1 C 1 .
DMZ'IC — aﬂx/c + Ed)abu (Sab) dx/d — aux/c + éwabux/d (naCé‘Z . nbca‘g)

(4.55) e | oc b
=" 0,7 + W,

— D, = 2’ + i%,2" . (4.58)
Dakle, iz (4.53) i (4.58) vidimo da vrijedi

W =D, (4.59)

°w

Primijetimo da Riccijeve koeficijente rotacije (4.35) zbog iS¢ezavajuce torzije u

ovom slucaju uz koristenje (4.39) moZemo napisati kao

*.a

Wipe =

(fb ac + cab - fabc) (460)

DN | —

iz (4.60) vidimo da iS¢ezavanje koeficijenata neholonomije povlaci iS¢ezavanje Ricci-

jevih koeficijenata rotacije, odnosno posljedicno koeficijenata spinske koneksije.
Takoder, primijetimo da se i u slu¢aju geometrije Minkowskog (specijalna rela-

tivnost) i u slu¢aju Riemannove geometrije (opca teorija relativnosti) dekompozicija

koeficijenata spinske koneksije (4.36) svodi na

a _ ca
wbuiwbuv

drugim rijeCima nije uvijek moguce razluciti gravitacijske efekte od neinercijalnih
u samoj spinskoj koneksiji. Taj problem ¢emo rijesiti kasnije kroz rad pri tretmanu
metricke teleparalelne gravitacije u tetradnom formalizmu. Vidjet ¢emo da ¢e ondje

prisutnost torzije omogucditi razdvajanje neinercijalnih efekata od gravitacijskih.

40



4.6 OTR u tetradnom formalizmu

Sada ¢emo sli¢cnim racunom kao u [32] pokazati da mozemo izvesti Einsteinove jed-
nadzbe polja (3.38) u tetradnom formalizmu, odnosno da je tetradni formalizam
stvarno ekvivalentan s metrickim.

Po uzoru na izvod EJP u metrickom formalizmu za varijaciju po tetradi dijela akcije

koji odgovara materiji imamo
0.5 = /d%e@a%eeaﬂ , 4.61)

ovdje je O/ tetradna verzija tenzora energije i impulsa. Ranije smo za varijaciju po

metrici dijela akcije koji odgovara materiji u 3.1.2 dobili

1
0gSM = = /d4m V—=90",9, ,
2 ——

(4.8)
='e

ovdje ¢emo zamijeniti varijaciju po metrici s varijacijom po tetradi, to mozemo na-
praviti jer je varijacija zapravo definirana kao derivacija po nekom parametru, time

dobivamo

1
0.5y = §/d4xe@‘“’5egwj )

Sada koristenjem (B.4) dobivamo

1
deSy = 3 /d%e@’“’nab (eaudeeby + e“,j(5eebﬂ)

1
=5 /d4xe@“” (eau(see“l, + 6[11/666[1#) ) (4.62)

Usporedbom (4.61) i (4.62) dobivamo

a 1 14 a v a v a
0,/d.e L= 5(@ P ean0et T O* e, 0.6 u) = O"¢,,0.€ -

310 g0

Iz ovoga uz koriStenje (4.6) dobivamo

O = ¢, O . (4.63)
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Relacija (4.63) je ocekivan rezultat izmedu tenzora energije i impulsa u metrickom i
tetradnom formalizmu jer znamo da vrijedi (4.13).

Za varijaciju po metrici gravitacijskog dijela akcije u 3.1.2 dobili smo

o 1 o
/d4x V=g <R‘“’ - ég‘“’R + Ag“”) dgGuw -

C4

%9560 = ~Terc

(4.8)
='e

Ovaj izraz uz zamjenu varijacije po metrici s varijacijom po tetradi te uz koristenje

(B.4) postaje

C4

5 _
56 rG

- 1 o
/d4xe (R’“’ — EQWR + Ag’“’) Car0c€”, . (4.64)

Sada ekstremizacijom ukupne akcije uz (4.61) i (4.64) dobivamo

B G

ct

@M

a

o 1 .
5eSG+5eSM:O — <RMV_§gw/R_|_Ag,w) €

. 1 . 81G
- (RW — Eg“”R + Ag“”) el = —:4 @““/eap

(4.6),(4.63) ©

Lo 87 G
=R = g R+ Mg = ==

o . (4.65)

Izraz (4.65) su upravo EJP (3.38).

4.7 Diracovo polje u tetradnom formalizmu

Ovdje ¢emo na primjeru polja spina 1 pokazati da se spinska kovarijantna derivacija
transformira na isti nac¢in kao i samo polje na koje djeluje pri lokalnoj Lorentzovoj
transformaciji. Takoder, do¢i ¢emo do izraza za Diracov lagranzijan u tetradnom
formalizmu, dalje kroz rad ¢emo koristiti taj rezultat.

U (4.23) smo uveli prostorvremenski ovisne gama matrice, to ¢emo ovdje iskoris-

titi i uzet cemo da su polja 1) spina % koordinatni skalari [33]

b(z) ='(a) . (4.66)

U (4.66) nam ' oznacava koordinatnu transformaciju, a nadalje ¢e nam ’ oznacavati
lokalnu Lorentzovu transformaciju. Zbog (4.66) se kovarijantna derivacija (2.3) koja

djeluje na polja ¢/(z) svodi na parcijalnu derivaciju, takoder ista stvar vrijediiza S(z),
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1

koji odreduje natin na koji se polje spina j;

transformira pri lokalnoj Lorentzovoj

transformaciji. Drugim rije¢ima, vrijedi

VW(»"K) = fiﬂﬂ(fﬁ) )
V,S(x)=0,5(z) .

(4.67)

Kako smo ve¢ rekli, odabir tetrade je ekvivalentan do na lokalnu Lorentzovu tran-
sformaciju (4.10), a svako polje, ovisno o svom spinu, se takoder transformira pri-
likom takve lokalne Lorentzove transformacije. U Dodatku C smo klasificirali gene-
ratore Lorentzove algebre prema spinu te smo rekli da se eksponenciranjem pripad-
nih generatora dobivaju elementi Lorentzove grupe. Time nam je odredeno kako se
transformiraju i sama polja. Transformaciju polja spina % pri lokalnoj Lorentzovoj

transformaciji smo rekli da ¢emo nadalje oznacavati s

Y'(x) = S(x)y(x) , (4.68)

gdje je S(x) dobiven eksponenciranjem generatora pripadne Lorentzove algebre.
Takoder, sve ostale veli¢ine transformirane lokalnom Lorentzovom transformacijom
smo rekli da nadalje oznacavamo s .

Uzimanjem kovarijantne derivacije (2.3) transformiranog polja spina ;

4.67),(4.68

v, (2) "2 o () Y S (2)0,0(2) + (8,5 (x))w(x)

vidimo da se V,(z) ne transformira na isti na¢ina kao (z). Taj ¢emo problem
sada rijesiti ranije uvedenom spinskom kovarijantnom derivacijom. Pokazat ¢emo

pod kojim uvjetom se

D(x) = 0utp(x) + wuth(z)

transformira kao i samo polje ¢ (z) pri lokalnim Lorentzovim transformacijama. Zbog

toga racunamo

D' (x) = S(2)Dutp(x)
S 5(@)0,0(x) + (8,5(x)) ¥(x) + W, S(2)(x) = S(2)b(x) + S(w)w,ib(x)
— w), = S(2)w, S (x) — (8,5(x)) S~ (z) . (4.69)
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Iz (4.69) koriStenjem
S(x)S™(z) = Lixy = (9,5(2)) S~ () = —S(2)9,5 " (z) (4.70)

dobivamo

w, = S(x)w, S~ (z) + S(2)9,5 (x) . (4.71)

Izraz (4.71) nam ocekivano govori da se spinska koneksija w, mora transformirati
kao i sva ostala poznata bazdarna polja. U Dodatku D su dani detalji o bazdarnim
poljima.

Nadalje, iz (4.25) lako uotavamo da se v#(x) transformira prema
V() = S(x)y"(2)S7 (@) , (4.72)

jer (4.72) ocito zadovoljava (4.25).

Sada uvodimo tzv. adjungirani spinor

b(x) = ¢i()y° (4.73)

gdje je ¥'(z) hermitski konjugirani spinor ¢ (), a v° konstantna nulta gama matrica.
Nadalje, iz zahtjeva da veli¢ina 1(z)1(x) bude skalar i u odnosu na koordinatne i u

odnosu na lokalne Lorentzove transformacije, odnosno da vrijedi

U (2)d' (x) = ()Y (x) (4.74)
lako dolazimo do
Duib() = Oji(a) — (), 4.75)
Zatim iz (4.75) dobivamo
D' () = (Duib(x)) S\ (x) . (4.76)

Sada ¢emo se uvjeriti da se

Dy (e7”(x)) = Vi (e"(2)) + wp, 7" (2)] (4.77)
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gdje je e determinanta tetrade, transformira na isti nac¢in kao ey*(z), odnosno na
nacin dan s (4.72) [33]. Pri izvodu jednadzbi gibanja, odnosno Diracovih jednadzbi
iz Diracovog lagranzijana u tetradnom formalizmu do kojega ¢emo uskoro do¢i ¢e biti
jasno za$to smo u (4.77) stavili determinantu tetrade. Jo§ nam je potrebna ¢injenica

da iz (A.5) uz (4.8) dolazimo do

1
Vye=zeQ," , (4.78)

2

a kako smo rekli da se pri radu sa spinskim koneksijama ogranicavamo na geometrije

za koje je tenzor nemetri¢nosti jednak nuli, time dobivamo
Vie=0. (4.79)
Sada moZemo racunati

D, (e (x)) = Vyu (e (2)) + lw,, e (2)]

4.79
I eV, (@) + e (W) (@) = " (@)
(4.71),(4.72)

=7 8(@) (eV,y" (@) + [wa, " (2)]) ST (=)

"I S(2) (V, (1" (2)) + [wp e (2)]) S~ ()
(4.77)

=" 5(x) (D (ev"(2))) S~ ()
— DL (ev”(x)) = S(x) (D, (er”(2))) S~ () . (4.80)

Iz (4.80), dakle zaklju¢ujemo da se D, (e7"”(x)) transformira na isti nacin kao ey*(z),
$to naravno i zelimo.
Nadalje, nametnut ¢emo neku vrstu kompatibilnosti spinske kovarijantne deriva-

cije s metrikom g,,,,, to ¢emo uciniti na sljede¢i nacin
4.25
D, (€™ Lixa) =0 = D, (200" Lixa) =0 “2 D, (e{y"(x),7"(2)}) =0 . (4.81)

Iz (4.81) vidimo da je dovoljan uvjet da bi ta jednadZzba bila ispunjena

D, (ev"(x)) =0. (4.82)
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Sada iz (4.77) i (4.82), uz (4.23) i (4.79) imamo

0= aﬂ (eay’ya) +F”Au€a)\’7a + eby[w/M ’yb]
——
:(aﬂeau)“fa

4.
59 w7 = = (Vaen )t (4.83)

ovdje je vazno za napomenuti da u (4.83) kovarijantna derivacija djeluje samo na

grcki indeks tetrade. Izraz (4.83) koristenjem (4.15) i (4.30) postaje
(w7 = =" (4.84)

Sada ¢emo se uvjeriti da spinska koneksija uvedena u (4.47) ocekivano zadovoljava
(4.84). Za potetak ¢emo koriStenjem generatora Lorentzove algebre za polja spina 5

Wy Zapisatl na nacin

1 1 1
Wy = _Wabusab = —Waby h/a7 /Yb] — wab;ﬁaVb — Waby ,yb,y(z
2 8 8 N
(4.43)
= —Wbap
1 a.b
= Wy, = Zwabu'Y v (485)
Stoga, imamo
a(4'85)1 c. b.a a c. by (443) 1 b.c.a a.c.b
[wu ] =" (Wb VY7 = Ywer¥Y’) = = Webn (Y*7Y* + 1)
(4.24) a 1 an.c anc a
= —w b,u’yb + Z (ﬁdcb;ﬂbV v+ Wbc;ﬁb7 74) =W b;t’yb .
(4;:;)0

Dakle, zaklju¢ujemo da (4.47) zadovoljava (4.84).
Sada imamo sve potrebne rezultate za napisati Diracov lagranzijan u tetradnom

formalizmu. Za pocetak Diracova akcija u tetradnom formalizmu glasi [30]

Sp = [ atae (5 (Gahes Dvte) - (Duia)vev() ~ mila)i(a) ) - 486)

Iz (4.86) vidimo da je Diracova gustoca lagranzijana dana s

Lo = 5 (B@)"e, D) = (Dub()e, v(@)) = mi(@)ia) . (487)
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odnosno Diracov lagranzijan glasi
Lp=celp. (4.88)

Sada mozemo izvesti pripadne jednadzbe gibanja, odnosno Diracove jednadzbe
za v(z) 1 ¢ (). Koristimo ¢injenicu da u Euler-Lagrangeovim jednadZbama moZemo
koristiti spinsku kovarijantnu derivaciju umjesto parcijalne derivacije [34,35]. Dakle,

Diracova jednadzba za (x) glasi

o (e Y

O (x) (D, ()
— %ea“W“Duz/J(x) —map(x) + %1 <Du(ey“) U(x) + eea“W“Duzb(x)) =0
€\ ——
(4.82)
= e, 'Y Dyp(z) —myp(x) =0. (4.89)

Izraz (4.89) je Diracova jednadzba za ¢(z) u tetradnom formalizmu, analognim pos-
tupkom se dolazi i do Diracove jednadZbe za v(r). Bitno je naglasiti da je (4.89)

kovarijantna, odnosno koordinatno neovisna jednadzba.
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5 Teleparalelna gravitacija

U prethodnim smo poglavljima dosli do veéine potrebnih rezultata za razvoj forma-
lizma teleparalelne gravitacije. Kroz ovo poglavlje ¢emo do¢i do jednadzbi za opcu,
simetri¢nu i metricku teleparalelnu gravitaciju koje svaka pocivaju na svojoj geome-
triji prema klasifikaciji iz 2.3. Takoder, uvjerit ¢emo se da svaka od tih gravitacija
posjeduje svoj specijalni slucaj koji daje dinamiku ekvivalentnu dinamici OTR. Ta tri
specijalna slucaja su redom: op¢i teleparalelni ekvivalent opce teorije relativnosti -
GTEGR (od engl. general teleparallel equivalent of general relativity), simetri¢ni tele-
paralelni ekvivalent opce teorije relativnosti - STEGR (od engl. symmetric teleparallel
equivalent of general relativity) i metricki teleparalelni ekvivalent opce teorije rela-
tivnosti - MTEGR (od engl. metric teleparallel equivalent of general relativity). Zbog
postojanja ovih specijalnih slucajeva u literaturi se taj skup ekvivalentnih opisa gra-

vitacije naziva tzv. geometrijskim trojstvom gravitacije. Na Slici 5.1 dan je shematski

| ——

GR
%fdﬁm’—gﬁ’}

MTEGR ‘ . STEGR
\,i fd‘i-r.\/ng/ \fﬁfd”'lz‘/*gQ)

Slika 5.1: Shematski prikaz tzv. geometrijskog trojstva gravitacije. Slika je preuzeta
iz [13] te je modificirana.

prikaz tzv. geometrijskog trojstva gravitacije, primijetimo da GTEGR sluzi kao povez-
nica MTEGR i STEGR.

Kako smo ve¢ rekli, sve teleparalelne geometrije imaju zajedni¢ko svojstvo da
je R*,,, = 0. Takoder, optu i simetri¢nu teleparalelnu gravitaciju ¢emo tretirati
u metrickom, a metricku, kako smo i najavili u tetradnom formalizmu te ¢emo se

njoj najvise posvetiti. Pripadne jednadzbe polja se u literaturi mogu naci u brojnim
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oblicima, no mi ¢emo ih ovdje izvoditi u oblicima danima u [13, 36,37]. Takoder,
prikazat ¢emo nekoliko ekvivalentnih metoda za izvod jednadzbi polja. Prije nego
pocnemo izvoditi sve pripadne jednadzbe polja, Sto nam je jedan od glavnih ciljeva

ovog poglavlja, moramo dati jo$ nekoliko vaznih rezultata.

5.1 Invarijantnost na difeomorfizme

Gravitacijski dio akcije te dio akcije koji dolazi od polja materije moraju biti invari-
jantni na difeomorfizme. Ovdje ¢emo to nametnuti na oba dijela akcije prvo koristec¢i
metricki formalizam, a potom tetradni te ¢emo vidjeti koje su posljedice toga.

Za pocetak, najopcenitiji oblik akcije u metrickom formalizmu glasi

Slg, T,¢] = Sglg,T'] + Sulg, T, ] . (5.1)

Dakle, u najopcenitijem slucaju je afina koneksija takoder dinamicka varijabla poput
metrike te i po njoj vr§imo varijacije. U Sy, ¢ su polja materije te smo takoder za
sada dopustili da i taj dio akcije ovisi o afinoj koneksiji, odnosno da se materija moze
vezati na afinu koneksiju.

Iz (5.1) slijede izrazi za varijacije Sy, i Sg

1 4
oSy = /d4$\/ —g <§®“V(Sggu,, + H}\Fwérr)‘w, + ‘I’Z’&/ﬂ/}z) ; (5.2)

ovdje je ©* tenzor energije i impulsa, H," je tzv. tenzor hiperimpulsa (engl. hyper-

momentum tensor) dan s

= %% : (5.3)

u ¥, i je indeks kojim oznacavamo tip polja materije te pomocu
U, =0 (5.4)

namecéemo jednadzbe gibanja za polja materije +*. Dalje imamo
0Sq = — / d*zv/—g (%Wﬂ”agg,w +Y, ”Pérrﬂyp) , (5.5)

za W ocito uzimamo da je simetrican jer stoji uz d,g,,, odnosno u metrickom for-
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malizmu vrijedi

W = Wwre (5.6)
Za pocetak ¢emo promotriti invarijantnost na difeomorfizme gravitacijskog dijela
akcije
5XSG=£XSG=—/d4x\/ < W 5ng,—i-Y Vp(SXF‘u >

B / d'e\/=g (W“”%XV Y, (T, XF = V(X "T%)))
————

wiry, x, vy, X
(3:8) /d4x\/—_g <X“%VWMV — Yﬂyp(vpvl/X.u - (VPXU>TﬂV0' - XUVPTMVU))
(221) /d4x = (%VWLLVX# 4 (VVX“X%;)YQ VP 4 Y, upDaypvaXu_
~Y, "D, V, X" — (V,T9,Y,"") X"+ D°, Y, ""T% X" +Y,"(V,T9,)X “)
(3.8)é2-21) /d4x /—_g (%VWMV + TU/JJ/(VPYO' vp DTpTYO' VP)_

—V,(V,Y,"” = D7, Y,*") + D, (V,Y,"”” — D7, Y,"")) X =0

:>VW +1T1°

j2%

+D°%,,(V,Y,"” = D7 Y, ") =0.

(V,Y," — D7, ¥,"") = V,(V,Y," — D", Y,"")+

5.7)

Primijetimo da (5.7) vrijedi uvijek, neovisno jesmo li nametnuli jednadzbe gibanja
v, = 0 ili ne.
Dalje promatramo invarijantnost na difeomorfizme dijela akcije koji sadrzi polja

materije
5XSM = £XSM = /d4x\/ ( e 6ng/+H VP(SXIW +\I’15le> =

ovdje ¢emo nametnuti jednadzbe gibanja ¥; = 0 i time dolazimo do

OxSy = £xSu = /d4x\/ ( " 0x g + H,/oxT", ) =0,

primjec¢ujemo da je racun sada u potpunosti analogan s racunom za dobivanje (5.7).
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Stoga, dobivamo

v.,e,+1°,.,(,H"~D" H")-V,(V,H~D" H")+

(5.8)
+ D"W(VPHM”” — DTPTH#VP) =0.

Iz (5.8) vidimo da kada tenzor hiperimpulsa i$¢ezava, odnosno kada vrijedi H,”* = 0,

dobivamo

o

v,0, =02 v,em =0,

Drugim rije¢ima, kada nametnemo jednadzbe gibanja ¥; = 0 i uzmemo da tenzor
hiperimpulsa iS¢ezava H,”” = 0 zakon satuvanja (3.12) ostaje zadovoljen. Stoga,
kroz sve daljnje racune ¢emo od pocetka uzimati H,** = 0, a ako Zelimo analizirati
slutajeve H,,"? # 0, lako uocavamo da je prosirenje potrebnih racuna trivijalno.
Nema potrebe da provodimo analogne racune u tetradnom formalizmu jer dola-
zimo do jednakih zaklju¢aka kao u metrickom formalizmu. Samo ¢emo napomenuti
da u tetradnom formalizmu imamo tetradu umjesto metrike te spinsku koneksiju
umjesto afine kao dinamicke varijable. Takoder, radi potpunosti ¢emo navesti Li-
ejeve derivacije tetrade i spinske koneksije koje su obje tenzori tipa (0,1) u grékim

indeksima

Lxet, = X 06", +e,0,X" (5.9)

£xw?, = X"0,w%, +w,0,X" . (5.10)

5.2 Invarijantnost na infinitezimalne lokalne Lorentzove transfor-
macije

Kao $to smo se ve¢ uvjerili u 4. poglavlju kada radimo u tetradnom formalizmu javlja

se potreba za nametanjem lokalne Lorentzove invarijantnosti, stoga to moramo na-

metnuti i na gravitacijski dio akcije te na dio akcije koji odgovara poljima materije.

Ovdje ¢emo promotriti posljedice toga. Za pocetak, bitan nam je najopcenitiji oblik

akcije u tetradnom formalizmu, napomenimo da ¢emo uzeti da se spinska konek-

sija ne vezZe na polja materije, jer kao Sto smo se uvjerili u 5.1 nepostojanje vezanja

koneksije s poljima materije, uz nametanje jednadzbi gibanja (5.4), osigurava zado-
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voljavanje zakona sacuvanja (3.12). Dakle, imamo
Sle,w, ] = Sgle,w] + Sule, ¥] . (5.11)
Iz (5.11) dobivamo da je varijacija Sy,
ISy = /d4xe (@a“éee“u + Wo40") (5.12)
dok je varijacija Sg
6Sq = — / d'ze (W, Foee, + Y, "o,0%,,) | (5.13)
primijetimo da vrijedi antisimetrija

Ybu:_Ybu

a a ?

(5.14)
jer Y, " stoji uz d,w,,.

Sada prelazimo na infinitezimalnu lokalnu Lorentzovu transformaciju, definiramo
ju na nacin

A% () = 68 + A% (x) , [N (z)] < 1. (5.15)

Iz (5.15) je ocCito da sve racune vezane uz infinitezimalnu lokalnu Lorentzovu tran-

sformaciju radimo do reda O(\?). Lako se uvjeravamo da mora vrijediti
A () = 0p — A% () . (5.16)
Naime, imamo

A% () A () = (0 + A%(2))(05 = A%(2)) = 0 = A% () + A%(x) = A%(2)A%(2) = &7 -

~0
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Nadalje, iz definicijske relacije za Lorentzove matrice imamo

Nea = A% (2)A? () O, (5?52 + 00N () + S9N () + A%(x)xbd(w)
~0

— () = —Age() . (5.17)

Sada nas zanima kako se transformiraju tetrada i spinska koneksija na infinitezi-

malne lokalne Lorentzove transformacije. Za tetradu imamo

o (4.10) o (515

oxe’, A“b(:c)ebu —e, = ) )\“b(:c)eb# = 0", = )\“b(:c)ebﬂ : (5.18)
S druge strane za spinsku koneksiju dobivamo
5 a (4_33) Aa A d c Aa a A c a
AW bu c(‘r) b (LC)LLJ du + c(c) i} (SC) — W bu
(5.15),(5.16) “ ¢ \a “ .
= w bu W d,u)\db(x) tw bu>\ c(m) — A c(m)Adb(‘I)w du—
~0
— O A (@) = X(2)0, A% () —w',
—_————
~0
a a a C C a (448) a
= 0w, = =0\ (1) — W A% (7) + W N (7) = =DA% (x) . (5.19)

Sada ¢emo nametnuti jednadzbe gibanja ¥; = 0 te vidjeti koje su posljedice inva-

rijantnosti dijela akcije koji dolazi od materije na infinitezimalne lokalne Lorentzove

transformacije
NSy = /d%e@a“d\eau (.19 /d%e@a")\“b(x)ebu (419 /d%e@w)\“”(m) =0
D Oy =0 = 0,,=0,, . (5.20)

Dakle, zaklju¢ujemo da je nepostojanjem vezanja izmedu spinske koneksije i polja

materije te nametanjem jednadzbi gibanja ¥; = 0 zadovoljena simetrija (3.10).
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S druge strane za gravitacijski dio akcije imamo

0\Sqg = — /d4xe (Wa“5xeau +Y, bufskwabu)

(5.18),(5.19)

Al — / dize (Wa”)\ab(az)ebu —y, b (@Aab(x) + W, A% () — wcbu/\ac(x)))
G _ / d'ze (W““ebu + 0, Y Tr Y e Y b wbwyaﬂ Aap(z) =0

(g) W[a\meb]u + auy[ab]u + fwyﬂy[ab]l’ _ wc[a#YC blu w[bch“]C“ =0

—— N
(4;3)W[ab] =—_Wab
— el —ppab s yyle] e (5.21)

5.3 Opda teleparalelna gravitacija

Opca teleparalelna gravitacija bazira se na opcoj teleparalelnoj geometriji, za koju
vrijedi: R*, = 0,T"  # 01iQ,., # 0. Nadalje, kao Sto smo ve¢ rekli, uzimamo da
tenzor hiperimpulsa iSCezava te odmah namecemo jednadzbe gibanja ¥; = 0. Jed-
nadzbe polja za opcu teleparalelnu gravitaciju ¢emo izvesti metodom Lagrangeovih

multiplikatora, odnosno uvjet
Ruupa = 6,0FM1/0 - 801-‘“14) + I-‘MTpFTl/cr - FMTO'PTVP =0
¢emo nametnuti pomoc¢u navedenih Lagrangeovih multiplikatora.

5.3.1 Jednadzbe polja za opcu teleparalelnu gravitaciju

Metoda Lagrangeovih multiplikatora sastoji se od toga da u akciju (5.1) dodajemo

¢lan S, [g, T, r], odnosno imamo

Slg. T, ¢] = Salg, '] + Sulg, ¥] + Sy[g. T, 7], (5.22)

¢lan S, je oblika

S, = / d'z/—gr, /" R", ., . (5.23)
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Primijetimo da zbog antisimetrije (2.16) r,”** takoder posjeduje antisimetriju
r P =—r ", (5.24)
Iz (5.22) je ocito da ekstremizacijom cijele akcije po r dobivamo
5TS:5TST:/d4x\/_RVM =0 = R, =0.

Takoder, S, moramo varirati po g i I’

331 1 4 vpo vVpo
oS, /d4x\/—g 59" T, P R“Vpo_ 5gguy+7’u P 5FR“VPU
=0

= S, =0rS, = /d4x\/—grﬂl’pa5pR“ym . (5.25)

Dakle, potreban nam je izraz za drR*, , stoga iz (2.15) imamo

vpo?

6FRuupcr = aﬂérruyo - aU(SFFMVp + (5FFMTp)FTua + FMTp(érFTVo)_
- (5FFMTU>FTVp - F“TU((SFFTVP) )

Sto uz koristenje (2.3) i (2.4) postaje

orR,,, = V,orl*,, — Vyorl*,  + 17, 6rl", . (5.26)
Primijetimo da koristenjem (2.18), (2.4) i (2.9) 1, mozemo zapisati kao
(5.27)

T, =D, — D, =2D

[op] -

Sada koristenjem (5.26), (5.27), (2.21), (3.8) i (5.24) te Gaussovog teorema za
(5.25) dobivamo

oS, = / d'zy/=g (2V,r,/ T — 2r IDP_— 2 YOPDT_ Y 5pTH, . (5.28)
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Ekstremizacijom ukupne akcije uz (5.2), (5.5) i (5.28) dolazimo do

WH = e | (5.29)

QVUT#V[TU} _ 2T#V[TU]DPUP _ QT#V[UM DT Y'Y =0. (5.30)

op o

Nadalje, moramo se rijeSiti Lagrangeovih multiplikatora iz (5.30). Stoga kre¢emo

s uzimanjem kovarijantne derivacije V., izraza (5.30) te dobivamo

VTYM vt _ QVTVO’TMV[TU] —2V. (TMV[TU]DpJP) —2V. (7«“'/[‘7!’} DTUp) ) (5.31)
—_——

C29v, Voyr,r7e

Za prvi ¢lan s desne strane iz (5.31) uz koriStenje Rt ., =0 imamo [37]

vTOo vro (5:24) v[ro] (5:27) v|TOo
IV Vo, ™ = =17, V,r, 7 "2 17 5, ol P20 o e
= 2DP[W]VP7*H”[‘”] = 2D”UTVprN”[”T] =2D7_ pVTrM”["p}
= 2V, Vr,” = 2DTUpVTrM”["p] ) (5.32)
Nadalje, za D7, , Uz koristenje (2.13) i (2.14) imamo
D =7T° — 1 g (5.33)
op po 9 vop . .

Sada koristenjem (5.32), (5.33), (5.24) i (2.6) izraz (5.31) postaje

V.Y,"T =2D° VT 4y 1] (3V[pT" o T V[TQg]pp) : (5.34)

T

Nadalje, koristenjem specijalnog slucaja prvog Bianchijevog identiteta iz 2.5.3 uz

(2.6) imamo

1 P w P _ w
V17 + T, T =0 = 3V, 17, =17,,1%, . (5.35)
Takoder, zbog R*,,, = 0 imamo
Vv r= 1T“ p (5.36)
[TQa}p - _§ TUQMP ’ :
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Stoga, koristenjem (5.35), (5.36), (5.27) i (5.33) izraz (5.34) postaje
V.Y, = 2DprVJrM”[”] — QTMV[TJ} D¥ D, . (5.37)
S druge strane, izraz (5.30) kontrahiramo s D”_ , te dobivamo

vT vito] v[ro] pw . v[ro] Hw
DPY," = 2D° V,r, o, TID%, D7, — 20, D%, D

~
=0

70|

oy . . .. . vire] s .y
zadnji ¢lan propada jer imamo kontrakciju antisimetri¢nog i simetri¢nog

w .
D=, D, , tenzora, stoga imamo

DP YL 2 2Dp7—pvaruy[ﬂﬂ _ QTMV[TU]DWTUDI)UJ,D . (5.38)

TPk

Sada oduzimanjem (5.38) od (5.37) dobivamo
V.Y,"T =D YT =0. (5.39)

Dakle, jednadzbe (5.29) i (5.39) su jednadzbe polja za opcu teleparalelnu gravitaciju
uz pretpostavku iScezavanja tenzora hiperimpulsa te uz nametnute jednadzbe gibanja
U, = 0. Izraz (5.29) nam opisuje dinamiku metrike, dok (5.39) opisuje dinamiku

afine koneksije.

5.3.2 GTEGR

Vazan specijalni slucaj opce teleparalelne gravitacije je op¢i teleparalelni ekvivalent
opce teorije relativnosti - GTEGR. Iz tog razloga promatramo izraz za Riccijev skalar

u OTR, uz R“Vpa =0, (2.20) i (2.28) imamo

R = PWDW — D" D™, +V, (D", — D" ) = ~G+V, (D", —D",) , (5.40)

g

=G

veli¢ina G je ocito skalar. Sada mozemo promatrati izraz za Einstein-Hilbertovu ak-

ciju (3.30), uz zamjenu R s izrazom (5.40)

1 o
Sen = [ dav/=g (ﬂ (~G —20) + Lar + ¥, (D™, - DW”)) S
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koji uz koristenje (3.8) i Gaussovog teorema postaje

1
SEH = /d4.CL'\/ —g (% (—G - 2A) + AC]V[) == SGTEGR . (542)

Drugim rije¢ima, imamo dinamicku ekvivalentnost izmedu OTR i GTEGR. U [37] je
eksplicitnim racunom uz koristenje rezultata iz 5.3.1 pokazano da iz akcije za GTEGR
(5.42) stvarno dobivamo jednadZbe polja za OTR, odnosno dobivamo EJP. Dok je

izraz (5.39) za afinu koneksiju identicki zadovoljen.

5.4 Simetri¢na teleparalelna gravitacija

Simetri¢na teleparalelna gravitacija bazira se na simetri¢noj teleparalelnoj geometriji,
za koju vrijedi: R, =0,T", = 01iQ,, # 0. Naravno, opet uzimamo da tenzor
hiperimpulsa iS¢ezava te namecemo jednadzbe gibanja W, = 0. Za izvod jednadzbi
polja simetri¢ne teleparalelne gravitacije prezentiramo jos jednu metodu, tzv. me-
todu ograniCene varijacije (engl. method of restricted variation). Bit ove metode je
da uz iScezavanje Riemannovog tenzora zakrivljenosti i tenzora torzije namec¢emo i

iSCezavanje njihovih varijacija.

5.4.1 Jednadzbe polja za simetricnu teleparalelnu gravitaciju

Za pocetak primje¢ujemo da su varijacije po afinoj koneksiji jedine varijacije Rieman-

novog tenzora zakrivljenosti i tenzora torzije koje imamo. Za varijaciju Riemannovog

tenzora zakrivljenosti smo ve¢ dobili izraz (5.26), koji uz ovom slucaju postaje
o, = V,orl*,, — Vyorl", . (5.43)

Sada ¢emo se uvjeriti da uzimanjem

RS O (5.44)

gdje je z*, proizvoljan tenzor tipa (1, 1), osiguravamo iScezavanje varijacije Rieman-

novog tenzora zakrivljenosti (5.43). Dakle, imamo

OrR", . =V, Vb, — V,V,at, = [V, V,]a#, =0 = 6rR", =0,  (5.45)
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kako smo se u (2.25) uvjerili komutator kovarijantnih derivacija koji djeluje na neki
tenzor daje ¢lanove proporcionalne s Riemannovim tenzorom zakrivljenosti te s ten-
zorom torzije, a kako su oba od njih ovdje po definiciji jednaki nuli, iz toga dobivamo
(5.45).

Nadalje, za varijaciju tenzora torzije uz Koristenje (2.4) i (5.44), imamo
orT",, =V, — V2t . (5.46)
Sada ¢emo se uvjeriti da uzimanjem
xt, =V, y", (5.47)

gdje je y* neki proizvoljan tenzor tipa (1,0), dobivamo i$¢ezavanje varijacije tenzora

torzije (5.46). Dakle, imamo
orT",, = V,V,y" =V, V,y" = Vo, Vi =0 = orT,, =0, (5.48)

gdje komutator isCezava iz vec ranije navedenog razloga.

Sada mozemo izvesti potrebne jednadzbe polja ekstremizacijom ukupne akcije. 1z
(5.2) i (5.5) uz iscezavanje tenzora hiperimpulsa i uz nametnute jednadzbe gibanja
(5.4) te uz 5FF“l,p = V,V,y", imamo

WH = e | (5.49)
/ d'e\/=gY,""V, V' = 0. (5.50)

Preostaje nam prevesti (5.50) u povoljniju formu. KoriStenjem (2.21) uz K*,, =0 te

(3.8) uz Gaussov teorem, imamo

0= /d4$ V _gYp P <%P (Vl/yu) - Laupvoéyu + Luapvuya)

— / d'ay/=g (V,Y," —Y,""L7, ) V,y" = 0. (5.51)
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Nadalje, jednakim postupkom dobivamo

0= / d*z/—g (V,Y,"” =Y,""L7, ) (%yyﬂ + L“Tyy7>

rvw

= 0= / d'z\/—g (V. VY, =V, (Y,"PL7,) = (V,Y," = Y,""L7, ) [*,) " .

(5.52)
Koristenjem (2.14) imamo
. . 1 36 1
L pT - L TP - —5 pT - —ng . (553)
Nadalje, imamo
1V Y”"—1 Y "’V Y PV —1Y""V
5 (I/Qp) m — Z 1 VQP+ m le/ - 5 m VQp
=V.Q, jerje [V,;,V,]Qa=0
1 1% 1 1%
= SV, = 3,700, (5.54
Sada iz (5.52) koristenjem (5.53) i (5.54) dobivamo
v, V,Y P VY v° 1V Yy vP L Y " =0 (5.55)
vVpl, + Q(l/ )R + 5 (VQp) u + ZQqu wo Y- .

Izraz (5.55) mozemo zapisati u kompaktnijoj formi, Sto ¢e se pokazati korisnim
kasnije kroz rad pri tretmanu modificiranih teorija gravitacije baziranih na sime-

tricnoj teleparalelnoj geometriji. 1z toga razloga uvodimo tenzorsku gustocu
Y, "= /=gY,"" . (5.56)
Racunamo sljedecu veli¢inu
V,,V,,Y/“ vp (5:36) V.V, (\/_—gyu ve) |
koja uz (A.5) i (5.53) postaje

(5.55)

YauZ v v 1 v 1 v
V.V, = /=g (vyvpyu P+ QuVpY, " + 5V Y, + 1QQY, f’) 0.

= V,V,Y,”=0. (5.57)
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Dakle, zaklju¢ujemo da (5.49) odreduje dinamiku metrike, a (5.55) ili ekviva-
lentno (5.57) odreduje dinamiku afine koneksije za simetri¢nu teleparalelnu gravita-

ciju.

5.4.2 STEGR

Vazan specijalni slucaj simetri¢ne teleparalelne gravitacije je simetri¢ni teleparalelni
ekvivalent opce teorije relativnosti - STEGR. Iz tog razloga promatramo izraz za Ric-

cijev skalar u OTR, uz RF‘W7 =01 T“Vp =0 te (2.20) i (2.28) imamo
R=L""L,, — L" L™, +V,(L", — L") . (5.58)
Koristenjem (2.12) i (2.14) te (2.36) i (2.37) za (5.58) dobivamo
; 1 pvp 1 vp 1 I 1 ST Ry v pv
R = _ZQ/WPQ + §Qw/p@ + ZQ/LQ - §QMQ +Vu (L ,— L 1/)

EYQ
— R=—-Q+V,(L" — L") (5.59)

veli¢ina () je ocito skalar. Sada zamjenom R s izrazom (5.59) u Einstein-Hilbertovoj

akciji (3.30) dobivamo

Sen = [ ¢T3 (5 (-2 4 Ly 0L - 1)) L 660

S$to uz koriStenje (3.8) i Gaussovog teorema postaje

Sy = / R (i (—Q —20) + LM) — Ssrwen (5.61)

Dakle, zaklju¢ujemo da postoji dinamicka ekvivalentnost izmedu OTR i STEGR.

5.5 Metricka teleparalelna gravitacija

Metricka teleparalelna gravitacija bazira se na metrickoj teleparalelnoj geometriji,
za koju vrijedi: R*, = 0,7, # 01 Q,., = 0. Kao i ranije, uzimamo da tenzor
hiperimpulsa iS¢ezava te namecemo jednadzbe gibanja ¥; = 0. Ranije smo najavili
da ¢emo metricku teleparalelnu gravitaciju promatrati u tetradnom formalizmu, koji

je kako smo vidjeli ekvivalentan metrickom formalizmu. U tetradnom formalizmu,
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dakle imamo R%,,, = 0, 79, # 01 Quu = 0. Takoder, jednadzbe polja metricke

teleparalelne gravitacije ¢emo izvesti metodom ogranicene varijacije.

5.5.1 JednadZbe polja za metricku teleparalelnu gravitaciju

Dakle, kre¢emo od oblika akcije (5.11) te pripadnih varijacija (5.12) uz ¥; = 0 i
(5.13). Varijacije po spinskoj koneksiji Riemannovog tenzora zakrivljenosti i ten-
zora nemetri¢nosti su jedine koje moramo izracunati te naravno name¢emo njihovo
iSCezavanje. Krecemo od racuna varijacije Riemannovog tenzora zakrivljenosti (4.44)

te dobivamo

a _ a a C a a (& C a a C
0P by = 00wy, — 0,0,w b T W b Ol o T W CM(Sww py — W buéww ' — W, 0w b >

Koristenjem spinske kovarijantne derivacije (4.48) i generatora Lorentzove alge-
bre za tenzore u latinskim indeksima, koji su jednostavno, u ovisnosti broju indeksa
tenzora, umnosci generatora polja spina 1 danih u Dodatku C, odnosno generatora

koji odgovaraju vektorima s jednim latinskim indeksom, gornji izraz postaje

6B = Dby, — Dy, - (5.62)

a
buv
Sada ¢emo se uvjeriti da uzimanjem

5wwab’u - 'DM[Eab y (5.63)

gdje je z%, proizvoljno tenzorsko polje tipa (1, 1), postizemo iSCezavanje varijacije

(5.62)

0,R%,,, = Duduwy, — D,0.w%, = D,D,a% — D,D,a",

buv

o (4a9) 1 .
— [DHJDV]'I b §R

=0

=0. (5.64)

SCdZL‘ab - 0

duv
= 0, R

buv

Nadalje, moramo nametnuti iSCezavanje varijacije tenzora nemetri¢nosti za koju
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uz (4.41) i (5.63) imamo
0wQuab = =D, (zap + Tpa) - (5.65)
Vidimo da (5.65) iS¢ezava pod uvjetom da vrijedi antisimetrija
Tap = —Lba - (5.66)

Sada napokon mozemo do¢i do potrebnih jednadzbi polja za metricku telepara-
lelnu gravitaciju. Iz ekstremizacije ukupne akcije uz (5.12), (5.13), (5.4) i (5.63)

dobivamo

Wi =0t = W =M, (5.67)

/d4w\/—gYa (D, + W, % — wcbuajac) =0. (5.68)

Preostaje nam izraz (5.68) pretvoriti u povoljniju formu. Koristenjem (3.8) i Gausso-

vog teorema te (5.66) dobivamo
8#Y[“b]“ + lo““wY[“b]” — wc[‘LYC i 4 w“’wY“}C“ (52 W =0 . (5.69)
Jos ¢emo (5.69) prevesti u oblik sa svim grckim indeksima. Kre¢emo od

a (4'13) e a a log o a log a
O Yt V=29, (Yol f ) = e e, 0, Y 1P 4 Y P (0,€l)) € + Y PEl (9,eM)) .
(5.70)

Takoder, imamo
WC[CLYC Bu _ _w[acﬂyulc\b]u . (5.71)

KoriStenjem tetradnog postulata (4.30) te antisimetrizacijom « i b indeksa dobivamo

YR (9,0 ) & 4 ole Yi — v yeonla (5.72)
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Analognim postupkom dolazimo i do
yrorele (9,e,) +wl, Yoo =17 yeorel bl (5.73)

Uz L*,, = 0 imamo

o @D CI e e 24 e, —T", . (5.74)

vy n% v puv nv
——

(213),

Sada koristenjem (5.14), (5.70), (5.71), (5.72), (5.73) i (5.74) za (5.69) dobivamo

e“uebyvaW]p — TppaY[“”]"e“Meby =W =0
(4:'6; VpY[“”}p — T”WY[W](’ =—Wm =0. (5.75)

Dakle, zakljucujemo da (5.67) odreduje dinamiku tetrade (metrike), a (5.75)

odreduje dinamiku spinske (afine) koneksije.

5.5.2 MTEGR

Vazan specijalni slucaj metricke teleparalelne gravitacije je metricki teleparalelni ek-
vivalent opce teorije relativnosti - MTEGR. Iz tog razloga promatramo izraz za Ricci-

jev skalar u OTR, uz R“Vpa =01Quu,=0te (2.13), (2.20) i (2.28) imamo
R= K"K, — K" K", —2V,K",

sto koristenjem (2.11) postaje

o 1 )
R=—T"T,,

N J/
-

(2.34)

1 O o o
= T Ty + TV, =2V, K", = R = —T =2V, K", . (5.76)

v

T

Zamjenom R s izrazom (5.76) u Einstein-Hilbertovoj akciji (3.30) imamo

Spn = /d4x ) (i (=T =2A) + Ly — 2%“[(#””) ’ &77)
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Sto uz koristenje (3.8) i Gaussovog teorema postaje

1
Sgy = /d4x\/—_g (ﬂ (=T —2A) + CM) = SurEGR - (5.78)

Odnosno postoji dinamicka ekvivalentnost izmedu OTR i MTEGR.

5.6 Nova opéa teorija relativnosti

Iz oblika akcija za GTEGR, STEGR i MTEGR odmah uocavamo da postoji jednosta-
van nacin konstruiranja akcija koje vise ne daju dinamiku ekvivalentnu s dinamikom
OTR. Povijesno [38,39] prvo je uoceno da se modifikacijom akcije za MTEGR tako

da se umjesto izraza za skalar torzije (2.34) u akciji (5.78) uzme

T = e, TP T, + ¢ T"PT,,, + csT"T, (5.79)

dobiva dinamika koja vi$e nije ekvivalentna dinamici OTR. Naravno uz ¢; = 3, ¢, = &
icg = —1u(5.79) se vracamo na Sy;reqr. Sam izraz nova opca teorija relativnosti
(engl. new general relativity) dolazi iz ¢lanka [39] zbog ve¢ navedene neekvivalent-
nosti s OTR. Na isti nac¢in ¢emo nazivati i modifikacije dobivene iz akcija za GTEGR i
STEGR.

Ako u akciji za GTEGR (5.42) umjesto izraza za skalar G iz (5.40) uzmemo
G = ¢,D""D,,, + ;D" D", (5.80)

dobivamo neekvivalentnost s OTR. Ekvivalentnost naravno dobivamo ako u (5.80)
uzmemo ¢; = —1licy = 1.
Nadalje, ako u akciji za STEGR (5.61) umjesto izraza za skalar @ iz (5.59) uz-

memo

Q = c1QupQ"" + 2Q,, Q" + c3Q,Q" + c1Q,Q" + c5Q, Q" (5.81)

dobivamo neekvivalentnost s OTR. Ekvivalentnost naravno dobivamo ako u (5.81)

uzmemo ¢ =tice=—3,c3=—-3 aa=1ic=

Za vise detalja o novo opcoj teoriji relativnosti preporucuje se pogledati [16, 38—

41].
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6 MTEGR kao bazdarna teorija

U ovom poglavlju ¢emo iskonstruirati transformaciju koja nam dopusta da MTEGR
promatramo kao bazdarnu teoriju baziranu na Liejevoj grupi translacija. Promotrit

¢emo svojstva i posljedice takve transformacije.

6.1 QED kao bazdarna teorija

Za pocetak, promatramo QED (engl. quantum electrodynamics) kao bazdarnu teoriju
baziranu na U(1) Liejevoj grupi. Dva su razloga tome, prvi je taj da nam je to dobra
prilika za uvjeriti se da je notacija iz Dodatka D u redu; dok je drugi razlog taj da je
bazdarna struktura MTEGR sli¢cna bazdarnoj strukturi QED. Eksperimentalno do sada
su samo mjereni elektri¢ni naboji koji su cjelobrojni viSekratnici £, gdje je e iznos
elektricnog naboja elektrona, taj naboj je po iznosu elektri¢ni naboj down kvarka.
Dakle, postoji dobar razlog zasto smatramo da je elektri¢ni naboj kvantiziran.

No jedini teorijski argument za kvantizaciju elektricnog naboja dolazi od P. A. M.
Diraca [42]. Taj argument govori da bi egzistencija barem jednog magnetskog mo-
nopola (odnosno egzistencija magnetskog naboja), bilo gdje u svemiru, implicirala
kvantizaciju elektricnog naboja. Diracov argument je jedini teorijski razlog zasto se
kao bazdarna grupa za QED uzima U(1), a ne R.

Generatori Liejeve algebre koja odgovara U(1) grupi su 2win, gdje je n € Z. 1z

toga zakljutujemo da za elemente U (1) grupe imamo
Ulz) = em@ (6.1)

gdje smo 27 ukljucili u parametre transformacije ¢(x), a n nam je cijeli broj koji je
jednak omjeru elektricnog naboja s kojim radimo i najmanjeg elektricnog naboja po
iznosu, odnosno £. Takoder, primijetimo da generatori Liejeve algebre koja odgovara

U(1) bazdarnoj grupi komutiraju, odnosno za strukturne konstante imamo

CABC - 0 . (6-2)
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Dakle, za transformaciju polja (D.1) koriStenjem (6.1) imamo
Y () = ™ @ (x) . (6.3)
Stoga, za infinitezimalnu transformaciju definiranu u (D.5) imamo
detp(z) = ine(x)(x) . (6.4)
Sada uvodimo bazdarnu kovarijantnu derivaciju
D,=0,+A4,, (6.5)
za koju zahtijevamo da se transformira na nacin
Oc (Dytp(x)) = ine(x) Dyt (x) - (6.6)
Iz (6.3) imamo
0ut (x) = "D (9,0 (w) + in(x)Dye()) (6.7)
Stoga, dobivamo

(6.5)

de(Dy(x)) ="1ine(x) (0,9 (x) + App(x)) + (indue(x) + 6.A,) Y(x)
= ine(z) Dyp(z) + (induelz) + 6.4, ¥(z)

te uocavamo da je (6.6) zadovoljeno ako vrijedi
0cA, = —in0ue(x) . (6.8)

UocCavamo da se (6.8) slaze s (D.13) zbog (6.2). Takoder, rezultati se slazu sa

standardnim rezultatima iz udzbenika fizike elementarnih ¢estica [43].
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6.2 BazZdarenje Liejeve grupe translacija

Sada mozemo prezentirati konstrukciju koja sugerira da bismo u formalizmu MTEGR
gravitaciju, barem klasi¢no, mogli promatrati kao bazdarnu teoriju [41,44]. Ideja je
da pokusamo bazdariti Liejevu grupu translacija, jer promatrajuci translacijsku si-
metriju iz Noetherinog teorema dolazimo do sacuvanja tenzora energije i impulsa
(3.11), koji kovarijantizacijom poprima formu (3.12). Kako smo se vec¢ uvjerili u ten-
zoru energije i impulsa imamo informaciju o raspodjeli mase u prostorvremenu pa
stoga ocekujemo da je taj tenzor izvor gravitacije. Stoga je pocetna ideja bazdariti si-
metriju, odnosno uciniti parametre te simetrije lokalnima, koja je zasluzna za pojavu
tog tenzora.

Nadalje, u Dodatku D smo vidjeli da kod rada s bazdarnim strukturama imamo
dvije relevantne vrste indeksa. Prvi su grcki, odnosno prostorvremenski, a drugi su
u tom dodatku veliki latinski, koje nazivamo internim indeksima. Drugim rije¢ima,
proces bazdarenja zahtijeva uvodenje tzv. internog prostora, koji je odreden parame-
trima promatrane bazdarne simetrije. Kao $to smo vidjeli u 6.1 za sluc¢aj QED interni
prostor je induciran U(1) bazdarnom simetrijom.

Sada se sama po sebi namece potreba za koristenjem tetradnog formalizma. Na-
ime, kako smo u tom formalizmu takoder inducirali dvije vrste indeksa, grcke koji
su prostorvremenski te male latinske koji odgovaraju tangentnom prostoru, to ¢emo
pokusati uklopiti u narativ bazdarnih teorija. Male latinske indekse ¢emo tretirati
na jednak nacin kao velike latinske iz Dodatka D, odnosno tangentni prostor ¢emo
tretirati kao interni prostor i u njemu ¢emo provesti proces bazdarenja Liejeve grupe
translacija.

Napomenimo jo$ da se u [41,45,46] mogu pronaci rasprave o tome kako postaviti
MTEGR u okvire modernog formalizma bazdarnih teorija, no ovdje ne¢emo ulaziti u
fo.

Kao i u Dodatku D krec¢emo od infinitezimalne lokalne transformacije, a ovdje

specijalno promatramo
=2+ ("), (6.9)

gdje su €”(z*) infinitezimalni parametri lokalne translacijske transformacije. Takoder,

moramo napomenuti da sva polja koja promatramo ovise i prostorvremenskim i o
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internim koordinatama, odnosno vrijedi

= (x®, a") (6.10)

no kao i u Dodatku D ¢emo to oznacavati jednostavno s

P(z, ") = () . (6.11)

U Dodatku C smo rekli da su generatori Liejeve algebre koja odgovara grupi tran-

slacija dani s
T, =0, . (6.12)
Generatori dani sa (6.12) oCito komutiraju, odnosno strukturne konstante iS¢ezavaju
C%. =0. (6.13)
Koristenjem (6.12) te (D.1) i (D.2) dolazimo do
Y () = e @)%y () | (6.14)
Iz (6.14) za transformaciju definiranu u (D.5) imamo
dep(z) = €*(x#)0ut)(x) . (6.15)
Takoder, primijetimo da iz (6.9) slijedi

dex® = €*(zt)
(6.16)
e (0,x%) = 0, (zH) .

Nadalje za infinitezimalnu transformaciju parcijalne derivacije polja imamo
5. (Dy0(2)) = €(2)8u0,b () + (9,6 (a)) Dyi(a) (6.17)

Dakle, iz (6.17) vidimo da se parcijalna derivacija ne transformira na jednak nacin

kao polje pri . transformaciji. Stoga, kao i u svakom procesu bazdarenja uvodimo
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bazdarnu kovarijantnu derivaciju, koju oznacavamo s H,,
H,=0,+B,, (6.18)

gdje je B, nekakav bazdarni potencijal, kojeg ¢emo razviti po generatorima Liejeve

algebre koja odgovara grupi translacija

B, = B0, . (6.19)

I

Sada ¢emo se uvjeriti da se koeficijenti B, iz (6.19) moraju transformirati na nac¢in
0B, = =0, (2") (6.20)

da bi se uvedena bazdarna kovarijantna derivacija transformirala kako ocekujemo.

Dakle, racunamo

(6.18),(6.19

S (H (@) Y 5 (0,00 ()) + 6.(B,0a0(x))

(6.19

= 5.0,(2)) + (6.8%,)0utb(w) + Buboib(x)
sto uz koristenje (6.15), (6.17), (6.19) i (6.20) postaje

Oe(Hytp(x)) = €*(2")0u0,1) (x) + € (") B, 0p0ut) ()
——

=0a0p ()
= (@0, (0,00 (x) + B® () = () 0u(Hyp(2)
— S (H(2)) = ()0 (H,tb(x)) . (6.21)

Primijetimo da smo koristili da parcijalne derivacije s latinskim indeksom djeluju
samo na polja ¢ (x) jer samo ona eksplicitno ovise o koordinatama s latinskim in-
deksima. Dakle, iz (6.21) vidimo da se zbog (6.20) H,i(z) transformira na Zeljeni
nacin, odnosno kao i samo polje ¢ (x) pri infinitezimalnoj transformaciji J..

Sada slijedi jedan jako bitan korak. Naime, kako smo pokazali da H,i(x) ima
zeljena transformacijska svojstva u odnosu na ¢, transformaciju, stoga u ovom kon-

tekstu ta veli¢ina ima tenzorska svojstva te ¢emo stoga iskoristiti (4.13) i napisati
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H,y(x) kao
Hy)(x) = H® 0,9 (x) , (6.22)
gdje je H®, tetrada. Zbog (6.18) za H, imamo
H®, =h*, + B, (6.23)
gdje je h®, trivijalna tetrada, odnosno vrijedi

he, = 8%

I

No kako smo se uvjerili u potpoglavlju 4.5 tetrada

ima jednaka svojstva kao i 2%, = d7;, odnosno obje tetrade ne proizvode neinercijalne
efekte. Mi ¢emo dalje koristiti 2, = 9,2 jer nam je s njom lakSe raditi potrebne

racune. Dakle, imamo
Hyp(z) = H 010 (x) = (h*, + B,) a1 (x) = (9,2 + B*,) () . (6.24)

Vidimo da je tetrada H“, zbog ¢lana B, netrivijalna. Takoder, sada ¢emo se uvjeriti

da je H°, invarijantna na J. transformaciju

0.H", (629 0c(0u2") + 0B, (10106200 O (") — 0, (2") =0

— 6€Ha,u = 0 . (625)

Nadalje, zanima nas $to se dogada pri lokalnim Lorentzovim transformacijama.
Za veli¢ine dobivene nakon lokalne Lorentzove transformacije ¢emo ovdje koristiti

notaciju’, odnosno dosadasnju notaciju koju smo koristili za lokalne translacije ¢emo
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koristiti za lokalne Lorentzove transformacije. Kre¢emo od

2= A ()" = 2 = A ()2
V(x) = UN)(z) = (z) = U (AW (x) (6.26)
B, = A%(a") B A

., — B, = b“(x“)B’b“.

Sada koristenjem (6.26), (4.17) i (4.54) dobivamo

la __ Aa n b __ la ca b la
H*, = A (2")H°, = 02" + @ ,2" + B,

Sto koristenjem (4.58) postaje
H", =D," +B",. (6.27)

Nadalje, zahtijevamo da i H™, ostane invarijantan na J. transformaciju, iz Cega

imamo

0 ; 5€H/au _ 56 (2.)”{13/(1) + 5EB/aM (4.58):,(6.16) buea(l‘u) + 5EB/aH

— 0B, = D" (a") . (6.28)

Izraz (6.28) je upravo ono sto i ocekujemo da ¢emo dobiti iz (6.20) nakon lokalne
Lorentzove transformacije.

Sada ¢emo izracunati ¢emu je jednak tenzor torzije (4.38) za tetradu H“,, od-
nosno za H',. Kretemo od tenzora torzije za H°,, u tom slucaju koeficijenti spinske

koneksije, kako smo rekli, iSCezavaju pa imamo

T, = 0,8, — 0,0, "2 9,0,2" + 9,B*, — 0,0,2" —0,B",

——
=00,z
- 71°,=0,B",—0,B,. (6.29)
Nadalje, iz (4.49) i R%,,, = 0 imamo
[D,, D)z =0. (6.30)
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Stoga, za tenzor torzije vezan uz tetradu H /“u koristenjem (6.27) i (6.30) dobivamo

la _ la la °a b °a b

T, = 8,H", — ,H" + &% H", — &%, H",
- la la °a b ea b

—_— aMB v - aVB I + w b,LLB v — W bl/B n

- 7°,=0,B",-0,B", +u",B", — &%, B", . (6.31)

Iz (6.29) i (6.31) zakljucujemo da je u oba slucaja tenzor torzije u potpunosti odreden
koeficijentima bazdarnog potencijala B, iz razvoja danog s (6.19).

Sljedece Sto racunamo su komutatori kovarijantnih derivacija H,, odnosno H’,.
Pri tim racunima koristimo Schwarzov teorem i za ¢lanove oblika 0,0,,1(x), odnosno

vrijedi

0a0, ¢ () = 0,0, () . (6.32)
Dakle, imamo
H,, H,]v(x) (6:24),(6.32) (QLBQV _ 3VB‘1#) Bt () (6.29) T“Hﬁaw(x)
= [H,, H)]=T",,0,. (6.33)

Primijetimo da se pri lokalnim Lorentzovim transformacijama generatori Liejeve al-
gebre koja odgovara grupi translacija takoder transformiraju, odnosno imamo
J,=ANL(2"0y, = 0, = Ab (2", . (6.34)

a

Trivijalno uo¢avamo da ovi generatori dani s (6.34) i dalje komutiraju, odnosno da

vrijedi
c".=0. (6.35)
Analognim racunom uz Kkoristenje (6.27), (6.32), (6.31) i (6.34) dolazimo do

[H' H')) =T",, . (6.36)
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Mozemo definirati tenzor snage polja u MTEGR na nacin
FyTEeR =10 0, . (6.37)

Iz (6.37) je ocCito da je zbog polozaja latinskih indeksa ovako definiran tenzor snage

polja invarijantan na Lorentzove transformacije, odnosno vrijedi
MTEGR / / 'MTEGR
F. =T1",0.=T",,0,=F, : (6.38)

Koristenjem (D.22) imamo

55Tau,/ — Eb(xu>cabcTcl“, (6:13) 0 — 55Ta — 0 (639)

Iz
te

5.1, = e(a")C" T, SEON N 5T, =0. (6.40)

Iz (6.33) i (6.36) te (6.37) i (6.38) zakljucujemo da je snaga polja u MTEGR u
potpunosti odredena tenzorom torzije, koji je kako smo se uvjerili u (6.29) i (6.31)
u potpunosti odreden bazdarnim potencijalom B,. Iz ovoga razloga sada radimo
jednu snaznu pretpostavku, koju ¢emo potkrijepiti u sljedecem poglavlju koristenjem
Newtonovog limesa, a to je da se sve informacije o gravitacijskim efektima nalaze
upravo u bazdarnom potencijalu B,,. Zbog toga bazdarni potencijal B, nazivamo
gravitacijskim vektorskim (jer nosi jedan grcki indeks) potencijalom.

Takoder, iz (6.39) i (6.40) zakljuCujemo da je tenzor torzije u ovom kontekstu
invarijantan na 0, transformacije. Iz toga razloga mozemo kao i u svim ostalim poz-
natim bazdarnim teorijama konstruirati lagranzijan od ¢lanova koji su kvadratic¢ni u
tenzoru snage polja, odnosno u koeficijentima koji dolaze od raspisa tenzora snage
polja po generatorima pripadne bazdarne algebre. Ovdje su nam ti koeficijenti kako
smo vidjeli dani tenzorom torzije T,,. KoriStenjem (4.13) tenzor torzije mozemo
pretvoriti u oblik sa svim grc¢kim indeksima i time dolazimo do zakljucka da smo kroz
ovdje predstavljenu metodu bazdarenja u MTEGR uspjeli do¢i do oblika lagranzijana
(5.79), gdje ve¢ spomenutim izborom koeficijenata c¢;, ¢; i ¢35 dobivamo dinamiku

ekvivalentnu s OTR. Drugim rije¢cima, MTEGR promatran iskljucivo kao bazdarna te-
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orija bazirana na Liejevoj grupi translacija, neovisno o rezultatima koje smo dobili
ranije, opet moze reproducirati dinamiku OTR ili poop¢avanjem dinamiku nove opce
teorije relativnosti.

Nadalje, koriStenjem tetradnog postulata (4.30) za afinu koneksiju koja odgovara

tetradi H“, dobivamo
e, = H,"d,H°, . (6.41)
Dok za afinu koneksiju koja odgovara tetradi H*, dobivamo
e, =H,'D,H", . (6.42)

Afina koneksija (6.41), odnosno (6.42) u literaturi [41] je poznata kao Weitzenbockova
koneksija. Zbog toga neki autori [39] metricku teleparalelnu geometriju nazivaju
Weitzenbockovom geometrijom.

Ono sto smo ovdje pokazali je sljedece, naime gravitacijske efekte postizemo za-
mjenom trivijalne tetrade h?, netrivijalnom H*, ili H",. To je ekvivalentno zamjeni
Minkowski metrike 7,,, s nekom novom g,,, to je upravo ono sto radimo i u OTR, ali
smo ovdje to postigli na potpuno drugaciji nacin te smo uspjeli gravitaciju uklopiti u
formalizam ostalih poznatih bazdarnih teorija uvodenjem gravitacijskog vektorskog
potencijala B,,.

Sada smo u prilici iskonstruirati princip minimalnog vezanja za MTEGR. Kao Sto
smo ve¢ rekli u potpoglavlju 4.5 i u geometriji Minkowskog i u Riemannovoj geome-

triji dekompozicija koeficijenata spinske koneksije (4.36) se svodi na
wabu - d)abp, y

Sto znaci da opcenito ne mozemo razlikovati neinercijalne od gravitacijskih efekata.

No u MTEGR situacija je drugacija jer imamo

*a __°a la °o.a __*a la

a kako je K, zbog (2.11) sastavljen od tenzora torzije 71", koji u ovom kontek-

stu daje snagu gravitacijskog polja, iz toga razloga (6.43) ima egzaktno razdvojene
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neinercijalne i gravitacijske efekte. Drugim rije¢ima, neinercijalni efekti se nalaze u
w%,, a gravitacijski u K’ . Takoder, iz (6.43) se elegantno moze isitati jedna od
glavnih pretpostavki pri formuliranju OTR, odnosno mogu¢nost kompenzacije gravi-

tacijskih efekata neinercijalnim, jer u tom slucaju vrijedi w*,, = 0, $to implicira
°a _ la
wh, = K b -

Stoga, princip minimalnog vezanja u MTEGR dobivamo na sljede¢i nacin. Ako
promatramo OTR u tetradnom formalizmu, tada koristimo spinsku kovarijantnu de-

rivaciju
- 1 ° ab
DH = au + §Wabu5 y

a kako smo se uvjerili da je MTEGR dinamicki ekvivalentan s OTR, to znaci da je zbog

(6.43) princip minimalnog vezanja u MTEGR, prema sli¢noj notaciji kao u [41], dan

na nacin
Nuw = G < 0%, — H
. 1 (6.44)
Op = Dy =0u+ 3 (Db — K'gpy) S

Uskoro ¢emo (6.44) primijeniti na tri najkoristenija polja u fizici, ona spina 0, 3 i 1.

6.3 Newtonov limes

Sada ¢emo pokusati konstruirati Newtonov limes, sli¢cnim postupkom kao u 3.1.1 te
¢emo vidjeti mozemo li ikako povezati gravitacijski vektorski potencijal B,, s gravita-
cijskim potencijalom ¢ iz (3.9).

Za pocetak, kako smo se ve¢ uvjerili MTEGR daje dinamiku ekvivalentnu dinamici
OTR. Stoga, Cestice i dalje prate geodetske putanje (3.6), a ne autoparalelne putanje
(2.24). Ova cinjenica je i eksplicitno pokazana u [41].

Geodetska jednadzba (3.6) uz dekompoziciju (2.10) u MTEGR daje

Pzt . dx®da® ot dx_"‘ dz”

0= r“ = r ., — K* .
dr? s dr dr dr? +( o aﬂ) dr dr

(6.45)
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Clan uz K", ; mozemo pretvoriti u

dz® dx” (2.11) 1 dx® dzP
I T - at—
aBdT dr <a6+ aﬁ) dr dr
, dr® dz? 1 u dx® dz? 1 , dr® dzP
) aﬂdT dr  2_ 5 dT dT 2\ B dr dr ’
—r, 1B 4 -

gdje je zadnji ¢lan jednak nuli zbog antisimetrije tenzora torzije (2.6) te simetrije

dz™ dxﬁ

‘7 uindeksima o i 3. Stoga, imamo

dzx® dxP dzx® dx”
Kt ——=TH — 6.46
B dr dr «Bdr dr (6.46)

Ovime za (6.45) dobivamo

d?xt dz® dx”? dz® dxP
pe SO ST OV 6.
dr? s dr dr «Bdr dr (6.47)

Newtonov limes provodimo pod sljede¢im pretpostavkama:

1. Cestice se gibaju nerelativistiCkim brzinama: Cfli; < % ,i1=1,2,3.

2. Gravitacijsko polje je stacionarno i slabo: dyB* |B ‘ <1.

Napomenimo da sli¢no kao i u konstrukciji Newtonovog limesa u 3.1.1 zahtijevamo
linearnost u B“, i pripadnim derivacijama od B“, te stoga sve nelinearne clanove
zanemarujemo.

KoriStenjem 1. pretpostavke (6.47) postaje

d?axt L dz® dax® dxo da®

i ) 6.48
d7'2+ 0 qr dT OOdeT (6.48)

Tetrada koju koristimo je dana u (6.24) te ¢emo uzeti (4.51) radi Sto jednostav-

nijeg racuna. Dakle, imamo
H® =6, +B",, (6.49)

primijetimo da zbog 2. pretpostavke B¢, igra ulogu malene perturbacije u izrazu
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(6.49). Tetrada (6.49) daje afinu koneksiju (6.41), Sto uz zahtjev linearnosti daje
™ ;= 0;B", . (6.50)
Iz (6.50) uz 2. pretpostavku te zahtjev linearnosti dobivamo
M =0. (6.51)
Nadalje, iz (6.29) imamo

T, =191\, = 0,8, — 9,B°, / Nacg"’

(2’2) g (o2 g a a C
== 52’5pr'; =T.,%, = Neg"’ (8,B%, — 0,B u) /H N
(4'13) g C g a a C g
= 1.7, = H \1ecg" (0,B%, — 0,B u) = H,g"° (0,B., — 0,B.,)
~ 0¢g"" (0uBey — 0y Bep) = 9" (0uBaw — 0, Bay)
~ 1" (0, Baw — Oy Bay) = 0° Bay, — 110, Bay

== Taou = acTBOW - U”GauBay . (652)
Iz (6.52) uz 2. pretpostavku i zahtjev linearnosti dobivamo
Ty = 0" By - (6.53)

Sada za (6.48) uz (6.51) i (6.53) dobivamo

A2t dz®\ 2
g2 0" By (E) . (6.54)

Uz 2. pretpostavku (6.54) daje

d?20
= =i"’=0 = i’=konst. = 1. (6.55)
-

U (6.55) smo bez smanjenja opcenitosti za konstantu uzeli da je jednaka 1. Za pros-

torne indekse iz (6.54) i (6.55) dobivamo

RE
dr?

= 0'By , (6.56)
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ako uzmemo By, = —¢, gdje je ¢ gravitacijski potencijal iz (3.9), onda (6.56)

pomnoZen s masom daje

d*z’ ;
md > =-—md'¢ ~—m Jip =-—mVg
T v N~~~
- M0;0=0i6 =V
=F jer je n¥ =diag(1,1,1)
— F=-mV¢. (6.57)

Dakle, zaklju¢ujemo da smo uspjeli iskonstruirati Newtonov limes te smo uz pret-
postavku da vrijedi Byy = —¢ uspjeli do¢i do poznatog izraza za gravitacijsku silu
(6.57). Drugim rije¢ima, dali smo jaku potvrdu da je pretpostavka iz potpoglavlja
6.2 totna, odnosno da se u gravitacijskom vektorskom potencijalu B, stvarno nalaze

informacije o gravitaciji u formalizmu MTEGR kao bazdarne teorije.

6.4 Minimalno vezanje

Sada ¢emo primijeniti princip minimalnog vezanja (6.44) na redom polja spina 0, % i

1 te ¢emo vidjeti koje su njegove posljedice.

6.4.1 Klein-Gordonovo (skalarno) polje spina 0

Akcija za polje ¢ spina 0 uz Minkowski metriku u Kartezijevim koordinatama glasi

[47]
Skc = [ ' (" @0 (@) 0,0()) (@) (6.58)
Principom minimalnog vezanja (6.44) iz (6.58) dobivamo
Sko= [ @l (¢ Bt Boote) —mti@) . ©59)

gdje je H' determinanta tetrade H", koja je dana sa (6.27).
Primijetimo da se spinska kovarijantna derivacija iz (6.59) svodi na parcijalnu jer

djeluje na polje spina 0 (pogledati Dodatak C), odnosno imamo

Sker = / d%%l (0" (0,6(2)) (0, (z)) — m*¥2()) . (6.60)
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Sada racunamo jednadzbe gibanja, odnosno Euler-Lagrangeove jednadzbe iz (6.60)

OLkq OLkc 2 1 !
ZRE _ - —(0.H 2 PH -0.
20, (5 ) =0 = w(a) + ) O U()) 40,0 = O
=0ri(z) =0ry(z)
Za 0,H' imamo
y48) o — 1Oy 4267 —a, @8 2
aPH_aP g= 2\/_—9 - grpa_HFpa7
koriStenjem dekompozicije (2.10) uz L*,, = 0 dobivamo
O,H' = H' (I',, — K",,) . (6.61)

Stoga, za Euler-Lagrangeove jednadzbe dobivamo

(8, + T, — K" ) 0°¢(x) + m*¢(x) = 0 . (6.62)

Primijetimo da K", , mozemo koriste¢i (2.11) napisati kao

K!apa — T/aap
pa (6.62) postaje
(9, + e, — T"‘ap) 0Pp(x) +m*p(x) =0 . (6.63)

Iz (6.63) zaklju¢ujemo da se 0°¢)(z) veZe na tenzor torzije u MTEGR.
Jo$ ¢emo se radi potpunosti uvjeriti da je Klein-Gordonova jednadzba (6.63) ek-
vivalentna s Klein-Gordonovom jednadzbom u OTR. Ako u (6.62) opet iskoristimo

dekompoziciju (2.10) uz Lr,, = 0te (2.9) dobivamo
(9, +12,,) 90(x) + m2u(z) = 0.

Primijetimo da 0”¢(x) mozemo zamijeniti s @%(m) jer je ¢ (x) skalarno polje te uz

(2.3) time dobivamo
V,VP(x) + mAp(z) =0, (6.64)
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$to je upravo Klein-Gordonova jednadzba u OTR jer princip minimalnog vezanja u

OTR nalaZe zamjenu parcijalne derivacije 0,, kovarijantnom oblika @M.

6.4.2 Diracovo (fermionsko) polje spina 3

Akcija za Diracovo polje spina ; dana je s (4.86), za trivijalnu tetradu ona glasi

Sp = / d's (5 (60" h Dyp(a) — (Dutb(@))yh () —mwxw(as)) . (6.65)

Principom minimalnog vezanja (6.44) akcija (6.65) postaje

Sp = / d'zH’ (% (D@n B Bup(a) - (D) H (@) —m¢(x)¢(x)) .
(6.66)

Sada koriStenjem (4.23) i (4.82) iz (6.66) dobivamo Diracovu jednadzbu za ()

OLp 22 JdLp _ i“x" xr)—muy(x) =
__pp(a(—)_o: (@) Bub(w) — mip(w) = 0

0 (x) Dyib(x))
©49 (W(;p) (au + % (Db — K' 1) S“b) - m) Y(z) =0, (6.67)

gdje je S% dan u Dodatku C. Analognim postupkom dolazimo do Diracove jednadzbe
za v(r). U (6.67) primje¢ujemo da postoji vezanje izmedu tenzora torzije (preko
K op) 190(2).

Takoder, primijetimo da koriStenjem dekompozicije (4.37) uz L*,, = 0 za (6.67)

dobivamo

i (x)Dyab(z) — mip(z) =0, (6.68)

$to je naravno Diracova jednadzba za ¢(z) u OTR u tetradnom formalizmu.
Jednadzbu (6.67) ¢emo napisati u jos jednom obliku koristenjem ireducibilne

dekompozicije tenzora torzije [41]

2 1
T,abc = §<t/abc - t/acb) + g(nabvlc - nacvlb> + €abcda/d ) (669)

gdje je e.cq totalno antisimetric¢ni Levi-Civitin simbol. Dok je #’ , je tenzorski dio,

abc

V', je vektorski dio te je a’° aksijalni dio tenzora torzije. Imena ovih veli¢ina dolaze
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od njihovih ponasanja na paritetne transformacije (P) te transformacije vremenskog

obrata (7). Primijetimo da tenzorski dio tenzora torzije posjeduje simetriju
' v = pae - (6.70)
Stoga, koristenjem (2.11), (4.13) i (6.69) dobivamo

! _ e /
Kab,u =H ;LKabc

2 1
= K/abu = ch,u (g(t/cab - t/cba) + _(nacvlb - chvla) +

1d
3 _<€bacd + €cabd — €abcd)a ) .

2
(6.71)

Sada se fokusiramo na ¢lan

1 ab (413),(423) T “
_i’yu(x)K/abuS ’ = _57 K/abcs ’
koji koriStenjem (6.69) te totalne antisimetrije Levi-Civitinog simbola, simetrije (6.70)

i simetrije metrickog tenzora (2.1) postaje jednak

' 2 1 1
_%fyﬂ(l.)K/abusab — (3 Cab,_ycsab + 3nacvlb,_ycsab o ZEabcdald,}/csab> ) (672)
Nadalje, koristenjem relacije [48]
c qab 1 cla b 1 ac,. b cb_ a dcab
105 = 0T = 5 ("9 =0 = e sva) (6.73)

gdje je v° = i7°y1y293 = 75, uz totalnu antisimetriju Levi-Civitinog simbola, simetriju

(6.70) te simetriju metrickog tenzora (2.1) dobivamo

i a (1 c.a 1 eca
_i’yu(x)K,abuS = _Z<§(t/cba - t,cab)nb v+ 27} a’7 + ] €abed £ b,a/d'75'76> . (674)

:7€abce
~

—
==3155a"y57e=—6a/, 77"
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Primijetimo da iz (6.69) imamo

U/a = T/bba ) (675)
1
a/a = EGGdeT/de 3 (6.76)
o = (T + Th) + 2 (et + 1) =~ 6.77)
abc — 9 abc bac 6 NacV'p T Ml ¢ 377abU c - .

Sada se mozemo fokusirati na prvi ¢lan s desne strane u (6.74)

1
+ T/bca - T/cab - T/acb) + _(nacvlb - chvla)—

(t/cba _t/cab)n Y =n" _(T/ 6

be,. a (6.77) bc,. a 1
9 cba

—%(mbv’a - ncav’b)) :
sto koristenjem (2.1), (2.2), (2.6) i (6.75) rezultira s

(¥ epa = teap)™ 7" = 0. (6.78)
Stoga, koristenjem (6.78) izraz (6.74) postaje

' 1 31
_%7M<x>K/abuSab =—1 <§U/a’ya - Zla’/a’ysfya) : (679)

Nadalje, poznato nam je da +° antikomutira sa svim ostalim gama matricama, od-

nosno vrijedi
{r’.1"}=0. (6.80)

Koristenjem (6.80) izraz (6.79) postaje

; 1 31
— 5 @)Ky, S = =i (av’w“ + fa’w“f) : (6.81)

Napokon, koristenjem (4.13), (4.23) i (6.81) Diracova jednadzba za ¢ (x) (6.67)
postaje

1 3t

(W“(z) (% + %d}abusab - 5% — ZCL/M’VE)) - m) Y(x) =0. (6.82)

Iz (6.82) uotavamo da se tenzorski dio tenzora torzije ne veze na polje spina 3.
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6.4.3 Elektromagnetsko (vektorsko) polje spina 1

Sada ¢emo primijeniti princip minimalnog vezanja (6.44) na elektromagnetsko polje
spina 1 u vakuumu. Poznato nam je da cijeli elektromagnetizam, kao U (1) bazdarnu
teoriju, gradimo na elektromagnetskom vektorskom potencijalu A, [41]. Tenzor
snage elektromagnetskog polja F},, uz metriku Minkowskog u Kartezijevim koordi-

natama dan je s
F., =0,A, —0,A, (6.83)
te zadovoljava tzv. Bianchijev identitet
O,y + 0pFu +0,F,, =0. (6.84)
Akcija koja odgovara (6.83) glasi
Seyv = —i / d'zF,, F" (6.85)
te iz (6.85) dolazimo do jednadzbi gibanja
OLpm p( OLgn

=" _ oM — wy o
i a(apAa)) 0 = 9,F"™ =0. (6.86)

Jednadzbe (6.84) i (6.86), ¢ine Maxwellove vakuumske jednadzbe uz metriku
Minkowskog u Kartezijevim koordinatama.

Sada ¢emo primijeniti princip minimalnog vezanja (6.44), no na elektromagnet-
skom vektorskom potencijalu ¢emo ostaviti grcki indeks, stoga je jedina razlika u

odnosu na (6.44) ta da radimo zamjenu
0 A, — V, A, = 9,4, — (T, — K", ) A, . (6.87)
KoriStenjem principa minimalnog vezanja u MTEGR za (6.83) dobivamo

Ew = %,U,Al/ - 61/14,11, )
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Sto uz koriStenje dekompozicije (2.10) uz L*,, = 0 i simetrije (2.9) postaje
F,, =0,A, —0,A, .

Dakle, zaklju¢ujemo da izraz (6.83) ostaje nepromijenjen pri minimalnoj supstituciji
(6.44). Posljedicno i identitet (6.84) ostaje nepromijenjen.

Nadalje, nakon minimalne supstitucije akcija (6.85) postaje jednaka
1 , 1
Sea =7 / d*zH'F,, v 2 -5 / d*zH'(9,A,)F" | (6.88)

Iz (6.88) dobivamo jednadzbe gibanja

OLgum < OLgum
— Y

oL a(apAg)) 0 = O, (H'F™)=0. (6.89)

Izraz (6.89) mozemo zapisati i kao

0= 9,(H'F™) = (9, H')F* + H'g, prv @660 pp <8HF’“’ + fPWFW>

— 9, F TP PP =), (6.90)

S druge strane racunamo

(2‘3):,(2.9) 6HFW + fwuprV + f‘VWFMp ’

0

%MFMV (220) %;LFMV

gdje je zadnji ¢lan s desne strane jednak nuli jer je Christoffelov simbol prema (2.9)
simetrican u donjim indeksima, a F*? je prema (6.83) ocito antisimetrican. Stoga,

imamo

= 174 v . " vV (690)
WAL N

0 = V,F" =0, (6.91)

Dakle, zaklju¢ujemo da zbog ocuvanja forme izraza (6.84) te zbog (6.91), sto je
upravo (6.86) u formalizmu OTR, elektromagnetsko polje u MTEGR i dalje zadovo-
ljava U(1) simetriju te zadovoljava jednake relacije kao u OTR, a oba ta rezultata su

ocekivana zbog ve¢ ranije opisane dinamicke ekvivalentnosti izmedu MTEGR i OTR.
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7 Modificirane teorije gravitacije

Iako je OTR, a time kako smo se dosad uvijerili i GTEGR, STEGR te MTEGR, kao for-
malizam za opis gravitacije jedna od eksperimentalno najpotvrdenijih teorija i dalje
postoji teorijska i eksperimentalna potreba za proucavanjem tzv. modificiranih teorija
gravitacije. Danas su tamna energija i tamna materija vjerojatno najvece motivacije
za izucavanje modificiranih teorija gravitacije, takoder tu je i problem kvantizacije
gravitacije. Za detaljnije eksperimentalne motive za proucavanje modificiranih te-
orija gravitacije preporucuje se pogledati [45,49].

Mi éemo ovdje promatrati f(R), f(G), f(Q) i f(T') modificirane teorije gravita-
cije, odnosno promatrat ¢emo teorije koje u svojoj akciji umjesto skalara R,G,TiliQ
imaju neku glatku funkciju od nekog od tih skalara. Takve teorije su oc¢ito poopcenja
redom OTR, GTEGR, STEGR i MTEGR te ih razvijamo u jednakim pripadnim geome-
trijama. Ovdje ¢emo jo$ jednom radi preglednosti napisati eksplicitno ¢emu je jednak

svaki od navedenih skalara

R= gul/fgw :
G = D" D", —D"D

PULL
1 uvp 1 vup 1 % 1 oL
Q = ZQquQ - éQquQ - ZQ“Q + §QuQ )

1 1
T = TP, + -T""T,

4 % 92 vpp T THTM :

Derivacije navedenih funkcija po pripadnom skalaru ¢éemo skraéeno pisati kao f'(R),
(@), £1(Q)i FI(T).

Sada ¢emo izvesti jednadzbe polja sa svaku od navedenih modificiranih teorija
gravitacije. Takoder, lako uo¢avamo da opcenito navedene cCetiri modificirane teorije
nisu dinamicki ekvivalentne, iako imamo dinamicku ekvivalentnost izmedu OTR,
GTEGR, STEGR 1 MTEGR.

Radi potpunosti ¢emo u ovom poglavlju uzeti da vrijedi ¢ # 1.
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7.1 f(R) modificirane teorije gravitacije

Jednadzbe polja za f(R) modificirane teorije gravitacije izvodimo iz akcije

SR)—/dx\/_( ()+£M), (7.1)

dakle iz akcije koja je dobivena zamjenom Rs f (]0%) u (3.30) te smo takoder —2A
ukljuéili u definiciju same funkcije f(R).

Dakle, racunamo

0= b8y, = [ e 500 >w—+£5f<> H(aE)) . 22

=f' (R)

jedina razlika u odnosu na ra¢un kojim smo dosli do EJP u 3.1.2 je ta da sada moramo
uzeti u obzir cijeli izraz za 59}03 jer uz njega stoji f'(R), §to u opéenitom sluaju nije
jednako jedan i time viSe ne moZemo koristiti Gaussov teorem da se rijeSimo tog

clana. Stoga, kre¢emo od (3.36) te koriStenjem (3.33) dobivamo

(59R = —Raﬁéggaﬁ + gaﬁ (ngﬁéggao - VUQVU 599045)
=0

— 59}03 = (—}%0‘5 — go‘ﬁlil + @O‘@@ 09908 (7.3)

ovdje smo kao pokratu uveli d’Alembertijan 0 = V°V,.

Sada koristenjem (3.31), (3.37) i (7.3) za (7.2) dobivamo

/d4x <f<R> _gg‘“’ + JR)V=9 (—JBLW — QWﬁ + 6’1%”) + T_g@lw> 099 =0 .

4k 2K

Dvostrukim koristenjem (3.8) i Gaussovog teorema dolazimo do

v v , D e '(F
/d4x\/_ ( (R)g + @2 + (—RW — "+ V“VV) / (R)) dg9m = 0,

iz Cega, uz koristenje (3.25), dobivamo

PR Ry = V.00, (B) + (Df’<R) - @) oo="Co, 04
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Primijetimo da se jednadZbe polja (7.4) za f(R) modificirane teorije gravitacije
uz odabir f(R) = R — 2A svode na EJP dane s (3.38).
Za vise detalja o f (}02) modificiranim teorijama gravitacije preporucuje se pogle-

dati [50,51].

7.2 f(G) modificirane teorije gravitacije

Da bismo dosli do jednadzbi polja za f(G) modificirane teorije gravitacije krecemo

od akcije

St Z/d4x\/—_9 (_if(G)"‘EM) : (7.5)

Dakle, racunamo
-1 /—q
0=1088sc) = /d4x<2—f(G)5\/_—g VIS HG) 40 (\/_—gEM)> : (7.6)
K 2K N——
=f"(G)6G
Sada nam je varijacija  dana s § = d,+dr. U prvom ¢lanu s desne strane u (7.6) ocito
imamo 0 = d,, u drugom ¢lanu ostaje 6 = d,+0r, takoder sada ne¢emo pretpostavljati
da tenzor hiperimpulsa iS¢ezava pa time i za tre¢i ¢lan imamo ¢ = ¢, + dr. Takoder,
nametnut ¢emo jednadzbe gibanja (5.4).

Kre¢emo s racunom varijacije skalara G

6G = (6D" ) g D", + D" 6 (g™ D%,,) — (8D") ¢’ D?, — D" 5 (¢ D", .

(7.7)
Za varijaciju tenzora distorziranosti imamo
oDt P2 (5, 4 op)(TH, — D" ) = opIk — 5T
vp (g+ F)( vp l/p)_F vp ~ Y9% wp
(3.33) u u gh? e o o
22 oD, =0T, = L (Vubop + Vidggur = Vobygu) - (7.8)
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Sada koristenjem (3.32) i (7.8) za (7.7) dobivamo

1 2 1 o 1 o
0G = ((5Frwup) 0D — §9WDquvp599W - §9M0Dpyuvu599pa + §QWDWVV0599MJ_

1 o 1 o
— DUpgDplmj(;gg;w + gupDGHU(SFIWVP _ 5gazz/D#crluva(sggm/ o §gal/D#UMvvéggacr+

1 (0972 ag > 14 1 vo . 1 vo .

+ 59 D¥ NV 504Gar — D" 001", , + §Dp V04900 + §Dp V09900 —
1 o 1 .

B §DWUVU(599V,O + D%, D 049 — D V0rT",, + §Dlwava699/w+

1 o 1 o
+ 3DV, 8400 = 5DV by (7.9)

Uvodimo sljedece pokrate

Uw — DPG(MDUV)p _ DP(/W)DUpU : (7.10)
Ve — peler) _ DU(“Ug")p _ D[PU]UgIW 7 (7.11)
2,0 = D70+ D%pg" = D, = D" (7.12)
Koristenjem (7.10), (7.11) i (7.12) za (7.9) dobivamo
0G = U 8yG, + VN 184Gy + 2,6 T", . (7.13)

Nadalje, uz (3.31), (3.37), (5.3), (7.13), (3.8) i Gaussov teorem za varijaciju

(7.6) imamo

0= [atev=s( (5 (~riewe — L v, v ) 40 Y

2
e
1 ! 1% 12
. (_% 7(G)2, +H, ﬂ>5rmp) | (7.14)
o
Dakle, iz (7.14) dobivamo
— ! - ! p f(G) _
W =0, = f(G)Uu —V,(f(G)V*,)+ 5 G = KO, (7.15)

te koriStenjem (5.39) uz neiscezavajudi tenzor hiperimpulsa
VPYM - prwYM = vaqu - prwHqu ) (716)
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imamo

Vo([(G)Z,") = [(G)D*,, 2, =2 (V,H,"" — D, H) . (7.17)

m

Za pocetak, jednadzbu (7.15) ¢emo zapisati u povoljnijoj formi, za to nam je

potreban izraz iz GTEGR [37]

1o
~ Ry, - (7.18)

° 1 o
ij — VPVPIW + §Gg/“, = Ruy — 5

Sada koristenjem (7.18) i (3.25) za (7.15) dolazimo do

/(@) (J%W—éégw)— 4 Vol (G) + (Vi (G)D%, )5 + D0,V f (G)+
87TG

(f(G) = Gf(G)guw S (7.19)

gdje je G s desne strane u (7.19) naravno Newtonova konstanta, a s lijeve ranije
uvedeni skalar G.

Takoder, izraz (7.17) moZemo pretvoriti u pogodniju formu

G (V2,0 —D°,2) + 2V, f'(G) = 2k (V,H,}* — D°,,H,") .

po
KoriStenjem (7.12), (2.21) i teleparalelnog uvjeta i?*,,, = 0 dobivamo
V, 20 —D7 7" =0. (7.20)
Stoga, uz (7.20) i (3.25) imamo
2"V, f'(G) =2k (V,H,* — D H,")
$to uz (7.12) postaje

D””pvﬂf’(G) + D° gg”prf'(G) — D””“fo’(G) — Dp#”fo’(G)
167TG

— (V,H," = D% H,") (7.21)

gdje je G s desne strane naravno Newtonova konstanta, a s lijeve ranije uvedeni

skalar G.
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Dakle, zaklju¢ujemo da (7.19) i (7.21) ¢ine jednadZbe polja f(G) modificirane
teorije gravitacije uz pretpostavku neiStezavajuceg tenzora hiperimpulsa H " te uz
nametnute jednadzbe gibanja ¥; = 0. Izraz (7.19) odreduje dinamiku metrike, a

(7.21) dinamiku afine koneksije.

7.3 f(Q) modificirane teorije gravitacije

Sada izvodimo jednadzbe polja za f(()) modificirane teorije gravitacije iz akcije

Sp@) = / d*zy/—g <_if(Q)+£M) . (7.22)

Ovdje takoder necemo pretpostaviti da tenzor hiperimpulsa iS¢ezava te ¢emo namet-

nuti jednadzbe gibanja (5.4). Za pokrate (7.10), (7.11) i (7.12) sada imamo

Uk — polur, V)p _ e

po

2 o = L, (@ 2099 Q7 — Q¢ 7.23)
Vv — plw) _ L"(“Jg”)p _ L[p"]og“”

1) o — %QW" — QW — % 7" (Q™, — Q) + %9’““@”)”0 =pmv, (7.24)
£ = L+ L — 1, = 18

(212) Z,u(l/p) — Q- %ngQMUU 4 %5(;: e QUU(”(SZ) = —2P(””)M ) (7.25)

Takoder, kako sada radimo s geometrijom u kojoj iS¢ezavaju i tenzor torzije i Rieman-
nov tenzor zakrivljenosti, to znaci da komutator kovarijantnih derivacija iS¢ezava,

odnosno imamo

V,..V,]=0. (7.26)

Racuni kojima dolazimo do jednadzbi koje odreduju dinamiku metrike, odnosno
afine koneksije za f() modificirane teorije gravitacije su o¢ito analogni onima iz 7.2
za f(G) modificirane teorije gravitacije.

Krenut ¢emo od jednadzbe za dinamiku afine koneksije. Iz (7.14) koriStenjem
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(5.56) imamo

- 0 1 ~ o (7.25) 1 =
YNW:ﬁf’(Q)Z,} p) 2 _Ef/(Q)P( 9, . (7.27)
=v=92,"" =V/=gP¥?,

Sada iz (5.57) uz neiSCezavajuci tenzor hiperimpulsa koristenjem (7.27) te (3.25)

dobivamo

G

_vuvp (f,(Q>P(Vp)#> = A vuvpﬁ”(l/p) )
Sto uz (7.26) daje
- GG -
—VY, (FQP,) = =5V, 0, (7.28)

Sada se okrecemo dinamici metrike. Kre¢emo od izraza (7.15) uz naravno za-

mjenu f(G) s f(Q) te dobivamo

f(Q)

F(@QUuw = Vo (F(@QV) + =5 = 5O
— FQU" —V,(f(QV™) + @55 = KO" .
Koristenjem (A.5) imamo
V,v/—9=0. (7.29)

Stoga jednadzbu koja odreduje dinamiku metrike zbog (7.29) moZemo zapisati kao

1

=V EarQe) + I e, @20

rQur, ;

Sada se fokusiramo na drugi ¢lan s desne strane izraza (7.30), koji uz (2.3) i

(7.29) postaje

V,(V=gf(Q)V™) =3, (v=gf (QV"™) +T*, V" /=g (Q)+
+ fwapvpau\/__gf,(Q) - f‘aypvpua\/__gf,(Q) :
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Nadalje, koristenjem (2.3), (2.10) uz K Lo =0 i (A.4) dobivamo

Vo(V=9f (@QV™) =V, (vV=gf (@Q)V™) + vV=gf Q) (L7, ,V*, — L, V7" —
—L¥t, VP, + L7, V) . (7.31)

Koristenjem (7.31) i (7.24) izraz (7.30) postaje

1 NP4 (S))
- \/—_—ng(\/—_gf (@P",)+ =~

L VPO, — L7, VPR ) = kO, (7.32)

o+ (@) (U*, — Le, Ve, + LP, Vo +

Sada se fokusiramo na treci ¢lan s lijeve strane izraza (7.32). Koji koriStenjem (2.12)

postaje jednak
1
UMV - Lo-o_pvp'uy + Lpo'pvo—ﬂy + LMo'prJV - LJVPVPMO' = 5 (Qu[prVUo—]_
. ” 725 10
_Q(Vﬂpr)o "‘Qp# QVPU) = _épup QVPU
1

== U*, - L%, V*, + L°, Vo, + LK VP, — L7 VP = —513“""QW7 . (7.33)

Stoga, koristenjem (3.25) i (7.33) za (7.30) dobivamo

1

V=9

/(@)

V=i @pr) - LD g, Dy 8T

5 o =——0" . (7.34)

A v

Dakle, zakljucujemo da (7.34) odreduje dinamiku metrike, a (7.28) dinamiku

afine koneksije u f () modificiranim teorijama gravitacije, uz pretpostavku neis¢ezavajuceg

tenzora hiperimplusa i uz nametnute jednadzbe gibanja ¥; = 0. Za viSe detalja o

f(Q) modificiranim teorijama gravitacije preporucuje se pogledati [52,53].

7.4  f(T) modificirane teorije gravitacije

Jednadzbe polja za f(7T') modificirane teorije gravitacije se u literaturi izvode i pomoc¢u
metrickog i pomocu tetradnog formalizma, naravno kako smo se dosad uvijerili oba
pristupa su ekvivalentna. Mi ¢emo ih ovdje izvesti pomo¢u metrickog formalizma, ko-
riste¢i metodu ograniCene varijacije. Kao i za ostale teleparalelne modificirane teorije
koje smo dosad razmatrali neCemo pretpostavljati iS¢ezavanje tenzora hiperimpulsa

te ¢emo nametnuti jednadzbe gibanja ¥; = 0. Prvo moramo izvesti jednadzbe polja
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za opceniti slucaj metricke teleparalelne geometrije.

Dakle, potrebna nam je varijacija tenzora nemetri¢nosti

6Q,LW,D = ((Sg + 5F)QMVP = V,udggl/p — ggp(SFFoyu — gw(spfgpu s

koja koristenjem uvjeta iSCezavanja varijacije Riemannovog tenzora zakrivljenosti

(5.44) i uz Q,,, = 0 postaje
0Qup =V (6490p — 22(p)) - (7.35)
Dakle, (7.35) iS¢ezava uz uvjet
OgGu = 2 () - (7.36)

Koristenjem (5.2), (5.5) uz nametnute jednadZbe gibanja ¥; = 0 uz svojstva me-
tricke teleparalelne geometrije te uz (3.8) i Gaussov teorem za ukupnu varijaciju

akcije dobivamo
S = / dizy/=g (W) — N, H™P 4 HWPTT  — W) 4 Y Y et Y,
iz Cega uz simetriju tenzora ©#” i W te uz uvjet ekstremizacije akcije slijedi
WH — ¥V, YHP + Y’“’pTTTp =" -V, H"" + H’“”JTTTP . (7.37)

Dakle, u metrickom formalizmu se jednadzbe gibanja u opcenitoj metrickoj tele-
paralelnoj gravitaciji svode na jednu jednadzbu (7.37).
Sada mozemo do¢i do jednadzbi polja za f(7") modificirane teorije gravitacije u

metrickom formalizmu. Kre¢emo od akcije

1
Spr) Z/d43?\/—_g (_ﬂf(T)‘i‘ﬁM) : (7.38)

Varijacijom akcije (7.38) uz pokrate (7.10), (7.11) i (7.12) za slucaj metricke telepa-
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ralelne geometrije dobivamo

1 o T
WHY — vaHVP + Y/WPTTTP — E (f/(T)U;w _ Vp(f/(T)Vp;w) + f(2 >g/w_

—%vp( F(T)ZM%) + @ZWT:J . (7.39)

Racunat ¢emo dio po dio desne strane izraza (7.39). Za pocetak, koriStenjem
(2.21) uz L*,, = 0 imamo
1 T 1 /e
—rv,rmzeny + B0 g = (9,20

+f(T) (K", 27 + K, ,Z")) . (7.40)

Koristenjem (7.40) izraz (7.39) postaje jednak

W — prwm + YWPTTTP — 1 (f’(T) <qu _ % (KuapZaup + Kl/apz/.tap)> i
K
- 1 T
—Vo (f’(T) (V”“” + 52“””)) L0 (2 )g“”) : (7.41)

Za prvi ¢lan s lijeve strane izraza (7.41) koristenjem (7.10) uz Lr,, = 01iuz

koristenje svojstava tenzora kontorzije dobivamo
e — L (ren zove 4 kv, gmery = oo e i A geov g (7.42)
- 5 ( ap + ap ) - po - po :

Nadalje, za drugi ¢lan s desne strane izraza (7.41) uz koriStenje pokrata (7.11) i
(7.12) za slucaj metricke teleparalelne geometrije i uz svojstva tenzora kontorzije

dobivamo

Vo 4 %Zw = 27, g 4 Tl — %T“”P L g (7.43)

Sada napokon vracanjem (7.42) i (7.43) u (7.41) te zatim usporedbom s izrazom

(7.37) dobivamo

> ! v ! gV T v v ng v T
V,(f(T)S™?) + f/(T)S" K ,, " + %g“ =Kk (0" — V,H"? + H"'T" )
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Sto uz (3.25) postaje jednako

. / v ! oV f T v 8rGG v v vprT
Vo (f/(T)S™) + f/(T)S* K, " + (2 ) g — (O = W H 4 T

(7.44)

Zaklju¢ujemo da izraz (7.44) Cini jednadzbe polja za f(7) modificirane teorije
gravitacije u metrickom formalizmu uz pretpostavku neiscezavajuceg tenzora hipe-
rimpulsa te uz nametnute jednadzbe gibanja ¥; = 0.

Za podrobniju analizu f(7') modificiranih teorija gravitacije preporucuje se pogle-

dati [54].
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8 Rasprava i zakljucak

Kroz ovaj rad smo promatrali posljedice popustanja zahtjeva da jedino Riemannov
tenzor zakrivljenosti ne iSCezava pri formaliziranju gravitacije u okvirima diferenci-
jalne geometrije. Uvjerili smo se da u odnosu na tenzor torzije, tenzor nemetri¢nosti
i Riemannov tenzor zakrivljenosti imamo nekoliko raznih geometrija, koje su dane
na Slici 2.2.

Tema kojom smo se ovdje bavili su teleparalelne geometrije koje su sve karakte-
rizirane iS¢ezavanjem Riemannovog tenzora zakrivljenosti. Pokazali smo da postoje
dva ekvivalentna formalizma kojima mozZemo tretirati potrebnu diferencijalnu ge-
ometriju za formaliziranje gravitacije. To su, kao $to smo vidjeli, metricki formalizam
u kojemu metrika i afina koneksija igraju uloge dinamickih varijabli i tetradni forma-
lizam u kojemu tetrada i spinska koneksija igraju uloge dinamickih varijabli. Pri
izvodu jednadzbi polja za opc¢u, simetri¢nu i metricku teleparalelnu gravitaciju smo
se uvjerili da svaka od njih posjeduje svoj specijalni slucaj, redom GTEGR, STEGR
i MTEGR. Svaki od tih specijalnih slucajeva daje jednaku dinamiku kao opca te-
orija relativnosti, odnosno zadovoljava jednake jednadzbe polja. No pokazali smo
da je moguce konstruirati parametarske (s parametrima razli¢itim od onih u GTEGR,
STEGR i MTEGR) teorije, koje nose skupni naziv nove op¢a teorija relativnosti, a daju
dinamiku op¢enito razli¢itu od dinamike OTR.

Takoder, iskonstruirali smo transformaciju koja nam barem klasi¢no, po uzoru na
ostale transformacije poznate iz standardnog modela, omogucuje tretman gravitacije
kao bazdarne teorije. Specifi¢nost te transformacije je ta da nemamo kao u osta-
lim poznatim bazdarnim teorijama nekakav interni prostor u kojemu se dogadaju
bazdarne transformacije, ve¢ ulogu internog prostora igra tangentni prostor kojeg
definiramo u odnosu na svaku tocku promatrane glatke mnogostrukosti te iz toga
razloga ulogu bazdarne grupe igra grupa translacija. Iskonstruirali smo i princip mi-
nimalnog vezanja, ekvivalentan onom iz OTR, te ga primijenili na tri najvaznija polja
u fizici, ona spina 0, 1 i 1. Napomenimo da se u literaturi mogu pronaci i pokusaji
postavljanja STEGR u okvire bazdarnih teorija [55].

Nadalje, promatrali smo modificirane teorije gravitacije za svaku od cetiri kroz
rad koriStene geometrije, odnosno teleparalelne i Riemannovu geometriju. Uvjerili

smo se da iako GTEGR, STEGR, MTEGR i OTR daju ekvivalentnu dinamiku, to nije
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slu¢aj za njihove pripadne modificirane teorije. Napomenimo takoder da se u lite-
raturi istrazuju i modificirane teorije gravitacije funkcija koje ovise o vise veli¢ina, a
ne samo o R, G, Q ili T [13]. Modificirane teorije gravitacije danas su aktivan pred-
met istrazivanja u kontekstu kozmologije, narocito u podruc¢jima vezanim uz tamnu
energiju i tamnu materiju [56].

Ovdje nismo ulazili u hamiltonijansku analizu teleparalelne gravitacije, koja je
svojevrstan prvi korak u pokusajima kvantizacije. U [57] se moZze pronaci primjer
toga za MTEGR slucaj.

Ono $to mozemo zakljuciti iz ovog rada je to da teleparalelne geometrije, od-
nosno gravitacije, otvaraju potencijalna rjeSenja za probleme koji se mozda ne mogu
rijesiti u okviru Riemannove geometrije, odnosno u okviru formalizma OTR. Ovdje
smo razvili sve potrebne racunske alate i dosli do najvaznijih rezultata vezanih uz
teleparalelne gravitacije. Time, kako je ve¢ receno u Uvodu, ovaj rad sluzi kao svoje-

vrstan uvod u formalizam teleparalelne gravitacije.
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Dodaci

A Jacobijev identitet

Neka je M kvadratna matrica i neka je N = In(M) = M = V. Takoder, znamo da
vrijedi relacija [58]

det (eN) =TT (A.D)

Stoga, koriStenjem uvedenih relacija i (A.1) imamo

du(det (M)) = 0, (det (eV)) = 4, (eTT(N)) ="M, Tr(N) = "M Tr(9,N)
= det (¢") Tr(8, In(M)) = det(M)Tr(M~'0,M)
= J,(det (M)) = det(M)Tr(M~'9,M) . (A.2)

Ovdje takoder dajemo izraz za kovarijantnu derivaciju korijena od negativne de-
terminante metrike. Za pocetak kako je \/—g skalarna gustoca tezine 1, za nju vrijedi

(uz bilo koju koneksiju) [59]

V=G = /5~ T/ =3 (A.3)

Nadalje, iz (A.2) imamo

075 = 5V 90" 0hgas D VI, = /70— T/ TG = 0

43 ﬁu —g=0. (A.4)

Sada iz (A.3) uz korisStenje dekompozicije (2.10) imamo

V=9 = 0u/=g = %,/ =g~ K uV=9- L wV=3

(A3)e (A, (2 13, (. 14)

=v \ﬁ = L%,
: 1
(@ @~ Q) VI Va0,
1
— Vo= 5V (A.5)
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B Temeljne varijacije po tetradi

Ovdje dajemo temeljne varijacije po tetradi pomoc¢u kojih ra¢unamo sve ostale kom-

pliciranije varijacije. Notacija koju koristimo za varijaciju po tetradi je 9.

Za pocetak, imamo

5677(117 =0 5

(B.1)

jer je po definiciji n,, = diag(—1, 1, 1, 1). Iz Jacobijevog identiteta (A.2) odmah slijedi

izraz za varijaciju determinante tetrade

_ ns oa
dee = ee,l'0.e”, .

Nadalje, ratunamo varijaciju inverzne tetrade

(4.6

a v __ SV 14 a a |2 _ v _ MK a
e“ e, =0, = e 0.6, +e 0.6, =0 = dee, =—e e e, .

w

Za varijaciju proizvoljne metrike imamo

(B.1)
Gap = €aa€b577ab - 6egab = ebﬁnabdeeaa + eba Tlba 5eeaﬁ
~—
(2.1)
= MNab

b b
— (Segaﬁ = Tlab (6 ﬁ(Seeaa +e a5€€a6) .
Takoder, racunamo varijaciju inverza proizvoljne metrike

gaﬁgﬁ’y = 52 — gﬁ’ydegaﬁ + gaﬁéegﬁ’y =

2),(4.7),(B.
(2.2) M:;( iy 8097 = _gﬁvgaanabebﬁéeeaa _ gaygaﬁnabebﬁéeeaa

= 0,97 = — (¢*%e,) + g7e,”) b€,

— 0,g% = — (g”ﬁeao‘ + g“aeaﬁ) dee”, .
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C Poincaréova algebra

Poincaréova grupa je deseterodimenzionalna nekompaktna Liejeva grupa izometrija
(nakon djelovanja izometrije metrika se ne mijenja) prostorvremena Minkowskog.
Poincaréova grupa koja nas najviSe zanima u fizici je semidirektni produkt grupe
translacija i prave (det A = 1) ortokrone (A% > 1) Lorentzove grupe SO(1,3)!,
odnosno 7SO' (1,3) = R x SO(1,3)! [32]. Poincaréova algebra je Liejeva alge-
bra koja odgovara Poincaréovoj grupi. Drugim rije¢ima, zbog specificnog svojstva
Liejevih algebri eksponenciranjem generatora Poincaréove algebre dobivamo sve ele-

mente Poincaréove grupe. Poincaréova algebra glasi

[PGH Pb] =0 )
[Saba Pc] = 77bcpa - nacpb ) (Cl)

[Sabs Scd] = MbeSad + MadSbe — NacSbd — MbdSac -
U (C.1) P, su generatori translacija dani s
Py =0, (C.2)
dok su S, generatori Lorentzove algebre koji su antisimetri¢ni
Sab = —Sha - (C.3)

Generatore S, klasificiramo prema spinu, ovdje ¢emo dati izraze za tri slucaja koja su

bitna za ovaj rad, a za ostale spinove preporucuje se pogledati [60]. Dakle, imamo:
* spin 0 (skalarna polja): S* =0,
* spin 1 (Diracova ili Majorana polja): S® = 1[y*,~"],
* spin 1 (vektorska polja): (5°)°, = 16} — n*d5 .

Zakljucujemo da Poincaréova grupa djeluje na sljedeci nacin

Aa
b Y A’ 2¢ +ab, a® € R
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D Bazdarne grupe

U ovom dodatku dajemo najvaznije rezultate vezane uz bazdarne grupe i uz sam pro-
ces bazdarenja. Poznato nam je na je standardni model fizike elementarnih Cestica
baziran na bazdarenju poznatih simetrija, odnosno na procesu gdje parametre sime-
trije pretvaramo u lokalne parametre, odnosno u parametre ovisne o koordinatama
prostorvremena. Tim postupkom dolazimo do Cestica poznatih kao bazdarni bozoni
koje igraju ulogu prijenosnika sila. Takoder, napomenimo da su bazdarne grupe Li-
ejeve grupe te uz njih vezemo pripadne Liejeve algebre. Ovdje ¢emo raditi u notaciji
koja je slicna onoj u [41].

Za pocetak, polja v, koja su dana u nekoj od reprezentacija koje promatrana

bazdarna grupa dopusta, se pri bazdarnim transformacijama transformiraju na nacin
V() =U'j(x)¢ (%) , 4,4, ... = 1,2, ..., dimenzija reprezentacije , (D.1)

gdje je U*;(x) element baZzdarne grupe koju promatramo, a kojeg dobivamo ekspo-
nenciranjem generatora Liejeve algebre koja odgovara promatranoj bazdarnoj grupi,

kako je to ve¢ reeno u Dodatku C, odnosno za U*;(z) imamo
i _ eA(x)T ‘ o . .. v
U'i(z) = (e () A> S A, B,...=1,2,...,dimengija bazdarne grupe , (D.2)

gdje su e(x) lokalni parametri koji odreduju promatranu bazdarnu grupu transfor-
macija, a T4 su generatori Liejeve algebre koja odgovara promatranoj bazdarnoj
grupi. Dalje viSe ne¢emo pisati indekse i, j radi jednostavnije notacije.

Takoder, generatori pripadne Liejeve algebre zadovoljavaju
(T4, Ts] = C5Te (D.3)

gdje su CY, tzv. strukturne konstante promatrane Liejeve algebre, za koje oéito

vrijedi antisimetrija
Chp=—C%a - (D.4)

Sada promatramo $to se dogada s poljima i ostalim veli¢cinama pri infinitezimalnoj
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transformaciji definiranoj na nacin
dtb(x) = ' (x) — P(x) }GA(:E)’ <1. (D.5)
Dakle, imamo
dcb(z) = (14 (@) Ta) ¥(x) — ¥(2) = deo(w) = e (2)Tath(x) (D.6)
Sada uvodimo tzv. bazdarnu kovarijantnu derivaciju
D, =0,+A,, (D.7)

gdje je A, bazdarno polje, koje moZemo razviti po generatorima pripadne Liejeve

algebre
Ay =ATy . (D.8)

Za bazdarnu kovarijantnu derivaciju koja djeluje na neko polje zahtijevamo da se
transformira na isti nac¢in kao i samo to polje pri bazdarnoj transformaciji, razlog
tome lezi u tome da jednadzbe gibanja uglavnom baziramo na ovisnosti o samom

polju te njegovoj prvoj derivaciji. Dakle, zbog (D.1) imamo zahtjev
D' (x) = U(z)Dyip(x) . (D.9)

Iz (D.9) uz (D.1) i (D.7) dobivamo

A= U(2) AU (z) — (0,U(2) U™\ (x) (D.10)
$to uz
U@ (@) = Lis = @U(@) U (@) = ~U(z) (,U 7 (x)) , (D.11)
postaje
A = U@) AU (@) + Ux) (8,0 (2)) - (D.12)
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Nadalje, zanima nas kako se transformiraju koeficijenti AAM iz (D.8) pri transfor-

maciji definiranoj u (D.5). Stoga, racunamo

(D.12)

A=A B U@ AU (@) + Ule) (0,0 (x)) — A,

o
D.2),(D.3
( )—_( ) — ((9MGA(.Z')) T4 + GC(.CE)ABMOACBT4 s

Sto uz koristenje (D.4) i (D.8) daje
55ACM = A’CM — ACM = — (8uec(:v) + eD(x)ABMCCBD) ) (D.13)

Sada nam je bitna sljedec¢a Cinjenica, naime kada je promatrana transformacija

globalna, a ne lokalna, odnosno kada vrijedi U # U(x), tada (D.12) postaje
A =UAU (D.14)

Drugim rije¢ima, bazdarno polje A, mora pripadati adjungiranoj reprezentaciji
(engl. adjoint representation) u odnosu na globalnu grupu transformacija pripadne
bazdarne grupe [61]. U adjungiranoj reprezentaciji generatori Liejeve algebre su

dani samim strukturnim konstantama, odnosno vrijedi
(Tp)", = C40 . (D.15)
Sada koristenjem (D.7) i (D.15) za (D.13) dobivamo
0.AY, = =D, (x) . (D.16)

Nadalje, uvodimo tzv. tenzor snage polja F),, koji je dan komutatorom bazdarnih

kovarijantnih derivacija. Da bismo nasli ¢emu je on jednak, racunamo
(D.7)
(D> Dyl () =" (OpAy — 0y Ay + ApAy — AyAL) () = Flui(x) -
Dakle, zaklju¢ujemo

Fu = [Du, D)) = 0,A, — 0,A, + ALA, — AJA, . (D.17)
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Ovaj tenzor takoder moZemo razviti po generatorima pripadne Liejeve algebre na

nacin
Fu =FA, Ty, (D.18)
sto uz koristenje (D.3) i (D.8) postaje
FA, = 0,A%, — 9,A% + Cp AP AC, . (D.19)

Zanima nas kako se F),, transformira pri baZdarnim transformacijama. Za pocetak,
iz (D.9) uocavamo da vrijedi

D', =U(x)D,U ! (z) . (D.20)

0

Sada imamo

D7)

2 (@)D, DU M @) 2

F/,uzz = [‘D//ﬂ Dll/] U(I)FHVU_I(‘/E)

— F,, =U(x)F,U ' (z). (D.21)
Nadalje, zanima nas kako se transformiraju koeficijenti FAW iz (D.18) pri tran-

sformaciji definiranoj u (D.5). Stoga, raCunamo

Fl, = F 2V U@)F, U (@) — B, V227 A FBCC LT

Sto uz (D.18) daje
5.F4,, = €% (2)Cc FC,, . (D.22)

Napomenimo samo da smo ovdje sve ovisnosti pisali o nekom x, no iz konteksta
bazdarne grupe koju promatramo nam je jasno koje indekse stavljamo na odgova-
rajuce koordinate x. Drugim rijeCima, iz konteksta je jasno gdje imamo ovisnost o
koordinatama s gr¢kim indeksima, a gdje o koordinatama s velikim latinskim indek-

sima.
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