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Sazetak

Brz napredak dubokih neuronskih mreza otvorio je nove nacine razumije-
vanja kompleksnih fizickih sustava. Ovaj diplomski rad istrazuje primjenu
dubokih neuronskih mreza u odredivanju dinamike fizickih sustava. Ci-
ljevi istrazivanja obuhvacaju razvoj novih metodologija za modeliranje i
predvidanje ponasanja dinamickih sustava, koriste¢i snagu umjetne inteli-
gencije. Kako bismo postigli ove ciljeve, istrazili smo principe rada dubokog
ucenja i neuronskih mreza. Duboke neuronske mreze ucene su i prilagodene
koristenjem stvarnih podataka iz fizickih sustava, omogucavajuéi rela-
tivno precizno karakteriziranje dinamike sustava. Rezultati su pokazali
ucinkovitost ovog pristupa u modeliranju jednostavnih fizickih sustava i
potencijal za primjenu na slozenim sustavima. Klju¢ni nalazi uklju¢uju spo-
sobnost biljezenja jednostavnijih i slozenijih obrazaca u ponasanju sustava,
parirajudi tradicionalnim tehnikama modeliranja u to¢nosti i prilagodljivosti.
Implikacije ovog istrazivanja proSiruju se na razli¢ite domene, ukljucujudi
fiziku, strojarstvo i odlucivanje temeljeno na podacima. Zaklju¢no, ovaj
diplomski rad pokazuje potencijal dubokih neuronskih mreza kao alata
za odredivanje dinamike fizickih sustava. Primjena umjetne inteligencije
na takve probleme obecava poboljSanje naseg razumijevanja kompleksnih
sustava i olaksavanje stvaranje rjeSenja temeljenih na podacima.

Klju¢ne Rijeci: duboke neuronske mreze, fizicki sustavi, dinamika,
strojno ucenje



Determining the Dynamics of a Physical System
Using Deep Neural Networks

Abstract

The rapid advancement of deep neural networks has opened new avenues
for understanding complex physical systems. This master’s thesis explores
the application of deep neural networks in determining the dynamics of
physical systems. The research objectives include the development of new
methodologies for modelling and predicting the behaviour of dynamic
systems, and harnessing the power of artificial intelligence. To achieve
these objectives, we investigated the principles of deep learning and neural
networks. Deep neural networks were trained and adapted using real data
from physical systems, enabling a relatively accurate characterization of
system dynamics. The results demonstrated the effectiveness of this appro-
ach in modelling simple physical systems and its potential for application
on more complex systems. Key findings include the ability to capture both
simple and more complex patterns in system behaviour, approaching the
level of precision and adaptability characteristic of conventional modelling
techniques. The implications of this research extend to various domains,
including physics, engineering, and data-driven decision-making. In conclu-
sion, this master’s thesis showcases the potential of deep neural networks as
tools for determining the dynamics of physical systems. Applying artificial
intelligence to such problems promises to enhance our understanding of
complex systems and facilitate data-driven solutions.

Keywords: deep neural networks, physical systems, dynamics, mac-
hine learning
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1 Uvod

Mehanika igra klju¢nu ulogu u razumijevanju i tumacenju fizickih procesa koji nas
okruzuju. U svijetu znanosti postoje vise pristupa za analizu i opisivanje dinamickih
sustava. U ovom radu probleme ¢emo sagledati kroz dva pristupa - Newtonova meha-
nika, koja se temelji na zakonima gibanja koje je otkrio Isaac Newtona, i Lagrangeova
mehanika, koja koristi varijacijske principe za izracun dinamike sustava. Ovaj rad
zapocinje razmatranjem osnovnih principa klasicne mehanike, uklju¢uju¢i Newto-
nove zakone gibanja, Lagrangeovu formulaciju i dokaz ekvivalentnosti izmedu ova
dva formalizma. Dalje, istraZujemo pojam harmonickog gibanja, Sto je fundamen-
talni koncept u mehanici, te se bavimo dinamikom mase na opruzi i dinamikom
matematickog njihala. Medutim, moderna znanost ide korak dalje i koristi koncepte
strojnog ucenja za dublje razumijevanje i analizu slozenih dinamickih sustava. Stoga
¢emo u drugom dijelu rada prouciti osnove strojnog ucenja i klju¢ne koncepte koji su
potrebni kako bismo bolje razumjeli algoritam koji ¢emo kasnije koristiti. Ovaj dio
ukljucuje teme kao Sto su funkcija gubitka, optimizacija u strojnom ucenju, algoritmi
strojnog ucenja i neuronske mreze. Sredisnji dio rada posvecen je PDE-FIND algo-
ritmu, mo¢nom alatu koji ¢emo Koristiti za pronalazenje parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi koje opisuju dinamiku nekog sustava. Istaknut ¢emo teorijsku pozadinu
ovog algoritma, numericku obradu podataka, metode za pronalazenje koeficijenata
i numericku derivaciju diskretiziranih podataka. U posljednjem dijelu rada analizi-
rat ¢emo rezultate mjerenja u laboratorijskom okruzenju. Provest ¢emo mjerenja za
masu na opruzi i matemati¢ko njihalo na klasi¢an nacin, a zatim ¢emo primijeniti
PDE-FIND algoritam kako bismo odredili dinamiku oba sustava novim pristupom.
Ovaj rad predstavlja analizu klasicne mehanike uz primjenu modernih alata strojnog
ucenja te pruza doprinos u razvijanju alata za razumijevanje dinamike kompleksnijih
sustava u fizici.



2 Osnove klasicne mehanike

2.1 Newtonovi zakoni

Newtonovi zakoni mehanike predstavljaju temelj klasicne mehanike i klju¢ni su kon-
cept u proucavanju dinamike fizikalnih sustava. Formulirani su od strane slavnog
engleskog fizicara Sir Isaaca Newtona u njegovom djelu "Mathematical Principles of
Natural Philosophy”, objavljenom 1687. godine. Ovi zakoni predstavljaju osnovu
za razumijevanje gibanja tijela pod djelovanjem sila te omogucavaju matematicko
modeliranje i predvidanje kretanja tijela u raznim fizickim situacijama.

U ovom potpoglavlju, detaljno ¢emo prouciti tri Newtonova zakona mehanike,
koji se odnose na inerciju tijela, relaciju izmedu sile i ubrzanja te akciju i reakciju
izmedu dvaju tijela. Njihova primjena omogucava razumijevanje i analizu dinamike
razlicitih sustava, od jednostavnih Cestica do sloZenih tijela u stvarnom svijetu.

Prvi Newtonov zakon, poznat i kao zakon inercije, govori da svako tijelo ostaje u
stanju mirovanja ili jednolikog gibanja po pravcu, sve dok vanjske sile ne uzrokuju
promjenu tog stanja.

Drugi zakon povezuje ukupnu silu na tijelo s promjenom koli¢ine gibanja. Uz
pretpostavku stalne mase mozemo ga matematicki formulirati:

Foo W_dmy) o dv
dt dt dt

U gornjoj jednadzbi m oznacava masu, a ¢ brzinu promatranog tijela, /' oznacava

=ma (2.1)

silu, a p'koli¢inu gibanja.

Tre¢i zakon, poznat i kao princip akcije i reakcije, govori o medusobnom djelova-
nju dvaju tijela, gdje je sila kojim jedno tijelo djeluje na drugo jednaka po iznosu i
smjeru ali suprotna po orijentaciji sili kojom drugo tijelo djeluje na prvo.

Fi, = —Fy (2.2)

U gornjoj jednadzbi Fi, oznacava silu prvog tijela na drugo, a Fy; silu drugog tijela
na prvo.

2.2 Lagrangeova formulacija mehanike

Lagrangeova mehanika i Newtonova mehanika dvije su ekvivalentne formulacije
klasicne mehanike koje opisuju fizikalne sustave. One su ekvivalentne u smislu da
daju iste jednadzbe gibanja i mogu se koristiti naizmjeni¢no za analizu i rjeSavanje
fizikalnih problema.

Newtonova mehanika, temeljena na gore navedenim Newtonovim zakonima gi-
banja, opisuje kretanje tijela u sustavu povezujudi sile koje djeluju na tijelo s promje-
nom koli¢ine gibanja tijela. Newtonovi zakoni su intuitivni i jednostavni za primjenu
u mnogim slucajevima, posebno za sustave s malim brojem cestica.
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S druge strane, Lagrangeova mehanika, formulirana od strane Josepha-Louisa La-
grangea, koristi drugaciji pristup. Umjesto fokusiranja na sile, koristi se koli¢ina koja
se naziva lagranzijan, oznacena s L, koja je definirana kao razlika izmedu kineticke
energije 7' i potencijalne energije ' sustava:

L=T-V (2.3)

Lagranzijan je funkcija generaliziranih koordinata (q) i njihovih derivacija prema
vremenu (dq/dt). Osnovno nacelo Lagrangeove mehanike je princip najmanje akcije,
poznatiji i kao Hamiltonov princip. On kaze da je put kojim sustav prolazi izmedu
dvije tocke u vremenu onaj za koji je akcija minimalna. Akcija, oznacena sa S, defi-
nirana je kao integral lagranzijana po vremenu:

S = /Edt (2.4)

Primjenom principa najmanje akcije na Lagranzijan, mogu se izvesti Euler-Lagrangeove
jednadzbe, odnosno jednadzbe gibanja za sustav.

d (oL oL
=1 === 2.5
U gornjoj jednadzbi, ¢ predstavlja generaliziranu koordinatu sustava koja se mate-
maticki moze prikazati kao:

q= [q17QQ7"'7QN] (26)

Analogno ovome, ¢ predstavlja vremensku derivaciju generalizirane koordinate ¢ i
matematicki se moze prikazati kao:

q: [(jlaCan"'7qN] (27)

Ove generalizirane koordinate i njihove derivacije u odnosu na vrijeme od klju¢ne
su vaznosti u Lagrangeovoj mehanici jer omogucuju sveobuhvatniju i sustavniju ana-
lizu dinamike kompleksnih sustava. Upotrebom generaliziranih koordinata, Lagran-
geove jednadzbe drugog reda mogu opisati kretanje sustava u terminima njegovih
nezavisnih koordinata i odgovaraju¢ih derivacija u odnosu na vrijeme, ¢ime postaju
moc¢no sredstvo za analizu razli¢itih mehanickih sustava. Euler-Lagrangeove jed-
nadzbe opisuju razvoj generaliziranih koordinata tijekom vremena i ekvivalentne su
Newtonovim jednadzbama gibanja. Ekvivalentnost izmedu Lagrangeove mehanike
i Newtonove mehanike vidljiva je u Cinjenici da Euler-Lagrangeove jednadzbe, izve-
dene iz principa najmanje akcije, dovode do istih jednadzbi gibanja kao Newtonovi
zakoni. Obe formulacije opisuju istu fizicku stvarnost i pruzaju ekvivalentne nacine
razumijevanja i rjeSavanja mehanickih problema. Odabir formulacije ¢esto ovisi o
slozenosti i prirodi problema, s obzirom da svaka ima svoje prednosti i matematicku
prakti¢nost u razli¢itim situacijama.



2.3 Dokaz ekvivalentnosti izmedu Lagrangeove mehanike i Newto-
nove mehanike

Fizikalni sustav moze biti prili¢no sloZzena kolekcija Cestica ili tijela, no za potrebe
naseg dokaza koristiti cemo Lagrangeovu formulaciju za jedno tijelo mase m koje se
giba u jednoj dimenziji pod utjecajem gravitacije. Neka x oznacCava smjer kretanja
(koji je vertikalan) tada su nam izrazi za kineticku i potencijalnu energiju sljedeci:

U(zx) = mgx (2.8)
T(x) = %mvz (2.9)

U gornjoj jednadzbi za potencijalnu energiju g oznacava gravitacijsku konstantu. Iz
ovih jednadzbi dalje slijedi da je Lagranzijan sustava:

1
L(z,v,) = §mv§ — mgx (2.10)

Nultu razinu potencijalne energije izabiremo kada je x = 0. Nadalje, trebamo napi-
sati Euler-Lagrangeovu jednadzbu za dani sustav pa su nam potrebne sljedece deri-

vacije:
r -2 (%mvi - mgx> — —mg (2.11)
gi _ a(zx vag _mgx> = mu, (2.12)
° ( SUL ) -2 (%mvg _ mgx) — ma, (2.13)

PiSemo Euler-Lagrangeovu jednadzbu i u nju uvrStavamo gore izraCunate deriva-
cije te rijeSimo za a,:

g(gﬁ)g_ﬁ . .14
(mag) — (=mg) = 0 (2.15)
ma, = —mg (2.16)
a; = —g (2.17)

Ovo je identi¢an rezultat koji bismo dobili da smo problem rjesavali preko Newtono-
vih zakona, dapace jednadzba (2.16) jest drugi Newtonov zakon.

2.4 Harmonicko gibanje

Jednostavno harmonicko gibanje je fundamentalni koncept u klasi¢noj mehanici koji
se koristi za opisivanje periodi¢nih oscilacija raznih fizickih sustava. Ovo gibanje
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mozZe se primijeniti na razli¢ite fenomene u prirodi, ukljucujuéi gibanje masa na
oprugama, titranje atoma u kristalima, elektromagnetske valove i joS mnogo toga.
U ovom poglavlju, pruzit ¢emo pregled osnova jednostavnog harmonickog gibanja
i matematickih modela koji ga opisuju. Jednostavno harmonicko gibanje je vrsta
periodi¢nog gibanja u kojem se tijelo ponasa tako da oscilira oko svog ravnoteznog
polozaja. U idealnim uvjetima, nema unutarnjih gubitaka energije, Sto znaci da sus-
tav nema prigusenja. Jednostavno harmonicko gibanje karakterizira osciliranje oko
ravnoteznog polozaja. Ravnotezni polozaj je polozaj u kojoj se tijelo nalazi kada
nema vanjskih sila koje djeluju na njega. Ako se tijelo pomakne od ravnoteznog
polozaja javlja se povratna sila koja ga vrac¢a prema ravnoteznom polozaju. Glavne
karakteristike jednostavnog harmonickog gibanja su postojanje povratne sile koja je
usmjerena ka ravnoteznom polozaju i sinusni oblik oscilacija.

Kako bi uveli matematicki model harmonickog gibanja potreban nam je primjer
tog gibanja. Stoga uzimamo masu objeSenu na bezmasenu oprugu sa stropa. Strop
je krut i nece imati utjecaja na dinamiku sustava. Povratna sila u nasem sustavu biti

%50

Slika 2.1: Masa m na opruzi objesena sa krutog stropa

¢e elasti¢na sila opruge koja je opisana Hookeovim zakonom:

F, = —k¥ (2.18)

U gornjoj jednadzbi, k£ predstavlja konstantu opruge, 7 predstavlja pomak iz rav-
noteznog polozaja, a minus nam govori da je smjer sile suprotan smjeru pomaka.
Matematicki model jednostavnog harmonickog gibanja moze se izraziti kao diferen-
cijalna jednadzba drugog reda:



gdje je m masa tijela koje oscilira, = je pomak od ravnoteznog polozaja, t je vri-
jeme, a k je konstanta opruge. Rjesenje ove jednadzbe daje jednadzbu koja opisuje
jednostavno harmonicko gibanje:

z(t) = Acos(wt+ ¢) (2.20)

gdje je A amplituda oscilacija, ¢ predstavlja pomak u fazi, a w predstavlja kruznu
frekvenciju koja se moze izraziti kao:

w = — (2.21)

Harmonicko gibanje podrazumijeva periodicku prirodu gibanja, dakle ciklus osci-
lacija ponavlja se nakon odredenog vremenskog razdoblja. Taj vremenski interval
nazivamo periodom i oznacavamo ga s 7', a matematicki ga mozemo izraziti kao:

2
7 = T oo (2.22)
w k

Druga velitina vezana uz periodicku prirodu harmoni¢nog gibanja je frekvencija
koju oznacavamo kao f i koja predstavlja broj ciklusa oscilacije u jedinici vremena.
Matematicki frekvenciju izrazavamo kao reciproc¢nu vrijednost perioda:

1 w \/E

L = % mym

(2.23)

Harmonicko gibanje mozemo razmatrati i s energijskog aspekta. Tada mozemo za-
mijetiti da se harmonicko gibanje odrzava putem izmjene potencijalne i kineticke
energije. Na pocetku, kada je tijelo u amplitudnom polozaju, potencijalna energija
je maksimalna, a kineticka energija jednaka je nuli. Tijekom gibanja, kada se tijelo
pomice od amplitudnog polozaja prema ravnoteznom polozaju, potencijalna se ener-
gija smanjuje, a kineticka energija raste. U ravnoteznom polozaju, potencijalna ener-
gija jednaka je nuli, a kineticka je energija maksimalna. Kako se tijelo vra¢a prema
amplitudnom polozaju, kineticka se energija smanjuje, dok istovremeno potencijalna
energija raste. Ovu interakciju energija mozemo vidjeti na slici (2.2).
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Energija

energija

Potencijalna
energija

Kineticka
energija

Slika 2.2: Graf kineticke i potencijalne energije harmonickog oscilatora u ovisnosti o

pomaku iz ravnoteznog polozaja

2.5 Dinamika mase na opruzi

U ovom potpoglavlju rijesiti ¢emo dinamiku sustava mase na opruzi. Koristiti cemo

gore opisan lagrazijanski pristup problemu. Prvo je potrebno definirati sustav. Na$s

sustav biti ¢e masa na opruzi objesena sa stropa, kao na slici (2.3). Prvi korak je

7% 700

Slika 2.3: Masa m na opruzi objesena sa krutog stropa

odrediti potencijalnu i kineticku energiju mase:

T = —-mx

(2.24)

(2.25)



Iz ovih energija slijedi lagranzijan:

L = T-U (2.26)
1, (1,
= §m:c — <§kx —mga:) (2.27)
Ly 1,
= éma: —ik‘x + mgx (2.28)

Kako bi napisali Euler-Lagrangeovu jednadzbu, potrebne su nam sljedece derivacije:

oc o (1 ., 1 ,

% = <2mx Qk‘x + mgx) (2.29)
= —kz+myg (2.30)

oc o1 ., 1, ,

% = 9 (2mx 2lm + mgx) (2.3D)
= ma (2.32)

d (0L d )

- mi (2.34)

Sada mozemo napisati Euler-Lagrangeovu jednadzbu i u nju uvrstiti gore izracunate
derivacije te ju transformirati u standardni oblik:

d (0L oL
%(a?) 3 = 0 (2.35)
mi+kr—mg = 0 (2.36)

Ishodiste naseg trenutnog koordinatnog sustava y = 0 je u razini neopterecene
opruge, Sto znaci da je ravnoteZni polozaj sa mirnom masom na opruzi u y = yo.
Stoga, ¢lan —mg mozemo zamijeniti na sljede¢i nacin:

—mg = —kxg (2.37)

Nadalje, uvrstavanjem (2.37) u (2.36) i daljnjim sredivanjem izraza dobivamo:

mi + kxr —kzg = 0 (2.38)
mi + k(x —xz9) = 0 (2.39)
k
m

Sada mozemo definirati novu varijablu:

X = z—ux (2.41)



Ovo je isto kao da smo definirali novu os X koja je pomaknuta prema dolje za z.
Drugim rije¢ima, to je isto kao da definiramo novu os X’ ¢iji je pocetak u ravnoteZznom
polozaju, umjesto na poziciji gdje je sama opruga u stanju mirovanja. Moramo napo-

menuti i da su druge derivacije = i X jednake:

d?x d? ?X
-7 - (X = 2.42
a2 g\t ) = (2.42)
Sada mozemo jednadzbu (2.36) zapisati kao:
.k
X+—X=0 (2.43)
m

U gornjoj jednadzbi mozemo prepoznati faktor k/m kao w? te uvrStavanjem dobi-
vamo standardnu jednadzbu gibanja jednostavnog harmoni¢nog oscilatora:

X+ WX =0 (2.44)

Ako je u sustavu prisutno trenje to mijenja oblik standardne jednadzbe gibanja
ovog harmonickog oscilatora u:

mi+~yr+kxr = 0 (2.45)

U gornjoj jednadzbi ~ je koeficijent priguSenja koji kvantificira dodatnu silu koja
djeluje na masu. Sila priguSenja proporcionalna je brzini mase te joj se suprotstavlja.
Ova jednadzba opisuje kretanje mase koja je izloZzena sili obnove od opruge i sili
prigusenja (v#). Sila priguSenja suprotstavlja se kretanju. Prisutnost priguSenja u
sustavu rezultira time da se kretanje objekta s vremenom zaustavlja, za razliku od
idealnog slucaja (v = 0), gdje bi oscilacije trajale neograniceno. Opce rjeSenje ove
jednadzbe prigusenog harmonickog oscilatora ukljucuje eksponencijalne ¢lanove i
trigonometrijske funkcije. Konkretni oblik rjeSenja varira ovisno o pocetnim uvjetima
i rezimu prigusSenja.

2.6 Dinamika matematickog njihala

U ovom potpoglavlju rijesiti ¢emo dinamiku sustava koji se sastoji od matematickog
njihala i Zemlje. Matematicko njihalo jest konceptualni model u fizici. To je idealizi-
rani sustav bez trenja i unutarnjih gubitaka energije koji se sastoji od tockaste mase
objesene o bezmasenu i nerastezljivu nit. Masa se moze slobodno gibati u jednoj rav-
nini. Opet ¢emo koristiti gore opisan lagranZzijanski pristup problemu. Za pocetak,
potrebna je skica sustava sa svim unaprijed potrebnim oznakama, Sto mozemo vidjeti
na slici (2.4). Kako bismo postavili lagranzijan, prvo su nam potrebni izrazi za ki-
neticku i potencijalnu energiju sustava. S obzirom da u sustavu imamo masu koja se
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[cos B+

Slika 2.4: Matematicko njihalo mase m i niti duljine /

giba po kruznoj putanji, kineticku energiju mozemo izraziti preko momenta inercije
I:

T = Iw? (2.46)

Ovaj izraz Zelimo preoblikovati tako da ovisi o generaliziranoj koordinati koja ¢e u
ovom slucaju biti #, stoga ¢emo upotrijebiti definiciju kruzne frekvencije:

do
= — 2.
w dt (2.47)
w = 0 (2.48)

Nadalje, uvrstit ¢emo izraz (2.48) u izraz (2.46), kako bi dobili kineticku energiju
kao:

T = I6? (2.49)

Trebamo definirati i izraz za potencijalnu energiju sustava. S obzirom da jedini do-
prinos potencijalnoj energiji dolazi od strane gravitacije, mozemo napisati:

U = mgh (2.50)

Nadalje, potrebno je definirati 4 u terminima [ i 6, Sto gledajudi sliku (2.4) mozemo
zapisati kao:

h = [—lcosf (2.51)
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Uvrstavanjem jednadzbe (2.51) u jednadzbu (2.50) dobivamo izraz za potencijalnu
energiju sustava:

U = mg(l—lcosb) (2.52)
= mgl(1l — cos0) (2.53)

Iz ovoga mozemo napisati lagranzijan sustava kao:

L = T_U (2.54)
= 16 —mgl(1 — cos ) (2.55)
= I6% — mgl + mgl cos 0 (2.56)

Nadalje, potrebno je napisati Euler-Lagrangeovu jednadzbu, a za to su nam potrebne
sljedece derivacije:

oL 0 o
% — 70 <19 — mgl + mgl cos 9) (2.57)
= —mglsind (2.58)
% = % <]6’2 — mgl + mgl cos 9) (2.59)
= 210 (2.60)
= mi* (2.61)

d (oL d 9
— = = = 2.62
7(5) - e 26
— mi%0 (2.63)

S dobivenim derivacijama moZemo napisati Euler-Lagrangeovu jednadzbu:

d (oL oL
pr <%> 5 = 0 (2.64)
mi2h — (—mglsinf) = 0 (2.65)
16 + gsing = 0 (2.66)

Kako bi iz jednadzbe (2.66) dosli do standardnog oblika jednadzbe gibanja jednos-
tavnog harmonickog oscilatora, moramo upotrijebiti aproksimaciju malih kutova za
funkciju sinus.

Aproksimacija malih kutova za funkciju sinus je matematicka tehnika koja se ko-
risti za pojednostavljivanje trigonometrijskih izraza, u slucaju kada su kutovi jako
mali. Ova aproksimacija vrlo je korisna u mnogim podruc¢jima matematike i fizike jer
omogucuje jednostavnije i brze rjeSavanje problema. Aproksimacija malih kutova za
funkciju sinus temelji se na Taylorovom razvoju funkcije oko tocke § = 0. Taylorov

razvoj funkcije sinus izgleda ovako:
, 6 0> 0
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Kada je kut ¢ jako mali, moZzemo zanemariti sve ¢lanove koji sadrze 6™ za n > 3 jer
su ti ¢lanovi zanemarivo mali. Ostaje samo prvi ¢lan 6 u Taylorovom razvoju, Sto
rezultira aproksimacijom malih kutova za sinus:

sinf =~ 0 (2.68)

Ova aproksimacija vrijedi samo za male vrijednosti kuta 6, koje su izrazene u radija-
nima. Sto je kut blizi nuli, to je aproksimacija to¢nija. Za veée kutove, ovaj pristup
nije prikladan te moramo koristiti sinus.

Ako sada upotrijebimo aproksimaciju (2.68) u jednadzbi (2.66), dobivamo sljedec¢i
izraz:

164+g0 = 0 (2.69)

é+%e — 0 (2.70)

U gornjem izrazu mozemo prepoznati faktor g/l kao w? te sada dobivamo standardnu
jednadzbu gibanja jednostavnog harmonickog oscilatora:

0(t) +w?0(t) = 0 (2.71)
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3 Pregled osnova strojnog ucenja

3.1 Uvod u strojno ucenje

Strojno ucenje znanstvena je disciplina koja se bavi razvojem algoritama i tehnika,
sa svrhom razvijanja sposobnosti racunalnih sustava za ucenje iz iskustava i poda-
taka. Nadalje, ta se znanja primjenjuju na novim problemima i situacijama. Glavni
cilj strojnog ucenja je omoguciti racunalima da se $to bolje generaliziraju, tj. da
budu uspjesni u redakcijama iz novo dobivenih podataka, bez potrebe za eksplicit-
nim programiranjem svakog koraka. To se postize kroz razli¢ite metode i modele koji
omogucuju racunalima da identificiraju obrasce i donose odluke na temelju velikih
koli¢ine podataka. Umjetna inteligencija, ukljucujuéi strojno ucenje, nastoji simu-
lirati ljudsko ucenje i sposobnost donoSenja odluka, no umjesto da programiramo
svaki korak i pravilo u racunalni program, strojno ufenje omogucuje racunalu da
samostalno "udi iz iskustva”. Kroz proces ucenja, racunalo koristi razli¢ite modele i
algoritme kako bi prepoznalo obrasce i strukture u podacima. Nakon Sto je ucenje
modela izvrSeno na velikoj koli¢ini podataka, moze se primijeniti na novim poda-
cima kako bi se donijeli zakljucci ili predvidanja za nove podatke. Strojno ucenje
ima Siroku primjenu u mnogim podruéjima, kao Sto su primjerice fizika, medicina,
financije, robotika, prepoznavanje uzoraka, analiza podataka i predvidanje trendova.
Primjenom strojnog ucenja, racunalni sustavi mogu rjesavati sloZzene probleme koji
bi inace bili tesko ili nemoguce rjesivi klasicnim pristupom programiranju. Vazno
je napomenuti da kvaliteta i pouzdanost strojnog ucenja ovise o kvaliteti i koli¢ini
podataka na kojima se uCenje modela vrsi. Velika koli¢ina raznolikih i kvalitetnih
podataka omogucuje bolje generaliziranje i toc¢nije predvidanje. Stoga, prikuplja-
nje, obrada i priprema podataka igraju klju¢nu ulogu u uspjesnoj primjeni strojnog
ucenja. Nadzirano, nenadzirano i polu-nadzirano ucenje tri su osnovne paradigme
strojnog ucenja, a koriste se za rjesavanje razlicitih problema analize podataka i for-
miranja predvidanja na temelju istih.

Nadzirano ucenje jedna je od glavnih paradigmi strojnog ucenja koja se koristi za
rjeSavanje problema predvidanja i klasifikacije. Ova paradigma temelji se na ideji da
racunalni sustav uci iz podataka koji su oznaceni. Ti podaci ve¢ su obradeni, a izlazne
vrijednosti koje Zelimo dobiti iz njih jasno su definirane i dostupne racunalu. Na
temelju ovih oznacenih podataka, racunalni model pokusava nauciti funkcijsku vezu
izmedu ulaznih i odgovarajucih izlaznih vrijednosti, kako bi mogao donositi precizne
predikcije na novim, neoznacenim, ulaznim podacima. Postupak nadziranog ucenja
obic¢no se dogada u sljede¢im koracima:

1. Skup podataka: Prvi korak u nadziranom ucenju je prikupljanje skupa podataka
koji ¢e se koristiti za obuku modela. Skup podataka sastoji se od parova ulaz-
nih i odgovarajucih izlaznih vrijednosti. Na primjer, ako zelimo nauciti model

13



koji predvida cijene nekretnina, skup podataka treba sadrzavati informacije o
razli¢itim nekretninama (ulazni podaci) i njihovim stvarnim cijenama (izlazne
vrijednosti).

2. Podjela podataka: Skup podataka obicno se dijeli na dva dijela - skup za ucenje
i skup za vrednovanje. Skup za ucenje koristi se za ucenje modela, dok se skup
za vrednovanje Kkoristi za evaluaciju valjanosti modela na novim podacima koje
model nije vidio tijekom ucenja.

3. Odabir modela: Sljededi korak je odabir odgovarajueg modela za rjeSavanje
specificnog problema. Za model mozemo Kkoristiti neuronsku mrezu, linearni
model, stablo odlu¢ivanja, potporne vektore ili neki drugi algoritam strojnog
ucenja. Odabir modela ovisi o prirodi problema i vrsti podataka koji su dos-
tupni.

4. Ucenje modela: Nakon sSto je model odabran, koristi se skup za ucenje, kako
bi model naucio funkcijsku ovisnost izmedu ulaznih i izlaznih vrijednosti. Mo-
del koristi razlicite algoritme optimizacije kako bi minimalizirao gresku izmedu
predvidenih izlaznih vrijednosti i stvarnih izlaznih vrijednosti.

5. Vrednovanje modela: Nakon ucenja, model se vrednuje na skupu za vredno-
vanje, sa svrhom procjene valjanosti na novim podacima. Koriste se razlicite
metrike evaluacije kako bi se utvrdila to¢nost i pouzdanost modela.

6. Uporaba modela: Nakon Sto je model uspjeSno naucen i vrednovan, moze se
koristiti za predvidanje izlaznih vrijednosti na novim, nevidenim ulaznim po-
dacima. Model se moze primijeniti na stvarne probleme i Koristiti za donoSenje
informiranih odluka na temelju novih podataka.

Nadzirano uCenje ima Sirok spektar primjena, ukljucujuéi predvidanje cijena, kla-
sifikaciju slika, prepoznavanje govora (NLP), klasifikaciju e-mailova kao nezeljenih
(eng. spam) na temelju sadrzaja e-maila, prepoznavanje rukom pisanih slova i pre-
tvaranje istih u tekst, te mnoge druge zadatke koji zahtijevaju predvidanju na temelju
postojec¢ih podataka. Ova paradigma ima klju¢nu ulogu u razvoju inteligentnih sus-
tava koji mogu automatski uciti i poboljSavati svoje performanse kako bi rjesavali
slozene probleme u stvarnom svijetu.

Nenadzirano ucenje druga je glavna paradigma strojnog ucenja, a koristi se za otkri-
vanje skrivenih struktura i obrazaca u podacima. Za razliku od nadziranog ucenja, u
ne nadziranom ucenju podaci nisu oznaceni odgovaraju¢im izlaznim vrijednostima.
Cilj ne nadziranog ucenja je identificirati inherentne strukture, grupiranja ili slicnosti
unutar skupa podataka. Postupak ne nadziranog ucenja dogada se u sljede¢im kora-
cima:
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. Skup podataka: Kao i u nadziranom ucenju, prvi korak je prikupljanje skupa
podataka. Medutim, u ne nadziranom ucenju, ovaj skup podataka sastoji se
samo od ne oznacenih ulaznih podataka, bez izlaznih vrijednosti. Na primjer,
ako imamo skup slika lica, nenadzirano ucenje moze pomo¢i u identifikaciji
sli¢nosti ili grupiranju slika lica na temelju karakteristika koje nisu eksplicitno
oznacene.

. Odabir modela: Nakon Sto je skup podataka prikupljen, slijede¢i korak je odabir
odgovarajuceg modela koji ¢e otkriti skriveni obrazac u podacima. Modeli koji
se Cesto koriste u nenadziranom ucenju ukljucuju klastere, autoenkodere, PCA
(eng. Principal Component Analysis), i druge algoritme koji pomaZzu u identifi-
kaciji struktura u podacima.

. Ucenje modela: Ucenje modela u nenadziranom ucenju razlikuje se od nad-
ziranog ucenja. Ovdje nema izlaznih vrijednosti koje model treba predvidjeti.
Umjesto toga, model koristi samo ulazne podatke kako bi naucio strukture i
obrasce unutar podataka. Na primjer, u algoritmu klasteriranja, model gru-
pira sli¢ne podatke zajedno bez ikakvih prethodnih informacija o tome koje su
skupine sli¢ne.

. Vrednovanje modela: U nenadziranom ucenju, evaluacija dobrote modela nesto
je slozenija nego u nadziranom ucenju. Metrike evaluacije ovise o vrsti pro-
blema koji se rjesava i ciljevima analize koja se provodi. U klasterskoj analizi,
na primjer, moZzemo koristiti metrike kao $to su Silhouette Coefficient ili Adjusted
Rand Index [1], kako bismo procijenili kvalitetu grupiranja.

. Interpretacija rezultata: Nakon $to je model obucen i vrednovan, slijedi in-
terpretacija rezultata. Cilj je razumjeti koje su strukture i oblici pronadeni u
podacima kako bismo dobili uvid u skrivene karakteristike skupa podataka.
Ovo je bitan korak jer postoji moguénost da je racunalni model pronasao neke
znacajke unutar skupa podataka po kojima ih moze grupirati, no takvo grupi-
ranje ne mora dati korisne ili to¢ne izlazne podatke. Primjer ovakvog problema
bio bi da racunalnom modelu damo slike pasa i macaka i pustimo ga da nauci
razlikovati ih. Model je kao znacajku mogao izabrati imaju li Zivotinje na slici
ogrlicu ili ne, te na temelju toga grupirati ulazne slike. Ovo bi, naravno, re-
zultiralo neto¢nim izlaznim podacima, s obzirom da i psi i macke mogu imati,
odnosno ne imati ogrlicu.

Nenadzirano ucenje ima Siroku primjenu u analizi podataka, istrazivanju skrive-

nih zakonitosti, segmentaciji i grupiranju podataka, redukciji dimenzionalnosti pro-

blema i drugim podru¢jima gdje nemamo to¢na ocekivanja za izlazne vrijednosti.

Ova paradigma dopusta nam da pomocu nje istrazujemo masivne skupove podataka

i u njima otkrivamo nove zakonitosti, Sto bi inace bilo nemoguce.
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Polunadzirano ucenje je paradigma strojnog ucenja koja kombinira elemente nadzi-
ranog i nenadziranog ucenja. U ovom pristupu, skup podataka sadrzi neke oznacene
izlazne vrijednosti, ali ne sve. To znaci da samo dio podataka ima pridruzene to¢ne
izlazne vrijednosti, dok su ostali podaci neoznaceni. Glavni cilj polunadziranog
ucenja je koristiti dostupne oznacene podatke za izradu i poboljsanje kvalitete mo-
dela te ucenje struktura, uz pomo¢ neoznacenih podataka. Ovo moze biti korisno
u slucajevima kada je oznacavanje podataka skupo, vremenski zahtjevno ili nije
moguce dobiti oznake za sve ulazne podatke. Postupak polunadziranog ucenja obi¢no
ukljucuje sljedece korake:

1. Skup podataka: Skup podataka sastoji se od ulaznih podataka i odgovarajuc¢ih
izlaznih vrijednosti, ali samo za dio podataka. Ostali podaci nemaju pridruzene
izlazne vrijednosti.

2. Odabir modela: Odabire se model koji moze koristiti dostupne oznacene po-
datke za ucenje i poboljSanje modela, ali istovremeno moze koristiti i neo-
znaCene podatke za otkrivanje dodatnih obrazaca i struktura. Ovo obi¢no
ukljucuje modele koji su fleksibilni i mogu se prilagoditi razli¢itim tipovima
podataka.

3. Ucenje modela: Ucenje modela u polunadziranom ucenju obuhvaca koristenje
dostupnih oznacenih podataka za poboljsanje modela. Osim toga, model koristi
i neoznacene podatke kako bi otkrio skrivene strukture i grupe u podacima.

4. Vrednovanje modela: Evaluacija valjanosti modela u polunadziranom ucenju
zahtijeva uzimanje u obzir kako oznacenih, tako i neoznacenih podataka. Me-
trike evaluacije mogu biti prilagodene ovisno o koli¢ini dostupnih oznaka i ci-
ljevima analize.

5. Interpretacija rezultata: Kako bismo dobili uvid u dobivene rezultate, interpre-
tacija modela i otkrivenih obrazaca vazna je faza. Cilj je razumjeti kako model
koristi oznacene i neoznacene podatke.

Polunadzirano ucenje ima Siroku primjenu u podrucjima gdje su oznaceni podaci
ogranicCeni, ali su dostupni mnogi neoznaceni podaci. Primjeri primjene polunadzi-
ranog ucenja uklju¢uju obradu prirodnog jezika (NLP), analizu slika, detekciju ano-
malija, i druge zadatke gdje ne mozemo lako dobiti oznake za sve podatke.

3.2 Osnovni koncepti strojnog ucenja
3.2.1 Funkcija gubitka

Kako bi strojno ucenje bilo uc¢inkovito, bitan korak koji se javlja u svim gore navede-
nim oblicima jest evaluacija modela. U tom koraku ra¢unalni model dobiva povratnu
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informaciju glede svoje izlazne vrijednosti. Alat koji koristimo za povratnu infor-
maciju zove se funkcija gubitka (eng. loss function). Funkcija gubitka predstavlja
matematicku mjeru odstupanja predvidanja modela od stvarnih vrijednosti u skupu
podataka. Svrha za koju koristimo funkciju gubitka je minimalizacija te razlike kako
bi se model Sto bolje prilagodio danom zadatku. Funkcija gubitka ima klju¢nu ulogu
u uspjeSnom ucenju modela jer omogucuje kvantificiranje odstupanja izlazne vrijed-
nosti racunalnog modela od ocekivane ili stvarne vrijednosti. Kako bismo osigurali
koristenje najbolje moguce funkcije gubitka, prvo moramo kategorizirati problem
koji rjeSavamo. Problemi koje rjeSavamo strojnim ucenjem mogu se svrstati u dvije
velike kategorije, a to su regresijski problemi i kategorizacijski problemi. Regresij-
ski problemi odnose se na predvidanje kontinuiranih izlaznih vrijednosti na temelju
ulaznih podataka. Na primjer, moZemo koristiti regresijski model kako bismo predvi-
djeli cijenu nekretnine na temelju njezinih karakteristika, kao $to su kvadratura, broj
soba, lokacija itd. Klasifikacijski problemi odnose se na predvidanje diskretnih iz-
laznih vrijednosti, odnosno pripadnost odredenoj klasi na temelju ulaznih podataka.
Na primjer, mozemo koristiti klasifikacijski model kako bismo odredili je li na danoj
slici prikazan pas ili macka. NajceS¢a funkcija gubitka koja se koristi za regresijske
probleme jest srednja kvadratna pogreska (eng. Mean Squared Error - MSE), dok se
kod Kklasifikacijskih problema, ukoliko podatci imaju vise klasa (grupa) unutar sebe,
najCesce koristi kategorizacijska krizna entropija (eng. Categorical Cross- Entropy), ili
binarna krizna entropija (eng. Binary Cross-Entropy), kada podatci imaju samo dvije
klase.

Srednja kvadratna pogreska (MSE) kao funkcija gubitka ima klju¢nu ulogu u pro-
cjeni kvalitete modela kod regresijskih problema strojnog ucenja. Njena primjena
Siroko je rasprostranjena jer omogucuje kvantifikaciju preciznosti modela uspored-
bom stvarnih i predvidenih izlaznih vrijednosti. Ideja iza funkcije gubitka MSE je
jednostavna: Zelimo minimalizirati kvadrat razlike izmedu predvidenih i stvarnih iz-
laznih vrijednosti. Ako je razlika izmedu tih vrijednosti mala, to znac¢i da model dobro
aproksimira stvarne podatke. S druge strane, velika razlika ukazuje na loSu predik-
ciju i potrebu za poboljSanjem modela. MSE se matematicki definira kao srednja
vrijednost kvadrata razlika izmedu stvarnih izlaznih vrijednosti i predvidenih izlaz-
nih vrijednosti za sve primjere u skupu podataka. Neka je n broj primjera u skupu
podataka, y; stvarna izlazna vrijednost za i-ti primjer, a y; predvidena izlazna vri-
jednost od strane naseg modela za isti primjer. Tada je kvadratna pogreska za i-ti
primjer definirana kao:

E;, = (yi—?)i)Q (3.1)

Srednja kvadratna pogreska (MSE) za cijeli skup podataka izracunava se kao srednja
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vrijednost svih kvadratnih pogresaka:

1 n
MSE = E;E (3.2)
_ 1 - ~\2
= —Z(yz-—yi) (3.3)
n =1

Cilj je minimalizirati ovu funkciju gubitka kako bismo pronasli optimalne parametre
modela koji ¢e dovesti do Sto preciznijih predikcija. Za postizanje ovog cilja koris-
timo razlicite optimizacijske algoritme, pri cemu je jedan od najpoznatijih i najcesce
koristenih gradijentni spust. Gradijentni spust je iterativni algoritam koji prilagodava
parametre modela u smjeru negativnog gradijenta funkcije gubitka, kako bi se sma-
njila pogreska. Drugim rije¢ima, koristi se matematicki racun za pronalazenje smjera
u kojem ¢e funkcija gubitka opadati najbrze, te azurira parametre modela u tom
smjeru. Postupak gradijentnog spusta ponavlja se kroz vise iteracija sve dok se ne pos-
tigne zadovoljavajuca razina pogreske ili broj iteracija. Vazno je napomenuti da iz-
bor funkcije gubitka ima veliki utjecaj na performanse modela i uspjesnost rjeSavanja
problema. Za regresijske probleme, MSE je popularan izbor jer je osjetljiv na velika
odstupanja, Sto je vazno u predvidanju kontinuiranih izlaznih vrijednosti. Medutim,
treba pazljivo odabrati funkciju gubitka - ovisno o prirodi problema, kako bi se pos-
tigla Sto bolja aproksimacija stvarnih podataka i poboljsale performanse modela.

Kategorizacijska krizna entropija (eng. Categorical Cross-Entropy) jos je jedna
vazna funkcija gubitka koja se Cesto koristi u problemima klasifikacije s vise klasa u
strojnom ucenju. Ova funkcija gubitka igra klju¢nu ulogu u procjeni kvalitete klasifi-
kacijskoga modela, omogucujudi kvantifikaciju razlike izmedu stvarnih i predvidenih
vjerojatnosti klasa. Prije nego sto udemo u detalje, vazno je razumjeti osnovne poj-
move u klasifikacijskim problemima. U Kklasifikaciji, cilj je dodijeliti svakom primjeru
ulaznih podataka odgovarajucu klasu iz skupa mogucih klasa. Na primjer, mozemo
imati problem klasifikacije slika, gdje Zelimo prepoznati je li na slici prikazan bi-
cikl, motocikl, ili neki drugi objekt. Klju¢ni korak u klasifikacijskom modeliranju
je stvaranje predikcije vjerojatnosti za svaku od mogucih klasa za svaki primjer u
skupu podataka. Ove predvidene vjerojatnosti obi¢no su dobivene pomo¢u neuron-
skih mreza, logisticke regresije ili drugih klasifikacijskih metoda. Kada imamo vise od
dvije moguce klase, generalno se koristi kategorizacijska krizna entropija kao funk-
cija gubitka. Kategorizacijska krizna entropija izvodi se iz teorije informacija i mjeri
koli¢inu informacija koja je potrebna za opisivanje razlic¢itih vjerojatnosti u odnosu na
stvarne vjerojatnosti klasa. Ako su stvarne i predvidene vjerojatnosti iste, krizna en-
tropija je minimalna, $to znac¢i da model dobro predvida klasu za svaki dani primjer.
S druge strane, vece odstupanje izmedu stvarnih i predvidenih vjerojatnosti rezultira
vecom vrijednosti krizne entropije, Sto ukazuje na slabije performanse modela. Neka
je n broj primjera u skupu podataka, a p; i p; stvarne i predvidene vjerojatnosti klase
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i, redom. Kategorizacijska krizna entropija izracunava se prema sljedecoj formuli:
CCE = - p;log() (3.4)
=1

Uocimo da se sumacija provodi preko svih mogucih klasa, sto omogucuje vrednovanje
svake klase pojedinacno i procjenu ukupne pogreske klasifikacije. Kategorizacijska
krizna entropija Siroko je koriStena jer osjetljivo reagira na razlike u vjerojatnostima
i pruza detaljne informacije o performansama modela za svaku klasu. Ova funkcija
gubitka igra klju¢nu ulogu u procesu ucenja klasifikacijskih modela, kako bismo pos-
tigli Sto tocnije predikcije i bolje razumjeli ponasanje modela u razlicitim klasama.
Odabir kategorizacijske krizne entropije kao funkcije gubitka ovisi o prirodi problema
klasifikacije i vrsti podataka koju model obraduje.

Binarna kriZna entropija jos je jedna znacajna funkcija gubitka koja se cesto koristi
u binarnim Kklasifikacijskim problemima strojnog ucenja. Ova funkcija gubitka ima
klju¢nu ulogu u evaluaciji performansi binarnih klasifikacijskih modela, pomazudi
u kvantificiranju odstupanja izlaznih vrijednosti modela od stvarnih vjerojatnosti
klase. Prije nego $to detaljnije objasnimo binarnu kriznu entropiju, vazno je shva-
titi Sto podrazumijeva binarna klasifikacija. U binarnoj klasifikaciji, model ima za-
datak predvidati jednu od dvije moguce klase za svaki primjer ulaznih podataka.
Na primjer, mozemo imati problem binarne klasifikacije koji odreduje je li pacijent
zarazen odredenom boleS¢u (pozitivna klasa) ili nije (negativna klasa) na temelju
medicinskih atributa. Klju¢ni aspekt binarne krizne entropije je usredotociti se na
vjerojatnosti pripadnosti pozitivnoj klasi, koje oznacavamo s p;, i predvidene vjero-
jatnosti pozitivne klase, koje oznactavamo s p;, za svaki primjer i u skupu podataka.
Ovaj pristup temelji se na ideji da se, u binarnoj klasifikaciji, vjerojatnost negativne
klase moze izravno odrediti kao 1 — p,;. Binarna krizna entropija izracunava se prema
sljedecoj formuli:

BCE = - Zpi log(pi) + (1 — p;) log(1 — py) (3-5)
=1

U ovoj formuli, prvi dio —p; log(p;) kvantificira odstupanje u vjerojatnosti pozitivne
klase, dok drugi dio (1 — p;)log(1 — p;) kvantificira odstupanje u vjerojatnosti nega-
tivne klase. Ovako strukturirana funkcija gubitka osigurava uravnotezenu evaluaciju
predikcija za obe klase i "poti¢e” model da precizno procijeni vjerojatnosti za obje
klase. Vazno je napomenuti da binarna krizna entropija ima ve¢i utjecaj na model
kada su vjerojatnosti predikcija bliske 0 ili 1, Sto je klju¢no u problemima s jasno de-
finiranim granicama izmedu klasa. Takoder, binarna krizna entropija "potice” model
da se fokusira na relevantne znacajke i donosi precizne odluke u binarnoj klasifi-
kaciji. Odabir binarne krizne entropije kao funkcije gubitka ovisi o specificnostima
binarnih klasifikacijskih problema i prirodi podataka koju model obraduje. Pravilnim
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odabirom ove funkcije gubitka moZemo osigurati da na$ binarni klasifikacijski model
postize visoke performanse u razlikovanju izmedu dvije moguce klase, kao i da daje
precizne i pouzdane predikcije u stvarnim situacijama.

3.2.2 Optimizacija u strojnom ucenju

Optimizacija je klju¢an koncept u strojnom ucenju koji se koristi za postizanje najbo-
ljih mogucih rezultata modela. Cilj optimizacije je pronaci najbolje parametre modela
koji minimiziraju funkciju gubitka, odnosno maksimiziraju funkciju cilja [2]. Ovaj
proces igra klju¢nu ulogu u ucenju modela i poboljsavanju njegovih performansi.
U strojnom ucenju, modeli ¢esto imaju mnogo parametara koji se mogu prilagoditi
kako bi se poboljsala valjanost njihovih predikcija. Medutim, odredivanje optimal-
nih vrijednosti tih parametara moze biti izuzetno sloZeno zbog visoke dimenzional-
nosti prostora parametara i kompleksnosti funkcija gubitka. Upravo zato se koriste
razliCite tehnike optimizacije koje pomazu u pronalasku najboljih parametara, uz sto
manji utrosak racunalnih resursa i vremena.

Gradijentna metoda jedan je od osnovnih i najrasirenijih algoritama optimiza-
cije u strojnom ucenju. Ova tehnika omogucava pronalazak lokalnih minimuma (ili
maksimuma) funkcije gubitka, kako bi se pronasli optimalni parametri modela. Cilj
gradijentne metode je prilagoditi parametre modela u smjeru negativnog gradijenta
funkcije gubitka, kako bi se minimalizirala greSka modela. Osnovni koncept gradi-
jentne metode temelji se na funkciji gubitka .J (5), gdje 0 predstavlja vektor svih pa-
rametara modela koje ¥elimo optimizirati. Gradijent te funkcije, oznaten sa V.J(f),
predstavlja vektor parcijalnih derivacija funkcije gubitka u odnosu na svaki parame-
tar 6; i aZurirani vektor V ra¢unamo na sljedeéi nadin:

brovi = Bugars — VI (6) (3.6)
gdje « predstavlja stopu ucenja (eng. learning rate). Gradijentna metoda Koristi
ovaj gradijent kako bi pronasla smjer u kojem se funkcija gubitka najbrze smanjuje,
Sto omogucuje pomak parametara modela u smjeru negativnhog gradijenta, kako bi
se smanjila greska [2]. Stopa ucenja je parametar koji kontrolira korak azuriranja, a
odabire se eksperimentalno. Ve¢i & moze uzrokovati brze konvergiranje, ali moze do-
vesti i do prevelikih koraka i prelaska preko optimalnih vrijednosti. S druge strane,
premali o« moze uzrokovati sporije konvergiranje i zapinjanje u lokalnim minimu-
mima. Postupak aZuriranja parametara ponavljamo sve dok se ne ispuni unaprijed
postavljeni uvjet zaustavljanja, na primjer, odredeni broj iteracija ili kada se funk-
cija gubitka stabilizira. Iako gradijentna metoda ima Siroku primjenu, suocava se s
nekoliko problema i izazova. Prvi problem je zapinjanje u lokalnim minimumima.
Gradijentna metoda nije imuna na zapinjanje u lokalnim minimumima, $to znaci da
algoritam moze ostati zaglavljen u jednom od lokalnih minimuma funkcije gubitka i
do¢i do suboptimalnih rjesenja. Drugi izazov je sporija konvergencija, ako je funk-
cija gubitka jako zakrivljena i ima uske doline. U takvim sluc¢ajevima, gradijentna
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metoda moze konvergirati vrlo sporo. Takoder, preveliki koraci azuriranja parame-
tara mogu dovesti do prelaska preko optimalnih vrijednosti, Sto rezultira nepreciznim
rjeSenjima. Nestabilnost je jo$ jedan izazov gradijentne metode, a javlja se kada je
stopa ucenja (a) postavljena previsoko, sto moze dovesti do oscilacija i nestabilnosti
te sprijeciti konvergenciju. Kako bi se prevladali ovi izazovi, razvijene su razlicite
varijacije gradijentne metode, ukljuc¢ujuéi Stochastic Gradient Descent (SGD), Mini-
batch Gradient Descent, Momentum, Adagrad, i Adam [3]. Svaka od ovih varijacija
ima svoje prednosti i mane, pa je vazno eksperimentirati s razli¢itim optimizacij-
skim algoritmima, kako bi se pronasla najbolja metoda za odredeni problem strojnog
ucenja.

3.3 Algoritmi strojnog ucenja

Unutar svakog tipa modela strojnog ufenja postoje razni algoritmi dizajnirani za
rjeSavanje specificnih zadataka. Ovdje ¢emo izloziti neke od Siroko koristenih al-
goritama za razlicite scenarije ucenja:

Stabla odluc¢ivanja fleksibilni su i intuitivni modeli koji se koriste za rjeSavanje
problema Kklasifikacije i regresije. Funkcioniraju tako da podatke rekurzivno dijele na
temelju znacajki kako bi se stvorila struktura nalik stablu, gdje svaki list predstavlja
klasu ili vrijednost za regresiju. Ova jednostavna struktura omogucuje da modeli
budu interpretirani i razumljivi, Sto je od velike vaznosti u primjenama gdje je bitno
razumjeti donesene odluke. Osim toga, stabla odlutivanja lako se mogu nositi s
podacima koji imaju razlicite vrste znacajki, bilo da su kategoricke ili kontinuirane.

Nasumicne sSume (eng. random forest) jedna je od popularnih metoda u stroj-
nom ucenju. Ova tehnika kombinira viSe stabala odlu¢ivanja kako bi poboljsala
tocnost predvidanja i smanjila problem prenaucenosti. Kako bismo dobili konacne
predvidanje, svako stablo odlucivanja pojedina¢no donosi svoju odluku, a zatim se
ta odluka agregira izmedu svih stabala. Ovaj ansambl pristup osigurava da modeli
bolje generaliziraju na nevidenim podacima, $to je klju¢no za pouzdano predvidanje
u stvarnim situacijama.

Metode potpornih vektora (SVM) mo¢ni su algoritmi koji se koriste za rjeSavanje
problema klasifikacije. Cilj ovih metoda je pronaci optimalnu hiperplohu ili granicu
koja najbolje razdvaja razlic¢ite klase u prostoru znacajki. SVM je posebno koristan
kada se suocavamo s visokodimenzionalnim podacima jer moZe pronaci optimalnu
granicu ¢ak i u prostorima s mnogo znacajki. Osim toga, SVM se moZe nositi s line-
arnim i nelinearnim granicama izmedu klasa, Sto ga ¢ini vrlo fleksibilnim za razlicite
zadatke u strojnom ucenju.
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Neuronske mreze temeljni su modeli u podru¢ju dubokog ucenja, grane strojnog
ucenja koja je revolucionalizirala mnoga podruéja primjene. Inspirirane bioloskim
neuronskim mrezama u mozgu, ove mreze sastoje se od slojeva medusobno pove-
zanih neurona. Svaki neuron obraduje ulazne podatke i prenosi ih sljede¢em sloju,
omogucujué¢i mrezi da udi i hvata sloZene obrasce u podacima. Neuronske mreze
izuzetno su moc¢ni modeli koji se Siroko primjenjuju u podrucjima kao Sto su prepoz-
navanje slika, obrada jezika, pronalazenje obrazaca u velikim skupovima podataka i
mnoge druge aplikacije koje zahtijevaju obradu velike koli¢ine informacija.

Iako su modeli i algoritmi strojnog ucenja postigli izniman uspjeh u mnogim pri-
mjenama, postoje i neki izazovi, kao Sto su:

» Kvaliteta i koli¢ina podataka: Osiguravanje kvalitetnih i dovoljno oznacenih
podataka klju¢no je za ucenje preciznih modela. Medutim, prikupljanje velikih
i oznaCenih skupova podataka moze biti skupo, vremenski zahtjevno ili ¢ak
nemoguce u odredenim podrucjima.

* Interpretabilnost modela: SloZeni modeli, poput dubokih neuronskih mreza,
Cesto su teSko interpretabilni, $to znaci da nije uvijek jasno zasto donose odredene
odluke. To moze biti izazov, posebno u kriti¢cnim primjenama gdje je potrebno
razumjeti razloge donesenih odluka.

* Opcenitost i prenaucenost: Osiguravanje da modeli dobro generaliziraju na
nevidenim podacima i da se ne prenauce na skupu za ucenje i dalje je izazov
koji zahtijeva pazljivo podesavanje parametara i pristupa.

* Racunalni resursi: Ucenje sloZenih modela moze zahtijevati znacajne racunalne
resurse, Sto moZe ograniciti njihovu primjenu u velikim razmjerima ili na uredajima
s ograniCenim resursima.

Iako postoje izazovi, napredak u strojnom ucenju i dalje je izvanredan, a istrazivaci i
prakticari intenzivno rade na rjeSavanju ovih izazova. Oc¢ekuje se da ¢e daljnji razvoj
u ovom podrucju dovesti do sve robusnijih, interpretabilnijih i efikasnijih algoritama,
omogucujuci jos Siru primjenu strojnog ucenja u raznim podrucjima i donoseci nove
inovacije u podruc¢ju umjetne inteligencije.

3.4 Neuronske mreze

Istrazivanje svijeta neuronskih mreza otkriva oCaravaju¢e putovanje u srce umjetne
inteligencije i strojnog ucCenja. Neuronske mreze predstavljaju vrhunac moderne
umjetne inteligencije koja ima mo¢ da razotkrije slozene kompleksnosti u razli¢itim
podrucjima poput analize slika, obrade prirodnog jezika (NLP), autonomnih sustava
i visSe [4]. Konceptualno, neuronske mreze digitalne su rekreacije slozenih neuron-
skih mreza unutar ljudskoga mozga. Ove mreze grade se od medusobno povezanih
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jedinica, poznatih kao neuroni ili ¢vorovi, grupiranih u odredene slojeve koji zajedno
obraduju i tumace podatke. Svaki neuron apsorbira ulazne podatke, obraduje ih
kroz niz medusobno povezanih ¢vorova i konacno, generira izlaz koji se dalje Siri
kroz mrezu. Arhitektura neuronske mreze sastoji se od tri glavna sloja: ulaznog
sloja, skrivenih slojeva i izlaznog sloja. Ulazni sloj sluzi kao vrata za sirove podatke,
dok skriveni slojevi obavljaju slozenu obradu koja na kraju vodi do Zeljenog izlaza
u izlaznom sloju. SredisSnji element rada neuronske mreze su veze izmedu neurona,
svaka s dodijeljenom tezinom koja odreduje snagu veze. Tijekom faze ucenja, ove
tezine pazljivo se podesavaju kako bi naucile slozene obrasce i odnose skrivenih u
podacima. Neuroni izvode svoju magiju primjenjujuci aktivacijsku funkciju na zbroj
svojih ulaza. Ova funkcija uvodi nelinearnost, omogucavajuc¢i mrezi da uhvati nijanse
prisutne u podacima. Kada podaci prolaze kroz mrezu, dogada se proces nazvan
prosljedivanje unaprijed. Ulazni podaci putuju kroz slojeve, neuroni ih obraduju, a
izlazi se generiraju na svakom sloju. Su$tina ucenja neuronske mreZze lezi u fazi du-
bokog ucenja. Ucenje ukljucuje izlaganje mreze ulaznim podacima zajedno s odgo-
varaju¢im ciljnim izlazima. Kroz sistematic¢an proces, mreza usavrsava svoju izvedbu
iterativnim prilagodbama svojih tezina, koriste¢i algoritme optimizacije. Glavni cilj je
minimalizirati razliku izmedu predvidanja mreZe i stvarnih ciljnih izlaza. Sirenje una-
zad (eng. backpropagation) pojavljuje se kao kljucni algoritam u ucenju neuronskih
mreza. On racuna gradijent gresSke mreze u odnosu na njene tezine. Ovaj gradijent
usmjerava mrezu da napravi precizne prilagodbe koje postupno smanjuju pogreske i
poboljsavaju njene prediktivne sposobnosti. Ovaj iterativni mehanizam fino podesava
unutarnje reprezentacije mreze, Sto rezultira poboljSanom izvedbom. Neuroni koji
obuhvacaju vise skrivenih slojeva nazivaju se dubokim neuronskim mrezama ili mo-
delima dubokog ucenja. Ovaj pristup, poznat kao duboko ucenje, zbog svoje sposob-
nosti hvatanja slozenih obrazaca u podacima donosi znacajne inovacije u razli¢itim
podrué¢jima. Prakti¢ne primjene neuronskih mreza su Siroke, obuhvacajuéi prepoz-
navanje slika, analizu govora, razumijevanje prirodnog jezika (NLP), autonomna vo-
zila, dijagnostiku zdravstvenih stanja i viSe. Konvolucijske neuronske mreze (CNN)
posebno se isticu u obradi slika, dok rekurzivne neuronske mreze (RNN) daju vrlo
dobre rezultate u rukovanju sekvencijalnim podacima, poput teksta i govora [4].
Iako neuronske mreze donose nevjerojatan potencijal, suocavaju se s vlastitim izazo-
vima. Kvalitetni oznaceni podaci klju¢ni su za u¢enje ovih modela, a njihova slozena
arhitektura nosi rizik od prenaucenosti (eng. overfitting). Osim toga, razumijeva-
nje procesa donosSenja odluka dubokih modela ostaje izazov, poticuéi istrazivanja u
podrudju objasnjive umjetne inteligencije.
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4 PDE-FIND algoritam

Kroz povijest, spoznaja o fizikalnim zakonima Cesto je proizlazila iz opazanja pri-
rodnih fenomena i eksperimentalnih istrazivanja. Ovi zakoni potom su formalizirani
matematickim izrazima, omogucujucéi precizno opisivanje i predvidanje ponasanja
prirodnih sustava. Ovaj klasi¢ni pristup omogucavao je istraziva¢ima da dublje ra-
zumiju svijet oko sebe i pridonesu razvoju znanosti. No, s razvojem tehnologije,
racunalne znanosti i podatkovne analize, suo¢avamo se s novim izazovima. Postoje
situacije u kojima eksperimenti generiraju obilje podataka, ali nemamo odgovarajuce
matematicke jednadZzbe koje bi precizno opisivale dinamiku tih sustava. Jednostavno
reCeno, posjedujemo rezultate eksperimenata, no nedostaje nam teorijska osnova
koja bi te rezultate interpretirala. Primjer za ovu novu paradigmu mozemo pronadi u
istrazivanju kvantne dinamike slozenih sustava, poput interakcija medu kvarkovima
i gluonima. Ovdje postoji mnogo nepoznanica u vezi s to¢nim medudjelovanjima
i kvantnom dinamikom subatomske razine. Eksperimenti pruzaju podatke o pro-
cesima, ali nemamo precizne jednadzbe koje bi opisivale kompleksne kvantne fe-
nomene na detaljnoj razini. U takvim situacijama, moderni pristupi zasnovani na
racunalnoj analizi i strojnom ucenju postaju klju¢ni. Umjesto da se oslanjamo na
klasi¢ne analiticke metode, koristimo mo¢ racunalnih algoritama za analizu velike
koli¢ine podataka. Ovi algoritmi mogu otkriti skrivene obrasce i relacije unutar eks-
perimentalnih rezultata te izvesti matematicke jednadzbe koje najbolje opisuju sus-
tav. Dakle, povijest znanosti Cesto je bila vodena razumijevanjem fizikalnih zakona iz
opazanja i matematicke formalizacije, dok moderni pristupi, koji uklju¢uju racunalnu
analizu i strojno ucenje, otvaraju novo podrugje istrazivanja. Ovi pristupi omogucuju
nam da koristimo obilje eksperimentalnih podataka, kako bismo otkrili matematicke
jednadzbe koje upravljaju sustavima za koje do sada nismo posjedovali precizne te-
orijske modele. Ova interakcija izmedu eksperimenta i racunalnih algoritama otvara
vrata novim saznanjima i mogu¢nostima za dublje razumijevanje prirodnih procesa.

4.1 Teorijska pozadina PDE-FIND algoritma

Ako pretpostavimo da eksperimentalne rezultate nekog pokusa mozemo matematicki
formalizirati u neku funkciju (7, ¢) gdje je 7 vektor polozaja, a ¢ vremenski trenu-
tak tog polozaja, tada bi htjeli iz tih rezultata eksperimenata dobiti diferencijalnu
jednadzbu koja kao rjeSenje ima tu istu funkciju (7, ¢). PDE-FIND algoritam koji je
koristen u nastavku ovog rada radi upravo to - iz eksperimentalnih podataka odreduje
diferencijalnu jednadzbu koja opisuje dinamiku sustava. Algoritam radi na bazi li-
nearne regresije s par modifikacija i napravljen je po uzoru na [5] i [6]. Algoritam
koristi sljede¢i model:

Uy = U = F(u,ux,uzy,...,f',t,,u) (4.1)
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U gornjoj jednadzbi i predstavlja drugu vremensku derivaciju neke generalizirane
koordinate koju razmatramo, dok s desne strane jednadzbe imamo funkciju F' koja
ovisi o mnostvu kombinacija funkcije u, vremenu i raznim drugim parametrima. Sve
ove moguce parametre gledamo kako moguce ¢lanove u krajnjoj diferencijalnoj jed-
nadzbi, a algoritam PDE-FIND izracunati ¢e koeficijente ispred tih ¢lanova. U ovom
koraku zelimo popuniti funkciju F' sa Sto vise mogucih krajnjih parametara za koje
smatramo da se mogu pojavljivati u diferencijalnoj jednadzbi koja bi opisivala nas
sustav. Na primjer, finalna diferencijalna jednadzba koja opisuje sustav moze ovisiti
o parametrima x,y>,t, z-y, ..., pa nam je stoga vazno da nasa funkcija I’ u sebi sadrzi
sve te moguce parametre koji bi se mogli pojaviti u finalnoj diferencijalnoj jednadzbi.

4.2 Numericka obrada podataka

Kako bismo bili u mogu¢nosti izvrsiti numericku obradu podataka, potreban nam je
diskretizirani vremenski interval. Drugim rije¢ima, imamo vremenske tocke ¢, t,, ...,
tm, gdje je m konacan broj. Slicno tome, ovo se odnosi i na prostornu dimenziju, gdje
postoji n prostornih tocaka z1, o, ..., z,,. U tim specificnim tockama diskretiziranog
vremena i prostora, definirana je funkcija:

Sljededi korak je sve ove diskretizirane podatke posloziti u vektor-stupac koji ¢e u
svakom retku imati izvrjednjenu funkciju u, u odredenim tockama u(z;, t;). U vektor
stupac prvo ¢emo staviti vrijednost od u(x;,ty) za svaki i. Nadalje, dodati ¢emo
vrijednosti u(z;, t;) za svaki i, sve dok ne prodemo sve ¢;. Vektor-stupac ¢emo nazvati
U i on ¢e izgledati ovako:

u(xg, to)
u(z,to)
U = : (4.3)
w(xp_1,tm)
L u(@ns ) |

Kako bismo mogli koristi model opisan jednadzbom (4.1), treba nam druga deriva-
cije vektora U i tu dolazimo do problema derivacije diskretiziranih podataka koji je
obraden u jednom od sljede¢ih potpoglavlja. Kako smo ranije spomenuli, algoritam
PDE-FIND zasnovan je na linearnoj regresiji, specifi¢cno na Lasso regresiji za 1-normu
i Ridge regresiji za 2-normu. Sljededi je korak stoga prikazati funkciju F iz jednadzbe
(4.1), u matri¢cnom obliku. Prevodenje modela algoritma PDE-FIND u diskretiziranu
formu mozemo uciniti ako pretpostavimo:

Utt = ®(U7 Q>§ (4-4)
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U gornjoj jednadzbi, ©(U, Q) predstavlja skup funkcija kandidata zajedno s funkci-
jama koje nisu intrinzi¢ne sustavu i kontrolnim varijablama, a ¢ predstavlja vektor
s koeficijentima pojedinih funkcija kandidata s kojima one ulaze u finalnu diferenci-
jalnu jednadzbu. Konacni rezultat izgledao bi ovako:

Uy = 1 U U? ! UL, £ (4.5)

Ako za primjer uzmemo model harmoni¢nog oscilatora kruzne frekvencije w = 2, nas
model trebao bi nam za £ vektor vratiti:

£ = |0 (4.6)

0
$to odgovara diferencijalnoj jednadzbi takvog sustava:
i = —wiu 4.7)

Kako bi ovu metodu generalizirali sa 1D na viSedimenzionalni problem, potrebno je
vektore U i ¢ proSiriti sa 1D vektora na viSedimenzionalne vektore, odnosno matrice.

4.3 Metode za pronalazak koeficijenata

Rjesavanje jednadzbe (4.4) optimizacijski je problem, odnosno moramo pronaci ko-
eficijente &, za Cije je rjesenje odredena funkcija gubitka minimalizirana. Kako bi
izracunali ove koeficijente, kao nasu funkciju gubitka mozemo koristiti metodu naj-
manjih kvadrata [5]:

& = argéninHG)g—UttH% 4.9

U gornjoj jednadzbi broj koji se nalazi u indeksu norme govori nam o kojoj je normi
rijec. Ova metoda najbolje radi kada podatci nemaju Suma u sebi, Sto je u stvar-
nosti jako tesko ili pak nemoguce ostvarivo. Problem koji se javlja sa Sumom jest da
nezeljene, odnosno netoc¢ne funkcije kandidati imaju £ koeficijente razlicite od 0. Po-
sljedica toga je da koriStenjem metode (4.9) na podacima sa Sumom dobivamo vrlo
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kompleksne jednadzbe s velikim brojem ¢lanova koje ispred sebe imaju jako male
koeficijente. Ovo nam sugerira da, kako bismo rijeSili problem, mozemo doraditi
nasu funkciju gubitka. Dorada dolazi u vidu dodatnog penalizacijskog ¢lana koji ¢e
penalizirati vektor ¢ prevelike norme. Drugim rije¢ima, ako vektor ¢ bude prevelike
norme, on nece biti zadovoljavaju¢i. Modificirana funkcija gubitka sada ¢e izgledati
ovako:

& = arg;nin{”@é—UttH%+/\||§H§} (4.10)

U gornjoj jednadzbi mozemo vidjeti da je norma drugog ¢lana, oznacena sa p, va-
rijabilna. Kada je norma drugog ¢lana 1, onda se ona zove Lasso regresija, a kada
je norma 2, onda se zove Ridge regresija [5]. U jednadzbi (4.10), parametar \ na-
zivamo hiperparametrom, zato $to je to vanjska konfiguracijska postavka koju pos-
tavljamo prije pocCetka procesa obuke algoritma te se ona ne mijenja tokom samog
procesa obuke [8]. Parametar A sluzi za penalizaciju modela. Veliki A ¢e ograniciti
broj ¢lanova u . Drugim rijecima, s povec¢anjem hiperparametra )\, odredeni ¢lanovi
unutar ¢ postati ¢e 0, kako bi se smanjila norma vektora &, Sto nama pruza finalnu di-
ferencijalnu jednadzbu s manjim brojem ¢lanova. Pronalasci iz rada [5] govore nam
da je moguca i dodatna modifikacija modela (4.10) koristenjem STRidge (eng. Sequ-
ential Threshold Ridge Regression) algoritma. Ovaj algoritam zasnovan je na, kako i
ime navodi, Ridge regresiji, i funkcionira tako da se Ridge regresija s predvidenim
hipeparametrom \ provodi vise puta, a prilikom svakog izvodenja eliminira se ¢lan
koji je manji od parametra tolerancije. STRidge model inkorporiran je u PDE-FIND
algoritam koji je preuzet od [9].

la. Prikupljanje podataka 1 b, st ‘ 1c. Rijetka regresija
== . varamo skup
= 4D (= iia kandi
- funkcija kandidata * . _ 2
] o argmin|F —a 3+ Alglo
t
; [
k| = [rs=>ds gg gl @ =9(wu v
d. Identificirana dinamika
@ + 0.9931uaw, + 0.9910va,
= 0.0099%,, + 0.0095%,,
] eeesesssssssss=sm=---
Usporedba sa
__________________ e e e Navier-Stokesom(Re=100)
w+ (u-Viw= R—levzm
2a. Redukcija podataka a = B(wu, V).i‘ 2b. Reducirani kandidati
I........... Cay = OO (w, U, VIE ‘
EEEasaasas
Redukcija o Rijetk -
=| c. Rijetka regresija
c IFl @ ||| [=»
argmin |C9E — G 13 + AlElo

Slika 4.1: Tlustracija PDE-FIND algoritma (preuzeto iz [5] i [6])
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4.4 Numericka derivacija diskretiziranih podataka

Kada se suocavamo s diskretnim podacima, kao $to su eksperimentalna mjerenja ili
rezultati simulacija, zadatak izracunavanja derivacija postaje temeljna nuznost. De-
rivacije igraju klju¢nu ulogu u razumijevanju ponasanja, trendova i brzina promjena
razli¢itih koeficijenata. Medutim, za razliku od kontinuiranih funkcija koje posjeduju
toCne analitiCke derivacije, diskretni podaci predstavljaju posebne izazove, posebno
kada je u pitanju precizno izracunavanje derivacija [5]. Upravo u ovom kontek-
stu, numericke metode diferenciranja dolaze kao adekvatno rjeSenje. Numericke
metode diferenciranja bitni su alati za aproksimaciju derivacija pomoc¢u diskretnih
tocaka podataka. Ove metode ukljucuju procjenu derivacija analizirajuci vrijednosti
funkcija na odredenim tockama podataka i njihovim susjednim tockama. Jedna po-
sebno ucinkovita tehnika u ovom kontekstu, ujedno i tehnika koju smo koristili, jest
metoda centralne diferencijacije. Metoda centralne diferencijacije numericki je pris-
tup koji nudi izbalansiranu razmjenu izmedu preciznosti i jednostavnosti prilikom
aproksimiranja derivacija iz diskretnih podataka. Kao takva, u usporedbi s drugim
jednostavnijim metodama, ova je metoda posebno korisna kada je potrebna veca
preciznost [7]. Njena ugradena uravnotezenost proizlazi iz koriStenja vrijednosti
funkcija s obje strane tocke interesa, Sto je ¢ini robusnom i Siroko primjenjivom. U
osnovi, metoda centralne diferencijacije aproksimira derivaciju funkcije u odredenoj
tocki x, uzimajuci u obzir razliku izmedu vrijednosti funkcije na dvije susjedne tocke,
i dijele¢i tu razliku sa korakom h:

Fay ~ LDt

Ovdje, h predstavlja korak, odnosno interval izmedu to¢aka podataka, a O(h?) nu-

+ O(h?) (4.11)

mericku pogresku kod ra¢unanja derivacije. Formulacija ukljucuje racunanje razlike
izmedu vrijednosti funkcije na (x — h) i vrijednosti funkcije na (x + h), Sto se zatim
dijeli s 2h kako bi se dobila aproksimacija derivacije. Metoda centralne diferencija-
cije nudi nekoliko znacajnih prednosti. Prvo, pruza preciznost, s obzirom da uzima
vrijednosti funkcija s obje strane tocke interesa. To je u kontrastu s jednostranim
metodama, gdje je preciznost ogranicena samo na jednu stranu. Simetrija formule
metode centralne diferencijacije umanjuje odredene pogreske i neto¢nosti, Sto do-
prinosi boljoj preciznosti. Dodatno, metoda pokazuje preciznost drugog reda, Sto
znaci da se greska kvadratno smanjuje s korakom #, $to omogucuje brzu konvergen-
ciju. Unato¢ svojim prednostima, metoda centralne diferencijacije nije bez izazova.
Jedno klju¢no razmatranje upravo je odabir koraka h. Odabir malog h poboljsava
preciznost, ali moze uvesti pogreske pri zaokruzivanju, zbog konac¢ne preciznosti
racunala. Suprotno tome, odabir velikog h moZze dovesti do manje preciznih aprok-
simacija derivacija. Jo$ jedan faktor koji treba uzeti u obzir je priroda samih po-
dataka. U slucajevima nepravilno rasporedenih tocaka podataka, metoda centralne
diferencijacije mozda nece pruziti tocne rezultate. Tada moze biti potrebno koris-
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titi i tehnike interpolacije ili neke druge alternativne metode. Osim toga, prisutnost
Suma u podacima moZe negativno utjecati na preciznost aproksimacija derivacija.
Sum moze unijeti fluktuacije, koje zauzvrat mogu utjecati na kvalitetu aproksima-
cija. Gladenje ili filtriranje podataka moze se pojaviti kao nuzan korak obrade, kako
bi se ublazili ovi ucinci. Takoder, efekti granice mogu predstavljati izazove, s obzirom
da metoda centralne diferencijacije zahtijeva tocke podataka s obje strane tocke inte-
resa, a samim time i blizu granica raspona podataka. Stoga, precizno izraCunavanje
derivacija moze postati sloZeniji zadatak. Zaklju¢no, metoda centralne diferencija-
cije sluzi kao vrijedan alat za aproksimaciju derivacija iz diskretnih podataka. Ona
postiZe ravnotezu izmedu preciznosti i jednostavnosti, koriste¢i vrijednosti funkcija
s obje strane tocke interesa kako bi, u usporedbi s jednostranim metodama, pruzila
bolje rezultate. Medutim, prilikom primjene ove metode, nuzno je pazljivo razma-
tranje koraka, kvalitete podataka, Suma i efekata granica. Kako bi obuhvatili ove
¢imbenike, prilagodba metode osigurava to¢ne aproksimacije derivacija i pouzdane
rezultate, pogotovo kada se radi s diskretnim podacima.
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5 Mjerenja i rezultati

U ovom poglavlju, usredotociti ¢emo se na detaljno prikazivanje procesa mjerenja i
analize rezultata na klasi¢an nacin, kao i putem PDE-FIND algoritma u svrhu testi-
ranja algoritma na stvarnim podacima koji ¢e u sebi sadrzavati Sum. Za postizanje
ovog cilja, koristiti ¢emo OpenCV (eng. Open Source Computer Vision Library) paket
u programskom jeziku Python, kako bismo prikupili Sto preciznije podatke o pozi-
cijama matematickog njihala i mase na opruzi iz snimljenih videozapisa. Kroz ovu
metodu, dobiveni podaci postati ¢e osnova za izvodenje kutova njihala i identifika-
ciju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, koriste¢i gore opisan PDE-FIND algoritam.
Ovaj dio ima poseban znacaj jer omogucuje uvid u to kako smo dobili podatke koji su
osnova za nasu analizu, te istovremeno naglasava vaznost OpenCV paketa u nasem
istrazivackom pristupu.

OpenCV mocan je alat za racunalni vid, temeljen na otvorenom kodu (eng. open-
source) koji se siroko koristi za detekciju i pracenje objekata u videozapisima. Za ek-
strapolaciju pozicija objekata putem neuronskih mreza, OpenCV pruza nam robusan
set alata. Osnova OpenCV-a su unaprijed nauceni modeli dubokog ucenja, posebno
konvolucijske neuronske mreze (CNN) za prepoznavanje objekata i obrazaca u sli-
kama i videozapisima. Proces ekstrapolacije pozicija objekata kroz vrijeme ukljucuje
detekciju, analizu okvira, izvlacenje pozicija, vremensku analizu te korake interpola-
cije i ekstrapolacije. Videozapis obraduje se okvir po okvir,a neuronska mreza anali-
zira svaki okvir i identificira prisutne objekte. Izvucene pozicije iz uzastopnih okvira
koriste se za pracenje kretanja objekata. Kombinacija OpenCV-a i neuronskih mreza
pruza ucinkovito rjeSenje za ekstrapolaciju pozicija objekata u videozapisima, Sto ima
primjene ne samo u nasem slucaju ve¢ i u razli¢itim podrué¢jima kao Sto su nadzor,
autonomna vozila, analiza sportskih dogadaja itd.

Videozapisi snimljeni su u kontroliranim laboratorijskim uvjetima u praktikumu
PMF Fizike. Snimljeni su videozapisi matematickog njihala i mase na opruzi u Full
HD rezoluciji od 1920x1080 pixela. Matematicko njihalo prikazuje vrlo malu koli¢inu
precesije, Sto je oCekivano zbog eksperimentalnog postava. U nastavku se mogu
vidjeti slike eksperimentalnog postava, pri ¢emu crvene tocke oznacavaju ovjesiste
oba sustava.
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Slika 5.1: Eksperimentalni postav matematickog njihala s oznacenim ovjesiStem

Slika 5.2: Eksperimentalni postav mase na opruzi s oznacenim ovjesiStem

5.1 Laboratorijska mjerenja

Eksperimentalni postav identican je onome u videozapisima i vidljiv je na slikama
(5.1) i (5.2). U ranijem poglavlju, putem lagranzijana izracunali smo diferencijalne
jednadzbe za oba promatrana slucaja i dobili sljedece:

j+wy = 0 (5.1)
0+w? = 0 (5.2)
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Gdje jednadzba (5.1) predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koja opisuje
masu na opruzi, a jednadzba (5.2) predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednadzbu
koja opisuje matematicko njihalo. U nastavku ovog potpoglavlja opisati ¢emo kako
smo proveli mjerenja za period oba oscilatora te iz istih izracunali pojedine kruzne
frekvencije sa pripadnim nesigurnostima.

5.1.1 Masa na opruzi

2

Kako bismo odredili koeficijent w* za parcijalnu diferencijalnu jednadnadzbu koja

opisuje dinamiku mase na opruzi, kKoristit cemo se sljedecom relacijom:

42
Iz ovoga je vidljivo da prvo moramo izmjeriti period 7'. Period ¢emo mjeriti 5 puta.
Kako bismo minimalizirali grube greske, mjeriti ¢emo vrijeme potrebno da oscilator
napravi 10 punih titraja te dobiveno vrijeme podijeliti sa 10, kako bismo dobili period.

Rezultati mjerenja vidljivi su u tablici (5.1).

n | Twls] | T [s]

1 7.325 | 0.7325
21 7.431 | 0.7431
31| 7.127 | 0.7127
4 || 7.509 | 0.7509
5| 7.702 | 0.7702

Tablica 5.1: Rezultati mjerenja perioda mase na opruzi

Nadalje, trebamo izracunati srednju vrijednost perioda koriste¢i standardni izraz:

— 1 &
T = =N'1, 5.4
- ; (5.4)
Koristedi izraz (5.4) dobivamo sljedecu srednju vrijednost za period:

T = 0.74188s (5.5)

Sljededi korak je izraCunati nepreciznost mjerenja, odnosno standardnu devijaciju,
Sto radimo putem sljedeceg izraza:

(5.6)

or =

or = 0.019101s (5.7)
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Sada racunamo srednju kvadratnu pogresku aritmeticke sredine M kao:

or
M, = —=— 5.8
T NG (5.8)
My = 0.008524s (5.9)

Rezultat (5.5) omogucuje nam da izracunamo prosjecni kvadrat kruzne frekvencije
kao:

_ A2
2 o= = (5.10)
T
w? = 71.72861s" (5.11)
Dalje racunamo nepouzdanost M, kao:
2
Ow
M, = 8_TMT (5.12)
2
8 2
M, = (—%MT) (5.13)
M, = 1.6482s7? (5.14)

Sto nam za krajnji rezultat kruZne frekvencije daje izraz:

w? = (712+£2)s7? (5.15)
R, = 3% (5.16)

Naposljetku dolazimo do parcijalne diferencijalne jednadzbe:

§t)+12y(t) = 0 (5.17)

5.1.2 Matematicko njihalo

U ovom potpoglavlju pokazati ¢emo postupke koje smo poduzeli za izraCunavanje
kvadrata kruzne frekvencije matematickog njihala i time ¢emo odrediti parcijalnu
diferencijalnu jednadzbu koja opisuje dinamiku tog sustava. Koristiti ¢emo isti izraz
za izracun kruzne frekvencije kao i kod mase na opruzi:

47
2 _
Kao i u slucaju s masom na opruzi. mjeriti cemo period titranja. Period ¢emo mjeriti
5 puta, a kako bismo minimalizirali grube greske, mjeriti ¢emo vrijeme potrebno da
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ol Tl | TH
10.324 | 1.0324
10.756 | 1.0756

n
1
2
31 9.879 | 0.9879
4
5

10.028 | 1.0028
9.781 | 0.9781

Tablica 5.2: Rezultati mjerenja perioda matematickog njihala

oscilator napravi 10 punih titraja, te to dobiveno vrijeme podijeliti sa 10 kako bismo
dobili period. Rezultati mjerenja vidljivi su u tablici (5.2).
Sljededi korak je izracunati srednju vrijednost perioda koriste¢i standardni izraz:

_ 1 <&
T = E;Ti (5.19)

Putem izraza (5.19) dobivamo srednju vrijednost za period:
T = 1.0188s (5.20)

Sada racunamo nepreciznost mjerenja, odnosno standardnu devijaciju, putem sljedeceg
standardnog izraza:

S (5.21)
or = 0.036856s (5.22)
Nadalje, racunamo srednju kvadratnu pogresku aritmeticke sredine M7 kao:
ar
Mr = — 5.23
T NG (5.23)
My = 0.016482s (5.24)

Rezultat (5.20) omogucuje izracunavanje prosjecnog kvadrata kruzne frekvencije
kao:

_ 472
2 o= = (5.25)
B T
w2 = 38.03863s72 (5.26)

Nadalje, ratunamo nepouzdanost ), kao:
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2
M, = \<g—;MT> (5.27)
9 2
M, = <—8_i3MT) (5.28)
\\ 7
M, = 1.23064s2 (5.29)

Sto nam za krajnji rezultat kruZne frekvencije daje:

w? = (38+£1)s7? (5.30)
R, = 3% (5.31)

Te sada dobivamo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu koja opisuje sustav:

6(t) +386(t) = 0 (5.32)

5.2 Odredivanje dinamike sustava putem PDE-FIND algoritma
5.2.1 Ekstrakcija pozicija centra mase matemati¢kog njihala i mase na opruzi

U daljnjem tekstu spominjati ¢emo samo matematicko njihalo, no proces ekstrakcije
pozicije za masu na opruzi je analogan. Kako bismo ekstrahirali poziciju centra mase
matematickog njihala, moramo ucitati videozapis i inicijalizirati prateéi okvir (eng.
tracker), sto radimo sljede¢im naredbama:

cap = cv2.VideoCapture(’masafs.mp4d’)

tracker = cv2.TrackerCSRT_create()

Nadalje, trebamo ucitati prvi okvir videozapisa i na njemu oznaciti objekt koji Zelimo
pratiti, Sto se izvodi sljede¢im naredbama:

ret, frame = cap.read()
bbox = cv2.selectROI(frame, False)

tracker.init (frame, bbox)

Gore navedene naredbe e prilikom izvodenja koda otvoriti prozor u kojem ¢emo
plavim pravokutnikom oznaciti objekt koji zelimo pratiti. Primjer toga vidljiv je na
slici (5.3).

Nadalje, trebamo pro¢i kroz svaki okvir videozapisa te azurirati prozor za pracenje
u tom novom okviru te zabiljeziti njegovu poziciju u formi = i y koordinata koje
spremamo u listu positions. Naredbe za izvedbu ovoga sa popratnim komentarima
su:
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Slika 5.3: Odabir objekta za pracenje

while True:

ret, frame = cap.read()

# break kad nema okvira
if not ret:
break
# aZurtramo tracker u novom okviTu

ok, bbox = tracker.update(frame)

if ok:
X, ¥, w, h = [int(i) for i in bbox]
cv2.rectangle(frame, (x, y), (x+w, y+h), (0, 255, 0), 2)
position = (x + w/2, y + h/2) # centar tracking boz-a

positions.append(position)

cv2.imshow(’frame’, frame)

U potonjem dijelu koda mozemo vidjeti naredbe koje izracunavaju trenutnu poziciju
centra mase u svakom okviru videozapisa. Ovaj izracun je potreban zato Sto OpenCV
prati poziciju gornjeg lijevog kuta okvira za pracenje pa je potrebno uz pomo¢ visine i
Sirine okvira za pracenje izracunati poziciju sredine okvira, $to odgovara poziciji cen-
tra mase matematickog njihala. Sada kada imamo sve x i y koordinate matematickog
njihala spremljene u listu, mozemo nacrtati grafove svih zabiljezenih pozicija. Ti gra-
fovi vidljiv su na slikama (5.4) i (5.5). Iz prilozenog mozemo uociti da stvarni podatci
uistinu imaju nezanemarivu koli¢inu Suma. Na grafu je Sum dodatno izrazen zbog
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skale x i y koordinata.
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Slika 5.4: Sve zabiljezene pozicije centra mase matematickog njihala
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Slika 5.5: Sve zabiljezene pozicije centra mase mase na opruzi
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5.2.2 Izracun kuta otklona

Kako bismo mogli izracunati kut otklona, potrebno je odrediti tocku uporista i rav-
notezni polozaj centra mase. Da nas$ kod bude sto lakse primjenjiv, potrebno je iz-
bje¢i izravno kodiranje ovih to¢aka i matematicki izracunati pozicije ove dvije tocke
interesa. Izracun x i y koordinate centra mase iz svih polozaja radimo sljede¢om

funkcijom:

def ravnotezniPolozaj(x,y):

x.copy ()
y.copy )

SX

sy

# uzmemo 10 makstimalnih z—eva s lijeve 1 desne strane te 1h uprosjecimo,
# pa na polovidtu leZi zrp

sx.sort ()

tmpxl = [sx[i] for i in range(10)]

tmpx2 [sx[-i] for i in range(1,11,1)]

tmpxl = sum(tmpxl) / len(tmpx1l)

tmpx2 = sum(tmpx2) / len(tmpx2)

xrp = 0.5*%(tmpxl+tmpx2)

# 1sti postupak sa y-ima samo uzmemo maksimume
sy.sort()

yrp = [sx[-i] for i in range(1,11,1)]

yrp = sum(yrp) / len(yrp)

return Xrp,yrp

Gornja funkcija prvo uzima polje sa svim x koordinatama koje je matematicko njihalo
imalo u videozapisu te ga sortira po veli¢ini. Zatim uzimamo 10 ekstrema s lijeve i 10
ekstrema s desne strane te izracunamo aritmeti¢ku sredinu kako bi pronasli x koor-
dinatu ravnoteznog polozaja. Za izracun y koordinate ravnoteznog polozaja imamo
skoro analogan postupak, samo ovaj put uzimamo samo 10 maksimuma i racunanjem
njihove aritmeticke sredine dobivamo y koordinatu ravnoteznog polozaja.

Izracun polozaja uporista matematickog njihala malo je kompliciraniji proces i
temelji se na putanji matematickog njihala. Tokom svoje putanje u idealnom slucaju
matematicko njihalo iscrtava dio kruznice i tu ¢injenicu moZemo iskoristiti. Svaka
kruznica jednoznacno je odredena trima nekolinearnim tockama i iz koordinata tih
tocaka centar kruznice moze se odrediti sljede¢im jednadzbama:
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A = @y —ys) + (23 +13) (s —yn) + (@3 +45) (1 — 1) (5.33)
B = (2} +y)(ws — x2) + (25 + y3) (21 — x3) + (25 +y5) (22 — 1)  (5.34)
C = 2(xi(y2 — y3) — yi(22 — x3) + T2y3 — Yo3) (5.35)
D = (af +yi)(w2ys — yars) + (5 + y3) (2391 — Y1)
+(23 + y3) (T1y2 — y122) (5.36)
E = (z1(y2 — y3) — v1(x2 — 23)) (223 — Y273)
+(@2(yz — y1) — y2(w3 — 1)) (391 — Y371)
+(@3(yr — y2) — ys(x1 — 22)) (7192 — Y172) (5.37)
Fo= (z1(y2 —y3) — yi(@2 — 23))* + (22(ys — y1) — yo(2s — 21))?
sy — y2) — yslan — 22))? (5.38)
e = DQ;,E (5.39)
Yo = A;CB (5.40)

Gdje su z, iy, koordinate sredista kruznice koje, u nasem slucaju, odgovara ovjesistu
matematickog njihala. Kako bi ove jednadzbe implementirali u na$ kod, prvo mo-
ramo imati tri nekolinearne tocke i u tu svrhu radimo funkciju koja ¢e uzeti tri na-
sumicne tocke i testirati jesu li te tocke kolinearne. Implementacija te funkcije izgleda
ovako:

def randNCL(points):

# randomiziramo tocke

random.shuffle(points)

for i in range(len(points)-2):

x1, yl = points[i]
x2, y2 = points[i+1]
x3, y3 = points[i+2]

# preko determinante provjerimo jesu lt kolinearne
det = x1x(y2-y3) - yl*(x2-x3) + x2*y3 - y2#x3
if det != O:

return x1, y1, x2, y2, x3, y3

return None

Gore navedena funkcija prvo nasumic¢no pomijesa tocke u ulaznom polju te pu-
tem for petlje uzima tri po tri tocke i provjera jesu li kolinearne. Kolinearnost se
provjerava izvrjednjavanjem determinante:

39



1 oy 1
r3 Yz 1

Determinanta razli¢ita od 0 naznacuje da tocke nisu kolinearne i da ih moZemo koris-
titi kako bi izracunali koordinate sredista kruznice koristeci gore navedene jednadzbe
i samim time koordinate uporista naseg matematickog njihala. Sada mozemo ispisati
kutove na 6\t graf, s obzirom da su kutovi ¢ izracunati za svaki okvir sekvencijalno,
poredani su u to¢nom vremenskom poretku. Vremenski razmak izmedu dva zabi-

ljeZena kuta 6 jednak je 30~! sekundi, s obzirom da je nasa kamera snimala 30 okvira
po sekundi. Ovaj graf vidljiv je na slici (5.7).
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Slika 5.6: Graf ovisnosti kuta otklona # i vremena (¢) za matematicko njihalo
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Slika 5.7: Graf ovisnosti vertikalnog pomaka () i vremena (¢) za masu na opruzi

5.2.3 Provedba PDE-FIND algoritma

Sada imamo listu s vremenski korektnim poretkom generalizirane varijable ¢ (u

slu¢aju mase na opruzi generalizirana varijabla je y), pa mozemo provesti PDE-FIND

algoritam. KoriStenje PDE-FIND algoritma moze se vidjeti u sljede¢em isjecku koda:

ut = np.zeros((m,n), dtype=np.complex64)
utt = np.zeros((m,n), dtype=np.complex64)

for i in range(m):
ut[i,:] = FiniteDiff(uli,:], dt, 1)
# koristt se kasnije kod funkcije TrainSTRidge
utt[i,:] = FiniteDiff(ul[i,:], dt,2)

ut = np.reshape(ut, (n*m,1), order=’F’)

utt = np.reshape(utt, (n*m,1), order=’F’)

X_ders
X_data

derivatives_description = [’’,’u_t’]

np.hstack([np.ones((n*m,1)),ut])

np.hstack([np.reshape(u, (n*m,1), order="F’)])

X, descr = build_Theta(X_data, X_ders, derivatives_description,
P=2, data_description = ['u’])

descr

w = TrainSTRidge(X,utt,100,10)
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print ("PDJ dobivena pomocu STRidge:")
print_pde(w, descr)

U ovom isjecku koda prvo se inicijaliziraju funkcije kandidati i za ovaj slucaj oda-
brane su funkcije kandidati: 1, u, @, ut, u? i u3. Zatim se ove varijable napune s
adekvatnim podacima i preoblikuju u adekvatnu formu za nastavak rada algoritma.
Dalje se stvaraju razlicite matrice X .5 i Xqata KOje Ce se koristiti za izgradnju matrice
X koja je dio ulaza za STRidge algoritam. Matrica Xg4.., sadrzi podatke generalizi-
rane varijable u, sinusa, kosinusa i eksponencijalne funkcije, dok matrica X 4..s sadrzi
derivacije generalizirane varijable u. Koriste¢i funkciju build Theta, izgraduje se ma-
trica X koja Ce se koristiti za treniranje STRidge algoritma. Ova matrica kombinira
podatke iz matrica Xga, i Xqers- STRidge algoritam trenira se pozivom funkcije Tra-
inSTRidge koja uzima matricu X, ciljni niz untt, tezinu i parametar za regularizaciju
kao ulaz. Rezultat treniranja (koeficijenti w) pohranjuju se pa se ispisuje dobivena

parcijalna diferencijalna jednadzba koriste¢i funkciju print_pde.

5.2.4 Rezultat za matematicko njihalo

Dolje mozemo vidjeti ispis funkcije PDE-FIND koji u sebi sadrzi parcijalnu diferenci-
jalnu jednadzbu za matematicko njihalo koju je algoritam izracunao:

PDJ dobivena pomoéu STRidge:
u_tt = (-33.566908 +0.0000001i)u

Jednadzba koju smo izrac¢unali klasi¢nim pristupom bila je:

o(t) = —w0(t), w?’=(38+1)s72 (5.42)

Parcijalna diferencijalna jednadzbe izracunate putem PDE-FIND algoritma odstupa
od klasicno izracunate parcijalne diferencijalne jednadzbe s relativhog greskom od
11.7% za faktor w?.

5.2.5 Rezultat za masu na opruzi

U donjem ispisu vidimo parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za masu na opruzi koju
je algoritam izracunao:

PDJ dobivena pomoéu STRidge:

u_tt = (-0.641566 +0.000000i)u_t
+ (-65.139293 +0.000000i)u
+ (0.005660 +0.000000i)u"2

Jednadzba izracunata klasi¢nim pristupom bila je:
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i) = —wiyt), w?=(724+£2)s? (5.43)

GuSenje smo zanemarili u klasicnim mjerenjima, no mozemo primijetiti i da je PDE-
FIND algoritam pronasao i koeficijent koji stoji uz prvu vremensku derivaciju po-
maka. To nam govori da u sustavu zbilja postoji mala koli¢ina gusenja. Dobili smo
i mali koeficijent uz «?, $to nam govori da opruga nije u sasvim linearnom rezimu.
Drugim rije¢ima, kako se pomak iz ravnoteznog polozaja povecava ili smanjuje, sila
ne raste sasvim linearno. To znaci da, kako se sve viSe isteze ili stisce, opruga pos-
taje CvrSca, sto je karakteristicno za nelinearne opruge. Parcijalna diferencijalna jed-
nadzba izracunata putem PDE-FIND algoritma odstupa od klasi¢no izracunate parci-
jalne diferencijalne jednadzbe s relativnom pogreskom od 9.53% za faktor w?.

5.2.6 Izvori pogreske

U naSem eksperimentalnom postavu identificirano je nekoliko potencijalnih izvora
pogreske koji su mogli utjecati na to¢nost nasih rezultata. Prvo, pogreske pracenja
u algoritmu koji smo koristili mogu unijeti neto¢nosti u podatke o polozaj koje bi
se dalje propagirale kroz na$ izracun pozicije centra mase njihala. Nadalje, pojava
paralakse mogla je utjecati na naSe rezultate, s obzirom da svaka nesrazmjernost
izmedu kuta snimanja kamere i gibanja njihala moze dovesti do razlika u vidljivom
polozaju njihala. Treba takoder razmotriti rezoluciju videozapisa jer ona moze biti
ogranicavajuci faktor preciznosti nasih mjerenja polozaja, posebno za male pomake
njihala. Konacno, utjecaj okolisnih ¢imbenika, kao $to su vibracije eksperimentalnog
postava takoder su mogle utjecati na ponasanje njihala i samim time na nasa mjere-
nja. Vazno je prepoznati ove potencijalne izvore pogreske i uzeti ih u obzir u nasoj
analizi, vazno je i ne zaboraviti moguce ljudske greske koje su se mogle dogoditi
tijekom postavljanja eksperimenta, prikupljanja podataka ili analize, koje bi takoder
doprinijele neto¢nostima u nasim rezultatima.
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6 Zakljucak

U ovom diplomskom radu provedeno je istrazivanje koristenjem PDE-FIND algo-
ritma za pronalazak parcijalnih diferencijalnih jednadzbi koje opisuju dinamiku ma-
tematickog njihala i mase na opruzi. Napravljena je video snimka navedenih sustava
te kako bi se izracunali x i y koordinate centra mase iz svih polozaja, koristila se funk-
cija koja se temelji na sortiranju i uzimanju ekstrema z i y koordinata. Za izracun
polozaja uporista matematickog njihala koristila se analiza putanje matematickog nji-
hala, pri ¢emu su koriStene determinante za provjeru kolinearnosti tocaka i izracun
koordinata uporista. Nakon pripreme podataka, primijenjen je PDE-FIND algoritam
kako bi se pronasle diferencijalne jednadzbe koje opisuju dinamiku sustava. Re-
zultati su usporedeni s klasicnim pristupom, gdje su izvedene teoretske diferenci-
jalne jednadzbe za oba sustava. Usprkos jednostavnosti na¢ina snimanja, uspjesno
je rekonstruirana dinamika oba promatrana sustava te je pruzen i uvid u dodatne
¢lanove, kao primjerice guSenje, koji su zanemareni u klasi¢noj obradi. Rezultati
ukazuju na ograni¢enja PDE-FIND algoritma u preciznom modeliranju dinamike sus-
tava. Medutim, PDE-FIND algoritam moze biti koristan alat za brzo generiranje par-
cijalnih diferencijalnih jednadzbi za kompleksne sustave gdje je tesko ili nemoguce
rucno izvesti analizu. Osim $to je PDE-FIND algoritam pokazao svoja ogranicenja u
vrlo preciznom modeliranju dinamike sustava, vazno je istaknuti i nekoliko drugih
bitnih aspekata ovog istrazivanja. Prvo, ovakvi rezultati ukazuju na vaznost razu-
mijevanja ograniCenja i pretpostavki koje se koriste u primjeni PDE-FIND algoritma
i njemu sli¢nih algoritama. PDE-FIND algoritam oslanja se na odredene pretpos-
tavke o obliku diferencijalnih jednadzbi, a odstupanja u rezultatima mogu proizadi
iz nepreciznih pretpostavki ili Suma u podacima. Drugo, PDE-FIND algoritam moze
biti koristan alat za generiranje pocetnih modela diferencijalnih jednadzbi ili za brzo
istrazivanje dinamike nekog kompleksnoga sustava. Algoritam moze sluziti kao po-
lazna tocka za daljnju razradu modela ili za brzo generiranje aproksimacija sustava,
Sto se moze pokazati kao koristan alat za fizicare. Trece, vazno je napomenuti da
je izazovno dobiti precizne modele dinamike nekog sustava iz stvarnih podataka jer
su stvarni sustavi Cesto izlozeni raznim vanjskim utjecajima. U takvim slucajevima,
PDE-FIND algoritam moze pruziti korisne smjernice i pomodi istraziva¢ima u boljem
razumijevanju sustava. U konacnici, ovo istrazivanje ukazuje na vaznost kombini-
ranja razli¢itih pristupa i tehnika prilikom modeliranja i analize dinamike sustava.
Klasi¢ni pristupi ostaju pouzdani, ali alati poput PDE-FIND algoritma mogu dopu-
niti istrazivanje i ubrzati proces generiranja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi za
slozene sustave.
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Dodaci

Dodatak A Python kod

import numpy as np
import cv2
import matplotlib.pyplot as plt

import random

# funkcija za pronalazak rTavnoteznt poloZj njthala

def ravnotezniPolozaj(x,y):

SX

sy

x.copy()
y - copy O

# uzmemo 10 maksimalnih xz—eva s lijeve 1 desne strane te ih uprosjeimo,

# pa na polovidStu leZi zrp

sx.sort ()

tmpxl = [sx[i] for i in range(10)]
tmpx2 = [sx[-i] for i in range(1,11,1)]
tmpxl = sum(tmpxl) / len(tmpx1l)

tmpx2 = sum(tmpx2) / len(tmpx2)
xrp = 0.5*%(tmpx1l+tmpx2)

# isti postupak sa y—-ima samo uzmemo maksimume
sy.sort()

yrp = [sx[-i] for i in range(1,11,1)]

yrp = sum(yrp) / len(yrp)

return Xxrp,yrp

#  funkcija za traZenje centra kruZnice preko tri me kolinearne tolke

def centar(xl, yi1, x2, y2, x3, y3):

= (x1 #x 2 + yl *x 2) * (y2 - y3) + (X2 *x 2 + y2 xx 2) * (y3 - y1)
(x3 **x 2 + y3 *x 2) * (yl - y2)

= (x1 %% 2 + y1 % 2) * (x3 - x2) + (x2 %% 2 + y2 *x 2) * (x1 - x3)
(x3 *x 2 + y3 *xx 2) * (x2 - x1)

=2 (x1 * (y2 - y3) -yl * (x2 - x3) + x2 * y3 - y2 * x3)

Q + W + =
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= (x1 *¢ 2 + y1 **x 2) * (x2 * y3 - y2 * x3)

(x2 ** 2 + y2 *x 2) * (x3 * yl - y3 * x1)

(x3 *#* 2 + y3 *x 2) * (x1 * y2 - yl * x2)

= (x1 * (y2 - y3) -yl * (x2 - x3)) * (x2 * y3 - y2 * x3)

(x2 * (y3 - y1) - y2 * (x3 - x1)) * (x3 * y1l - y3 * x1)

(x3 * (y1 - y2) - y3 * (x1 - x2)) * (x1 * y2 - yl * x2)

= (x1 * (y2 - y3) -yl * (x2 - x3)) *x 2 + (x2 * (y3 - yl)

y2 * (x3 - x1)) ** 2 + (x3 * (yl - y2) - y3 * (x1 - x2)) ** 2

Mo+ + Mmoo+ 4O

(D +E)/ (2 % F)
(A +B) / (2 *0C)

e
Il

return h, k

def randNCL(points):

# randomiziramo tocke

random. shuffle(points)

for i in range(len(points)-2):

x1, yl = points[i]
x2, y2 = points[i+1]
x3, y3 = points[i+2]

# preko determinante provjerimo jesu lt kolinearne
det = x1x(y2-y3) - yl*(x2-x3) + x2*y3 - y2%x3
if det != O:

return x1, y1, x2, y2, x3, y3

return None
cap = cv2.VideoCapture(’masafs.mp4’)
tracker = cv2.TrackerCSRT_create()
# ucitamo prvi okvir t oznaCimo mMasu
ret, frame = cap.read()
bbox = cv2.selectROI(frame, False)

tracker.init (frame, bbox)

positions = []

46



# prodemo ctjeli wvideo

while True:
ret, frame = cap.read()

# break kad nema okvira
if not ret:
break
# aZurtramo tracker u novom okviTu

ok, bbox = tracker.update(frame)

if ok:
X, y, w, h = [int(i) for i in bbox]
cv2.rectangle(frame, (x, y), (x+w, y+h), (0, 255, 0), 2)
position = (x + w/2, y + h/2) # centar tracking boz-a

positions.append(position)
cv2.imshow(’frame’, frame)

# q za break
if cv2.waitKey(1l) & OxFF == ord(’q’):
break

cap.release()
cv2.destroyAllWindows ()

graphx=[]

graphy=[]

for i in range(len(positions)):
graphx . append (positions[i] [0])
graphy . append (-positions[i] [1])

plt.scatter(graphx, graphy, s=20, color=’green’, edgecolor=’black’,
linewidth=0.5)

plt.xlim(min(graphx) - 250, max(graphx) + 250)

plt.xlabel ("Horizontalni pomak (pixel)", fontsize=12)
plt.ylabel("Vertikalni pomak (pixel)", fontsize=12)

plt.show()

cap = cv2.VideoCapture(’masafs.mp4’)
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if not cap.isOpened():
print ("Error: Could not open video.")
exit()

timestamps = []

while True:

ret, frame = cap.read()

if not ret:
break

timestamp = cap.get(cv2.CAP_PROP_POS_MSEC) / 1000.0

timestamps.append (timestamp)

timestamps.pop()

cap.release()

gy=L]
for i in range(len(graphy)):
gy .append(graphy[i] + 709.5)

plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.scatter(timestamps, gy, s=20, color=’green’, edgecolor=’black’,
linewidth=0.5)

plt.xlabel("Vrijeme (sekunda)", fontsize=12)

plt.ylabel("Vertikalni pomak (pixel)", fontsize=12)

plt.show()

import sys; sys.path.append(’../’)
from PDE_FIND_CM import x*

#funkctja koja je potrebna kasnije kako bt algoritam funkcionirao
def trim(u, d):

ind = np.arange(0, len(u))

u_trim = np.delete(u, np.concatenate((ind[:d],ind[-d:]1)))

return u_trim

gy=1[]
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for i in range(len(graphy)):
gy .append (graphy[i] + 709)
t=0

1

len(positions)

o]
I

[gy]
np.array (u)

ct
I

np.array (timestamps)
dt = t[1]-t[0]

un = u
ut = np.zeros((m,n), dtype=np.complex64)
utt = np.zeros((m,n), dtype=np.complex64)

for i in range(m):
ut[i,:] = FiniteDiff(uli,:], dt, 1)
# koristi se kasnije kod funkcije TrainSTRidge
utt[i,:] = FiniteDiff(uli,:], dt,2)

ut = np.reshape(ut, (n*m,1), order=’F’)

utt = np.reshape(utt, (n*m,1), order="F’)

X_ders = np.hstack([np.ones((n*m,1)),ut])
X_data = np.hstack([np.reshape(u, (n*m,1), order="F’)])
derivatives_description = [’’,’u_t’]

X, descr = build_Theta(X_data, X_ders, derivatives_description,
P=2, data_description = ['u’])

descr

w = TrainSTRidge(X,utt,100,10)
print ("PDJ dobivena pomoc¢u STRidge:")
print_pde(w, descr)

# ucirtamo wvideo

cap = cv2.VideoCapture(’fsmat.webm’)

tracker = cv2.TrackerCSRT_create()

times = []
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# ucitamo prvi okvir t oznalimo mMasu
ret, frame = cap.read()
bbox = cv2.selectROI(frame, False)

tracker.init (frame, bbox)
positions = []

# prodemo ctjeli video

while True:
ret, frame = cap.read()

if not ret:
break

ok, bbox = tracker.update(frame)

if ok:
X, ¥, w, h = [int(i) for i in bbox]
cv2.rectangle(frame, (x, y), (x+w, y+h), (0, 255, 0), 2)
position = (x + w/2, y + h/2) # centar tracking boz-a

positions.append(position)
cv2.imshow(’frame’, frame)

# q za break
if cv2.waitKey(1l) & OxFF == ord(’q’):
break

cap.release()
cv2.destroyAllWindows ()

graphx=[]

graphy=[]

for i in range(len(positions)):
graphx . append (positions[i] [0])
graphy . append (-positions[i] [1])

plt.scatter(graphx, graphy, s=20, color=’green’, edgecolor=’black’
linewidth=0.5)
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plt.xlabel("Horizontalni pomak (pixel)",fontsize=12)
plt.ylabel("Vertikalni pomak (pixel)", fontsize=12)
plt.ylim(min(graphy) - 10, max(graphy) + 30)
plt.xlim(min(graphx) - 200, max(graphx) + 200)
plt.show()

cap = cv2.VideoCapture(’fsmat.webm’)

if not cap.isOpened():
print ("Error: Could not open video.")
exit()

timestamps = []

while True:

ret, frame = cap.read()

if not ret:
break
timestamp = cap.get(cv2.CAP_PROP_POS_MSEC) / 1000.0

timestamps.append (timestamp)

timestamps.pop()

cap.release()

x1, y1, x2, y2, x3, y3 = randNCL(positions)

# t1zraCunamo poziciju uporidta

h,k = centar(xl, y1, x2, y2, x3, y3)

# izracunamo ravnotezZni poloZaj

ref_x,ref_y = ravnotezniPolozaj(graphx,graphy)

# ralunamo kut za svaki okvir

theta = []

for x, y in zip(graphx, graphy):
# x 1 y pomak od ravnoteZnog poloZaja
dx = x - ref_x
dy = (-y) - h
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# koristimo arctg kako bi dobili thetu
angle = np.arctan2(dy, dx)
angle_degrees = np.degrees(angle)

theta.append(angle_degrees)

# transformacije polja za potrebe critanja grafa
frames = [i for i in range(len(theta))]
thetacp = theta.copy()
for i in range(len(thetacp)):
thetacp[i] -= 90

plt.figure(figsize=(10, 5))

plt.scatter(timestamps, thetacp, s=20, color=’green’, edgecolor=’black’,
linewidth=0.5)

plt.xlabel("Vrijeme (sekunda)", fontsize=12)

plt.ylabel ("Kut otklona $\\theta$ ($"\circ$)", fontsize=12)

plt.show()

import sys; sys.path.append(’../’)
from PDE_FIND_CM import x*

def trim(u, d):
ind = np.arange(0, len(u))
u_trim = np.delete(u, np.concatenate((ind[:d],ind[-d:]1)))

return u_trim

=1

= len(positions)
podatci = []
run = 10

width = 5 # sirina prozora kod PolyDiff funkcije

temp = thetacp

temp = np.copy(thetacp)

for i in range(len(temp)):

temp[i] = temp[i] + 0.3

u = [temp]
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u = np.array(u)
t = np.array(timestamps)
un = u

unt = np.zeros((m,n-2*width), dtype=np.complex64)
untt

np.zeros ((m,n-2*width), dtype=np.complex64)

ones = np.ones((m,n), dtype=np.complex64)

for i in range(m):
unt[i,:] = PolyDiff(un[i,:], t, diff=2, width=width)[:,0]
untt([i,:] = PolyDiff(un[i,:], t, diff=2, width=width)[:,1]

un = trim(un(0,:], width)

ones = trim(ones[0,:], width)

unt = np.reshape(unt, (-1,1), order=’F’)
untt = np.reshape(untt, (-1,1), order=’F’)

X_ders = np.hstack([np.ones((n*m-2*width,1)), unt])
X_data = np.hstack([np.reshape(un, (-1,1), order='F’),])
derivatives_description = [’’,’u_t’]

X, descr = build_Theta(X_data, X_ders, derivatives_description,

P=2, data_description = ['u’])

w = TrainSTRidge(X,untt,100,10)
podatci.append(w)

for i in range(len(podatci)):
print ("PDJ dobivena pomoc¢u STRidge:")
print_pde(podatcil[i], descr)
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