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Sazetak

Bilo kakva gravitiraju¢a materija u ravnoteznom je stanju gravitacijskog stiskanja
i internih tlakova. U odredenim silovitim procesima, moguce je materiju toliko sabiti
da se ona ne moze oduprijeti gravitacijskom sazimanju i dolazi do gravitacijskog ko-
lapsa u crnu rupu. Astrofizicka tijela mogu se u potpunosti opisati masom, nabojem,
angularnim momentom i povrSinom, te kompaktnost tijela odredujemo medusobnim
odnosima tih veli¢ina. Razmatranja provodimo u kontekstu opce teorije relativnosti
koja omogucuje povezivanje fizikalnih i geometrijskih veli¢ina. Ogranicenja opcenito
proizlaze iz energijskih uvjeta, kozmicke cenzure i uvjeta stvaranja crnih rupa te se
iskazuju u obliku nejednakosti. Promotrit ¢emo vazne rezultate u odnosima mase, na-
boja, angularnog momenta i povrSine s raznim uvjetima na prostorvrijeme i pocetni
skup podataka. Poblize ¢emo se baviti dinami¢nim crnim rupama sa i bez simetrij-
skog uvjeta, kao i oplenitim rotiraju¢im osnosimetri¢nim tijelima. Dodatno, objasnit
¢emo pojam geometrijske nejednakosti te za pocetak opisati izoperimetrijsku nejed-

nakost, kao i neke otvorene probleme.

Klju¢ne rijeci: opca teorija relativnosti, geometrijske nejednakosti, energijski uvjeti,

teorem pozitivne energije, Buchdahlova granica, inverzni srednji tok zakrivljenosti



Bounds on compactness of astrophysical bodies
Abstract

Any kind of gravitating matter is in a state of equilibrium between gravitational con-
traction and internal pressure. In certain extreme processes, it is possible to compress
the matter in such a way that it can no longer resist the gravitational contraction and
a gravitational collapse into a black hole occurs. Astrophysical bodies can be comple-
tely determined by their mass, charge, angular moment and area, and compactness
is established by the relations between those quantities. We are conducting our rese-
arch in the context of general relativity which enables connections between physical
and geometric quantities. Bounds arise from energy conditions, cosmic censorship
and conditions on black hole formation and we express them in terms of inequalities.
We consider some important results in relations of mass, charge, angular moment
and area with various conditions on spacetime and initial dataset. We will closely
work on dynamical black holes with and without symmetry assumptions, as well as
generic rotating axially symmetric bodies. In addition, we will explain the notion of

a geometric inequality and describe firstly the isoperimetric inequality.

Keywords: general relativity, geometric inequalities, energy conditions, positive energy

theorem, Buchdahl bound, inverse mean curvature flow
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1 Uvod

Kompaktni astrofizicki objekti karakterizirani su svojim fizikalnim i geometrijskim
veli¢inama, prije svega masom, nabojem, angularnim momentom i povrSinom. U
ovom radu zanimaju nas veze izmedu tih veli¢ina koje dobijemo metodama opce
teorije relativnosti i diferencijalne geometrije te gledamo grani¢ne i ekstremalne
slucajeve. Te veze su uglavnom geometrijske nejednakosti veli¢ina koje su primje-
njive na Sirok spektar objekata, i jednakosti koje, kao sto ¢emo vidjeti, vrijede u to¢no
odredenim slucajevima. Najjednostavniji objekti u fokusu ovog rada su crne rupe, ali
zanimaju nas i astrofizicka tijela kod kojih se nije dogodio gravitacijski kolaps, kao
Sto su neutronske zvijezde i bijeli patuljci.

Opca teorija relativnosti je geometrijska teorija gravitacije koju je A. Einstein objavio
1915. godine. Ona predstavlja poopcenje specijalne relativosti i Newtonovog zakona
univerzalne gravitacije te ju opisuje kao geometrijsko svojstvo 4—dimenzionalnog

prostorvremena. Sredisnji objekt opce relativnosti je Einsteinova jednadzba polja:

n

1
G =Ry — §gWR =8nT,  , (1.1)

ovdje zapisana u prirodnim jedinicama (G = ¢ = 1).

Za uvod instruktivno je pogledati izoperimetrijsku nejednakost kao vazan geome-
trijski rezultat. Iznosimo iskaze energijskih uvjeta i definicije raznih geometrijskih
velicina koje ¢emo koristiti. Takoder, pogledat ¢emo neke heuristicke nejednakosti
ve¢ spomenutih fizikalnih veli¢ina koje ¢e nam koristiti u daljnjoj analizi, kao Sto
su teorem pozitivne mase i Penroseova nejednakost. Ukratko ¢emo opisati i primjer
Buchdahlove granice za masu Schwarzschildove crne rupe, iako se u daljenjem raz-

matranju posvecujemo objektima s nabojem i angularnim momentom.

1.1 Izoperimetrijska nejednakost

Izoperimetrijska nejednakost povezuje granicu nekog podrucja s povrsinom ili volu-
menom geometrijskog objekta koji zatvara to podruc¢je. Ovo nam daje informaciju
koliku povrsinu ili volumen mozemo obuhvatiti zadanom duljinom granice.

Jednostavnije, u dvije dimenzije krivulja u ravnini s fiksnom duljinom zadovoljava

nejednakost povezanu s povrSinom koju obuhvacda, s tim da je ta povrSina najveca



kad je krivulja kruznica.

Teorem 1.1. Neka je L duljina zatvorene, povezane i glatke krivulje I u euklidskoj

ravnini R? i neka je A povrsina obuhvaéenog podruéja. Vrijedi:
A< —. (1.2)

Jednakost vrijedi ako i samo ako je krivulja kruznica. [1]

Ako je r radijus kruznice, onda je duljina krivulje L = 27r, a povr§ina A = mr?.

Lako se uvjerimo da jednakost vrijedi:

)
2 _ 4;; p—" (1.3)

r

Koncept izoperimetrijske nejednakosti moZze se prosiriti na viSe dimenzije, u kojima
promatramo primjerice nejednakosti povezane s povrSinom i volumenom geometrij-

skih tijela.

1.2 Teorem pogzitivne energije

Teorem pozitivne energije (ili mase) odnosi se na skup fundamentalnih rezultata koji
prije svega postavljaju ogranienje na nenegativnost gravitacijske energije izolira-
nog sustava, koja je nula jedino kad sustav nema gravitirajucih tijela i polja. Iako
su spomenuti pojmovi fizikalne prirode, mogu se formalizirati metodama diferenci-
jalne geometrije, parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i geometrijske teorije mjerenja.
Schoen i Yau su prvi iznijeli dokaz teorema, a Witten je kasnije postavio osnove al-

ternativnog dokaza preko spinora.

Teorem 1.2. Za asimptotski ravan pocetni skup podataka definiramo energiju i im-
puls svakog beskonacnog podrucja kao da je element prostorvremena Minkowskog. Ako
je pocetni skup podataka geodetski potpun i zadovoljava dominantni energijski uvjet,
svaki takav element mora biti kauzalna buducnost izvora. Ako bilo koje podrucje u be-
skonacnosti ima energiju i impuls jednake nuli, onda je pocetni skup podataka trivijalan,

tj. moze se geometrijski smjestiti u prostorvrijeme Minkowskog. [6]

Drugim rije¢ima, masa prostorvremena treba biti pozitivna ili nula ako i samo ako

je prostorvrijeme ravno. Za razumijevanje nam je potrebno nekoliko definicija:

2



Definicija 1.1. Poletni skup podataka sastoji se od Riemannove mnogostrukosti (M, g)
sa simetricnim 2—tenzorskim poljem K na M. Kazemo da je pocetni skup podataka

(M, g,K):
1. vremenski simetrican : ako je K =0
2. maksimalan : ako je trK = 0, tj. u lokalnim koordinatama ¢ K;; = 0

3. zadovoljava dominantni energijski uvjet : R—|K|§+(trgK)2 > 2|V K —d(tryK)|,

gdje je R skalarna zakrivljenost.
Vremenski simetricni podatci moraju imati nenegativnu skalarnu zakrivljenost.

Vazna pretpostavka je da sva polja materije moraju zadovoljavati neki energijski

uvjet, Sto smo u eksperimentima uocili da vrijedi za klasi¢cnu materiju.

1.3 Energijski uvjeti

Op¢enito, energijski uvjeti su skup pretpostavki ili ogranicenja na raspodjelu tvari i
energije u prostorvremenu; matematicki postavljene granice da bi se osigurala nene-
gativnost mase i energije.

U opcoj teoriji relativnosti, raspodjela energije, momenta i naprezanja opisana je ten-
zorom energije i impulsa 7. Energijski uvjeti su zapravo ograni¢enja na svojstvene
vektore i vrijednosti tog tenzora.

Jedini¢no vremensko vektorsko polje X mozemo interpretirati kao da definira svjet-

ske linije nekih idealnih opazaca. Tada skalarno polje
p="T,X"X" (1.4)

mozemo interpretirati kao gusto¢u mase i energije koju mjeri opazac u svakom dogada-
ju na svojoj svjetskoj liniji. Vektorsko polje s komponentama —7*, X" predstavlja
impuls. Ako imamo proizvoljno svjetlosno vektorsko polje 1, skalarno polje T, I*1” je
granicni slucaj gustoce mase i energije.

1. Svjetlosni energijski uvjet

Za svaki buduce orjentirani svjetlosni vektor 1 vrijedi:

T, r"=>0. (1.5)

3



2. Slabi energijski uvjet
Za svako vremensko vektorsko polje X, gusto¢a materije koju mjere odgova-

rajuci opazaci je uvijek nenegativna,

p=T,X"X">0. (1.6)

3. Dominantni energijski uvjet
Dominantni uvjet nalaze da, osim $to slabi uvjet treba vrijediti, za svako buduce
orjentirano kauzalno vektorsko polje (ili vremensko ili svjetlosno) Y, vektorsko
polje —7"* Y* mora biti buduce orjentirani kauzalni vektor. To znaci da se masa

i energija ne mogu izmjeriti s brzinom ve¢om od c.

4. Snazni energijski uvjet
Snazni energijski uvjet kaze da za svako vremensko vektorsko polje X trag

plimnog tenzora koji mjere opazaci mora biti nenegativan:

”w

1
(T - §Tg/w>X“X” >0. (1.7)

Postoje konfiguracije koje narusavaju snazni energijski uvjet, primjerice ska-

larno polje s pozitivnim potencijalom.

1.4 Geometrijske veliline

Prije nego po¢nemo s detaljnom analizom nejednakosti, potrebne su nam definicije

pojmova koje ¢emo koristiti. Prvo dajemo definiciju asimptotskih krajeva.

Definicija 1.2. Promatramo pocetni skup podataka (M, g, K) koje moze, ali ne mora
imati granicu, dimengije n. Neka je N' C M kompaktan podskup takav da svaka pove-
gana komponenta komplementa M — N je difeomorfna komplementu zatvorene kugle

u Euklidskom prostoru R". Takve povezane komponente zovu se asimptotski krajevi M.

Takoder, za diskusiju su nam bitni pojmovi ploha. Opcenito, hiperploha u 4-
dimenzionalnoj mnogostrukosti je 3—dimenzionalna podmnogostrukost koja moze
biti vremenska, prostorna ili svjetlosna. Moze biti zadana parametarskim jednadzbama
ili restrikcijom koordinata. Sve pocinje od minimalne plohe, koja se definira kao

ploha koja lokalno smanjuje svoju povrSinu, tj. srednja zakrivljenost joj je nula.

4



Takoder, minimalna ploha je vanjska (eng. outermost) ako nije odvojena od be-
skonac¢nosti nekom drugom minimalnom plohom. Mi se opcenito bavimo kompakt-

nim 2—plohama S koje su u 3—dimenzionalnim hiperplohama S.
Definicija 1.3. Kagemo da je ploha zatvorena ako je kompaktna i ima granicu.

Definicija 1.4. Zatvorena prostorna ploha S u prostorvremenu (M, g) je zatocena ako

bududée orjentirane svjetlosne zrake koje izlaze iz S konvergiraju.

Definicija 1.5. Kagemo da je 2—ploha koja je upisana u 4—dimenzgionalnu mnogos-
trukost marginalno zatocena ako je ekspanzija buduce orjentiranih izlaznih svjetlosnih

geodezika ortogonalna na plohu nula.

Drugim rije¢ima, svjetlosni geodezici koji se emitiraju prema van okomito na

plohu ne konvergiraju niti divergiraju, nego ostaju paralelni s plohom.

Definicija 1.6. Promatramo fiksirani asimptotski kraj .. Kompaktna orjentirana, ne
nuzno povezana ploha S zaklanja kraj .. ako je granica otvorenog i povezanog podrucja
Q) koja sadrzava taj asimptotski kraj i nijedan drugi. Tada kazemo da je ) zaklonjeno

podrucje.



2 Buchdahlova granica

Buchdahlov teorem precizno odreduje maksimalnu odrzivu gusto¢u obic¢ne gravita-
cijske tvari. Daje nejednakost na omjer mase i radijusa koja mora biti zadovoljena za
staticne, sferno-simetri¢ne konfiguracije tvari pod odredenim uvjetima. Toc¢nije, za

radijus R i masu m mora biti zadovoljeno:

O W~

R (2.1)

m <

u prirodnim jedinicama. Rezultat dobijemo iz vakuumskog Schwarzschildovog rjese-
nja Einsteinove jednadzbe i unutarnjeg rjeSenja za zvijezdu koja se aproksimira ide-
alnim fluidom. Idealni fluid moze se u potpunosti opisati gustocom u mirujuc¢em
sustavu p i izotropnim tlakom P. Dodatno, fluid nema viskoznost te ne podlijeze smi-
canju i toplinskoj vodljivosti. Pretpostavlja se pozitivnost gustoce i tlaka. Koristimo
i Tolman-Oppenheimer-Volkoffova (TOV) jednadzba koju koristimo u dokazivanju

Buchdahlove granice. Jednakost u (2.1) vrijedi za Schwarzschildovo prostorvrijeme.

2.1 Schwarszschildovo rjesenje

Rjesenje Einsteinove jednadzbe koje opisuje vanjsko gravitacijsko polje stati¢nog sferno-
simetri¢nog tijela opisujemo Cetverodimenzionalnom Lorentzovom metrikom ¢iji Ric-
cijev tenzor isCezava, koja je stati¢na i sferno-simetric¢na.
Prostorvrijeme je stacionarno ako ima Killingovo vektorsko polje £# koje je vremen-
skog tipa, a staticno ako je stacionarno i postoji prostorna hiperploha ¥ na koju je &
ortogonalno. Iz uvjeta stati¢nosti dobivamo neovisnost prostornih ¢lanova metrike o
vremenu i nedostatak mjesanog ¢lana tipa dtdx* te iz sferne simetrije dobivamo inva-
rijantnost na rotacije. Opcenita stati¢na sferno simetricna metrika moZze se zapisati u
obliku:

ds® = —f(r)dt* + h(r)dr® + r*(d6? + sin® d¢?) . (2.2)

Trebalo bi naglasiti da ovakav koordinatni sustav, uz probleme na polovima (6 =
0,7), u tockama gdje je £* = 0 ili V,r = 0 takoder nailazi na probleme.

Dobivanje Schwarzschildovog rjeSenja svodi se na odredivanje 10 funkcija — kompo-
nenata metrike g,, — od 4 varijable (koordinate), te odredivanje dvaju funkcija f(r)

i h(r). Potreban nam je Riccijev tenzor R, metrike, koji se dobije iz komponenti Ri-

6



emannovih tenzora R" , , koji se pak dobiju iz Christoffelovih simbola FAW. Zelimo

vAy?
dobiti vakuumsko rjesenje Einsteinove jednadzbe R, = 0. Tocnije, nakon racuna

Riccijevog tenzora, svaku neovisnu komponentu izjedna¢imo s nulom. Komponenta
R, je proporcionalna s komponentom Ry te je neCemo razmatrati. Krecemo od

vremenske:

L) 1)k (r)

Ry + - =0, (2.3)

1 1
2 nh(r) 4 h3(r) 4 f(r)h(r) 7 h(r)

iz cega mozemo dobiti:

ey = LIOWE) 1UOF 10 0.0

Nadalje, imamo

_ L) L) 1(f(r)? | 1R(r)
B =22 TR T3 Re) e *2)
iz Cega takoder dobivamo:
Loy L) 1(f'(r)?*  1f()
A T R (S AR T ML 20
Izjednacavanjem komponenti Ry; i R, dobivamo vezu f(r) i h(r):
fr) = % , (2.7)

te reskaliranjem vremenske koordinate, mozemo postaviti C = 1. Nadalje iz # kom-

ponente imamo

g r fir) rh() 1
Fgo =0 = 2 f(r)h(r) + 2 h2(r) +1 h(r)’ (2:8)
te koriStenjem izraza (2.7), kona¢no dobivamo oblik funkcije f(r):
C
fr)=1+-. (2.9)



Metriku mozemo pisati na sljededi nacin:

ds® = — (1 + g) dt® + H;Qdﬁ + rz(dﬁz + sin? 9d¢2) . (2.10)
Schwarzschildovo rjesenje je asimptotski ravno, tj. kako r — oo, komponente metrike
se priblizavaju analognim u prostorvremenu Minkowskog u sfernim koordinatama.
To omogucuje interpretaciju Schwarzschildove metrike kao vanjskog gravitacijskog
polja izoliranog tijela. Za konstantu C' promatra se ponasanje probnog tijela u rezimu
slabog polja (r — o0) s ponasanjem u Newtonovoj teoriji gravitacije. Za velike vrijed-
nosti radijalne koordinate r, ponasanje u Schwarzschildovoj metrici s parametrom C'
slaZe se s pona$anjem u newtonovskom gravitacijskom polju mase m = —< te se =<
interpretira se kao ukupna masa Schwarzshildovog polja pa se metrika pise u obliku:

ds®> = — (1 — 2_m) dt® + 1_#2_7”(1!7“2 + r2(d92 + sin? 0d¢?) . (2.11D)

r
T

Sto se ti¢e unutarnjih rjeSenja, razmatramo stati¢na sferno-simetri¢na rjesenja

Einsteinove jednadzbe sa tenzorom energije i impulsa koji opisuje idealni fluid:
Ty = puyy, + PG + uyu,) (2.12)

Da bi bila kompatibilna sa staticnom simetrijom prostorvremena, 4-brzina u* mora

biti u smjeru staticnog Killingovog vektorskog polja £*:
ut = — 3 (r)(db)" (2.13)

Trazimo rjeSenja moguc¢ih unutarnjih izvora fluidnog karaktera za vanjsku Schwarz-
schildovu metriku, koji opisuju strukturu staticnih fluidnih objekata kao Sto su zvi-

jezde. Za rjeSavanje Einsteinove jednazbe, potrebno je prvo izracunati Riccijev skalar.

) PO 1)
Fnm) T2 R T2 Rmh0)
o f) 2K() 2 (1

P TR Trwee) T e (1 h(r)

R=—

) . (214



Rjesavamo Einsteinovu jednadzbu komponentu po komponentu:

LhA'(r) 1 1
B 1 f’(r) 1 1
P = i~ () >
L") ()P (r) 1 (f'(r)? 1 f(r) 1 K(r)
S o T R S o v B § 2 o I T a1 o R T o R
Jednadzba (2.15) ovisi samo o A(r) pa iz nje mozZemo dobiti:
h(r) = TG im(r) , (2.18)
gdje je m(r) masa zvijezde zadana jednadzbom:
m(r) = 4x /T p(r)r?dr' + a . (2.19)
0

Postavimo a = 0 da bismo izbjegli singularitet u » = 0. Bududi da hiperploha > mora
biti prostornog tipa, nuzan uvjet stati¢nosti je h(r) > 0, tj. r > 2m(r). Ako je p > 0
zar > R, rjeSenje za h(r) spaja se se sa Schwarzschildovim vakuumskim rjeSenjem s

ukupnom masom preko
R
m=m(R) = 47r/ p(r)ridr . (2.20)
0
Funkciju f(r) iz metrike piS$emo kao f(r) = ¢%*("), gdje je ¢(r) proizvoljna funkcija
od r. TOV jednadzba glasi:

dP P+ pdar®P +m(r)

dr r r—2m(r) (2.21)

Sto je jednadzba hidrostatske ravnoteze zvijezde. Konacno, za stati¢nu i sferno-

simetri¢nu fluidnu zvijezdu, geometrija prostorvremena opisana je metrikom:

1
d52 — —e2¢dt2 -+ T(T)er + 7,2 (d02 + Sin2 9d¢2) . (222)

r

Nuzan i dovoljan uvjet stabilnosti je zadovoljena TOV jednadZba.



Razmatramo konfiguraciju konstantne gustoce p, nestlacivog fluida.

0 T = R
p(r) = (<R (2.23)
0 (r>R).

Za takvu raspodjelu gustoc¢e, masa je zadana sa:

4
m(r) = 57””300 > (2.24)
a ukupna masa:
R 4
m = 47?/ poridr = ?pOR?’ (2.25)
0

Dalje integriramo TOV jednazbu (2.21) i postavljamo P(R) = 0:

(83— 8mr2py)? — (3 — 87R%po)?

P(T> = po 1 1 -
3(3—81R2%py)2 — (3 —8mr2py)?

(2.26)

Zapisujemo gornji izraz preko mase i postavljamo r = 0, tj. gledamo tlak u sredistu

1— (1 2m)3
P.=po ( 75) (2.27)
3(1-%)* -1
Sredisnji tlak postaje beskonacan kad je:
2m g
3[1——) =1 2.28
(i) o, 22
tj. kad je:
R = Zm . (2.29)

Bitno je primijetiti pretpostavke koje smo koristili: za gusto¢u p(r) = p, =konst. i

po > 0te za tlak P(r) > 01i P'(r) < 0.

2.2 Buchdahlova granica

U opcoj relativnosti, zvijezde konstantne gustoce s masom m > 4R /9 ne mogu pos-

tojati. Drugim rije¢ima, najve¢a moguca masa zvijezde konstantne gustoce p, dana
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je izrazom

(2.30)

gdje je koriStena veza mase i radijusa iz (2.25). Masa zvijezde ima gornju granicu
definiranu s

R (2.31)

m <

O W~

koja je tzv. Buchdahlova granica. Jednakost se postize samo u slu¢aju unutarnjeg
Schwarzschildovog rjeSenja kada srediSnji tlak divergira. Time se usput krsi jaki
energetski uvjet.

Postojanje gornje granice na masu zvijezde zadanog radijusa R ve¢ dolazi iz uvjeta

h(r) > 0, Sto daje nuzan uvjet stati¢nosti:

(2.32)

m <

R
2 2
ali Buchdahlov teorem pruza oStriju granicu.

3 Geometrijske nejednakosti crnih rupa

Opca teorija relativnosti je geometrijska teorija, u kojoj se geometrijske nejednakosti
prirodno pojavljuju. Mnoge od njih su u istom duhu kao i izoperimetrijska nejed-
nakost. Cesto je slu¢aj da veli¢ine imaju jasnu fizikalnu interpretaciju te o¢ekivana
ponasanja gravitacijskih polja i tvari predlazu netrivijalne geometrijske nejednakosti.
U nasoj analizi oslanjamo se na teorem pozitivhe mase. Za uobiCajene astrofizicke
objekte, opcenita svojstva tvari imaju kompliciranu strukturu te je teze pronaci od-
govarajuce nejednakosti, dok su crne rupe u tom kontekstu poprilicno jednostavni
objekti koji igraju ulogu ”elementarnih Cestica” u teoriji. Teorem o jedinstvenosti cr-
nih rupa kaze da u elektrovakuumu crne rupe karakteriziramo s trima parametrima:
povrSinom A, angularnim momentom J i nabojem ). Masu crne rupe m dobijemo

direktno iz tih parametara kojima je jednoznac¢no odredena. Prva i najvaznija nejed-

/| A

11

nakost je Penroseova:



Tocnije, ako je (M, ¢g) asimptotski ravna Riemannova 3—mnogostrukost s nenegativ-
nom skalarnom zakrivljenosti i Arnowitt - Deser - Misner (ADM)! masom m, gdje
je A povrsina krajnje (outermost) minimalne plohe s proizvoljnim brojem poveza-
nih komponenti, vrijedi (3.1). Ta nejednakost je cisto geometrijska Cinjenica i od-
govara slucaju potpune 3—dimenzionalne prostorne geodetske podmnogostrukosti u
(3 + 1)—dimenzionalnom prostorvremenu. Takva podmnogostrukost se cesto zove
vremenski simetrican pocetni skup podataka za prostorvrijeme. Zahtjev da (M, g)
ima nenegativnu skalarnu zakrivljenost ekvivalentan je zahtjevu da prostorvrijeme
zadovoljava dominantni energijski uvjet. Jednakost u (3.1) vrijedi ako je prostor-
vrijeme izometri¢no sa prerezom Schwarzschildovog prostorvremena izvan vanjske
minimalne plohe, tj. izvan horizonta dogadaja.

Takoder, nejednakosti:

s @ HVQ 4T
- 2 >

A>dn/QV 1 42, (3.3)

igraju vaznu ulogu. Jednakosti u (6.4) i (3.3) vrijede samo za ekstremalne crne

(3.2)

rupe. Ekstremalne crne rupe, po definiciji, imaju povrSinsku gravitaciju nula, a to
povlaci specifican odnos medu njihovim parametrima. Naime, crne rupe opcenito
nisu stacionarne te se ¢esto ne mogu opisati s nekolicinom parametara. Svakako se
izrazi (3.1) - (3.3) mogu prenijeti u potpuno dinamicne slucajeve jer su povezani s
globalnom evolucijom Einsteinovih jednadzbi i kozmi¢kom cenzurom.

Velik problem je definicija parametara parametara crne rupe, posebno angularnog
momenta dinami¢ne crne rupe, ali za osnosimetri¢ne, J je dobro definiran i o¢uvan

u vakuumu.

3.1 Fizikalna pozadina

Najvaznija nejednakost za dinamic¢ne crne rupe je upravo Penroseova koja povezuje
globalna svojstva gravitacijskog kolapsa s geometrijskim nejednakostima na pocetne

uvjete. Pretpostavimo da u gravitacijskom kolapsu vrijedi:
1. Gravitacijski kolaps rezultira crnom rupom (slaba kozmicka cenzura).

2. Prostorvrijeme u konacnici postaje stacionarno. Nakon nekog vremena sva ma-

1Ukupna masa asimptotski ravnih prostorvremena

12



terija je upala u crnu rupu tako da je sve oko crne rupe elektrovakuum.

Preispitajmo drugu to¢ku. Teorem jedinstvenosti crne rupe povlaci da je konacno
stanje dano Kerr-Newmanovim rjeSenjem. Oznacimo s my, Ag, Jo, Qo masu, povrsinu,
angularni moment i naboj konac¢ne Kerr-Newmanove crne rupe. Da bi je dobro opi-
sali, mora vrijediti nejednakost
J2
d=m2-Q*— % >0, (3.4)

2_
mg

Sto je ekvivalentno nejednakosti

Qo+ V@5 +4J5 (3.5)

mgz 5

Kerr-Newmanova crna rupa je ekstremalna ako u (3.5) vrijedi jednakost. Povrsina
crne rupe dana je sa:

Ay = 4 (zmg QP 2m0\/3> , (3.6)

koja ima smisla jedino ako je nejednakost (3.5) zadovoljena. Penroseov argument
u gravitacijskom kolapsu promatra Cauchyjevu plohu S u prostorvremenu u kojem
se kolaps ve¢ dogodio. Neka je ¥ sjeciSte horizonta dogadaja i plohe S i neka je
Radiation
Singularity (Jo, qo, m0)

5
24

Horizon

(J,q,m)

Slika 3.1: Shematski prikaz gravitacijskog raspada. Preuzeto iz: [10]

A njegova povrsSina. Neka su (m, @, J) ukupna masa, naboj i angularni moment u

prostornoj beskonacnosti. Sve veli¢ine se mogu dobiti iz pocetne plohe S. Teorem o

13



evoluciji povrSine crne rupe (B.2) kaze da se povrSina crne rupe povecava s vreme-
nom:

i buduci da gravitacijski valovi odnose pozitivhu energiju, ukupna masa prostorvre-

mena bi trebala biti ve¢a od mase crne rupe:

Povrsina preostale crne rupe A, dana je jednadzbom (3.6) preko konacnih parame-
tara i monotono je rastuc¢a funkcija od my. Koriste¢i tu monotonost i nejednakosti
(3.7) 1 (3.8), dobivamo:

m2

21/2
AgAOg4w<2m2—Q3+2m(m2—Q2—i> ) (3.9)

Budu¢i da nam nisu poznati parametri g i Jy, a svakako se pojavljuju s negativnim

predznakom, moZemo pisati:

m

2\ 1/2
A< Ay < 4 <2m2 Q2 2m(m2 QP - ‘]—02> ) < 167m? . (3.10)

Jedino pitanje koje preostaje je procjena povrsSine od plohe X preko geometrijskih
veli¢ina te nam treba cijelo prostorvrijeme da znamo gdje je horizont dogadaja. Pret-
postavimo da ploha S sadrzi buducu zarobljenu 2—plohu X4. Opcenito, ¥, bi trebala
biti sadrzana u %, ali to ne zna¢i da je nuzno manja od nje. Ako uzmemo sve plohe &
koje okruzuju X, s A,in(20) 0znacujemo infimum svih povrsina takvih ploha. Tada
imamo A,,;,(2) < A(X). Prednost takve konstrukcije je da A,,;,(%¢) moZemo dobiti
iz Cauchyjeve plohe S. Kombinacijom nejednakosti opet dobivamo Penroseovu:
Apin(Zo)

Py i — A 3.11
m= 167 ( )

Daljnje pitanje je kako ukljuciti parametre () i J u takvu nejednakost, tj. kako se od-

nose konacni i poCetni parametri. Ako materija nije nabijena, onda je naboj ocuvan:

Q=CQo, (3.12)
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te imamo verziju nejednakosti s nabojem:

1/2
Apin(D) < A < 4r <2m2 —Q2+2m <m2 - Q2> ) . (3.13)

Angularni moment je malo kompliciraniji jer opéenito nije o¢uvan. Osna simetrija

daje iznimku u vakuumskim prostorvremenima:
J=1J. (3.14)

Osnosimetri¢ni gravitacijski valovi ne prenose angularni moment. Za nevakuum-
ska prostorvremena to ne vrijedi te materija moZe prenositi J i u osnoj simetriji.
U elektrovakuumu, zbroj gravitacijskog i elektromagnetskog angularnog momenta
je ocuvan. Ukupna Penroseova nejednakost za osnosimetricne elektrovakuumske
pocetne podatke glasi:

Apin(X0) < A <Am <2m - Q2+ 2m(m —Q*— é—i)”j (3.15)

gdje se angularni moment moze dobiti iz bilo koje zatvorene plohe koja okruzuje
crnu rupu. Nejednakost (3.15) implicira granicu:

2o Q@ +AS

5 (3.16)

Ova nejednakost se moze gledati kao pojednostavljena verzija Penroseove nejedna-
kosti, jedina razlika je da se ne pojavljuje povrsina horizonta. Nejednakost je takoder
globalna; prije svega koristi masu prostorvremena te globalne restrikcije na pocetne
podatke: osnu simetriju i elektrovakuum. PovrSina A, angularni moment J i naboj @
su kvazilokalni u osnoj simetriji jer nose informaciju o ogranicenoj domeni prostor-
vremena. Pitanje je, zadovoljavaju li dinamic¢ne crne rupe kvazilokalne nejednakosti,
¢ija je prednost bolja kontrola nad dinamikom crne rupe.

Energiju gravitacijskog polja ne mozemo lokalno opisati, ali mozemo pokusati kvazi-

lokalno. Po formuli (3.6) za povrsinu, Zelimo napisati izraz za masu:

m(Q'+4J%)
Mtk = \/167r A ’ (317
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gdje smo izbacili indekse 0 i masu crne rupe oznacili s m,;, Ovaj izraz poznat je kao
Christodoulouova masa crne rupe. No opisuje li i kvazilokalnu masu nestacionarne

crne rupe? Gledamo odnos mase crne rupe i mase prostorvremena:

Ova nejednakost implicira Penroseovu, ali za slucaj viSe crnih rupa ne vrijedi. Izraz
(3.17) trivijalno zadovoljava i (3.16). Ako prihvatimo (3.17) kao tocan izraz, onda
nam on daje kvazilokalnu verziju od (3.16).

U evoluciji mase crne rupe myy,, po teoremu evolucije povrsine (B.2), povrSina hori-
zonta Ce rasti. Pretpostavimo li osnu simetriju i elektrovakuum, angularni moment
¢e biti ocuvan na kvazilokalnoj razini. Fizikalno, i masa crne rupe se treba povecavati
s vremenom. Uzet ¢emo vremensku derivaciju od m,,,. Prije svega, zapisat ¢emo prvi

zakon termodinamike

&nw;:éiéA—FQde%—éHéQ (3.19)
T
gdje su:
1 47\ 2
— 1—(— L4147 2
K 4mbh( <A>(Q+J)>, (3.20)
povrsinska gravitacija,
4 J
Qy = 3.21
H Ambh ) ( )
kutna brzina crne rupe, i
4

potencijal na horizontu. Pojavljuje se ranije definirani d, koji zapisan preko A, J i Q

d= m%%h(le%)Q (1 Q'+ 4J2)<4£>2> , (3.23)

Po naSim pretpostavkama, dobivamo odnos derivacija mase i povrSine (po vremenu

glasi:

vanjskog opazaca):

T, = —A | (3.24)
8

gdje smo koristili ¢injenicu da su naboj i angularni moment o¢uvani. Po teoremu
evolucije povrsine (B.2) imamo

A>0. (3.25)
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Vremenska derivacija mase my,, je takoder pozitivna ako i samo ako je x > 0, tj.:

Ar\/QT + 42 < A . (3.26)

Mozemo zakljuciti da bi nejednakost (3.26) trebala biti zadovoljena za sve osnosime-
tricne crne rupe. Jednakost je zadovoljena samo za ekstremalnu Kerr-Newmanovoj
crnu rupu. Konacno, moZemo reci da je veli¢ina crne rupe ogranicena odozdo nabo-
jem i angularnim momentom. Takoder imamo netrivijalnu monotonu veli¢inu my;, u
elektrovakuumu.

Fizikalni argumenti koji podupiru nejednakost (3.26) slabiji su od onih za Penrose-
ovu nejednakost. KrSenje (3.26) bi samo ukazalo da kvazilokalna masa nije dobra za

opis nestacionarnih crnih rupa.

3.2 Veli¢ine u osnoj simetriji

Osna simetrija ima vaznu ulogu u nejednakostima s angularnim momentom. Prije
svega, osna simetrija osigurava ocuvanje angularnog momenta na globalnoj razini,
a kvazilokalni angularni moment se moze definirati samo u osnoj simetriji. Ta svoj-
stva su usko vezana za vakuumska prostorvremena jer Komarov integral osigurava i
ocuvanje veli¢ine i definiciju. Za nevakuumska prostorvremena mozemo dobiti dobar
izraz, ali viSe nema ocuvanja gravitacijskog angularnog momenta. Zato nam je bitna

osna simetrija jer je u elektrovakuumu ukupni angularni moment oc¢uvan.

Definicija 3.1. Prostorvrijeme (M, g) je osno simetricno ako njegova grupa izometrija

ima podgrupu izomorfnu s SO(2).

Neka je M 4—dimenzionalna mnogostrukost s metrikom g, i Levi-Civita konek-
cijom V,. Promatramo proizvoljni tenzor energije i impulsa 7}, koji zadovoljava
ocuvanje:

ver, =0. (3.27)

j2%

Ako prostorvrijeme ima Killingovo vektorsko polje £, onda vektor

KN = T,uy fu ’ (328)
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ima iS¢ezavajucu divergenciju,

VK" =0. (3.29)

Ova jednadzba nam daje integralni zakon ocuvanja preko Stokesovog teorema. Dalje
¢emo umjesto tenzora koristiti diferencijalne forme. Neka je K 1—forma definirana

preko (3.28). Onda je (3.29) zapisana kao:
d+*K=0, (3.30)

gdje je d vanjska derivacija, a dual p—forme je definiran u odnosu na volumni element

€.w)y S Obzirom na metriku Gy formulom:
_ V...V
Ky sy = O P gy - (3.31)

Neka je Q2 proizvoljna 4—dimenzionalno, orijentabilno podruc¢je u M i neka je 92
njena 3—dimenzionalna granica koja moZze imati nepovezane komponente. Onda,

koriste¢i Stokesov teorem imamo

O:/d*K:/ *K . (3.32)
Q a0

Gledamo neku prostornu 3—plohu S. Oc¢uvana veli¢ina koja odgovara Killingovom
vektoru ¢* u odnosu na S je:

K(S) = / K . (3.33)
S

Za malo bolji uvid, recimo da je 2 vremenski cilindar takav da je granica 0f) sastav-

ljena od donje i gornje plohe S; i S, i vremenskog dijela C. Imamo
0 :/ K = K(S)) — K(S5) +/*K. (3.34)
09 c

Integral po vremenskoj krivulji C je tok od K(S) te se gornja jednadzba moZe inter-
pretirati kao zakon oc¢uvanja K (.5).

Ako je Killingov vektor §# takoder simetrija tenzora 7,

£eT,, =0, (3.35)
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gdje je £ Liejeva derivacija, onda sljede¢i vektor ima iS¢ezavajucu divergenciju,

A

1
K, = 8x(T,,€" — 516 , (3.36)

gdje je T'tragod T, .

Ocuvane veli¢ine K (S) prirodno su definirane kao integrali po prostornim 3—plohama,
a uravnom prostorvremenu mozemo ih prebaciti u grani¢ne integrale po 2—plohama.
U zakrivljenim prostorima opcenito ne mozemo preci iz prostornih u grani¢ne inte-
grale, osim u slucaju elektromagnetskog polja kao Sto ¢emo vidjeti, te se prije svega
posve¢ujemo naboju. Elektri¢ni naboj predstavlja "ocuvani naboj” u zakrivljenom

prostorvremenu. Maxwellove jednadzbe dane su sa:

V“FW = —4nj, ,

(3.37)
V[MFVC@ - 0 .
Maxwellove jednadzbe napisane u obliku formi dane su sa:
d*F =dm*j,
(3.38)
dF =0.
Tenzor energije i impulsa zadan je preko elektromagnetskog tenzora:
o= Lp pr oty popv 3.39)
% _E( At v _Zguy Ay ) (

Neka je S zatvorena orijentabilna 2—ploha upisana u M. Elektri¢ni naboj je definiran

integralom:

" 4r

Q(S) ! / «F . (3.40)
S

Neka je S 3—ploha s granicom S, pa koriste¢i Stokesov teorem i Maxwellove jed-

nadzbe, imamo

Q(S) = /S*j . (3.41)

Iz jednadzbi (3.38) dobijemo izraz analogan (3.30):

dxj=0. (3.42)
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Uzmemo li opet podrucje (2 i Stokesov teorem, dobit ¢emo izraz analogan s (3.34) za

0:/*j—/*j+/*j. (3.43)
S1 So C

Konactno, uz (3.41) dobivamo:

struju:

Q(S)) — Q(Ss) — /C g, (3.44)

Sto je zakon oCuvanja naboja. U tom izrazu imamo integrale po 2—plohama, u su-
protnosti s izrazom (3.34) gdje su integrali po 3—plohama. To je zato Sto imamo
Maxwellovu jednadzbu (3.38) koja nam to omogucuje. Kad nema struje, naboj je
strogo ocuvan.

Q(S1) = Q(Sz) (3.45)

Kao i ranije, ¢ je Killingov vektor u osnoj simetriji. Orbite vektorskog polja &
su ili tocCke ili kruznice. Pretpostavljamo da je skup tocaka orbite I', tj. os simetrije,
ploha, stoga je ¢ prostoran oko I'. Nadalje pretpostavljamo da je uvijek prostoran
izvan I". Ako to ne bi bilo zadovoljeno, imali bismo zatvorene kauzalne krivulje,
Sto izbjegavamo zato Sto ne podrzavaju stacionarnost i oCuvanje velicina. Formu

oznacavamo podebljanim znakom &, a kvadrat norme sa &.

Promatramo Einsteinove jednadzbe na osnosimetricnom prostorvremenu,
G, =81, . (3.46)

Komarov integral Killingovog polja definiran je po dvodimenzionalnoj plohi S na
sljedec¢i nacin:
1 1
J(S) = 162 /e,mv &= W/*dg, (3.47)

te preko Stokesovog teorema dobijemo:

J(S) = 1é7r / d*de (3.48)

gdje je S 3—ploha s rubom S. Definiramo 1—formu K na nacin:
K=K,=R,¢, (3.49)

20



koju mozemo napisati preko tenzora energije i impulsa:
, 1
K, = 8x(T,, & — 5T¢,) . (3.50)

Nadalje, dobijemo zakon o¢uvanja angularnog momenta u osnoj simetriji na sli¢can

nacin kao i zakon oCuvanja naboja:

J(S)) = J(Sy) = 8i/*1< 3.51)
C

™

Desna strana predstavlja promjenu momenta gravitacijskog polja. U vakuumu imamo
strogo ocuvanje,

J(81) = J(S2) (3.52)

Masu promatramo preko energije. Ukupna energija polja s Killingovim vektorom

vremenske translacije £# na prostornoj Cauchyjevoj hiperplohi ¥ definirana je sa

£ = /2 T, n"€", (3.53)

gdje je n, jedini¢ni vektor normalan na ¥. Uvjet V#T,, = 0 brine se za oCuvanje
ukupne energije, neovisno o odabiru Y. Energetska svojstva su predstavljena tenzo-
rom 7T, te lokalna energija koju mjeri opazac ostaje dobro definirana.

Iako ne postoji dobra definicija gustoce energije gravitacijskog polja, postoji korisna
ukupna energija izoliranog sustava, tj. ukupan 4—vektor energije i impulsa u asimp-
totski ravnom prostorvremenu. Prvi korak je promatranje izoliranog sustava u opcoj
relativnosti kao analognog Cestici u specijalnoj relativnosti, s vektorom energije i im-

pulsa p*, gdje je energija vremenska komponenta £ = —p,{*. Masa Cestice je:

m = \/—pup*, (3.54)

tako da ako cestica miruje imamo £ = m. U Newtonovoj gravitaciji, potencijal ¢

zadovoljava Laplaceovu jednadzbu u vanjskom vakuumskom podrucju:
Vip=0, (3.55)

stoga imamo multipolni razvoj od ¢ i masa m izoliranog sustava moze se definirati
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kao minus koeficijent vodeceg ¢lana. Za asimptotska svojstva gravitacijskog polja

mozemo dati definiciju mase preko "Gaussovog zakona”:
1 =
m=— / Vo-ndA, (3.56)
4 S

gdje smo uzeli integral preko bilo koje topoloske 2—sfere S koja zatvara sve izvore s 7.
jedini¢nim normalnim vektorom prema van. Integral ne ovisi o S zbog uvjeta (3.55).
Buduéi da je V¢ sila koja djeluje na probnu masu da je dr¥i u mjestu, 47m je samo
ukupna sila prema van koja drzi u mjestu probnu materiju s jedinicnom povrsSinskom
gusto¢om mase koja je rasporedena po S.

Promatramo sad staticno asimptotski ravno prostorvrijeme C¢iji je vremenski Killin-
gov vektor ¢" normaliziran tako da faktor crvenog pomaka V = /—,&" ide u 1

u beskonacnosti. U staticnim prostorvremenima stajanje u mjestu je definirano kao

pracenje orbite Killingovog vektora, Cija je orbita zadana akceleracijom:

o = %W (%> N % Y, (3.57)

te sila na probnu masu mora biti proporcionalna toj akceleraciji. Ako Zelimo opisati
silu kojom djeluje opazac¢ u beskonacnosti, sila ¢e se razlikovati od lokalne za faktor

V. Promatramo topolosku 2—sferu S koja je na hiperplohi ortogonalnoj s £#. Veli¢ina

F / n” (5) V,6dA (3.58)
S

moze se interpretirati kao ukupna vanjska sila kojoj udaljeni opaza¢ mora djelovati
da bi zadrzao u mjestu jedini¢nu povrsSinsku gusto¢u mase koja je raspodijeljena po

S. Killingova jednadzba V¢, = V[,{,) omogucava da zapiSemo jednadzbu kao:

Fo / N6 dA = — / ey VET (3.59)
2 Js 2 Js

gdje je N* = 2V ~L¢lt NV bivektor normalan na S i €, volumni element na pros-

torvremenu u odnosu na metriku i drugi integrand je 2—forma « koja se integrira
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preko dvodimenzionalne podmnogostrukosti S. Integrand zadovoljava:

A A
"N o euag VET] = €7 €00 Vo VLT

e "Avuy
(3.60)
=4V, V¢
= _4Rpo_€0' >
gdje smo koristili (B.2.13, iz [9]):
AN,y = (—1) (= f)glo, g (3.61)
gdje je s broj minusa u signaturi metrike, i (C.3.9, iz [9]):
VIV & = =R . (3.62)
PomnozZzimo li jednadzbu (3.60) sa €,z i kontrahiramo po p, dobijemo:
Aev) 2 p ¢O
v[n (Eaﬁ]/\'yv 5 > - §R gf €oraf > (363)

Sto iS¢ezava u vakuumu R, =0, stoga diferencijalna forma «,, = e,“,,WVAS7 zado-
voljava:

doao=0. (3.64)

Upotrebom Stokesovog teorema, integral na desnoj strani (3.59) je neovisan o oda-
biru S kao i u Newtonovom slucaju. Bududi da integrali predstavljaju istu fizikalnu

veli¢inu, dolazimo do definicije ukupne mase:

1
m= - / €y VET (3.65)
S

koja je poznata kao Komarova masa, te daje dobru definiciju ukupne mase u staci-
onarnim asimptotski ravnim prostorvremenima. Takoder, opisuje masu kao o¢uvanu
veli¢inu u stacionarnim prostorvremenima u odnosu na vremensku translaciju.

Ako je 2—sfera S granica prostorne hiperplohe ¥ takva da je ¥ U § kompaktna mno-

gostrukost s granicom, mozemo koristiti Stokesov teorem da dobijemo volumni inte-
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gral:

1 1 /
m=—-——[| a=—— [ du
81 Js 8T Jx

= _S%év[pGW]Mv)\fv)

1
_ R €€ (3.66)

_EE

1
— [ R, nr€dv

- 4 b
1 v
_9 / <TW _ 5Tgw,)n“g v .
¥
Primijetimo da u zadnjem redu pod integralom imamo izraz slican (1.7) pa dobivamo

vezu teorema pozitivne mase i snaznog energijskog uvjeta.

3.3 Glavni rezultati
3.3.1 Globalna nejednakost
Promotrimo sada nejednakost ukupne mase i naboja, tj. postavljamo J = 0 u (3.16).

Teorem 3.1. Promatramo osnosimetricne, asimptotski ravne maksimalne pocetne po-
datke u elektrovakuumu s dva asimptotska kraja. Neka su m, J i (Q ukupna masa,

angularni moment i naboj na jednom od krajeva. Tada vrijedi nejednakost [10]:

s @ VQ 4

5 (3.67)

Sve velicine su dobro definirane za opcenite asimptotski ravne podatke koji nisu
nuzno osnosimetri¢ni, ali nejednakost ne vrijedi bez pretpostavke o simetriji. Ako je
topologija mnogostrukosti trivijalna, onda se teorem reducira na teorem o pozitivnoj
masi. Primjer netrivijalnog skupa pocetnih podataka je prerez ¢t =konst. u neekstre-
malnoj Kerr-Newmanovoj crnoj rupi u Boyer-Lindquist koordinatama.

OgraniCenja ovog teorema su:
1. maksimalnost podataka,

2. nema uvjeta rigidnosti (nije jasno vrijedi li jednakost isklju¢ivo u nekom speci-

jalnom slucaju ili za cijelu klasu rjeSenja),

3. podatci imaju samo dva asimptotska kraja.
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Maksimalni podatci imaju veliku ulogu u dokazu jer osiguravaju pozitivno definiranu
skalarnu zakrivljenost.

Kerr-Newmanova crna rupa, tj. njeni pocetni podatci, koji imaju jednakost u (3.67),
imaju jedan ravan i jedan cilindrican asimptotski kraj. Da bi i njih ukljucili u teorem,
uzet cemo u obzir drugi skup podataka, Brillove pocetne podatke.

Brillovi pocetni podatci sastoje se od dvije nerotirajuce izolirane i nenabijene crne
rupe s odredenim pozicijama u prostoru, sa svojim raspodjelama masa i momenta.
Metrika prostorvremena i tenzor ekstrinzi¢ne zakrivljenosti su odredeni tim pocetnim

uvjetima.

Teorem 3.2. Promatramo vakuumske Brillove pocCetne podatke. Vrijedi nejednakost:

m > /7] (3.68)

Jednakost vrijedi samo ako su podatci vremenski izrezak ekstremalnog Kerrovog pros-

torvremena [10].

Ocekujemo da nejednakost (3.67) vrijedi za mnogostrukosti s proizvoljnim bro-
jem asimptotskih krajeva, ali to je i dalje otvoreno pitanje. Postoji parcijalni rezultat
koji ¢emo opisati preko masenog funkcionala M, koji predstavlja donju granicu za

masu.

Teorem 3.3. Promatramo osnosimetricni vakuumski i asimptotski ravni maksimalni
skup pocetnih podataka s N asimptotskih krajeva. Oznacavamo sa m;, J; (i = 1,...,N)
masu i angularni moment pojedinog kraja. Uzmemo li masu jednog kraja (prvog), ta

masa zadovoljava nejednakost:
ma 2M(J2,...,JN), (369)

gdje M(.Js, ..., Jy) predstavlja numericku vrijednost masenog funkcionala na odgova-

raju¢im harmonickim preslikavanjima [10].

Maseni funkcional opisuje gravitacijske efekte tvari i energije te utjecaj na gravita-
cijsko polje i zakrivljenost prostorvremena. Definira se kao integral gustoce energije

u promatranom podrucju. Ovaj teorem za sobom povlaci nejednakost:

M(Jay o, In) > V] (3.70)
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koja je numericki ispitana za tri asimptotska kraja.
Svi gornji rezultati pretpostavljaju potpune mnogostrukosti bez unutarnjih rubova,

tj. potpune mnogostrukosti bez rubnih to¢aka unutar mnogostrukosti.

3.3.2 Kvazilokalne nejednakosti

Promatramo Einsteinove jednadzbe s kozmoloskom konstantom A,

G, =8r(TM+T,)—Ag,, (3.71)

nv

gdje je T elektromagnetski tensor energije i impulsa definiran preko tenzora F,,
kao u (3.39). Naboj proizvoljne zatvorene orjentirane 2—plohe S, koja je upisana u

prostorvrijeme, definiran je preko (3.40).

Teorem 3.4. Ako za zatvorenu marginalno zatocenu plohu S koja zadovoljava vanjski
stabilni (eng. stably outermost) uvjet, u prostorvremenu koje zadovoljava Einsteinove
jednadzbe s nenegativnom kozmoloskom konstantom i ako neelektromagnetski tenzor

T,,, zadovoljava dominantni energijski uvjet, tada vrijedi nejednakost [10]:
A>4nQ*. (3.72)

Ovaj teorem je u potpunosti kvazilokalan i primjenjiv na opcenite crne rupe bez
ikakvog simetrijskog uvjeta. Takoder, pretpostavlja se da je materija nenabijena, tj.
V. F* # 0. Jedini uvjet koji je postavljen je da T, zadovoljava dominantni energij-

ski uvjet.

Teorem 3.5. Promatramo maksimalne pocetne podatke u elektrovakuumu s nenegativ-

nom kozmoloskom konstantom. Pretpostavimo da je S stabilna izoperimetrijska sfera.
Tada vrijedi [10]:

A> 4%@2 : (3.73)

Ova nejednakost ima drugaciji koeficijent od prethodne. Treba imati na umu da

je izoperimetrijska sfera konceptualno slicna minimalnoj: diferencijalni operator je

isti, jedina razlika je da izoperimetrijske maksimiziraju volumen koji obuhvacaju, dok

minimalne lokalno minimiziraju povrsinu.

Teorem 3.6. Promatramo osnosimetricni, vakuumski i maksimalni skup pocetnih po-

dataka s nenegativnom kozmoloskom konstantom. Pretpostavimo da pocetni podatci
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sadrze orjentabilnu zatvorenu stabilnu minimalnu osnosimetricnu plohu S. Vrijedi:
A > 8rl|J| . (3.74)

Ako vrijedi jednakost, onda je A = 0 i lokalna geometrija plohe S je sfera grla ekstre-

malne Kerrove crne rupe [10].

Kerrova sfera grla geometrijski je objekt unutar ergopodrucja; 2—dimenzionalna
ploha koja predstavlja grlo ergopodrucja, nalazi se na ekvatoru, konstantnog radijusa
koji predstavlja stati¢ni limes.

Ovaj teorem ima dvije glavne restrikcije: uvjet maksimalnih podataka i vakuum. One

se mogu zaobici sljede¢im teoremom:

Teorem 3.7. Za osnosimetricnu marginalno zarobljenu plohu S koja zadovoljava pros-
torvremenski stabilni vanjski uvjet koji je kompatibilan s osnom simetrijom, s nene-
gativnom kozmoloskom konstantom i zadovoljava dominantni energijski uvjet, vrijedi
nejednakost:

A > 8|, (3.75)

gdje je J Komarov angularni moment od S. Ako vrijedi jednakost onda je S dio nesireceg

horizonta s geometrijom Kerrove sfere grla [10].

Angularni moment koji se ovdje pojavljuje Cisto je gravitacijski. Polja materije
takoder mogu imati angularni moment koji se moze prenijeti na crnu rupu, ali nejed-

nakost vrijedi i u tom slucaju.

4 Nejednakosti povrsine i naboja

Zanima nas postoje li slicne nejednakosti bez pretpostavke o simetriji pa ¢emo pro-
matrati nejednakosti koje ukljucuju elektri¢ni naboj jer je on uvijek dobro definirana
kvazilokalna veli¢ina.

Promatramo Einsteinove jednadzbe

G =85(TEY 1 1,,) ~ Mg, 4.1)
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gdje je TfyM elektromagnetski tenzor energije i impulsa (3.39). Naboji proizvoljne

zatvorene, orjentirane 2—plohe S koja je upisana u prostorvrijeme definirani su sa:

1
_ | xF
QE 47_[_/8* uy 2
1
Qm

= — s
47 S

(4.2)

gdje je xF,, = %ew,MFM. Ovdje samo pretpostavljamo da tenzor 7, zadovoljava

dominantni energijski uvjet.

4.1 Nejednakost povrsine i naboja

Promatramo zatvorenu orijentabilnu 2—plohu S smjeStenu u prostorvrijeme M s
metrikom g, i Levi-Civita koneksijom V. Induciranu metriku na S oznatavamo s
q,.,» Levi-Civita konekeiju s D), i Riccijev skalar 2R. Oznacavamo s dA mjeru povrS$ine
na S. Promatramo svjetlosne vektore [* i k* koji razapinju ravninu normalnu sa § i

normalizirani su na nacin [k, = —1 tako da imamo slobodu skaliranja:
I L gy (4.3)

Uzimamo [* kao svjetlosni vektor prema van. Ekspanzija #) i smicanje a,% povezani

sa svjetlosnom normalom /#* dani su sa

1

00 =q, Vi, , ol)=d"q,Vil, — 59@% : 4.4
Normalna fundamentalna forma Q,(p dana je sa:
QY =~k V4l (4.5)
Transformacije uzrokovane reskaliranjem daju veli¢ine:
0 =0 oD =fol) Q=00 +D,(Inf). (4.6)
Metrika prostorvremena moZe se zapisati na sljede¢i nacin:
Gy = Qv — by — Lk, 4.7)
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Ploha S je marginalno vanjska zato¢ena ploha ako je ) = 0.

Definicija 4.1. Za zatvorenu marginalno zatocenu plohu S i vektor v* ortogonalan na
nju, kazemo da zadovoljava vanjski stabilni uvjet u odnosu na smjer v* ako i samo ako

postoji funkcija 1) > 0 na S takva da varijacija 6% po 1v* zadovoljava:
S0 >0, (4.8)

gdje nam § ozgnacava operator varijacije povezan s deformacijom plohe.

Opcenito, varijacija J,« nekog geometrijskog objekta o na plohi S u smjeru vek-

tora p* je definirana kao:
oo

:a—o_’

4.9

dpcr

za bilo koju jednoparametarsku familiju ploha S, sa Sy = S i p'Ou = 0/00|,—0.

Varijacija je aditivna na sljede¢i nacin:
Syr 10V = 64,00 + 5,00 (4.10)

ali op¢enito imamo

10V # 5,00 . (4.11)

Ovaj uvjet stabilnosti nam je potreban samo uzduZ nekog proizvoljnog izlaznog ne-

vremenskog vektora.

Definicija 4.2. Zatvorena marginalno zatocena ploha S zadovoljava prostorvremenski
vanjski stabilni uvjet ako postoji izlazni —k* orjentirani vektor x* = ~I* — k", s ¥ > 0,

u odnosu na plohu S koja zadovoljava taj uvjet.

Dalje ¢emo koristiti vektor z* =z = ~vI* — k", gdje je ¢ funkcija spomenuta u

(4.1) i v = 97, tako da vrijedi 6,60 > 0.

Teorem 4.1. Za zadanu orjentabilnu zatvorenu marginalno zatocenu plohu S koja za-
dovoljava prostorvremenski stabilni vanjski uvjet, u prostorvremenu koje zadovoljava
Einsteinove jednadzbe s nenegativnom kozmoloskom konstantom A i tako da neelektro-
magnetski tenzor energije i impulsa T, zadovoljava dominantni energijski uvjet, vrijedi
nejednakost:

A>47(Q% + Q%) (4.12)
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gdje je A povrsina plohe, a Qg i Q); naboji plohe S [12].

Ovaj teorem predstavlja proSirenje za stabilne minimalne plohe (B.6) i ukljucuje
dodatno magnetski naboj. Za nasSe razmatranje, magnetski naboji su ukljuceni prije
svega zato Sto dokaz ukljutuje samo tok od F),, kroz minimalnu ili marginalno

zatocenu plohu bez potrebe za vektorskim potencijalom magnetskih monopola.

Lema 4.1. Za zatvorenu marginalno zatocenu plohu S koja zadovoljava prostorvre-

menski vanjski stabilni uvjet, vrijedi nejednakost:

v ’}/ v
/S (wa (k + >>dA <4n(l-g), (4.13)

gdje je g genus plohe S. Takoder; pretpostavimo li da je lijeva strana nejednakosti pozi-

tivna g = 01 S ima S? topologiju (zbog g = 0) [12].

Sljedeca lema ¢e nam omoguditi da piSemo vazne normalne komponente elektro-

magnetskog polja preko naboja.

Lema 4.2. Neka je T, elektromagnetski tenzor energije i impulsa. Vrijedi jednakost
[12]:
1

[(I"K"F,,)* + (I"k" % F,, )] . (4.14)

TN = —
v T

Dokaz. Pomocu forme metrike (4.7), dobivamo sljedece izraze:
F, F" ==2("k"F,,)* —4¢"' kK*F \I'F, + F,, F\ ¢"¢", (4.15)

MF,, F\" = (I"k"F,,)* + ¢""kKF ,I'F,, . (4.16)

Povlacenje tenzora F),, na plohi S proporcionalno je volumnom elementu ¢, plohe,

promatramo izraze za F,, F, ¢"*¢"" i (¢""F,,)? ¢ijom kombinacijom dobivamo:
1% 1 v v
F, F ¢ = 5(& F, )2 =2(xF,, I'k")?, (4.17)
gdje smo koristili identitet:
F, UMk = 1F w (4.18)
* v = 5 L € . .
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Identitet proizlazi iz izraza €, = €,,,/*k”. Kombinacijom gornjih izraza, dobivamo

trazenu relaciju. O

Elektri¢ni i magnetski naboji mogu se zapisati preko svjetlosnih vektora i* i k* na
nacin:

1 1
Qp = —/F JEYAA , Qu = — / «F,, I'K"dA . (4.19)
S H 4 S K

47

Dalje predstavljamo dokaz teorema (4.1).

Dokaz. Koristimo nejednakost (4.13) i Einsteinove jednadzbe. Budu¢i da je vektor
k# + ~1* /4 ili vremenski ili svjetlosni, tenzor T, zadovoljava dominantni energijski

uvjet i kako imamo A > 0, iz (4.13) dobivamo:
87 /3 TEMIL A < 87 /S <T£Ml“ (k+ %z)) dA < 4r(1—g). (4.20)

U prvoj nejednakosti imamo dodatni ¢lan 7,7 1#1"~/v. Znamo da vrijedi T,;" 1#1¥ >

0, tj. da tenzor energije i impulsa zadovoljava svjetlosni energijski uvjet. Takoder, u

TEM .

pyo

Einsteinovoj jednadzbi vidimo odnos tenzora G, i

G, =8m(ThM +T,,)—Ag,, - (4.21)

puv

Znamo iz uvjeta da T}, zadovoljava dominantni energijski uvjet, pa i svjetlosni, za

fizikalno realistican slucaj imamo

EM v i v v 7 v
87T/S<TW l“(k + ol ))dAgL(GMVZ“<k o ))dA§47r(1—g). (4.22)

Nadalje, koriste¢i (4.14), iz gornje nejednakosti dobivamo:
/ ((l“k”FW )4 (R % F, )2> dA < 4r(1 - g). (4.23)
S

Ako je lijeva strana to¢no 0, onda nema naboja i nejednakost (4.12) je trivijalna.
Onda moZemo pretpostaviti da nije nula u nekoj tockii g = 0.
Da bismo ogranicili lijevu stranu nejednakosti (4.23), koristimo Holderovu nejedna-

kost na S u sljedecem obliku. Za integrabilne funkcije f i h, Holderova nejednakost
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dana je sa:

/S FhdA < ( /S deA> 1/2( /S thA>1/2. (4.24)

Ako stavimo h = 1, dobivamo:

/ faa < ( / deA)l/ A2 (4.25)
S S

Koriste¢i ovu nejednakost u (4.23), dobivamo:
2 2
A—1{< / "R'F, dA> + / 1 FW> } — 16m2A7 QL + Q3) < dm.  (4.26)
S S
Napokon slijedi nejednakost:
4n(QF 4+ Q3) < A, (4.27)

¢ime je dokazana tvrdnja teorema 4.1. O

4.2 Povrsina, naboj i globalna topologija

Nadalje, zelimo prosiriti nejednakost (4.12) na proizvoljne plohe tako sto ¢emo pos-

taviti uvjete na pocetne podatke.

Teorem 4.2. Neka su (./\/l, (9,K),(E, B)) potpuni maksimalni i asimptotski ravni
pocetni podatci za Einstein-Maxwellove jednadzbe. Pretpostavljamo da su neelektro-
magnetska polja materije nenabijena i da zadovoljavaju dominantni energijski uvjet.

Tada, za svaku orjentiranu plohu S koja zaklanja kraj ¥, imamo

L An(Qf + Q%)

A(S) > 4 (Q% + Qﬂ) > = (4.28)

gdje su Qi Q) apsolutni centralni naboji i H, drugi Bettijev broj od M [12].

Naboji u teoremu proizvedeni su netrivijalnom topologijom mnogostrukosti, tj.
da je topologija trivijalna, ne bi bilo naboja pa bi i teorem bio trivijalan. Ovaj teorem
takoder ima globalne uvjete: asimpototski ravne podatke, potpunost i nenabijenost
materije u suprotnosti s proslim teoremom koji je bio ¢isto kvazilokalan gdje su jedini
uvjeti bili na plohu.

Promatramo Brill-Lindquistove pocetne podatke: vremenski simetri¢ni, konformalno
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ravni? pocetni podatci s N asimptotskih krajeva (uzimamo N = 3). Mnogostrukost
je M := R3\{xy, 25}, gdje su z; i zo proizvoljne tocke u R3. Neka je L = |z — x4
euklidska udaljenost u odnosu na ravnu konformalnu metriku. Krajnje tocke x; i x9

imaju elektricne naboje )1 i ()>. Drugi kraj ima naboj () dan sa:

Q=0Q1+Q. (4.29)

Promatramo familije pocetnih podataka sa zadanim nabojima s drugacijim udalje-
nostima L. Kad je L dovoljno velik, moZze se pokazati da postoje samo dvije stabilne

minimalne plohe S; i S, koje okruzuju svaku tocku. Uzmimo sad sferu S koja zatvara

Slika 4.1: Brill-Lindquistovi pocetni podatci s velikom udaljenosti izmedu krajnjih
tocaka. Iscrtkane plohe S; i S; su minimalne. Ploha S je zaklanjaju¢a. Preuzeto
iz: [12]

dvije krajnje tocke x; i 25 te je ta ploha zaklanjaju¢a. Bududi da su S; i S; minimalne,
imamo

A> A+ Ay, (4.30)

gdje je A povr§ina od S, a A; i A, povrSine od S; i S;. Koristeéi teorem (B.6),
dobivamo:

A>4m(QT + Q3) . (4.31)

Uzmimo sad dovoljno malen L. Tada se pojavljuje tre¢a minimalna ploha S; s

povrsinom As koja zatvara obje krajnje tocke. Ta ploha je zadnja vanjska i imamo

A>As. (4.32)

2Konformalnom transformacijom se mogu transformirati u podatke vezane za prostorvrijeme Min-
kowskog. Metrika je povezana s ravhom konformalnim faktorom.
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Slika 4.2: Brill-Lindquistovi pocetni podatci s malom udaljenosti izmedu krajnjih
tocaka. Pojavljuje se nova minimalna ploha S; koja obuhvaca oba kraja i minimalne
plohe S; i S». Ploha S je zaklanjajuca, ali ne nuZzno minimalna. Preuzeto iz: [12]

Ponovno, koriste¢i teorem (B.6) dobijemo:
A(S) > 4n(Q1 + Q0)* = 47 Q*, (4.33)

gdje smo koristili ¢injenicu da je naboj plohe S; jednak naboju kraja. Kombiniramo

li nejednakosti, dobijemo:
A(S) Z 4minf{Q] + Q3, (Q1 + Q2)"} - (4.34)

Ova nejednakost vrijedi za sve zaklanjaju¢e plohe S i ne ovisi o L. Desna strana

nejednakosti je to¢no kvadrat apsolutnog centralnog naboja:

Q(S) = /inf Q% + Q3. (Q1 + Q). (4.35)

Ako @, i Q2 imaju suprotne predznake, apsolutni centralni naboj je zadan kao:

Q(S) = Q1 + Q2] , (4.36)

a ako imaju iste, vrijedi izraz:

Qs =1/Q3+ Q3. (4.37)
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Bettijev broj H- je broj "rupa” plohe S, u ovom sluc¢aju imamo H, = 2. Stoga imamo

@s > Q1 —; Q2| _ Q[gj) . (4.38)

Dobili smo upravo drugu nejednakost u (4.28). Poznavaju¢i L dobijemo preciznije
informacije.
Ovaj teorem generalizira prethodni u smislu da se odnosi na plohe koje nisu nuzno
horizonti crnih rupa, ali postavlja se uvjet nenabijenih polja materije.
Gledamo zaklanjajuc¢e plohe S za odabrani asimptotski kraj ¥.. Svaka komponenta
plohe S uvijek dobiva orijentaciju izlazne normale podrudja (2.
Za upisanu orjentiranu i kompaktnu plohu S i nedivergirajuci vektor X* definiramo
naboj Q(S) kao:

Q(S) = ﬁ /S X, ntdA (4.39)

gdje je n* normalno polje na S u M, koje zajedno s orjentacijom M daje orjentaciju
plohe S. Buduéi da X* ne divergira, naboj Q(S) ovisi samo o homoloskom tipu®
plohe S koja se oznacava s [S]. Kad je X* = E* ili X* = B*, elektri¢no ili magnetsko
polje, onda su pridruzeni naboji elektri¢ni ili magnetski. Po Gaussovom teoremu, ako
je S zaklanjajuca ploha, onda je naboj plohe jednaki naboju zaklonjenog asimptot-
skog kraja X..

Definicija 4.3. Fiksiramo asimptotski kraj 3.. Neka je S = S; U ... U Syq) = 02
zaklanjajuéa ploha kraja >... Neki S;-jevi su dio granice neogranicenog povezanog po-
dru¢ja M\Q. Pretpostavimo da su {Si, ..., Sk)} poredani tako da su {Si, ..., Sy}
n(2) < k() takve komponente. Tada definiramo apsolutni centralni elektricni ili mag-

netski naboj, Qg ili s, povezan s krajem X, na nacin:

(4.40)

gdje ) ide po zaklonjenim podrudjima kraja %..

Promatramo opcenitu vezu naboja i povrSine za stabilne minimalne plohe. Neka

je (M, g) orijentirana Riemannova 3—mnogostrukost s mogu¢e mnogo asimptotski

3Homologija je opéenito nadin povezivanja algebarskih s drugim matemati¢kim objektima npr.
topoloskim prostorima. Definirana je kao nacin analiziranja i klasificiranja mnogostrukosti po njiho-
vim ciklusima - zatvorenim krivuljama ili podmnogostrukostima koje se mogu ”nacrtati” na danoj
n—dimenzionalnoj mnogostrukosti bez da se kontinuirano deformiraju jedna u drugu.
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ravnih krajeva. Pretpostavimo da skalarna zakrivljenost zadovoljava R > 2| X|*, gdje
vektorsko polje X* ne divergira. Za bilo koju orjentiranu plohu S, naboj Q([S]) dan

je izrazom (4.39). Za stabilnu minimalnu plohu vrijedi (B.6):
A>4nQ* . (4.41)
Za dokaz teorema (4.2), radimo s izrazima:
R>2|X)> , D,X"=0. (4.42)

Dokaz. Neka je S orjentirana ploha upisana u M i zaklanja kraj >.. Postoje upisane

minimalne plohe S, ..., Sy i prirodni brojevi ny, ..., ng, n; > 0 takvi da:

1. A(S) <infg_g A(S) = n1A(S)) + ... + nxA(Sy), gdje S ~ S znati da je infimum

uzet preko svih ploha S koje su izotopne sa S,

2. postoji niz ploha {S} izotopnih sa S tako da za bilo koju neprekidnu funkciju A

imamo -
lim / hdA = "n; / hdA , (4.43)
S i=1 Si
Sto znaci da za h = 1, imamo

lim A(S) = n1A(Sy) + ... + npA(Sy) . (4.44)

Kako S zaklanja kraj ¥, tvrdimo da postoji podskup ploha Si, ..., S; koje zakla-
njaju .. Tvrdimo da postoji zaklonjeno podrudje Q, takvo da je 9 unija nekih
ili svih ploha &y, ..., Si. Za pocetak pretpostavimo da su plohe S; poredane tako da je
81, ..., S, | < k, takav skup orjentiranih ploha, to¢nije MN=8U..US.

Dalje racunamo nejednakost:

47 (Q?

THC (445
VAR

i=k i=l i=l

AS) > Y mAS) = 4 Y miQA(S) > Ar Y QX(S) > ArQ* >
=1 =1 =1

Sad trebamo pokazati da postoji podskup Sy, ..., S; koji zaklanja .. Pokazat ¢emo

da za svaku upisanu nerastezljivu krivulju ¢ koja pocinje u X, i zavrsava u nekom

drugom kraju mora presijecati jednu od Sy, ..., S;. U tom slucaju, definiramo (2 kao

skup tocaka p u M\ (S;U...US;) takav da postoji nerastezljiva krivulja 5 koja pocinje u
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Y. izavrsava u p i ne dira nijednu plohu Sy, ..., S;.. Takav otvoren skup ne bi sadrzavao
nijedan kraj osim ¥, i njegova granica bi bila podskup od Si, ..., Sy. Onda zatvarac
Q od Q mora biti zaklonjeno podruéje i njegova granica 92 mora biti podskup od
Si, ..., S. Treba imati na umu da 92 nije nuzno isti kao 9.

Neka je sad T'(r), za mali r, cjevasto okruZenje krivulje ¢ radijusa r takvo da 7'(r) N

(S§;U...USk) = 0. Neka je ¢ nenegativna funkcija takva da:

1 na T(r/2),
¢ = (4.46)
0 na 7T¢r/2)),

gdje je T¢(r/2) komplement od T'(r/2) u M. Takoder, neka je f (eng. support func-

tion) funkcija s nosacem u 7(r). Imamo

i=k i=k
lim/g(f+gz5)dA:iZI/Si(erqb)dA:izl/&fdA. (4.47)

S druge strane imamo

i=k
lim / fAdA =" / fdA, (4.48)
s i=1 v Si

lim / GpdA>c>0, (4.49)
S

za neku fiksiranu konstantu ¢ > 0 i svaki element niza S. Zadnja nejednakost proiz-
lazi iz toga da svaki element S mora presijecati svaku krivulju na udaljenosti d < r/2
od ¢, u suprotnom broj sjecista bi bio nula, sto znaci da bi broj sjecista ( i S takoder

bio nula. Izrazi (4.48) i (4.49) su u kontradikciji s (4.47). l
Sad ¢emo dati iskaz teorema koji uzima u obzim stabilnu izoperimetrijsku sferu.

Teorem 4.3. Promatramo elektrovakuumske maksimalne pocetne podatke s nenegativ-
nom kozmoloskom konstantom. Pretpostavljamo da je S stabilna izoperimetrijska sfera.
Onda vrijedi:

A(S) = 4%(QQE + QM) > (4.50)

gdje su Qg i Q) elektricni i magnetski naboj plohe [12].

Kazemo da je ploha S izoperimetrijska ako po svim plohama koje zatvaraju isti

volumen kao i §, S ima najmanju povrsinu. Ovaj teorem je kvazilokalan jer ukljucuje
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samo uvjete na plohu, elektrovakuum je zahtjev samo na plohi dok oko nje materija

smije biti nabijena.

5 Nejednakosti velicine i angularnog momenta

Promatramo rotirajuce tijelo U s angularnim momentom J(U) i postavljamo R(U)
kao mjeru velicine tijela, s mjernom jedinicom duljine. Kasnije ¢emo bolje definirati
radijus R, zasad nam je bitan sami pojam veli¢ine. Postavlja se univerzalna nejedna-
kost za sva tijela u obliku:

RU) 2 S0, D

gdje su G gravitacijska konstanta, ¢ brzina svjetlosti te znak = oznacava red veli¢ine
te bi izraz bio precizniji kad bismo imali dobru definiciju R.
Za pocetak navodimo fizikalne argumente koji podupiru ovu nejednakost i utemeljeni

su na fizikalnim principima:
1. brzina svjetlosti ¢ je maksimalna brzina,
2. za tijela koja nisu u crnoj rupi vrijedi nejednakost:

RU) gm(U) , (5.2)

02
gdje je m(U) masa tijela,
3. nejednakost (5.1) vrijedi za crne rupe.

Drugi argument posljedica je hipoteze o zatoCenim plohama (B.3), koja kaZze da za
suprotnu nejednakost, zatocena ploha zatvara U. Drugim rije¢ima, ako je materija
zatvorena u dovoljno malo podrudje, sustav ¢e propasti u crnu rupu. Za treéi argu-
ment, nejednakost:

A> 87r€3|J| , (5.3)
C

vrijedi za osnosimetri¢ne crne rupe, gdje je A povrsSina stabilne marginalno zato¢ene
plohe i J njezin angularni moment. PovrSina je mjera veli¢ine u kojoj se nalazi R?,
tako da gornji izraz predstavlja verziju izraza (5.1) za osnosimetri¢ne crne rupe.
Moguca generalizacija na tijela bi iSla preko povrSine ruba A(9U), ali to nije dobra

mjera u zakrivljenim prostorima, primjerice rotirajuci torus u limesu slabog polja, s
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velikim ve¢im radijusom i malim manjim. Prvi i tre¢i argument su dokazane c¢injenice,
dok je drugi posljedica te pretpostavke. Zelimo dokazati (5.1) uz pretpostavku da
sva tri gore navedena argumenta vrijede. Promotrimo slucaj, u Newtonovoj teoriji,
koji opisuje osnosimetri¢no tijelo U s gustotom mase p i angularnom brzinom w; te
veli¢ine ne moraju biti konstantne na U. Angularni moment i ukupna masa su dani

sa:
JU) = / pwrdVy ,
U

(5.4)
m(U) = / pdVy
U

gdje je r euklidska udaljenost od osi rotacije i dV, volumni element. Kutna brzina je

ograniCena sa:
_ Il
wl = — <
,

) (5.5)

1o

gdje koristimo ¢injenicu da je ¢ maksimalna brzina. Dalje ogranicavamo angularni
moment:
|J(U)] < c/ prdVy < em(U)supr . (5.6)
U U
Ako je tijelo unutar crne rupe, onda nejednakost (5.1) vrijedi za granicu crne rupe

po treCem argumentu. Ako pretpostavimo da tijelo nije u crnoj rupi, vrijedi (5.2).

Koriste¢i tu nejednakost za masu, dalje dobivamo:

%J(U) SR(U)supr . (5.7)
& U

Mozemo pretpostaviti da, barem u ravnim prostorima, vrijedi:
supr < R(U), (5.8)
U

te kad to ubacimo u (5.7), dobivamo pocetni izraz (5.1). Cak i ako ne vrijedi (5.8),
desna strana izraza (5.7) moze se interpretirati kao kvadrat mjere velicine tijela U te
bi svakako vrijedila jedna vrsta nejednakosti kao (5.1).

Velik izazov proucavanja nejednakosti oblika (5.1) i (5.2) lezi u samoj definiciji
veliCina, tocnije mjere veli¢ine R. Ne postoji univerzalna mjera tako da vrijedi pret-
postavka o zatoCenim plohama, ali vidjet ¢emo kasnije da nam za pronalazak idealne
mjere R i samim time dokaz (5.1) ne treba (5.2) ni mjera mase m(U) za pretpos-

tavku o zatoCenim plohama.
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Postoje dva nacina na koja mozemo povecati angularni moment tijela fiksne veli¢ine:
povecamo angularnu brzinu ili masu tijela. Oba mehanizma su ogranicena. An-
gularna brzina je ogranicena brzinom svjetlosti ¢, a masa za zadanu veli¢inu ¢e
ograniCena stvaranjem crne rupe, gdje svakako vrijedi nejednakost (5.1). Ocekujemo
univerzalnu nejednakost takvog oblika za sva tijela.

Prije svega, precizirat ¢emo sve veli¢ine u nejednakosti (5.1). Tijelo U je povezan
otvoren podskup U C S s glatkom granicom 0U, gdje je S prostorna 3—ploha na
kojoj je definiran pocetni skup podataka za Einsteinove jednadzbe. Pocetni skup
podataka dan je sa (S,h,,, K,,,p,j"), gdje je S povezana 3—dimenzionalna mno-
gostrukost, i, pozitivno definitna Riemannova metrika, K, simetri¢no tenzorsko
polje, j* vektorsko polje i p skalarno polje na S, tako da su na plohi S zadovoljene
jednadzbe ogranicenja:

D,K" — DMK = —swc—ci I (5.9)

G
R— K, K"+ K =161—p, (5.10)

gdje je D, Levi-Civita koneksija, R skalarna zakrivljenost povezana s h,, i K =
K, h*". Polja zadana preko tenzora energije i impulsa 7, su p = T, n*n" ij, =
—h Ty, n", gdje je n* vremenski jedini¢ni vektor normalan na prerez od S. Veza
gustoCe mase p i gustoce energije p je: p = ¢?p. Potrebno nam je da polja zadovolja-

vaju dominantni energijski uvjet (A.8),

P> 3", - (5.11)

Za preciznu definiciju angularnog momenta pretpostavljamo da su pocetni podatci

osnosimetricni, tj. da postoji Killingovo vektorsko polje &,

£eh,, =0, (5.12)

nv
gdje je £ Liejeva derivacija i vrijedi

%
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1/2

Uvodimo normu Killingovog vektora: ¢ = (£¢,)"/?. Angularni moment tijela U je

definiran sa

J(U) = 1/ju§“dV, (5.14)
U

o
gdje je sad dV volumni element u odnosu na metriku /.
Sada definiramo veli¢inu tijela U kao varijantu definicije radijusa koju su predstavili

Schoen i Yau.

Definicija 5.1. Neka je I' jednostavna zatvorena krivulja u U koja zatvara neki disk
u U. Neka je p najveca konstanta takva da je skup to¢aka koje su za p udaljeni od T’
unutar U i ¢ini pravilni torus. Onda je p mjera veliine od U u odnosu na I'. Radijus
Rsy (U) je definiran kao najveca mogucéa vrijednost od p po svim krivuljama T, tj. preko

najveceg torusa koji se moze upisati u U.
Ovom definicijom dokazan je sljede¢i duboki teorem.

Teorem 5.1. Neka je U neki podskup od S. Pretpostavljamo skalarnu zakrivljenost R
metrike h,,, koja je ograni¢ena od ispod R > A u U s nekom pozitivnom konstantom A.
Tada vrijedi [3]:
872 1
A<

S 5 . (5.15)

Ovo je potpuno lokalan i Riemannov rezultat, nema zahtjeva na S, nego samo na
metriku £ ,,,.

Nadalje, O Murchadha je takoder dao definiciju radijusa.

Definicija 5.2. Neka je Roy (U) velicina najveée stabilne minimalne 2—plohe koja se
moze upisati u U, gdje je veli¢ina plohe, s obzirom na metriku h ,, udaljenost od granice

plohe do unutarnje najudaljenije tocke.

U tom slucaju je

Rom(U) > Rsy(U) , (5.16)

i ista granica (5.15) vrijedi za Roy (U).

(5.17)

Zbog nejednakosti (5.16), Roas daje bolju granicu.

Kako bismo bolje razumjeli ove mjere veli¢ine, promotrit ¢emo ih u ravnom prostoru,
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gdje su ravnine minimalne stabilne plohe. Za sferu radijusa b, imamo Rsy = b/2,
a Roy = b. Za torus velikom radijusa b i malog a, imamo Rsy = a/2 i Roy =
a. Oba radijusa su neovisna o velikom radijusu b, zbog ¢ega ne mozemo ocekivati
nejednakost oblika (5.1) za Ry ili Rou, zato Sto u limesu slabog polja torus velikog
b1imalog a ima velik angularni moment J i mali Rsy i Roas- Promotrimo sad cilindar
radijusa «a i visine L. Imamo Rgsy = min{a/2,L/2} i Rom = a. Kad je L > a, oba
radijusa daju sli¢nu vrijednost, ali za tanki disk L. < ¢ imamo Rgy = L/21iRoy = a,
tj. Rsy — 0 kako L — 0 dok je Rpys neovisan o L.

Definirat cemo novi radijus za osnosimetri¢na tijela.

Definicija 5.3. Promatramo podrucje U s Killingovim vektorom & s normom &. Defi-
niramo radijus:

2 ()"

RU)=———77+—, (5.18)
( ) T ROM<U)
koji ce biti nasa mjera velitine za nejednakost (5.1). Najceséa normalizacija za R je

radijus sfere u ravnim prostorima, stoga se dodaje faktor 2 /.

Takoder mozemo definirati analogni radijus u odnosu na Rsy na nacin:

( fU de) 1/2

5.1
Rey(0) (5.19)

2
! _— —
R(U) = -
iz Cega dalje imamo

R/(U) > R(U), (5.20)

pa R(U) pruza ostriju granicu za nejednakost (5.1).
Vra¢amo se na primjer torusa u ravnom prostoru. Volumni integral norme Killingo-

vog vektora dan je sa:

2
/ rdViy = 27r2a2<az + b2) , (5.21)
torus

iz cega mozemo dobiti:
2

R = 23/2(% + b2>1/2 ;

R =2R.

(5.22)

U sluéaju a« — 0 imamo R = 2%/2b, $to znadi da torus s velikim b takoder ima veliku
”velicinu” u odnosu na Rgy i Roys. Takoder, mozemo izracunati R za zvijezdu kons-

tantne gusto¢e ukupne mase m s radijusom jednakim Schwarzschilovom 2mG/c?.
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Promatramo slucaj to¢no prije stvaranja crne rupe. Ry, je pronaden u [16]. Dobi-

vamo:
21172 G
R = —m =~ 8.16—m, (5.23)
™3 C2 CQ

koji je istog reda velicine kao i povrsinski radijus sto ga ¢ini dobrom mjerom veliCine.

Nadalje, imamo

Teorem 5.2. Neka je (S,h,,, K,,,p,j*) pocetni skup podataka koji zadovoljavaju do-
minantni energijski uvjet. Pretpostavljamo maksimalne podatke: K = 0 i osnu si-
metriju. Neka je U otvoren podskup od S. Pretpostavljamo da je gustoéa energije p

konstantna na U. Vrijedi nejednakost

R2U) > 228 1w (5.24)

e

Ista nejednakost vrijedi za R(U) ako pretpostavimo da je granica OU prosjec¢no konvek-

sna (eng. mean convex), tj. da je srednja zakrivljenost pozitivna i prema van [3].

Dokaz. Angularni moment dan je izrazom (5.14). Definiramo jedini¢ni vektor £*:
fn=> (5.25)

Dalje imamo

JHEL|EdV

. 1
o)< ¢ [ 1rglav = [
1
<- /U NI (5.26)

1
S_/pgdva
cJu

gdje smo koristili jedini¢nu duljinu vektora £ i dominantni energijski uvjet. Pretpos-

tavili smo maksimalne podatke K = 0, pa po jednadzbi (5.10), imamo
R > 167T€4p . (5.27)
C

Pretpostavili smo da je p konstantna (i pozitivna po energijskom uvjetu) na U, stoga
mozemo uzeti:

G
A=16m7p, (5.28)
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te vrijedi Schoen-Yauov teorem, tj. vrijedi izraz (5.15) i imamo

Tt 1
P ————. (5.29)
Koristimo ovu granicu u (5.26) i dobijemo
|J(U)| / £dV = R’2 (5.30)

gdje smo u zadnjoj jednakosti koristili (5.19) definiciju R'. Pod pretpostavkom sred-

nje konveksnosti, ista nejednakost vrijedi i za R. Ovim je dokazan iskaz teorema. []

Pod pretpostavkom osne simetrije gravitacijski valovi nemaju angularni moment;
sav je sadrzan u materiji. Zato je Newtonov izraz slican relativistickom. Uvjet mak-
simalne brzine ¢ izraZen je u dominantnon energijskom uvjetu (5.11). Takoder, iz

nejednakosti (5.26) bez pretpostavke o konstantnosti p, dobivamo nejednakost:

|J(U)| < em(U)sup§, (5.31)
U
s masom definiranom kao:
1
m(U) = = / pdV, (5.32)

Sto je ekvivalentno nejednakosti (5.6). Duljina azimutalnih kruznica je 27¢, stoga
¢ predstavlja prirodnu generalizaciju od r u zakrivljenim prostorima. Takoder, ov-
dje smo koristili Schoen-Yauovu granicu za gustocu energije (5.15), umjesto (5.2) za
masu Sto nam je omogucilo da zaobidemo hipotezu o obrucu (eng. hoop conjecture)
(B.4). Nadalje, bitno je naglasiti da se ovaj radijus ne moze primijeniti na crne rupe
jer zahtijeva regularnu unutrasnjost, a nema ni povezanost s povrSinom crne rupe.

Nejednakost (5.1) je neovisna o modelu materije, jedino zahtijeva da vrijedi do-
minantni energijski uvjet. Takoder je posljedica Einsteinove teorije. Da bi tijelo
narusavalo nejednakost trebalo bi biti malih dimenzija s velikom kutnom brzinom,

kao neutronska zvijezda. Za neke tipi¢ne vrijednosti kutne brzine, mase i radijusa,

wa~4.5x10° rad/s , m=~3My,
(5.33)
R~12x10" m,
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svakako dobijemo da nejednakost vrijedi:

%J! = ggmmz? ~38x10° m? < RI*x144x10° m?*. (5.34)
C C

Konac¢no, zanimljivo je promotriti i elementarne Cestice.

J=+/s(s+1)h ,h=105x10"* kg m?/s, (5.35)

gdje je s spin Cestice. Koristedi izraz (5.1), dobijemo da klasi¢na teorija ogranicava

minimalnu veli¢inu Cestice spina s:

1/2
@) , (5.36)

3

Ro = (s(s+ 1))V, zp:(

gdje je [, = 1.6 x 1073° m Planckova duljina, koju dobijemo zato $to je red veli¢ine
univerzalne konstante 1 u (5.1). Zanimljiva je posljedica Einsteinovih jednadzbi da
predvidaju minimalnu duljinu reda veli¢ine Planckove konstante ako postoji mini-

mum angularnog momenta dan kvantnom mehanikom.

6 Bekensteinove granice

Bekensteinove granice za entropiju tijela postavljaju univerzalnu nejednakost koja
povezuje veli¢inu, energiju, angularni moment i naboj. Nejednakost ¢emo pokazati
pomocu elektromagnetizma i posebno, za slucaj bez angularnog momenta, putem
opcCe teorije relativnosti.

Univerzalna granica na entropiju makroskopskog tijela dana je s:

he
< NI
27rkBS < ER, (6.1)

gdje je S entropija, kg Boltzmannova konstanta, R radijus najmanje sfere koja za-
tvara tijelo, £ ukupna energija, h reducirana Planckova konstanta i ¢ brzina svjetlosti.

Poopcenje gornje relacije na nabijeno tijelo s angularnim momentom glasi:

2
e o< JERE= ) - % . (6.2)

27T]€B
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Ove nejednakosti sastavljene su s crnim rupama na umu, stoga je zanimljivo da se
gravitacijska konstanta G ne pojavljuje. Buduci da je entropija nenegativna, za desnu
stranu nejednakosti imamo granicu koju mozemo preoblikovati u nejednakost koja
iskljucuje entropiju i A:

Q2 22

4_732 + F < &?. (6.3)

Iz jednakosti u gornjem izrazu, dobili bismo entropiju jednaku nuli, $to je posebno
stanje sustava. Jedina konstanta koja se pojavljuje u (6.3) je c te je elektromagneti-
zam prvi izbor za ispitivanje nejednakosti. Pokazat ¢emo da je izraz (6.3) posljedica

Maxwellovih jednadzbi preko indirektnog, ali netrivijalnog dokaza.

6.1 Elektromagnetizam

Za pocetak, zapisimo Maxwellove jednadzbe.

V.E—drp , V-B=0, 6.4)
10E  4rm, 10B
VXB—ZE—7‘] s VXE"‘E@*O. (6.5)

Ovdje su E i B elektricno i magnetsko polje, p je gustota naboja, a j je gustoca
struje. Jednadzbe su napisane u odnosu na inercijalni sustav (¢, x) gdje su prostorne
koordinate centrirane oko proizvoljne tocke .

Neka je U proizvoljno prostorno podrucje. Naboj unutar U je dan s:

Q) = / o) 6.6)

a energija elektromagnetskog polja u U:

eU) = 5= [ (BP+1BP). 6.7)

Angularni moment u smjeru jedini¢nog vektora k u odnosu na tocku xy dan je s:

1
J-k:R U(xx(ExB))-k. (6.8)

Za daljnje proucavanje izraza (6.3), trebamo definirati radijus R podrucja U.

Definicija 6.1. Definiramo radijus R podrucja U kao radijus najmanje sfere koja za-
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tvara U.

S Bxr oznacavamo kuglu koja zatvara U sa srediStem u xg, a s dBr granicu od
Bg, tj. sferu radijusa R. Pocinjemo s elektrostatskim slucajem koji implicira J = 0.

Elektrostatske jednadzbe su:

V-E=4mp |, VXE=0. (6.9)
Potencijal ® definira se izrazom E = —V - ® i zadovoljava Poissonovu jednadzbu:
Ad = —4np. (6.10)

Pomoc¢u Gaussovog teorema, naboj mozemo zapisati preko integrala:

QU) = L oh®, (6.11)

47 au

gdje je 0, parcijalna derivacija po vanjskom jedini¢nom normalnom vektoru granice

oU. Ukupna elektrostatska energija je:
EWU) = = E|? (6.12)
N 8 R3 ' )

Teorem 6.1. Pretpostavimo da gusto¢a naboja p ima kompaktan zatvara¢ u podrudju

U. Tada u elektrostatici vrijedi nejednakost:
Q> < 2%6R, (6.13)

gdje je () naboj sadrzan u U, R radijus definiran ranije i £ ukupna elektrostatska
energija. Jednakost se postize kada je elektricno polje jednako polju sferne tanke ljuske
konstantne povrsinske gustoce naboja i radijusa R, Sto dodatno implicira da elektricno

polje is¢ezava u U [2].

Dokaz. Sustav ima elektri¢no polje E s potencijalom &, gustocu naboja p i naboj Q.

Neka su R radijus od U i B kugla centrirana u z,. Uvodimo pomo¢ni potencijal:

=10

zar >R,
by = (6.14)

zar <R,

RO
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sa r kao radijalnom udaljenosti od z,. Potencijal &, odgovara potencijalu tanke sferne
ljuske radijusa R, konstantne povrsinske gustoce i ukupnog naboja Q).
Definiramo razliku

O, =0 — D, (6.15)

koji zadovoljava:

0 zar >R,
AD, = (6.16)

—Anp zar <R,

OBpRr

Jednadzba (6.17) vrijedi zato Sto smo u definiciji @, iskoristili ukupni naboj ) po-

tencijala . Ukupna energija sustava dana je sa

1
E=— [ |Vo]

8 R3

(IV®|* + |V, > + 2V, - V) .

1 (6.18)

81 R3

Zadnji ¢lan ¢emo razmotriti tako da domenu podijelimo na dva dijela: R3\ B i Bg.
Imamo

Vo, - V&, =0, (6.19)

Br

jer je &y konstantan na Bx. Za drugi integral imamo

RS\BR

R3\Br

Drugi ¢lan s desne strane iS¢ezava zbog uvjeta (6.16) izvan kugle. Prvi ¢lan moZemo

pretvoriti u rubni integral

/ V- (CI)()V(I)l) = lim (I)OaT®1 — f q)o(?r(l)l . (6.21)
R3\Br OBy O0BRr

7—00

Prvi ¢lan iS€ezava zbog uvjeta trnjenja u beskonacnosti. Za drugi ¢lan imamo

% (I)Oarq)l - (I)O 8T(b1
OBr 0Br (6.22)

=0,

gdje smo koristili &, =konst. na sferi i jednadzbu (6.17). Pokazali smo da je ukupna
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energija zadana sa

1
5:8_/ (IV®o|> + [V, [?) . (6.23)
T JRr3

Prvi ¢lan mozemo eksplicitno izracunati koriste¢i definiciju potencijala ®,.
QQ

_ % - 2
5_2R+87T IV, [ (6.24)

Ova jednakost dokazuje izraz (6.13). Ako vrijedi jednakost u (6.13), onda (6.24)
ukazujena V&; =0i E = —V®,,. O]

Jednakost (6.24) takoder daje procjenu polja unutar domene U,

-2 > E 2
& 27?,_87'('/|‘ (6.25)

gdje koristimo V&, = V& = E u U. Bitno je naglasiti da je energija £ u izrazu
(6.13) ukupna elektrostatska energija sustava, tj. energija vezanja: rad potreban za
dovodenje naboja iz beskonac¢nosti.

Alternativan nacin dokaza nejednakosti (6.13) je pomo¢u Thomsonovog teorema,
koji kaze da tijelo fiksnog oblika, veli¢ine i naboja ima minimalnu elektrostatsku
energiju kad se naboj ravnomjerno rasporedi po njegovoj povrsini s konstantnim po-
tencijalom unutar tijela. U tom sluc¢aju razmatramo vodic¢ s istim ukupnim nabojem i
veli¢inom, s manjom ili jednakom ukupnom energijom. Neka je U vodic i definiramo

potencijal ®; na nacin:
Aq)l =0u Rg\U ,

®; =1naodU, (6.26)
Kapacitet je dan jednadzbom:
1
C=—— On®y , (6.27)
47 au
te zadovoljava poznati izraz:
_ @
E = 50 - (6.28)
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Za vodic, izraz (6.13) ekvivalentan je izrazu:

C<R. (6.29)
Koristimo varijaciju kapaciteta:
1. 9
C =— inf / V|~ , (6.30)
4T K Jpa\

gdje je K skup svih funkcija ® koje trnu u beskonacnosti i jednake su 1 na rubu oU.

Koriste¢i sljedecu testnu funkciju:

* 1R

zar >R,
b = (6.31)

1 zar<R,

vrijedi & € K i koristedi varijaciju od C' moZemo pisati:

1
C<— VO] =R. (6.32)

v R3\Br
Izraz (6.13) ne vrijedi ako imamo puno nepovezanih podrucja i gledamo radijus i na-
boj jednog s energijom cijelog sustava. Izraz takoder ne vrijedi ako radijus definiramo
preko povrsine tijela:
A

Ra=1/—, (6.33)
A7

gdje je A povrsina granice OU. R 4 je najjednostavnija definicija radijusa koja se moze
prenijeti u zakrivljene prostore, ¢ak i u ravnim nije dovoljno dobra u nasem kontek-
stu.

U nastavku bavimo se potpunim Maxwellovim jednadzbama. Za pocetak ¢emo doka-

zati izraz (6.3) kadje @ =01 J # 0.

Teorem 6.2. Ragmatramo rjesenje Maxwellovih jednadzbi u domeni U. Neka je R

radijus ranije definiran i x srediste odgovarajuce sfere. Vrijedi nejednakost
clJ(U) <REW), (6.34)

gdje je J(U) angularni moment elektromagnetskog polja dan jednadzbom (6.8) u od-

nosu na to¢ku x,. Jednakost se postize ako i samo ako elektromagnetsko polje is¢ezava
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uU [2].

Jednadzba (6.34) je kvazilokalna, u suprotnosti s proslom (6.13); pojavljuju se
veli¢ine definirane samo na U. Bududi da je £ > £(U), implicira se i globalna nejed-
nakost,

c[J(U)] < RE. (6.35)

Dokaz. Procjenjujemo razliku:

E(U)—%|J(U)|:8i7r/U(]E\Q—HB]Q)—ﬁ/U(xx(ExB)).k’

Z%L(‘EF—F‘BF—%‘(XX (ExB)) k).

(6.36)

Promatramo integrand angularnog momenta, tj. gustocu angularnog momenta,

|(x x (ExB)) -k| < [xx (ExB)|[K|
= |x x (E x B)| (6.37)
< [x[[E||B] .

Koristili smo nejednakost |a - b| < |a| - |b|, ¢injenicu da je k jedini¢ni vektor i nejed-
nakost |a x b| < |a||b|. Cijeli integrand moZemo zapisati u obliku:

2
E|* + |B|* — ﬁj (x x (ExB)) k| > |E[ + |BJ” - 2%\EHB\ : (6.38)

Desnu stranu nejednakosti raspisujemo prema:

x|
R
X me . ey ol

—(|E B|") - 2—|E||B
+2 (1B + [BP") — 22 |E||B|

]
B[ + B — 25 [B||B| = [E[* + [B]" — 2 (|E[* + [B[)

x x (€59
2
= (1= 2) (BF + [B]") + = (IE| - BI)
x| 2 2
> (1- ) (B +BP).
S ovim nejednakostima, kona¢no mozemo pisati
¢ 1 x| 2 2
&) - gl 2 o [ (1= %) (BF +BP) (6.40)

Po definiciji R, imamo |x| < R na U, tako da je integrand na desnoj strani nenega-
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tivan, Sto dokazuje izraz (6.34). Takoder, ako vrijedi jednakost, onda integrand na
desnoj strani iS¢ezava. Tada za svaki x € U koji nije na sferi 0Bz imamo dasu Ei B

nula. Zbog kontinuiteta, polja su takoder nula na to¢kama na sferi 0Bx. ]

Izraz (6.34) moze se generalizirati za bilo koju klasi¢nu teoriju polja i pokazuje se
kao posljedica dominantnog energijskog uvjeta. Neka je T, elektromagnetski tenzor
energije i impulsa, s 4-dimenzionalnim indeksima i koristimo signaturu (—, +, +, +).
Imamo tenzor energije i impulsa 7}, ranije definiran izrazom (3.39). Promatramo

prostornu plohu U s normalom n*. Energija je dana s integralom:
E= / T, n'n" . (6.41)
U

Neka je &* Killingovo vektorsko polje koje odgovara prostornim rotacijama. Angu-
larni moment dan je sa:

JU) =2 / T, n'e . (6.42)
U

C

Biramo prostorne koordinate z na plohi U i n* = (1,0,0,0), Sto ¢ini prostorne rota-
cije karakterizirane sa

&= Gijkkjl“k ) (6.43)

gdje je k proizvoljni konstantni prostorni vektor koji predstavlja os rotacije.

Pretpostavljamo da T}, zadovoljava dominantni energijski uvjet,
T, k' >0, (6.44)

za sve buduce orjentirane vremenske ili svjetlosne vektore k* i [*. Oznac¢imo s &
kvadratnu norme od &' na nadin ¢ = £'¢; = £4¢,, 1 definiramo jedini¢ni vektor fn =
£1¢~1/2, Tada je vektor

k= nt — &n (6.45)

buduce orjentirani svjetlosni jer je n*¢, = 0. Biramo n* umjesto [* i koristimo gore

zadani k* da zapiSemo dominantni energijski uvjet:

T, 0"k =T, n'n" (6.46)
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pa dalje imamo

T, ntn? > T, ntg” . (6.47)

Bududi da je ¢ kvadrat udaljenosti od osi, piSemo:
<R, (6.48)

gdje je R radijus kugle koja zatvara U. Dalje raspisujemo angularni moment,

ﬂmzl/ﬁgwezl/T@MwQV

CJu CcJu
R .
s—/@ww
¢ Ju
R
< =

oV
< TWn n
¢ Ju

_ REW)

J

(6.49)

C

te je ovim opcenito dokazan izraz (6.34) za proizvoljni tenzor energije i impulsa koji
zadovoljava dominantni energijski uvjet.

Dokazujemo (6.3) u elektromagnetizmu u najopcenitijem slucaju.

Teorem 6.3. Pretpostavimo da p(z, () za neki t, ima kompaktan zatvara¢ u U. Proma-

tramo rjesenje Maxwellovih jednadzbi koje isCezava u beskonacnosti. Vrijedi nejednakost

uty:
dJU) , @
X< .
R * 2R — £, (6.50)
koja implicira nejednakost:
Q' O _ o
< &% .
we TR F (©>1)

StoviSe, ako vrijedi jednakost u (6.50), elektromagnetsko polje je ono koje stvara elek-
trostatska tanka sferna ljuska radijusa R i naboja (). U tom slu¢aju magnetsko polje

iscezava svugdje i J = 0 [2].

Dokaz. Pocinjemo s Coulombovim bazdarenjem:

B=VxA,
(6.52)
E—_vo_ A
ot
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gdje je A potencijal koji zadovoljava:
V-A=0. (6.53)

Energiju mozemo pisati kao:

_ 1 2 2
£= g [ 0B+ B

0A |0A

1
<|V<I>\2 +2VD . — 4 | =

8 R3

, (6.54)
2
o tiar| TIB ) ’

gdje smo elektricno polje rastavili u skladu s bazdarenjem. Drugi izraz u integralu

mozemo raspisati na sljedeci nacin:

DA ((DaA) _Q2VA) o ( aA) _ (6.55)

Ve =V (PG ot o

Koriste¢i asimptotsko iSCezavanje polja, dobivamo:

/RS V. (@%) ~0, (6.56)

tako da energija sad izgleda ovako:

1 , |oA
= — @ —_—

2
+ |B|2) . (6.57)
Potencijal ®(z, t) zadovoljava Poissonovu jednadzbu:
AD(z,t) = —4mp(z,t), (6.58)

za svaki ¢. Fiksiramo li ¢, mozemo ponoviti dekompoziciju potencijala na &, i @;.

2 OA
e=9 —/ (|v<1>1|2+ —
R3

Ovdje imamo

2R 8« ot

2
+ |B|2> . (6.59)
Iz jednadzbe (6.56) istim argumentima dolazimo i do izraza:

0A
. Vo - e 0, (6.60)

54



kojeg mozZemo ubaciti u jednadzbu za energiju:

02 1 / oA
—— — @ —
g 2R + 8 R3 V ! + at

Integral rastavljamo na domene R3\U i U.

2
+ |B|2> : (6.61)

2 2

OA OA |? OA
Vh, + —| = Vd, + — Vo, + —
/R Y /ﬂw ST +/U L
OA |? OA |?
- Vo, + — +/ Vo 4+ — (6.62)
/RS\U Yot U ot
oA |? )
Y L
/]R;S\U ! at U’ ‘

gdje smo koristili V&; = V® na U jer je ®, konstanta na U, i izraz za elektri¢no polje

u Coulombovom bazdarenju. Dalje piSemo energiju:

Q? 1/ ,  |OA
—— — @ —
& 2R+8(U)+87T o Voq|” + 5

Koristimo izraz (6.40) da ograni¢imo £(U):
2
+ \BF)

QQ c|J(U)| 1 9 0A

s _ 2_ I i A S 8_<</3\ (lvq>1’ + _t
|:{‘ 2 2

_|_/ <1 — —) <’E‘ + ’B| )) . (6.64)

Bududi da je lijeva strana nenegativna, nejednadzba (6.50) je dokazana. Ako pret-

2
+ |B|2> : (6.63)

postavimo jednakost u (6.50), gornji integrand iS¢ezava svugdje. To implicira B = 0
svugdje, pa je potencijal A gradijent. Onda, koriste¢i uviet V- A = 0 i uvjet
iSCezavanja u beskonacnosti, zakljucujemo da je A = 0. Koristec¢i gornji izraz do-

bivamo i V®; = 0. Kvadriranjem dobivene nejednakosti (6.50) dobivamo

o JU)Q* | QY A _
< . .
=t <€ (6.65)
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6.2 Opca teorija relativnosti

Sad proucavamo nejednakost (6.3) u kontekstu opce teorije relativnosti.

6.2.1 Nejednakosti veli¢ine, naboja i angularnog momenta

Za crnu rupu, entropija je zadana povrSinom horizonta:

3
Fpc (6.66)

Son = 1an A

Izraz (6.2) je konstruiran tako da, koristeé¢i (6.66), za Kerr-Newmanovu crnu rupu
dobijemo jednakost. Za obi¢na tijela nejednakost (6.3) je usko povezana s nejedna-
kostima veli¢ine, angularnog momenta i naboja. Hipoteza o obrucu (B.4) kaZe da
ako je materija zatvorena u dovoljno malo podrucje, sustav propada u crnu rupu.

Stoga, ako tijelo nije crna rupa, vrijedi nejednakost

C—(ié’ <kR, (6.67)

gdje je k univerzalna bezdimenzionalna konstanta reda 1, ¢iji iznos ovisi o formulaciji

hipoteze. Gornji izraz koristimo za ogranicavanje energije u (6.3) i dobivamo

4 8
2 72 2 ¢ 4

AP SRR, (6.68)

gdje se sad pojavljuje gravitacijska konstanta GG, uz konstantu ¢, ali i jedna manje fizi-

kalna veli¢ina (nema energije). Granica implicira nejednakost za angularni moment,

C—G3|J| < kR?, (6.69)
i za naboj,
2
C
Q < (20) 7 5 R - (6.70)

Veza Bekensteinovih granica i nejednakosti (6.69) i (6.70) daje nam vazan uvid. Iz-
raz (6.69) smo ranije pokazali u poglavlju (5) heuristickim argumentima te se sli¢no
moze dobiti i (6.70) te su izrazi posebno pronadeni. Naime, tako se ne dobiva pot-
puna nejednakost (6.68). Takoder, trebala bi se fiksirati univerzalna konstanta & u

limesu sferne simetrije s J = 0, a se na tome jo$ radi.
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Dodatno, posvetimo se ogranicenju koje stvara nejednakost (6.68). Kad bi se ostva-
rila jednakost, budu¢i da objekt nije crna rupa, mozemo Kkoristiti hipotezu o obrucu i
dobiti

! 2 72 208
X J? = k2
g e G2

R'> &% (6.71)
Onda mozemo Kkoristiti izraz (6.3) da zaklju¢imo, ako vrijedi jednakost u (6.68),
onda mora vrijediti i u (6.3), Sto znaci da po Bekensteinovoj granici (6.2) entropija
tijela mora biti nula. Imamo sljedece ogranicenje za (6.68): jednakost se postize ako
i samo ako je entropija tijela nula. U opcoj relativnosti, jednakost je postignuta ako i

samo ako je prostorvrijeme ravno (Minkowski).

6.3 Vremenski simetri¢ni pocetni podatci

Sad gledamo generalizaciju vremenski simetri¢nih podataka u opcoj relativnosti.
Najvedi izazov je definicija mjere veli¢ine R u zakrivljenim prostorima. Definicija
se temelji na inverznom srednjem toku zakrivljenosti (eng. inverse mean curvature
flow). Familija 2—ploha na Riemannovoj mnogostrukosti evoluira pod inverznim
srednjim tokom zakrivljenosti ako je normalna brzina prema van kojom se toc¢ka na
plohi giba dana recipro¢nom vrijednosti srednje zakrivljenosti plohe (C). Definiramo

radijus R podru¢ja U na Riemannovoj mnogostrukosti.

Definicija 6.2. Promatramo podrudje U na potpunoj, asimptotski ravnoj Riemannovoj
mnogostrukosti. Uzmimo tocku x, na mnogostrukosti i promatramo inverzni srednji
tok zakrivljenosti koji pocinje iz te tocke. Promatramo povrsinu prve 2—plohe na toku
koja zatvara podrudje U i definiramo R, kao radijus te plohe. Radijus R je definiran

kao infimum od R, po svim tockama x, na mnogostrukosti.

U ravnom prostoru, inverzni srednji tok zakrivljenosti koji poc¢inje u nekoj tocki
generira sfere, tako da se gornja definicija podudara s proslom.

Radijus R moze se eksplicitno numericki procijeniti za proizvoljne zakrivljenosti.
Takoder, bitno je spomenuti da ¢e tok razviti singularitete, ali mi ¢emo pretpostaviti

glatkocu.

Teorem 6.4. Promatramo asimptotski ravan, potpun, vremenski simetri¢an skup pocet-
nih podataka za Einsteinove jednadzbe koji zadovoljava dominantni energijski uvjet i

nema minimalnih ploha. Pretpostavljamo da postoji domena U izvan koje su podatci u
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Slika 6.1: Shematski crtez inverznog srednjeg toka zakrivljenosti iz neke tocke. Zad-
nja ploha je definirana kao prva koja u potpunosti zatvara podruéje U. Preuzeto
iz [2].

elektrovakuumu. Imamo

Q* < 2R, 6.72)

gdje je £ ADM masa, () naboj sadrzan u U i R radijus od U gore definiran. Nadalje,

ako vrijedi jednakost, onda su podatci ravni u U [2].

Dokaz. Vazno svojstvo inverznog srednjeg toka zakrivljenosti je Gerochova monoto-

nost Hawkingove energije (C) koja je dana izrazom:

_[A 1 ,
5H(3)_‘/16_7r<1_16_7r SH), (6.73)

gdje je H srednja zakrivljenost plohe i A njena povrsina. Gerochovu monotonost
mozemo zapisati na sljedeé¢i nacin: promatramo tok izmedu dviju ploha S, i S,

r < s; imamo

1 * )2
> -_— .
Eu(Ss) > Eul(S,) + (167)372 /7« A, /st Rdt | (6.74)

gdje je R skalarna zakrivljenost. Prisjetimo se da dominantni energijski uvjet za vre-
menski simetri¢ne podatke nalaZze da je R > 0.

Promatramo proizvoljnu tocku z, i pustimo tok iz to¢ke. Buduéi da podatci zadovo-
ljavaju dominantni energijski uvjet, mala sfera ¢e se formirati oko z, koja ima nene-
gativhu Hawkingovu masu. Pretpostavka da nema minimalnih ploha znaci da tok ide
do beskonacnosti. Iz jednadzbe (6.74) zaklju¢ujemo da za bilo koji ovako zadan tok

imamo nenegativinu Hawkingovu energiju, posebno za plohu §,, koja zatvara U:

En(Ssy) > 0. (6.75)
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Oznacavamo s A,, povrsinu plohe S,, i povrSinski radijus:

Roy =1/ 220, (6.76)
47

Dalje nastavljamo tok od S,, do beskonacnosti. Ograni¢avamo integral skalarne za-

krivljenosti nabojem:

;/M(A)W Rdt > @’ (6.77)
(167T)3/2 o ! St o RJJO ’ ‘

gdje smo koristili ¢injenicu da je naboj o¢uvan izvan S,, jer po konstrukciji ploha S,

zatvara podrudje U i po pretpostavci gustoca naboja je zatvorena u U. Dalje imamo

Q2
E— R > En(Szy) » (6.78)
tj. konacno
Q" 0 6.79
— >0. .
£ 2Ry — ( )

Ako vrijedi jednakost, to znaci da je £ (S.,) = 0 i mozemo zakljuciti da su podatci

unutar S, ravni. O]

Slican rezultat dobili smo u (6.25), gdje je £4(Sy) interpretirana kao kvazilokalna
energija unutar Sy. Zanima nas vrijedi li za teorem (6.4) da ako vrijedi jednakost u
(6.79) da je polje proizvedeno tankom sfernom ljuskom, kao u elektromagnetskom
slucaju. To se ipak nece dogoditi jer u opcoj relativnosti moramo u obzir uzeti i
energiju mirovanja ljuske. Zato nam treba jaci uvjet za jednakost: prostorvrijeme

Minkowskog.
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7 Zakljucak

Promatrali smo ogranicenja kompaktnosti astrofizickih tijela izrazena preko geome-
trijskih nejednakosti parametara mase, naboja, angularnog momenta i povrsine. Poce-
vsi od izoperimetrijske nejednakosti, tako re¢i uvoda u temu, sve do formalizama za
definiciju veli¢ine u zakrivljenim prostorima, oslanjali smo se na dominantni energij-
ski uvjet i teorem pozitivne energije.

Ispitali smo omjer mase i radijusa fizikalno moguceg, staticnog sferno-simetri¢nog
objekta obi¢ne gravitirajue materije i pokazali da teorija daje gornju granicu ispod
vrijednosti na kojoj se stvara horizont. Buchdahlov teorem koristan je u promatranju
alternativa crnim rupama. Dobre alternative konstruirane su u uvjetima ekstremne
kompaktnosti i krSenja Buchdahlove nejednakosti, Sto bi znacilo da pretpostavke te-
orema nisu dobre, npr. sferna simetrija, materija opisana idealnim fluidom itd.
Nadalje, promatrali smo nejednakosti osnosimetri¢nih crnih rupa, predstavili glo-
balne i kvazilokalne nejednakosti s raznim pretpostavkama na pocetne podatke ili
mnogostrukosti. Znacajni otvoreni problemi vezani su uz Penroseovu nejednakost,
tj. uklju¢ivanje angularnog momenta u istu, kao i uvjeti maksimalnih pocetnih poda-
taka i vise asimptotskih krajeva. Takoder, poopc¢ivanje nejednakosti (3.75) na slucaj
bez simetrijskog uvjeta.

Promatrali smo nejednakosti povr$ine i naboja A > 47(Q? bez simetrijskih uvjeta za
crne rupe i opcenita podrucja prostorvremena koja nisu nuzno granice crnih rupa.
Opisali smo formalizam marginalno zarobljenih ploha i uvjeta koje za sobom vuku,
kao i koncept apsolutnih naboja i zaklanjajuéih ploha.

Predstavili smo i nejednakost koja ograni¢ava angularni moment tijela kvadratom
mjere veli¢ine. Promotrili smo nekoliko definicija veli¢ine tijela i time poboljsavali
pocetnu pretpostavku nejednakosti.

Kona¢no smo predstavili Bekensteinove granice koje smo elegantno objasnili u for-
malizmu elektromagnetizma i opce teorije relativnosti. Dodatno smo uveli inverzni
srednji tok zakrivljenosti koji nam je pomogao pri definiranju velic¢ine tijela za vre-

menski simetri¢ne pocetne podatke.

60



Dodaci

Dodatak A Dopunski dokazi

A.1 Operator varijacije ¢

Varijacija ili deformacija 2—plohe Sj je glatka 1 — 1 funkcija tipa:
qD(S,)\) 05y X [—)\0,)\0] — M, (A1)

gdje su )\ neki realni brojevi, takva da je ®(.Sy,0) = Sp.

Neka je mnogostrukost M sastavljena od familije prostornih Cauchyjevih ploha {¥;}.
Prividni horizont definiran je kvazilokalno kao familija granica podrucja koja sadrze
zatocene plohe u {X,;}. Ako je dovoljno gladak, prividni horizont sastoji se od margi-
nalno zatocenih vanjskih ploha, koje imaju is¢ezavajucu svjetlosnu ekspanziju prema
van: ) = 0. Pratimo izvod iz [14], tj. koristimo dobivene varijacije veli¢ina i

primjenjujemo na nas slucaj.

Dokaz. Dokazujemo lemu (4.1). Promatramo (5,0%")) /¢ s osnosimetri¢nim v i 1), i

zahtijevamo () = 0,
1 l Y l r LV 2
E(53[,,9“ _ —E(Ufu),a() + G0 ) — 2Alny — D, InD*In v

1
+200 D" Iy — (= DY) + 0000 - Z2R 4G k), (A2)
gdje su koriSteni izrazi (2.23) i (2.24) iz [14]. Dalje izraz integriramo na plohi S.
Ls o0
—0,0VdA >0 (A.3)
sV
. Integriramo po dijelovima:

i 0 ,Or wyv OlelUls L, wyv
< | = — — — —
0 /¢< 0,0 Gwl l )dA—l—/( Q./Q +2 R ka l )dA

I

(A.4)
— / D, InyD"InwpdA + / 200D InpdA .
S S

. e s v . 1) . . . . . .
Iz osne simetrije imamo nam ¢lanovi D“Q,S) i 2AIn integriraju u 0. Organiziramo
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¢lanove u kvadrat:

0< /5 %( — oo — G, 1) dA + /S (%2}% ~ G, W1 )dA

- / (DyInyp — QD) (D*Iny — QW")dA . (A.5)
S
Iz Gauss-Bonnetovog teorema imamo

/ Lapia - 4r(1—g) . (A.6)
S 2

O (1w

Clan sa o0 nije pozitivan, kao ni treéi integral u (A.5). Kombinacijom za-

kljucaka, lema vrijedi. O

A.2 Dominantni energijski uvjet

Sad ¢emo pokazati da vrijedi (5.11).

p2 2 jujﬂ = hp,z/jl/j,u
Tuu ntn” > guy(_hy)\T)\u ny)(_huUTau nﬂ)
> g“”hykh#”T)\V n”TW nt (A.7)
> 525;’7}\” n”Tw nt

A
> T,,n"T", n".

Konac¢no:

T, n'n” > /T, n”T’\# nk . (A.8)

Dodatak B Nekoliko vaznih teorema

Ovdje predstavljamo neke vaZne teoreme ranije spomenute da $to bolje razumijemo

crne rupe, plohe i naboje.

Teorem B.1. (Teorem o jedinstvenosti crne rupe) Jedino moguce stacionarno i osnosi-
metricno rjesenje crne rupe za Einstein-Maxwellove jednadzbe, koje zadovoljava odgo-

varajuée asimptotske rubne uvjete, je Kerr-Newmanovo rjesenje, koje je ograniceno sa:

m? — (%)2 Q20 (B.1)
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Crna rupa je u potpunosti karakterizirana trima parametrima: ukupnom masom m,

ukupnim angularnim momentom J i ukupnim nabojem () [13].

Ovaj teorem prije svega postavlja zahtjev da ne postoji viSe rjeSenja Einsteinove

jednadzbe koja mogu biti opisana istim parametrima.

Teorem B.2. (Teorem o povrsini crne rupe) Za bilo koji dinamicni proces koji ukljucuje
crne rupe (npr. gravitacijski raspad) ukupna povrsina horizonta dogadaja ne moze se
smanjivati u vremenu. Ukupna povrsina crne rupe u zatvorenom sustavu mogze samo

ostati ista ili rasti [19].

Teorem B.3. (Pretpostavka o zatocenim plohama — eng. trapped surface conjecture) Neka
je (M, g) prostorvrijeme koje zadovoljava Einsteinove jednadzbe i sadrzi zatoc¢enu plohu.
Pretpostavimo da je prostorvrijeme globalno hiperbolno i ne sadrzi zatvorene vremenske
krivulje. Tada postoji buduée orjentirana neprostorna krivulja u (M, g) koja stize u

svjetlosnu beskonacnost [14].

Neformalno, teorem kaZze da se prije stvaranja singulariteta mora stvoriti zatocena

ploha.

Teorem B.4. (Hipoteza o obrucu — eng. hoop conjecture) Neka je S zatvorena, orjen-
tabilna i kompaktna ploha upisana u 3—dimengionalnu Riemannovu mnogostrukost s
pogitivno definitnom metrikom g. Promatramo vektorsko polje X* na S koje nije nigdje

tangencijalno na S i zadovoljava sljedece uvjete:

1. ne isCezava nigdje na S,

2. integralna krivulja od X* koja prolazi kroz bilo koju tocku p na S vraca se u istu

tocku p bez presjecanja S i tvori zatvorenu krivulju,

3. duljina te zatvorene krivulje je manja ili jednaka 2m+/max{A} gdje je A povrsina

od S s obzirom na metriku.

Ako su gornji uvjeti zadovoljeni, onda S ima opseg manji ili jednak 2m/max{A}, sto je

kriterij za gravitacijski raspad i potencijalno stvaranje crne rupe [20].

Neformalno, ako se objekt moze stisnuti u prostorno podrucje opsega manjeg ili
jednakog 27+ /max{A} onda je vrlo izgledno da ¢e se dogoditi gravitacijski raspad i
stvaranje crne rupe.

Gledamo opcenitu relaciju naboja i povrsine stabilne minimalne plohe.
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Teorem B.5. (Gauss-Bennet) Neka je M kompaktna, orjentirana i glatka 4—mnogostrukost
i X zatvorena, orjentabilna, 2—ploha smjestena u M kao prostorna hiperploha s Loren-
tzovom metrikom. Neka je R skalarna zakrivljenost i K Gaussova zakrivljenost induci-

rane metrike na Y. Imamo

// KdA =2mx(¥) — 279, (B.2)
>

gdje je x(X) Eulerova karakteristika plohe, koja je topoloska invarijanta ovisna o genusu

i broju rubnih komponenti [18].

Teorem B.6. (Gibbons) Neka je S stabilna minimalna ploha. Tada je
A>4nQ?, (B.3)

gdje je A povrsina plohe i () njen naboj [12].

Dokaz. Nejednakost stabilnosti

/ <|Doz|2 + %QRa2>dA >
S

gdje s a = 1 dobivamo:

N[ —

/ RdA (B.4)
S

f X n“dA)2 2
i > 1/Romz / X [2dA > ( o N (B.5)
2 /s ; A A

gdje je zadnja nejednakost dolazi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti. O

Dio dokaza usput pokazuje da vrijedi:

A< 47
X

) (B.6)

gdje je | X|” prosjek | X|* po S. Kombinacijom ovog rezultata i (B.3), u sluc¢aju elek-

tromagnetskog polja, imamo

|B* +|BJ* <

- B.
S ®.7)

Drugim rijec¢ima, prosjek elektromagnetske energije po S je omeden odozgo zbrojem
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kvadrata elektricnog i magnetskog naboja. Elektromagnetska energija ne moze biti

proizvoljno velika po S ako je S minimalna i stabilna.

Propozicija B.1. Neka je ) zaklonjeno podrucje asimptotskog kraja ¥, i neka je S = 92

zaklanjajuéa ploha. Onda imamo

_ |si=n®) o e 1o (=@ 20 e\ i Ay s
L |Q(Z)| = |2 QS)| < n(©2) ST QA(S:))  , gdje je Q ili elektricni

ili magnetski naboj,

2. n(Q) < |H,|, gdje je Hy drugi Bettijev broj,

3. Q3(%e) < ©2(8)

| H2|

Dodatak C Inverzni srednji tok zakrivljenosti

Inverzni srednji tok zakrivljenosti geometrijski opisuje vremensku evoluciju hiper-

plohe na osnovi srednje zakrivljenosti te hiperplohe u svakoj tocki.

Definicija C.1. Neka je S glatka hiperploha u n—dimenzionalnoj Riemannovoj mno-
gostrukosti s metrikom g. Za hiperplohu imamo funkciju ¢ : S — S, gdje je S
(n — 1)—dimengionalna podmnogostrukost, i za svaku tocku u S, ¢(p) je tocka na S.
Promatramo jednoparametarsku familiju preslikavanja ¢, : S — S, gdje je vrijeme
t > 0. Imamo S; = ¢(S). Evolucijska jednadzba za inverzni srednji tok zakrivljenosti

dana je diferencijalnom jednadzbom:

9:

ot = —H(p7 t) ) U(p,t) (C.1D)

Svaka tocka na hiperplohi giba se u smjeru normalnog vektora v(p, t) prema van,
skalirana srednjom zakrivljenosti H(p,t) u toj tocki prostorvremena. Hiperploha se
ovim jednadzbama S$iri.

Cilj koristenja ove metode je razumijevanje geometrijskih svojstava hiperploha pod

utjecajem toka i stvaranje singulariteta u procesu.
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C.1 Gerochova monotonost i Hawkingova masa

Modificirana Hawkingova masa na 2—plohama definirana je kao:
mHQM:i/<R——H2+A)¢4 (C.2)

gdje je R skalarna zakrivljenost, H srednja zakrivljenost i A konstanta. Promatramo
monotonost Hawkingove mase, tj. da je funkcija my(S;) nepadajuca funkcija of ¢.
Geroch je pokazao da je masa nepadajuca kad ploha S ide prema van brzinom inverz-
nog srednjeg toka zakrivljenosti. Pretpostavimo da je S, familija povezanih ploha koja
evoluira jednadzbom:

dFr v

Pl (C.3)
gdje je v jedini¢ni vektor koji je suprotan smjeru srednje zakrivljenosti. Dobivena je
monotonost:

d

() 2 0 (C.4)
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