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Uvod

Istrazivanje (istraZzivacka metoda) u nastavi matematike je nastavni postupak u kojem uceni-
ci samostalno usvajaju nova znanja, samostalno otkrivaju i pronalaze nove matematicke
pojmove, pojave i zakonitosti. Ideja istrazivacke nastave je da ucenik dobije odredenu in-
formaciju koju ¢e obraditi vlastitom aktivnoS¢u, odnosno da istrazi odgovor na postavljeno
pitanje. Time se uCenicima prikazuje pravi ciklus znanstvenog istraZivanja te ih se potice na
kriticki odnos prema prikazanim ¢injenicama, povecava se njihova znatizelja, stvaralastvo
1 motivacija i razvijaju sposobnosti generaliziranja, apstrahiranja i zaklju¢ivanja nepotpu-
nom indukcijom (vidi [1]). U takvoj nastavi nastavnik je zapravo “menadZer nastave” (vidi
[2]) 1 viSe nema dominantnu ulogu jer je nastava orijentirana prema ucenicima 1 razvoju
njihovih sposobnosti za rjeSavanje problema. Nastavnik mora biti potpuno matematicki
obrazovan, mora se neprekidno usavrSavati u metodi¢kom, psiholoskom i pedagosSkom po-
gledu, te mora biti uporan i ustrajan u primjeni istrazivacke metode u nastavi. Istrazivacka
nastava zahtijeva i nove oblike rada: timski rad u€enika, rad ucenika u paru, primjenu he-
uristi¢ke 1 problemske metode, metode demonstracije itd. Istrazivacka nastava od ucenika
iziskuje 1 neke nove kompetencije, viSu razinu misljenja (tzv. refleksivno misljenje), te
misaono predstavljanje (vizualizaciju) problema, odnosno situacije u kojoj se nalazi (vidi
[L1]). Isto tako, obrazovni sustav treba pratiti brzi razvoj drustva i nove izazove koje pos-
tavlja pred pojedinca, a to se moZe posti¢i upravo novim oblicima nastave i rada u nastavi.
Osuvremenjivanju nastave pomaZze i praenje razvoja tehnologije, odnosno uvodenje novih
nastavnih sredstava (raCunala, kalkulatora, grafickih kalkulatora...) kako bi se uCenicima
pribliZila matematika, poboljSalo razumijevanje, otkrivanje i usvajanje matematickih poj-
mova, pojava i zakonitosti. Pri odabiru pojedinih programa (software-a), nastavnik mora
razmotriti moZe li i kako moZe taj konkretni software pomo¢i poducavanju matematike,
povecanju razine znanja, razvoju vjestina, poboljSanju razumijevanja matematickih ideja,
rjeSavanju problema, izradi nastavnih materijala itd. (vidi [16]). Ti programi sadrze jedan
ili viSe matematickih prikaza (grafickih, simboli¢nih, tabelarnih i drugih). To su alati di-
nami¢ne geometrije, graficki alati, tabli¢ni kalkulatori, te razliciti programi koji se koriste
u nastavi matematike, a mogu se koristiti i u poucavanju bilo kojega predmeta. Alati di-
namicne geometrije imaju mogucnost lakog mijenjanja poloZaja nacrtanih geometrijskih
objekata, pri ¢emu odnosi medu objektima ostaju saCuvani. Najpoznatiji programi koji



se koriste u nasim Skolama su Geogebra 1 The Geometer’s Sketchpad, 1 prevedeni su na
hrvatski jezik. GeoGebra spada u grupu programa koji su dostupni za besplatno preuzi-
manje i ima svojstvo da za online rad s uradcima nacinjenim u Geogebri ne moramo imati
instaliranu GeoGebru na racunalu (vidi [8]]). S druge strane, The Geometers’s Sketch-
pad nije besplatan i licenca se placa na godiSnjoj razini. Grafic¢ki alati su specijalizirani
za dvodimenzionalne i trodimenzionalne prikaze funkcija 1 geometrijskih objekata. Takvi
programi su Cabri, Google SketchUp, Gnuplot, itd. Tabli¢ni kalkulatori (ili alati za izradu
proraCunskih tablica) su programi koji raCunaju i prikazuju rezlutate u obliku tablice. To su
MS Excel, Open Office i sli¢ni. Treba naravno spomenuti i dZepna racunala (kalkulatore)
koji su u Sirokoj upotrebi ve¢ dugi niz godina. Na trziStu se osim ~obi¢nih” kalkulatora
pojavljuju i1 znanstveni, graficki 1 drugi kalkulatori koji imaju sve veci izbor funkcija 1
mogucnosti (vidi [8]). Ti programi, osim Sto nam omogucuju eksperimentiranje u nastavi,
pomazu pri razvijanju ucenickog prostornog zora i vizualizaciji pojedinih objekata.



Poglavlje 1

Obrada osnovnih pojmova iz geometrije
pomocu programa dinamicke geometrije

1.1 Istrazivacka metoda

U uvodu smo ve¢ spomenuli da je istraZzivacka metoda nastavni postupak kojim ucenici
samostalno istraZuju i otkrivaju nove matematicke zakonitosti i pravilnosti. Primjenjujuci
ovu metodu u nastavi matematike poticemo ucenike da se viSe ukljucuju u nastavu, da
samostalno istrazuju, da sami dodu do nekih zakljucaka, pa da ih i lakSe zapamte, te da
st bolje vizualiziraju postavljeni problem. Uz pomoc¢ racunala ucenici mogu brZze i lakse
do¢i do Zeljenih zaklju€aka. Istrazivanje pomocu racunala moze se uvesti ve¢ kod obrade
osnovnih pojmova u geometriji, ali i u drugim podru¢jima matematike. IstraZivanje se
moze provesti na dva nacina, tako da ucenici sami naprave konstrukciju pa istrazuju neko
svojstvo ili da nastavnik sam unaprijed pripremi primjer (ako Zeli da fokus bude na sa-
mom istraZivanju svojstava ili ako mu se Cini da bi izvodenje i shvacanje konstrukcije bilo
u tom trenutku komplicirano za ucenike). U alatima dinami¢ne geometrije mozZemo cr-
tati osnovne elemente (tocke, duZine, pravce, kruznice) i elemente sastavljene od osnovnih
elemenata (mnogokute, kutove, okomice, paralele i slicno). MozZemo izdvojiti bitne dije-
love nekih elemenata, podebljati linije, obojati ih drugom bojom, imenovati te dijelove, itd.
Sto se ti¢e istrazivatkog dijela, bitno nam je da moZemo koristiti razna mjerenja, mjere-
nja duZina, kutova, razli¢itih omjera 1 sli¢no. Ucenicima je vazno naglasiti da na koliko
god primjera potvrdili neku tvrdnju, ona se ipak mora dokazati da bi se moglo zapisati da
opcenito vrijedi. Medutim, u osnovnoj Skoli se malo toga dokazuje (npr. Pitagorin poucak,
zbroj veli¢ina unutarnjih i vanjskih kutova u trokutu i sli¢no), dok se u srednjoj skoli do-
kazuje ipak nesto viSe nego u osnovnoj. Precizni dokazi se uglavnom rade na dodatnoj
nastavi s onim ucenicima koji idu na natjecanja. Kona¢no, napomenimo da ucenike treba
poticati na razvijanje kritickog misljenja o prednostima i nedostacima primjene racunalnih
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programa.

1.2 Visina trokuta

Pojam visine trokuta obraduje se u 6. razredu osnovne Skole. SadrZaj je pogodan za
proucavanje pomocu tradicionalnih nastavnih sredstava i pomagala (geometrijskog pri-
bora), ali i pomo¢u suvremenih sredstava — racunala, te se moZe prilagoditi svakom uceniku
prema njegovim individualnim sposobnostima. Velika prednost racunala je to $to se u krat-
kom roku moZe prouciti puno viSe razli¢itih primjera, odnosno sluc¢ajeva. U postupku
istraZivanja treba otkriti pojam visine trokuta, te da se pravci kojima pripadaju visine tro-
kuta sijeku u jednoj tocki (koju nazivamo ortocentar). Ucenici bi prije obradivanja pojma
visine trebali znati vrste trokuta s obzirom na duljine stranica i veli¢inu unutarnjih kutova,
te kako konstruirati jednakostrani¢ni, jednakokrac¢ni i raznostrani¢ni trokut. Takoder, tre-
bamo se prisjetiti da visinu covjeka mjerimo tako da se osoba kojoj mjerimo visinu prisloni
uz zid 1 stoji uspravno, a zatim mjerimo udaljenost od vrha glave te osobe do tla. Osoba
kojoj mjerimo visinu stoji okomito s obzirom na tlo, pa je zapravo visina osobe najkraca
spojnica vrha glave i tla. Zelimo pokazati da to vrijedi i kod trokuta, te da trokut ima tri
visine koje se sijeku u jednoj tocki.

Tijek istrazivanja:

Najprije ucenici moraju otkriti da je visina trokuta najkraca duZina koja spaja vrh trokuta
1 pravac kojem pripada nasuprotna stranica, a zatim da se pravci kojima pripadaju visine
trokuta sijeku u ortocentru.

Pretpostavka: visina trokuta je najkraca duzina koja spaja vrh trokuta i pravac kojem pri-
pada nasuprotna stranica.

Upute: U alatu dinami¢ne geometrije nacrtajte proizvoljan trokut, oznacite mu vrhove i
stranice, te mu konstruirajte visinu na stranicu a. Stranicu a produzite do pravca, na tom
pravcu nacrtajte tocku N i spojite ju duZinom s tockom A. Izmjerite duljinu duZine AN
i visine v,. Pomicite to¢ku N po pravcu i usporedite duljinu duZine AN i visine v,. Sto
uocavate?

Mjerimo duljinu duZine AN. Uo&avamo da je |AN| > |AA’|, gdje je A’ noZiste visine
va Zatim malo promijenimo trokut i napravimo sve ispocetka. U svim sluc¢ajevima (slika
dolazimo do istog zaklju¢ka, odnosno zaklju¢ujemo da vrijedi da je duljina duZine AN
veca od duljine visine v,, odnosno |AN| > |AA’|, za svaki izbor to¢ke N.
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Zasto je to tako? Duzina AA’ okomita je na pravac BC. Zelimo pokazati da je duljina
duZine AA’ kraca od bilo koje duzine AN koja nije okomita na pravac BC (slika

v,=6,61cm
vV, =6,61cm |AN| = 6,81 cm

|AN]| = 8,26 cm

v, =6,61cm C

|AN| =7,19 cm
b

=

Slika 1.1: Duljina duZine AN

c
b
»
c

Slika 1.2: Pravokutan trokut AA’N

A4

N

Uo&imo pravokutan trokut AAA’N s pravim kutom u vrhu A’. DuZina AN je hipotenuza
tog trokuta pa je to najdulja stranica tog trokuta (nasuprot najveceg kuta se nalazi najdulja
stranica) i slijedi: [AN| > |AA’|.
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Nakon $to smo pokazali da je visina trokuta najkraca spojnica vrha trokuta i pravca ko-
jem pripada nasuprotna stranica, moramo pokazati da se pravci kojima pripadaju visine
trokuta sijeku u jednoj tocki.

Pretpostavka: pravci kojima pripadaju visine trokuta sijeku se u jednoj tocki (ortocentru).
Upute (iste su ako se radi geometrijskim priborom i raCunalom):

Nastavni listi¢ 1.

Konstruirajte jednakostranic¢an trokut s proizvoljnom duljinom stranice. Konstruirajte vi-

sine tog trokuta i noZiSta visina oznacite s A’, B’ 1 C’. Usporedite duljine duZina |AA’|, |BB’|
1|CC’|. Sto uoCavate?

Slika 1.3: Jednakostrani¢ni trokut

Mjerenjem duljina duzina AA’, BB’ i CC’ uo¢avamo da su te duzine jednakih duljina,
te da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki (slika[I.3]). Koristenjem ra¢unala moZemo brzo
generirati veliki broj razlicitih jednakostrani¢nih trokuta. Kod svih trokuta uo¢avamo isto,
tj. da se visine trokuta sijeku u jednoj tocki i da su jednakih duljina, pa generalizacijom
tvrdnje zakljuCujemo da to vrijedi za sve jednakostrani¢ne trokute. Takoder, na ovom pri-
mjeru ucenici mogu zakljuciti da su za svaki trokut duljine visina jednake. IstraZivanjem
razlicitih jednakokracnih i raznostrani¢nih trokuta u€enici e shvatiti da je to kriva pretpos-
tavka i zakljuciti da visine trokuta ne moraju nuzno biti jednake duljine.

Nastavni listic¢ 2.
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Konstruirajte jednakokracan trokut proizvoljnih duljina stranica. Konstruirajte visine tog
trokuta i noZiSta visina oznacite s A’, B 1 C’. Usporedite duljine duzina |[AA’|, |BB’| 1 |CC’|.
Sto uocavate?

Slika 1.4: Jednakokracni trokut

Mijerenjem duljina duZina AA’ i BB’ uo¢avamo da su te duZine jednakih duljina, da se
sve tri visine sijeku u jednoj tocki, dok CC’ opcenito nije iste duljine kao 1 ostale visine

(slika [T ).

Nastavni listi¢ 3.

Konstruirajte raznostranican trokut proizvoljnih duljina stranica. Konstruirajte visine tog
trokuta i noZiSta visina oznacite s A’, B 1 C’. Usporedite duljine duzina |[AA’|, |BB’| 1 |CC’|.
Sto uocavate?

Slika 1.5: Raznostranican trokut
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Mjerenjem duljina visina uo¢avamo da su sve tri stranice 1 visine razlicitih duljina, te da
se sijeku u jednoj tocki (slika[I.5). Vidimo da je kod raznostrani¢nog tupokutnog trokuta
ta tocka izvan trokuta. Isto bismo dobili i da imamo jednakokra¢ni tupokutni trokut.
Zanimljiv je i slucaj pravokutnog trokuta jer se kod njega ortocentar nalazi u vrhu pravog

kuta (slika[1.6)).

Zle=1=p' A

\

Slika 1.6: Pravokutan trokut

Aktivnost se moZe odvijati 1 tako da nastavnik ve¢ unaprijed pripremi uenicima ma-
terijale u alatu dinami¢ne geometrije, a u€enici onda rade prema uputama nastavnika. Na
primjer, jednakostrani¢ni trokut konstruiramo tako da odaberemo dvije tocke (dva vrha), a
trecu to¢ku dobijemo rotacijom druge tocke oko prve za 60°. Spojimo te tri to¢ke i kons-
truiramo visine dobivenog trokuta. Prve dvije tocke moZemo proizvoljno pomicati 1 na
taj nacin dobivamo razne jednakostrani¢ne trokute, a automatski vidimo 1 visine trokuta.
Sli¢no konstruiramo 1 jednakokracni trokut. Najprije odaberemo dvije proizvoljne tocke
(dva vrha), spojimo ih duZinom, konstruiramo simetralu te duZine i odaberemo na njoj
proizvoljnu tocku koja ¢e predstavljati treéi vrh trokuta. Sve pomoéne objekte sakrijemo i
konstruiramo visine trokuta. Sada moZemo pomicati prve dvije tocke kako god Zelimo, a
treCu tocku mozemo pomicati samo po simetrali. Na taj nacin generiramo razne jednako-
kracne trokute, a onda i njihove visine.

1.3 Slicnost trokuta. Poucci o slicnosti trokuta

Ucenici svakodnevno ¢uju i uocavaju da su neki objekti sli¢ni. To znaci da su ta dva objekta
(osobe, predmeti i sl.) istog oblika, ali ne nuzno i iste veli¢ine. Matematicka definicija
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slicnosti temelji se upravo na tom nasem (svakodnevnom) shvacanju slicnosti. Ucenici,
kako u osnovnoj (u 7. razredu), tako i u srednjoj Skoli (u 1. razredu), prije usvajanja kon-
cepta sli¢nosti moraju usvojiti koncept proporcionalnosti.

Tijek istrazivanja:

Nastavnik s u€enicima raspravlja Sto je za njih sli¢nost. Isto tako, pokazuje im slike sli¢nih
objekata 1 podsjeca na koncept sukladnosti. UCenici dobivaju nastavni listi¢ 1 uz pomoc¢
alata dinami¢ne geometrije dolaze do zakljucaka.

Nastavni listi¢ 1.

Uputa: Otvorite radnu biljeznicu u alatu dinami¢ne geometrije (npr. u Sketchpadu) u kojoj
su konstruirana dva trokuta (slika[I.7).

Slika 1.7: Sli¢ni trokuti

1. Odredite kojoj vrsti pripadaju dani trokuti s obzirom na veliinu kutova 1 duljine
stranica.

2. Izmjerite duljine svih stranica i veli¢inu svih kutova.
3. Sto uotavate?

4. Sto vrijedi za duljine stranica ovih trokuta?

Mjerenjem duljina svih stranica i veli¢ina svih kutova uo¢avamo da su dobiveni trokuti
raznostranicni Siljastokutni, te da su odgovarajuéi kutovi jednake veliCine.

Nastavni listic¢ 2.
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Uputa: Otvorite radnu biljeZnicu u alatu dinami¢ne geometrije (npr. u Sketchpadu) u kojoj
su konstruirana dva trokuta (slika[I.8]).

F
C
A B
D E

Slika 1.8: Sli¢ni trokuti

1. Odredite kojoj vrsti pripadaju dani trokuti s obzirom na veli¢inu kutova i duljine
stranica.

2. Izmjerite duljine svih stranica i veli¢inu svih kutova.
3. Sto uotavate?

4. Sto vrijedi za duljine stranica ovih trokuta?

Mjerenjem duljina svih stranica i veli¢ina svih kutova uo¢avamo da su dobiveni trokuti
jednakostrani¢ni, te da su svi kutovi jednake veliCine.

Nastavni listi¢ 3.

Uputa: Otvorite radnu biljeZnicu u alatu dinami¢ne geometrije (npr. u Sketchpadu) u kojoj
su konstruirana dva trokuta (slika[I.9).

Slika 1.9: Sli¢ni trokuti



POGLAVLIJE 1. OBRADA OSNOVNIH POJMOVA 1IZ GEOMETRIJE 11

1. Odredite kojoj vrsti pripadaju dani trokuti s obzirom na veli¢inu kutova 1 duljine
stranica.

2. Izmyjerite duljine svih stranica i veli¢inu svih kutova.
3. Sto uocavate?
4. Sto vrijedi za duljine stranica ovih trokuta?

Mjerenjem duljina svih stranica i veli¢ina svih kutova uo¢avamo da su dobiveni trokuti
pravokutni raznostrani¢ni, te da su odgovarajuci kutovi jednake veliCine.

Iz svojstva da su odgovarajuéi kutovi trokuta jednaki proizlazi definicija sli¢nosti:

Definicija 1.3.1. KaZemo da su dva trokuta AABC i AA’B'C’ sli¢na ako se podudaraju u
sva tri kuta: « = o', =,y =7y Pisemo: AABC ~ NA’B'C".

Ucenici takoder uoCavaju da su za dva sli¢na trokuta odgovarajuce stranice proporci-
onalne s koeficijentom sli¢nosti k.

Definicija 1.3.2. Neka su trokuti AABC i AA’B’'C’ slicni. Omjer duljina njihovih stranica
’ b/ /
L2 zove se koeficijent slicnosti.
a b ¢

Do koncepta slicnosti moZemo do¢i i na joS jedan nacin. Ucenicima moZemo pripremiti
materijale u Sketchpadu pomocu kojih ée brze do¢i do razliditih slicnih trokuta. U alatu
nacrtamo trokut AABC i tocku O izvan trokuta. Nacrtamo pravac OA i na njemu odredimo
proizvoljnu tocku A” koja se moZe slobodno pomicati po njemu (slika[I.10).

Slika 1.10: Pravac OA i proizvoljna tocka A’ na njemu
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Konstruiramo paralelu s pravecem AC kroz A’, pa u presjeku s OC dobivamo tocku C’.
Onda joS konstruiramo paralelu s BC kroz C’ 1 paralelu s AB kroz A’ 1 u njihovom presjeku
dobivamo B’ (slika[I.TT).

Cf

Slika 1.11: Trokut AABC slican je trokutu AA’B’'C’

Sakrijemo sve elemente osim trokuta AABC i AA’B'C’. Tocke A, B, C 1 A’ moZemo
pomicati kako Zelimo, pa dobivamo razli¢ite verzije sli¢nih trokuta te uo¢avamo jednakost
omjera odgovarajuéih stranica i podudarnost veli¢ina kutova. Tocnije, dolazimo do gore
navedenih svojstava sli¢nih trokuta.

Sljedeci korak u izgradnji koncepta sli¢nosti trokuta su poucci o sli¢nosti trokuta do ko-
jih ucenici mogu doci na analogan nacin na koji su dosli do definicije slicnosti trokuta i
koeficijenta slicnosti.

1.4 Homotetija

S konceptom homotetije ucenici se susrecu u 1. razredu srednje Skole na sljedeéi nacin.
Neka je zadana neka tocka O ravnine. Homotetija je preslikavanje & ravnine koje svakoj
toCki T pridruzuje tocku 7’ = h(T) tako da vrijedi:

1. tocke O, T, T’ pripadaju istom pravcu

2. a) akojek € R,k > 0, onda T’ pripada polupravcu OT;
b) ako je k € R,k < 0, onda 7’ ne pripada polupravcu OT;

3. |0T'| = |k| - |OT|.
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Pomocu alata dinami¢ne geometrije moZemo istrazivati svojstva homotetije, odnosno
istraZivati u Sto se pri preslikavanju homotetijom preslikavaju duZina, pravac, kut, kruZnica,
trokut, i slicno. U istraZivanju koristimo naredbu Dilate koja za zadanu tocku O i zadani
koeficijent k preslikava dani objekt po pravilu homotetije odredene s O i k.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju svojstva homotetije. Svaki par
ucenika dobije nastavni listi¢ s uputama.

Pretpostavke:
1. Pravac se pri preslikavanju homotetijom preslika u njemu paralelan pravac.
2. Kaut se pri preslikavanju homotetijom preslika u sukladan kut.
3. DuZina se pri preslikavanju homotetijom preslika u njoj paralelnu duZinu.
4. Trokut se pri preslikavanju homotetijom preslika u njemu sli¢an trokut.
5. KruZznica se pri preslikavanju homotetijom preslika u kruZnicu.

Nastavni listié.

1. U Sketchpadu konstruirajte pravac i proizvoljnu to¢ku O izvan pravca. Uz pomo¢
funkcije Dilate odredite sliku pravca s obzirom na srediSte homotetije O i za razliCit
izbor koeficijenta homotetije .

Slika 1.12: Slika pravca je pravac
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Uocavamo da se pravac pri preslikavanju homotetijom preslika u njemu paralelan
pravac, bez obzira kakav je koeficijent homotetije (slika[1.12).

2. U Sketchpadu konstruirajte kut i proizvoljnu to¢ku O u ravnini. Izmjerite veli¢inu
konstruiranog kuta. Uz pomo¢ naredbe Dilate odredite sliku kuta s obzirom na
srediSte homotetije O 1 za razlicit izbor koeficijenta homotetije k.

a=3992° y=39,02°

B=39,92° §=3902° 2
5 )

> 7 0

k==
k=2 4 2

Slika 1.13: Slika kuta je sukladan kut

a=4,97cm =3 a5
a;=0,99 cm k=7'———'
a;=829cm
a;=3,73cm
- o0 =1 _
T 1 —=0,20
a
= =167
A £ B as
—=0,75
a
— 2 s 5
8

Slika 1.14: Slika duZine je duzina

Uocavamo da se kut pri preslikavanju homotetijom preslikava u kut (slika [1.13]).
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Mjerenjem veli€ine tog kuta uocavamo da je iste veli¢ine kao i original 1 zaklju¢ujemo
da se kut pri preslikavanju homotetijom preslikava u sukladan kut.

3. U Sketchpadu konstruirajte duzinu AB i to¢ku O tako da O ¢ AB. Izmijerite duljinu
duzine AB. Uz pomoc¢ naredbe Dilate odredite sliku duZine AB s obzirom na srediSte
homotetije O 1 za razliCit izbor koeficijenta homotetije .

Uo&avamo da se duZina AB pri preslikavanju homotetijom preslika u njoj paralelnu
duZinu A’B’ (slika|1.14). Mjerenjem duljine duZina AB i A’B’ zakljutujemo da vri-
jedi: |A’B’| = |k| - |AB|, k € R.

4. U Sketchpadu konstruirajte trokut AABC 1 proizvoljnu tocku O u ravnini. Izmjerite
duljine stranica trokuta. Uz pomo¢ naredbe Dilate odredite sliku trokuta AABC s
obzirom na srediSte homotetije O i za razliCit izbor koeficijenta homotetije k.

o'
—=0,25
c
a’
—=0,25
4 a
c=5,08cm L b
a=4,08cm 3 i 0,25
b=7,50cm
c¢'=127cm
a'=1,02cm
b'=1,87 cm

Slika 1.15: Slika trokuta je njemu sli¢an trokut

Uocavamo da se trokut AABC pri preslikavanju homotetijom preslika u trokut AA’B'C’
(slika [I.15). Mjerenjem duljina stranica oba trokuta, zaklju¢ujemo da je dobiveni
trokut AA’B’'C’ slican trokutu AABC s koeficijentom sli¢nosti ||.

5. U Sketchpadu konstruirajte kruZnicu k; sa srediStem u S proizvoljnog radijusa R i
tocku O u ravnini. Uz pomo¢ naredbe Dilate odredite sliku kruznice k; s obzirom na
srediSte homotetije O i za razliCit izbor koeficijenta homotetije k.
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R=212cm

=
rn=1,06cm k' §1 =0,50
r,=3,18 cm r
r=2,82cm 3 R =1,50
r3
' B 1,33
[ ]
(2]
g
- " 3
g
i -4
3

Slika 1.16: Slika kruznice je kruZnica

Uocavamo da se kruznica k; pri preslikavanju homotetijom preslika u kruzZnicu k|
(slika [1.16). Mjerenjem radijusa kruZnica k; i k| zakljuCujemo da je radijus slike
jednak |k| - R.

1.5 Poucak o obodnom i srediSnjem kutu. Talesov teorem
o kutu nad promjerom kruZnice

Poucak o obodnom i srediSnjem kutu i Talesov teorem o kutu nad promjerom kruZnice
obraduju se u 7. razredu osnovne Skole i u 1. razredu srednje Skole. Sadrzaj je pogodan za
proucavanje pomocu geometrijskog pribora, ali 1 pomocu racunala. U postupku istraZivanja
ucenici trebaju otkriti odnos obodnog i srediSnjeg kuta (nad istim lukom). Uc€enici bi prije
otkrivanja poucka o obodnom i srediSnjem kutu trebali znati kakav je to obodni, a kakav
sredisnji kut.

Tijek istraZivanja:
Ucenici s nastavnikom ponavljaju pojmove obodnog i srediSnjeg kuta, pojam kruznog luka
kruZnice, te pojmove promjer i polumjer kruZnice.

Pretpostavka: srediSnji kut je veéi od obodnog kuta.

Upute (iste su ako se radi geometrijskim priborom i racunalom):
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1. Konstruirajte kruznicu k sa srediStem u tocki S 1 istaknite neki kruzni luk AB. Na-
crtajte sredi$nji kut « i jedan obodni kut 8 nad tim (istim) lukom. Izmjerite veliine
kutova. Sto uocCavate?

2. Konstruirajte kruznicu k sa srediStem u tocki S. Nacrtajte jedan promjer d. Zatim
nacrtajte jedan obodni kut 8 nad tim promjerom. Izmyjerite veli¢inu tog obodnog
kuta. Sto uocavate?

Slika 1.17: SrediSnji kut je dvostruko veéi od obodnog kuta

f = 90,00°

Slika 1.18: Kut nad promjerom kruZnice je pravi kut
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Vrh obodnog kuta mozemo oznaciti s C. Pomicanjem tocke C po kruZnici 1 mjerenjem
velic¢ine kuta ZACB = 8 uoCavamo da su svi obodni kutovi nad istim lukom jednaki, da je
sredi$nji kut dvostruko veéi od obodnog kuta (slika[I.17), te da je svaki kut nad promjerom
pravi kut (slika[I.18). Na taj nacin u€enici dolaze do poucka o obodnom i sredisnjem kutu
1 njegove specijalizacije (Talesovog teorema o kutu nad promjerom kruZnice).

Teorem 1.5.1. Sredisnji kut nad nekim lukom jednak je dvostrukom obodnom kutu nad tim
istim lukom.

Teorem 1.5.2. (Tulesov teorem o kutu nad promjerom kruznice) Ako je AB promjer kruZnice,
a C bilo koja tocka kruznice razlic¢ita od A i B, onda je /ACB pravi.



Poglavlje 2

Primjena tablicnih programa u nastavi
statistike i vjerojatnosti

2.1 Prikazivanje i analiza podataka

Ucenici se prvi put sa statistikom susrecu u 7. razredu osnovne Skole. Statistikom mozZemo
prikazati, opisati, tumaciti i analizirati brojne situacije iz svijeta oko sebe. Ona je mocan
alat za rjeSavanje problema i poveznica je nastave matematike s drugim odgojno-obrazovnim
podru¢jima. UCcitelji trebaju osposobiti ucenike za Citanje, razumijevanje i tumacenje
razliito prikazanih statistickih podataka i donoSenje odluka utemeljenih na njima. Ucenje
1 pouCavanje statistike mora obuhvatiti postavljanje istraZzivackog problema i planiranje nje-
govog rjeSavanja, prikupljanje podataka, obradu i prikaz podataka, te tumacenje 1 raspravu
rezultata.

2.2 Graficki prikaz podataka

Tijek istraZivanja:
Ucenici dobiju nastavni listi¢ sa zadatkom. Zadatak rjeSavaju u paru u Excelu.

Nastavni listi€.
Ucenici 7.a razreda na ispitu znanja iz matematike postigli su sljedece rezultate:

ocjena nedovoljan | dovoljan | dobar | vrlo dobar | odli¢an
broj ucenika | 2 5 7 7 3

19
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1. Podatke iz tablice prikazite stupCastim dijagramom frekvencija.
2. Koliko je ucenika pisalo ispit znanja?
3. Koliko je ucenika na ispitu ocijenjeno pozitivno? Rezultat izrazite u postotcima.

4. Koliko je ucenika na ispitu ocijenjeno ocjenom vrlo dobar? Rezultat izrazite u pos-
totcima.

5. Postoji li brzi nacin na koji smo mogli do¢i do Zeljenih postotaka?

Podatke iz tablice prikazujemo stupCastim dijagramom frekvencija kao na slici 2.1}

broj u¢enika

ccccc

Slika 2.1: Stupcasti dijagram frekvencija

ZakljuCujemo da je ispit znanja iz matematike pisalo 24 ucenika. Na ispitu je pozitivho
ocijenjeno 92% ucenika, a 29% ucenika je dobilo ocjenu vrlo dobar. Do Zeljenih postotaka
smo mogli doci tako da smo podatke iz tablice prikazali u Excelu kruznim dijagramom
(slika[2.2) koji nam prikazuje postotak (udio) pojedinog podatka.

broj ucenika
odiican nedovoljan
13% 2

dovoljan
2%

g
Be
#g

Slika 2.2: Kruzni dijagram
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2.3 Manipuliranje podacima

Tijek istraZivanja:
Ucenicima dajemo nastavni listi¢ sa zadatkom i tablicom. Ucenici ga rjeSavaju pomocu
Excela.

Nastavni listi¢:

Sljedeca tablica prikazuje kretanje broja nezaposlenih osoba od 1997. do 2012. go-
dine u Republici Hrvatskoj. Statisti¢ari Drzavnog zavoda za statistiku u svom godiSnjem
izvjeStaju napravili su i stupCasti dijagram koji prikazuje dane podatke. Da ste statistiCar
Drzavnog zavoda za statistiku, kako biste postavili vertikalnu i/ili horizontalnu skalu na
dijagramu da naglasite da nezaposlenost pada?

godina | broj nezaposlenih | godina | broj nezaposlenih
1997. | 277.691 2005. | 308.738
1998. | 287.762 2006. | 291.616
1999. | 321.866 2007. | 264.448
2000. | 357.872 2008. | 236.741
2001. | 380.195 2009. | 263.174
2002. | 389.741 2010. | 302.425
2003. | 329.799 2011. | 305.333
2004. | 309.875 2012. | 324.324

Slika 2.3: Kretanje broja nezaposlenih od 1997. do 2012. godine

Razli¢itim strategijama pokuSavamo prikazati da nezaposlenost u Republici Hrvatskoj
pada (slika 2.4). Zapravo grupiramo podatke u istim vremenskim razdobljima, a onda
variramo duljinu tog razdoblja. U ovom slu¢aju smo podatke grupirali u vremenskom raz-
doblju od jedne, dvije, tri 1 Cetiri godine. Svi dijagrami prikazuju kretanje nezaposlenih u
Republici Hrvatskoj od 1997. do 2012., ali samo za zadnji dijagram na slici [2.4] moZemo
reci da prikazuje pad nezaposlenosti. Podaci na tom dijagramu su kod grupiranja predstav-
ljeni tako da se ne vide neki detalji za koje autor dijagrama moZda ne Zeli da budu vidljivi.
Naravno, ono S§to piSe na dijagramu u obliku koji je odabran mora biti to¢no.
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Slika 2.4: Prikaz nezaposlenosti u Republici Hrvatskoj od 1997. do 2012. godine
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Ako ne koristimo grupiranje podataka i imamo ovakve podatke kao $to su zadani, onda
mijenjanjem postavki na vertikalnoj osi ne moZzemo do¢i do prikaza koji pokazuje pad
nezaposlenosti. No, ako povecamo maksimum na toj osi, onda ¢e oscilacije u podacima
biti manje, tj. izgledat ¢e manje. Ako jako poveCamo taj maksimum, stupci bi mogli
izgledati potpuno jednako (slika 2.5). Na taj nac¢in moZemo u ovom slucaju prikriti rast
nezaposlenosti, ali ¢emo i sakriti sva razdoblja pada nezaposlenosti.
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Slika 2.5: Manipulacija podataka na vertikalnoj osi
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2.4 Vjerojatnost slucajnog dogadaja

Kao i sa statistikom, u€enici se s konceptom vjerojatnosti prvi put susrecu u 7. razredu
osnovne Skole. Ucenici saznaju Sto su elementarni dogadaji 1 kako ih navesti, uce kako
prepoznati koji su elementarni dogadaji povoljni za zadani dogadaj, te kako izraCunati vje-
rojatnost dogadaja.

Tijek istraZivanja:

Nastavnik s uCenicima ponavlja Sto je to (relativna) frekvencija, slucajni pokus, elemen-
tarni dogadaj, te kako raCunamo vjerojatnost kada su elementarni dogadaji jednako vjero-
jatni. Ucenici rade (istrazuju) u ¢etveroclanim skupinama i dolaze do zakljucaka.

Nastavni listié:

1. Dobivenu igra¢u kocku bacite 30 puta i za svako bacanje zabiljezite koji se broj
pojavio na gornjoj strani kockice.

a) Je li se svaki broj iz skupa {1, 2, 3, ..., 6} pojavio isti broj puta?
b) Koliko puta se na gornjoj strani kocke pojavio broj 4?

c) Nacrtajte odgovarajuéi dijagram za prikupljene podatke u alatu za izradu prora-
¢unskih tablica (u Excelu).

2. U Excelu ponovite ovaj slu¢ajni pokus 100 puta. Sto primjecujete?
3. U Excelu ponovite ovaj slu¢ajni pokus 1000 puta. Sto primjecujete?

U Excelu se slu¢ajan pokus realizira funkcijom RANDBETWEEN (Bottom, Top). Ta
funkcija koristi nasumicne brojeve iz niza brojeva kojem je Bottom najmanji broj, a Top
najveci broj koji funkcija koristi. Funkciju kopiramo u onoliko ¢elija koliko puta Zelimo
ponoviti pokus.

1. Primjer u€eni¢kog bacanja kockice i dobivenog dijagrama frekvencija pojavljivanja
brojeva 1, 2,..., 6 moZemo vidjeti na slici Primjecujemo da se brojevi nisu po-
javili isti broj puta, te da se broj 4 (u ovom slucaju) pojavio samo jednom (slika

2. Nakon ponavljanja ovog pokusa 100 puta dijagram frekvencija izgleda kao na slici
Uocavamo da se ni ovdje svi brojevi ne pojavljuju isti broj puta, te da se broj 4
pojavljuje viSe puta nego prvi puta kada smo bacali kockicu.
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broj na kocki |frekvencija

o | B |k =

Co oo | |~ |w|w

broj na kocki |[frekvencija

3 3
1 2

Dijagram frekvencija

B
? I
I :
3 4 5

Slika 2.6: Tablica i dijagram frekvencija
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Slika 2.7: Tablica i dijagram frekvencija

3. Nakon ponavljanja ovog pokusa 1000 puta dijagram frekvencija izgleda kao na slici
[2.8] Uocavamo da se ni ovdje svi brojevi ne pojavljuju isti broj puta, ali da je izmedu
frekvencija pojavljivanja veoma mala razlika.
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frekvencija
200

broj na kocki |frekvencija o
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Slika 2.8: Tablica i dijagram frekvencija
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S ucenicima moZemo diskutirati Sto bi se dogodilo nakon 10000 ili 100000 bacanja
kockice. Nakon diskusije u€enici mogu simulirati bacanje kockice u Excelu 1 mogu
uociti da ako dobivene frekvencije usporeduju s teorijskim vjerojatnostima, onda se
one gotovo podudaraju.

2.5 Ispisivanje sustavnih listi

Osim pri simulacijama sluc¢ajnih dogadaja, Excel mozZe pomo¢i 1 pri raCunanju teorijskih
vjerojatnosti kad je broj elementarnih dogadaja dosta velik ili je uvjet zadatka prekom-
pliciran za analizu. U tom slucaju nam se javlja potreba za sustavnim ispisivanjem svih
elementarnih dogadaja, odnosno svih mogucéih slucajeva. Uz pomo¢ racunala i razli¢itih
programa (npr. Excela), kopiranjem i praenjem odredenog principa sastavljanja, sustavne
liste se mogu veoma lako 1 brzo napraviti Sto ¢emo i vidjeti u sljede¢im zadacima.

Zadatak: Bacamo kockicu Cetiri puta i svaki put zapiSemo broj. Kolika je vjerojatnost
da je prvi dobiveni broj manji od drugog, drugi veci od treceg, a tre¢i manji ili jednak
cetvrtom?

Kao $to smo rekli zadatak moZemo rijesiti pomocu Excela. Najprije moramo napraviti sus-
tavnu listu svih mogucih elementarnih dogadaja bacanja kockice. Elementarnih dogadaja
je ukupno 1296. Na slici [2.9]je prikazan dio moguéih dogadaja.
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Slika 2.9: Dio mogu¢ih elementarnih dogadaja bacanja kockice

Nakon $to smo napravili listu elementarnih dogadaja, moramo usporediti prvi i drugi
dobiveni broj, drugi i tre¢i dobiveni broj, te treci i Cetvrti dobiveni broj. To moZemo na-
praviti pomocu funkcije IF. Ako je tvrdnja to¢na, onda stavimo 1, a ako tvrdnja nije toCna,
onda stavimo O (slika[2.9). Nas zanima kad su sve tri tvrdnje to¢ne, a to mozemo provje-
riti funkcijom AND. Zatim funkcijom COUNTIF prebrojimo koliko je tvrdnji to¢no u tom
stupcu. Dobivamo da je 245 povoljnih elementarnih dogadaja. Buduci da su svi dogadaji
jednako vjerojatni, onda vjerojatnost traZzenog dogadaja racunamo kao omjer broja povolj-
nih elementarnih dogadaja i ukupnog broja elementarnih dogadaja.

Dakle, vjerojatnost da je prvi dobiveni broj manji od drugog, drugi veci od treceg, a treci

manji ili jednak Cetvrtom jednaka je P(a < b, b > ¢, ¢ <= d) =
jednako 0.18904.

1796 Sto je priblizno

Ovaj zadatak smo mogli rijeSiti i logi¢ki, Sto je naravno kompliciranije.

Takvu vrstu zadataka mozemo postaviti 1 u malo drugacijem kontekstu.
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Zadatak: Koliko ima Cetveroznamenkastih brojeva abed, a,b,c,d € {1,2,3,4} takvih da
vrijedi ab < bc i bc > cd?

Zadatak najprije moZemo rijesiti logi¢ki, pa rjesenje provjeriti u Excelu. Uvijet ab < bc
vrijedi ako i samo ako jea < bilia = bib < c. S druge strane, uvjet bc > cd vrijedi
ako 1 samo ako je b > cili b = c 1 ¢ > d. Dakle, imamo cetiri moguc¢nosti pri kojima ¢e
Cetveroznamenkast broj sastavljen od brojeva 1,2, 3,4 zadovoljavati zadani uvjet:

1. a<b,b>c
2.a<bb=cic>d,
3.a=bib<c,b>c;

4. a=bib<c,b=cic>d.

Vidimo da je zadnja dva uvjeta nemoguce ispuniti pa moramo prebrojati brojeve koji
zadovoljavaju prva dva uvjeta. Ako vrijedi prvi uvjet, onda imamo sljedece:

(a,b,c) €{(1,2,1),(1,3,1),(1,3,2), (1,4, 1), (1,4,2), (1,4,3), (2,3,1), (2,3,2), (2,4, 1),
(2,4,2),(2,4,3),3,4,1), (3,4,2), (3,4,3)}.

Dakle, imamo 14 mogucénosti za izbor prve tri znamenke. Cetvrtu znamenku mozemo
izabrati proizvoljno, na Cetiri naCina. To znaci da ukupno imamo 14-4 = 56 takvih brojeva.

U drugom slu¢aju moramo nac¢i moguce znamenke a, b,d. Time je ve¢ odredena i zna-
menka ¢ (jer je b = ¢). Vidimo da je problem analogan onom u prvom slu¢aju pa mozZemo
zakljuciti da imamo 14 takvih brojeva.

Ukupno imamo 56 + 14 = 70 traZenih brojeva.

Sada rjeSenje moZemo provjeriti u Excelu (slika [2.10). Najprije napravimo sustavnu listu
svih znamenaka Cetveroznamenkastih brojeva koje moZemo sastaviti od brojeva 1,2, 3, 4.
Nakon toga pomoc¢u funkcije CONCATENATE spojimo znamenke tako da dobijemo dvoz-
namenkaste brojeve ab, bc, cd. Tako dobivene dvoznamenkaste brojeve usporedimo pomocu
funkcije IF. Ako je tvrdnja to¢na, onda stavimo 1, a ako je tvrdnja neto¢na, onda stavimo
0. Nas zanima kad su obje tvrdnje to¢ne, Sto moZemo odrediti funkcijom AND. Na kraju
funkcijom COUNTIF prebrojimo koliko je tvrdnji u posljednjem stupcu istinito. Taj broj

je ukupni broj traZenih brojeva.
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a b C d ab bc cd ab<bc | bc>cd Ukupno: |
1 1 1 111 11 11 0 0| FALSE ?Ol
4 4 4 2|11 11 12 0 0| FALSE
1 1 1 3|11 11 13 0 0| FALSE
1 1 1 4|11 11 14 0 0| FALSE
1 1 2 111 12 21 1 0| FALSE
4 4 2 2|11 12 22 4 0| FALSE
1 1 2 3|11 12 23 1 0| FALSE
1 1 2 4|11 12 24 1 0| FALSE
1 1 3 111 13 31 1 0| FALSE
4 4 3 2|11 13 32 4 0| FALSE
1 1 3 3|11 13 33 1 0| FALSE
1 1 3 4|11 13 34 1 0| FALSE
1 1 4 111 14 41 1 0| FALSE
4 4 4 2|11 14 42 4 0| FALSE
1 1 4 3|11 14 43 1 0| FALSE
1 1 4 4|11 14 44 1 0| FALSE
1 2 1 1]12 21 11 1 1| TRUE
4 2 4 2|12 21 12 4 1| TRUE
1 2 1 3|12 21 13 1 1| TRUE
1 2 1 4|12 21 14 1 1| TRUE
1 2 2 112 22 21 1 1| TRUE
4 2 2 2|12 22 22 4 0| FALSE
1 2 2 3|12 22 23 1 0| FALSE
1 2 2 4|12 22 24 1 0| FALSE
1 2 3 112 23 31 1 0| FALSE
4 2 3 2|12 23 32 4 0| FALSE
1 2 3 3|12 23 33 1 0| FALSE
1 2 3 4|12 23 34 1 0| FALSE
1 2 4 1j12 24 41 1 0] FALSE

Slika 2.10: Ispisivanje sustavnih listi u Excelu

28



Poglavlje 3

Ispitivanje funkcija i limesa niza
pomocu alata dinamiCne geometrije

Ucenici se s konceptom funkcija prvi put susrecu u 7. razredu osnovne $kole, i to upozna-
vanjem s linearnom funkcijom. Nakon toga s funkcijama se ponovo susrecu u 1. razredu
srednje Skole, najprije s linearnom funkcijom i funkcijom apsolutne vrijednosti. Zatim u
2. razredu upoznaju kvadratnu, eksponencijalnu i logaritamsku funkciju, a u 3. razredu
trigonometrijske funkcije. UCenici prije crtanja grafova svih funkcija moraju biti upoznati
s konceptom pojedine funkcije, s pojmovima nezavisne i zavisne varijable te s domenom
i kodomenom funkcije. Trebamo napomenuti da su sva istraZivanja zamis$ljena tako da
ucenici istraZzuju tok danih funkcija u paru. Radom u paru ostvaruje se bolja komunikacija
1 suradnja ucenika, te razmjena ucenickih ideja i znanja.

3.1 Graf linearne funkcije
Graf linearne funkcije ucenici otkrivaju u nekoliko koraka.
1. Zadana je funkcija f : R - R, f(x) =ax, a € R.
Tijek istraZivanja:
Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije crtaju graf funkcije f : R = R, f(x) =

ax, a > 01 graf funkcije f : R - R, f(x) = ax, a < 0 mijenjajuci parametar a.

Uocavamo da ako je a > 0, onda se vrijednosti funkcije f povecavaju ako se povecavaju
vrijednosti x. U tom slucaju kaZemo da funkcija raste (slika[3.1)).

Uocavamo da ako je a < 0, onda se vrijednosti funkcije f smanjuju ako se povecavaju

29



POGLAVLIJE 3. ISPITIVANJE FUNKCIJA I LIMESA NIZA 30

vrijednosti x. U tom slucaju kazemo da funkcija pada (slika[3.2)).

Svi takvi grafovi prolaze tockom (0, 0).

Slika 3.1: Graf funkcije f : R = R, f(x) =ax, a>0

Slika 3.2: Graf funkcije f: R - R, f(x) =ax, a<0

2. Zadana je funkcija f : R > R, f(x) =x+b, beR.

Tijek istraZivanja:
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Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije crtaju graf funkcije f : R - R, f(x) =
x + b, b € Riusporeduju ga s grafom funkcije g : R —» R, g(x) = x.

g(x) =x
h(x)=x+2
i(xX)=x+5
) =x-4
ki(x) = x -1

Slika 3.3: Graf funkcije f : R > R, f(x) =x+b, beR

Usporedujemo graf funkcije f : R — R, f(x) = x + b, b € R s grafom funkcije
g: R - R, g(x) = xiuocavamo da u odnosu na graf funkcije g : R —» R, g(x) = x
dolazi do translacije grafa prema gore za b kada je b > 0, odnosno za b prema dolje
kada je b < 0 (slika[3.3)). Dakle, graf funkcije f : R — R, f(x) = x+b, b € R prolazi
tockom (0, b). Tocnije, slobodni ¢lan linearne funkcije, b, je vrijednost te funkcije u
nuli.

3. Zadana je funkcija f : R - R, f(x) =ax+b, a, beR, a+0.
Tijek istraZivanja:

Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije crtaju graf funkcije f : R - R, f(x) =
ax+b, a, beR, a+0.
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g(x) =x
h(x) =3-x+2
i(x)=-3-x+2
j)=-x+5

k(x)=2x-4

1
l(x)—Ex—ﬂ

Slika 3.4: Graf funkcije f : R - R, f(x) =ax+b, a, beR, a#0

Uocavamo da graf funkcije f : R - R, f(x) = ax+ b, a, b € R, a # 0 prolazi
tockom (0, b). Odnosno, slobodni ¢lan linearne funkcije, b, je vrijednost te funkcije
u nuli. Osim te tocke istice se joS jedna tocka, a to je ona toCka u kojoj graf funk-
cije sijeCe x-o0s. To je zapravo tocka u kojoj je vrijednost funkcije jednaka nuli, tj.
vrijednost od x za koju je f(x) = 0 (slika[3.4).

: (-0,67, 0,00)

N[«]

L T oo on

S oo

=-0,67

@ |

b
Slika 3.5: Vrijednost —— jednaka je apscisi tocke u kojoj graf funkcije sijece x-os
a

Uocavamo da je x rjeSenje linearne jednadzbe ax + b = 0, pa ako x izrazimo pomocu
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b
aib, dobivamo da je x = ——. Dakle, graf funkcije f : R - R, f(x) =ax+b, a, b €
a

b
R, a # 0O sijeCe x-os u tocki (——,O). U Sketchpadu mozemo usporedivati vri-
a

jednost —— 1 apscisu tocke u kojoj graf funkcije sijeCe x-os. Dobivamo da su te
a

dvije vrijednosti zaista jednake (slika [3.5). Vrijednost varijable x linearne funkcije
f:R->R, f(x) =ax+b, a, b € R, a+# 0 zakoju je vrijednost te funkcije jednaka
nula nazivamo nultocka linearne funkcije.

Takoder, ako uzmemo vise razliCitih koeficijenata a, pozitivnih i negativnih, i ako
nacrtamo pripadne grafove, onda moZemo vidjeti da dolazi do rotacije grafa funkcije
oko tocke (0, b), koja je pri toj rotaciji fiksna (slika [3.6)).

gx)=3x+2
h(x)=-3x+2
i)=x+2
j(x)=-x+2
kK(xX)=-2x+2
X)=2x+2

Slika 3.6: Rotacija grafa funkcije oko tocke (0, b)

S ucenicima moZemo komentirati da graf funkcije ne moZemo crtati na njegovoj
¢itavoj domeni, pa uvijek crtamo samo dio. Na taj nacin ucenicima moZemo pri-
bliziti pojam domene i restrikcije funkcije, te da funkcije nisu u potpunosti iste ako
nemaju istu domenu. Ako malo variramo interval na kojem crtamo graf funkcije,
onda moZemo vidjeti da svaka restrikcija pripada istom pravcu, pa mozemo naslutiti
da je graf zadane funkcije pravac.
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3.2 Graf funkcije apsolutne vrijednosti
Graf funkcije apsolutne vrijednosti ucenici otkrivaju u nekoliko koraka.

1. Zadana je funkcija f : R = R, f(x) =alx|, a € R.

Tijek istraZivanja:

Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju graf funkcije f : R —» R, f(x) =
alx|, a € Rnajprije zaa > 1, zatimza 0 < a < 1l,a = -1,-1 < a < 01 zatim za
a < —1, 1 usporeduju ga s grafom funkcije g : R — R, g(x) = [x].

Iy

g(x) = x|
h(x) = 2]
i(x) = 5-|x]

IS

3
i(x) = §'|X\

Slika 3.7: Graf funkcije f : R > R, f(x) =alx], aeR, a>1

ZakljuCujemo da se za a > 1 povecanjem koeficijenta a graf funkcije f suzava (slika
3.7), te da je graf funkcije simetriCan s obzirom na y-os (funkcija je parna). Za a > 1
graf funkcije f je uZi u odnosu na graf funkcije g.

Zakljucujemo da se za 0 < a < 1 poveéanjem koeficijenta a graf funkcije f suzava
(slika [3.8), te da je graf funkcije simetrican s obzirom na y-os. Za 0 < a < 1 graf
funkcije f je Siri u odnosu na graf funkcije g.
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g(x) = x|
) = 5 ¢

e

i(x) = 2

X

] 1
jx) = 5'\X|

Slika 3.9: Graf funkcije g; : R = R, g1(x) = —|x]

Zakljucujemo da je za a = —1 graf funkcije g; : R = R, g1(x) = —|x| simetri¢an
grafu funkcije g : R — R, g(x) = |x| s obzirom na x-os (slika[3.9). S u€enicima se
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moze komentirati utjece li ta promjena predznaka na isti nacin i kod drugih funkcija,
odnosno kakav je opcenito odnos grafova funkcija f i g, gdje je g(x) = —f(x) kako
ucenici ne bi pomislili da je to neko svojstvo koje je posebno vezano za funkciju
apsolutne vrijednosti.

9(x) = ||
91(x) = -|x

h(x) = %\x\

0= 2

Slika 3.10: Graf funkcije f : R - R, f(x) =alx], aeR, -1 <a<0

ZakljuCujemo da se za —1 < a < 0 smanjenjem koeficijenta a graf funkcije f suzava
(slika[3.10). Za —1 < a < 0 graf funkcije f je Siri u odnosu na graf funkcije g;.

g(x) = |x]
gi(x) = -|x|
h(x) = -2-[x

-3
i(x) = ?'\X\

Slika 3.11: Graf funkcije f : R - R, f(x) =alx|, a e R,a < -1
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ZakljuCujemo da se za a < —1 smanjenjem koeficijenta a graf funkcije f suzava
(slika[3.11). Za a < —1 graf funkcije f je uzi u odnosu na graf funkcije g;.

Takoder moZemo uociti da su sve funkcije oblika f : R = R, f(x) = alx|, a € R
parne, za svaki a € R. Za a > 0 funkcija f pada do nule, gdje postiZe svoj minimum,
pa dalje raste. Za a < 0O funkcija f raste do nule, gdje postize svoj maksimum, pa
dalje pada.

2. Zadana je funkcija f : R > R, f(x) =|x|+a, aeR.
Tijek istrazivanja:

Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju graf funkcije f : R = R, f(x) =
|x| + a, a € Riusporeduju ga s grafom funkcije g : R — R, g(x) = |«].

-~

900 = |x
h(x) = |x| + 4
i(x) = |x| +1

k(x)=|x -6

Slika 3.12: Graf funkcije f : R > R, f(x) =|x|+4a, aeR

ZakljuCujemo da se za a > 0 graf funkcije f dobiva translacijom grafa funkcije g duz
y-0si prema gore za a, aza a < (0 graf funkcije f se dobiva translacijom grafa funkcije
g duz y-osi prema dolje za a (slika[3.12)). Mozemo se prisjetiti $to se dogadalo kada
smo kod linearne funkcije usporedivali grafove funkcija f : R — R, f(x) = x 1
g:R = R, g(x) = x + b. Tamo je slobodni koeficijent oznacavao translaciju grafa
funkcije f : R —» R, f(x) = x po y-osi, pa zaklju¢ujemo da bi analogno moglo
vrijediti i opCenito, za bilo koju funkciju.
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3. Zadana je funkcija f : R - R, f(x) =|x+a4al|, aeR.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju graf funkcije f : R —» R, f(x) =
|x + al, a € R 1usporeduju ga s grafom funkcije g : R = R, g(x) = |x|.

9(x) = [x]

h(x) = |x + 4] ,
i(x) = |x + 1|

k(x) = |x - 86|

10 = s 10

Slika 3.13: Graf funkcije f : R - R, f(x) =|x+al|, aeR

ZakljuCujemo da se za a > 0 graf funkcije f dobiva translacijom grafa funkcije g duz
x-osl za a u lijevo, a za a < 0 graf funkcije f se dobiva translacijom grafa funkcije g
duZ x-osi za a u desno (slika[3.13).

4. Zadana je funkcija f : R > R, f(x) =|x+al+b, a, beR.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju graf funkcije f : R = R, f(x) =
|x +al + b, a, b € R1iusporeduju ga s grafom funkcije g : R — R, g(x) = |x].

Zakljucujemo da graf funkcije f dobijemo tako da graf funkcije g translatiramo duz
x-0s1 za vrijednost parametra a, te duz y-osi za vrijednost parametra b. ToCnije,
translatiramo ga za vektor (—a, b) (slika [3.14).
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900 =[x
h(x)=|x+ 4| -3
i) =x+1+2

k(x) = |x - 6] +§

Slika 3.14: Graf funkcije f : R - R, f(x) =|x+al+b, a, beR

Ucenicima moZemo dati par primjera malo “kompliciranijih” funkcija. Te “kompli-
ciranije” funkcije su zbroj funkcija apsolutne vrijednosti.

Primjer 3.2.1. Zadana je funkcija f : R —» R, f(x) = |x — 4| + [2x + 1| (slika[3.15).

f(x) =[x - 4] + [2:x + 1

Slika 3.15: Graf funkcije f : R = R, f(x) = |x — 4| + [2x + 1|
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Primjer 3.2.2. Zadana je funkcija f : R = R, f(x) = |x+3|—|x—2|+|2x— 1| (slika
5.16).

fix) =[x+ 3| - |[x-2| + [2:x - 1|

Slika 3.16: Graf funkcije f : R - R, f(x) =[x+ 3| —|x - 2|+ |[2x — 1|

Primjer 3.2.3. Zadana je funkcija f : R —» R, f(x) = [3—x|+|3x+1|—|x—4|+|—x—2]
(slika[3.17).

) =13 -+ [3x+ 1| -|]x-4|+ |]-x-2|

&

Slika 3.17: Graf funkcije f : R - R, f(x) =13 —x|+3x+ 1| - |x—4|+]|—-x—-2]



POGLAVLIJE 3. ISPITIVANJE FUNKCIJA I LIMESA NIZA 41

Vidimo da su funkcije u danim primjerima po dijelovima linearne, odnosno po di-
jelovima su jednake dobro poznatim funkcijama. Funkciju f moZemo raspisati po
dijelovima na sljede¢i nacin:

—4x -4, x € (—o0,-2)
1
—2x, x€(-2,——
. < 3>
f(x) = 4x+2,x€<—%,3>

6x—4, x€(3,4)
4dx +4, x € (4, c0)

Slika [3.18] prikazuje tako definiranu funkciju.

g(x)=-4-x-4

gx)=4x+2
x)=6x-4
s(x)=4x+4

) =13-x +[3x+ 1 - |x -4+ -x-2|

Slika 3.18: Funkcija f definirana po dijelovima

Definiramo linearne funkcije g : R - R, g(x) =3 -x,h: R - R, h(x) =3x+ 1,
qg:R—->R, gx)=x—-4,r: R - R, r(x) = —x — 2. Ako u istom koordinatnom
sustavu graficki prikazemo funkciju f i1 funkcije g, h, ¢, r, onda vidimo da se u
nultockama funkcija g, h, g, r dogadaju znacajne promjene u ponasanju funkcije f

(slika[3.19).
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gx)=3-x

h(x)=3-x+1

qx)=x-4
\*\‘-\\ x)=-x-2

-10 -8 - -4 -2 ‘\\“1 b
fx)=[3-x+[3x+1|-|x-4|+|x-2 ./ g

Slika 3.19: Grafovi funkcija f, g, h, g, r

3.3 Graf kvadratne funkcije
Graf kvadratne funkcije ucenici u 2. razredu srednje Skole otkrivaju u nekoliko koraka.

1. Zadana je funkcija f : R = R, f(x) =ax?, a€R, a # 0.

Tijek istrazivanja:

Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istraZzuju izgled grafa funkcije f : R —
R, f(x) = ax?, a € R, a # 0 u odnosu na graf funkcije g : R — R, g(x) = X2
Najprije istrazujuzaa > 1,zatimza0 <a< l,a=-1,-1<a<0ia < —1.
Uo¢avamo da je graf funkcije f : R — R, f(x) = ax?, a € R, a # 0 parabola
osnosimetri¢na s obzirom na y-os (funkcija je parna). Koeficijent a odreduje oblik
parabole i to kako je parabola okrenuta. Za a > 0O parabola je “otvorom” okrenuta
prema gore (slika [3.20]i [3.21)), a za a < 0 parabola je “otvorom” okrenuta prema
dolje (slika [3.23|1[3.24). Graf funkcije f; : R —» R, fi(x) = —ax*>, a € R, a # 0
osnosimetri¢an je grafu funkcije f : R — R, f(x) = ax®> s obzirom na x-os (slika
. Ako je |a| > 1, onda je graf funkcije f : R — R, f(x) = ax? uZi od grafa
funkcije g : R — R, g(x) = x* (slika[3.20]i[3.24). Ako je |a| < 1, onda je graf
funkcije f : R — R, f(x) = ax? §iri od grafa funkcije g : R — R, g(x) = x? (slika
[3.21)i[3.23)). S ucenicima moZemo komentirati da smo dobili analogan zaklju¢ak kao
kod funkcije apsolutne vrijednosti.
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9(x) = x*
h(x) = 2-x?

5
i(x) = E-xz

j(x) = 10-x*

43

Slika 3.20: Graf funkcije f

Slika 3.21: Graf funkcije f : R =» R, f(x) = ax*, acR, 0<a<1
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Slika 3.22: Graf funkcije g, : R = R, g1(x) = —x°

Slika 3.23: Graf funkcije f : R - R, f(x) =ax?, a€R, -1 <a <0
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g0 = x°

h(x) = -2-x?
i(x) = _2—5-x2
j(x) =-10-x2

-

Slika 3.24: Graf funkcije f : R - R, f(x) =ax?, a€R, a< -1

2. Zadana je funkcija f : R - R, f(x) = x*+c¢, c € R.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju izgled grafa funkcije f : R —
R, f(x) = x> + ¢, ¢ € R u odnosu na graf funkcije g : R — R, g(x) = x°.

Uocavamo da graf funkcije f : R —» R, f(x) = x> + ¢, ¢ € R dobijemo tako da
graf funkcije g : R — R, g(x) = x? translatiramo za ¢ prema gore ako je ¢ pozitivan
ili za ¢ prema dolje ako je ¢ negativan (slika[3.23). Vidimo da smo u situaciji kao kod
linearne funkcije i funkcije apsolutne vrijednosti gdje slobodni koeficijent oznacava
translaciju po y-osi.
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/i

glx) = x*
h(x) =x>+1
i(x)=x>+4

k.(x) =x2-5

Slika 3.25: Graf funkcije f : R - R, f(x) = x> +c, c€R

3. Zadana je funkcija f : R — R, f(x) = a(x — x0)%, a, xo € R.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju izgled grafa funkcije f : R —
R, f(x) = a(x — x)*, a, xo € R u odnosu na graf funkcije g : R — R, g(x) = ax’.

|

h(x) = x*
i(x) = (x - 3)?
00 = (x + 4)°

I(x) = (x + 6)°

Slika 3.26: Graf funkcije f : R — R, f(x) = a(x — x0)%, a, xo € R

Uocavamo da graf funkcije f : R — R, f(x) = a(x — x0)%, a, xo € R dobijemo tako
da graf funkcije g : R — R, g(x) = ax? translatiramo za x, udesno ako je x > 0 ili
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za x, ulijevo ako je xy < 0 (slika . Ta translacija ne utjeCe na tok funkcije.
] J ] ] ]

4. Zadana je funkcija f : R = R, f(x) = a(x — x0)*> + Yo, a, Xo, Yo € R.

Tijek istraZivanja:

Ucenici u paru u alatu dinami¢ne geometrije istrazuju izgled grafa funkcije f : R —

R, f(x) = a(x—x0)> +Yyy, a, Xo, Yo € R u odnosu na graf funkcije g : R — R, g(x) =
2

ax-.

h(x) = 2-x°
i(x)=2-(x-3)*+4
jO)=2-(x+4)*-3

I(x) = 2(x +5)% + 1

s

Slika 3.27: Graf funkcije f : R — R, f(x) = 2(x — x0)*> + Yo, X0, Yo € R

h(x) = —x;n
i) =-(x-32+4
() =~(x +4)*-3

100) =-(x + 5)? + 1

1

Slika 3.28: Graf funkcije f : R — R, f(x) = —(x — x9)* + Yo, X0, Yo € R
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Vidimo da graf funkcije f : R - R, f(x) = a(x - x0)> + Yo, a, xo, yo €R dobijemo
tako da graf funkcije g : R — R, g(x) = ax? translatiramo duZ x-osi za vrijednost
parametra x,, te duz y-osi za vrijednost parametra yy. ToCnije, translatiramo ga za

vektor (xo, yo) (slike i[3.28).

Na analogan nacin u€enici mogu istrazivati grafove eksponencijalnih, logaritamskih 1
trigonometrijskih funkcija.

3.4 Limes niza

Ucenici se s limesom niza prvi put susrecu u 4. razredu srednje Skole. To je ujedno 1 prvi
susret uenika s beskona¢no malim veli¢inama. Stoga je vazno da ucenici steknu intuitivnu
percepciju limesa niza.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u Excelu, a nakon toga i u Geometer’s Sketchpadu, istraZzuju Sto se dogada s vri-
jednostima ¢lanova niza kada n tezi u beskonacno.

Primjer nastavnog listi¢a:

) . .. ) 1 n+1
Dani su nizovi (a,)uen, (bn)nens (Cn)nen SVOjim opéim Clanom: a, = —, b, = , Cp =

n n
(="
n

. U Excelu popunite tablicu|3.29|i odgovorite na pitanja.

=

bo e

co |~ o |un[ds [ ||

w

10|

11

12|

13

14

15

100
1000,
10000
100000
1000000
10000000

Slika 3.29: Tablica za ucenike
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Sto uocavate? Sto se dogada s vrijednostima Clanova niza s povecanjem broja n?
Naslucujete li Sto se dogada s vrijednostima ¢lanova niza kada n “’teZi”” u beskonacnost?

1] 3 2 -1
2] 0,5 1,5 0,5
3| 0, 1, -0,
4 0,25 1,25 0,25
3 0,2 1,2 -0,2]
6| 0,166666667| 1,166666667| 0,166666667|
7| 0,142857143| 1,142857143| -0,142857143
8| 0,125 1,125 0,125
9| 0,111111111| 1,111111111| -0,111111111]
10| 0,1 1,1 0,1
11| 0,090909091| 1,090905051| -0,090909091
12| 0,0 1,0 0,0
13| 0,076923077| 1,076923077| -0,076923077|
14| 0,071428571| 1,071428571| 0,071428571
15| 0,0 7| 1, 7| -0, 7|
100 0,01 1,01 0,01
1000 0,001 1,001 0,001
10000 0,0001 1,0001 0,0001
100000 0,00001 1,00001| 0,00001
1000000 0,000001 1,000001 0,000001
10000000 0,0000001| 1,0000001| 0,0000001|

Slika 3.30: Ispunjena tablica

Uocavamo da se povecanjem broja n ¢lanovi niza a, i b, smanjuju, a ¢lanovi niza c,
alterniraju, te da se vrijednosti danih nizova pribliZavaju nekom broju (slika[3.30). U nasem
slu¢aju brojevima 0 1 1. Naslu¢ujemo da vrijednosti ¢lanova nizova a, 1 ¢, ’teze” u 0, a
niza b, u 1 kada n ’tezi” u beskonac¢nost. Nakon toga u Excelu gledamo graficki prikaz tih

nizova.

LI IR I R T S S

Slika 3.31: Graficki prikaz nizova u Excelu
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U Excelu moZemo nizove prikazati na viSe nac¢ina. Buduc¢i da mi Zelimo prikazati
uredene parove (n,a,), n € N, onda biramo tockasti dijagram (slika|3.31)). No, u Excelu
grafove uvijek crtamo pomocu neke liste (u nagem slucaju pomocu tablice [3.30), pa nam
to nije posve prakti¢no. Zato nam treba bolji alat u kojem ¢emo to raditi direktnije, a to
moZemo u alatu dinami¢ne geometrije. Sada u Sketchpadu gledamo Sto se dogada s danim

M99

nizovima kada n ’tezi” u beskonacnost.

1
Unesinizz — = 0,02 +
n

S [START

a,=0,02 T

1
Slika 3.32: Grafic¢ki prikaz niza (a,),cn zadan opéim ¢lanom a,, = —
n

Najprije pomocu naredbe Calculate unesemo niz za koji Zelimo vidjeti kamo teZi 1
definiramo novi parametar n. Naredba Calculate zapravo racuna vrijednost a, za zadani
parametar n. U alatu ozna¢imo parametar # i vrijednost @, i naredbom Graph Plot as (x, y)
crtamo ureden par (n,a,) za zadani parametar n. Sada ozna¢imo parametar n 1 naredbom
Action Buttons (Animation) stvorimo animacijski gumb start (kao na slici[3.32)). Pritiskom
na taj gumb stvaramo niz brojeva n,n € N, alat racuna vrijednosti a, kako se n povecava
(teZi u beskonacnost) i crta uredene parove (n, a,), zan € N,

Uocavamo da za svaki dani niz, kada n teZi u beskonacnost, vrijednosti njegovih ¢lanova
teze nekom broju. Ti brojevi su opcenito razli€iti za razliCite nizove. Isto tako, ucenici
mogu uociti da neki nizovi teZe istom broju. Ucenicima kaZemo da takve nizove, koji teze
nekom broju, nazivamo konvergentni nizovi, a vrijednost kojoj se pribliZavaju zovemo
grani¢na vrijednost ili limes niza. PiSemo lim,. a, = L i ¢itamo “limes niza a, kada n
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teZi u beskonacnost™.

Iako se u 4. razredu srednje Skole ne rade gomiliSta nizova, u€enicima mozemo u alatu di-
namicne geometrije prikazati nizove koji se ponasaju drugacije od onih koje su istrazivali.

Takav je, na primjer, niz (a, ),y zadan opéim ¢lanom a, = (—1)"{1 + —).
n

Unesiniz: (4 )n.(1 + %) =1,02

16
14+
124

n =[60)

[START
ap=1,02

o dsts Siispeele sifeiceiiesie eiieiisiisiie siisie)ie. e 8
. ®

1
Slika 3.33: Graficki prikaz niza (a,),cy zadanog op¢im ¢lanom a,, = (—1)" (1 + —)
n

Uocavamo da se kod ovog niza (slika [3.33)) svi ¢lanovi niza okupljaju (gomilaju) oko
dvije vrijednosti (oko 11 —1). Mogli smo gledati i nizove kod kojih se ¢lanovi okupljaju
oko tri, Cetiri ili viSe vrijednosti. Vrijednost oko koje se okupljaju ¢lanovi niza nazivamo
gomiliSte niza. Vidimo da niz moZe imati samo jedan limes, dok s druge strane moZe imati
viSe gomiliSta. Dakle, svaki niz koji ima limes ima i gomiliSte, no svako gomiliSte nije
limes jer je limes, ako postoji, jedinstven.



Poglavlje 4

Presjeci tijela ravninama

4.1 Stereometrija u skoli

U 8. razredu osnovne $kole i onda u 2. razredu srednje Skole ucenici iz ravnine sele” u
prostor, odnosno s geometrije ravnine (planimetrije) prelaze na geometriju prostora (ste-
reometriju). U osnovnoj Skoli se upoznaju se s osnovnim elementima prostora - to¢kama,
pravcima i ravninama, proucavaju medusobne poloZaje pravca i ravnine, okomitost rav-
nina, te ortogonalnu projekciju. Upoznaju se i s geometrijskim tijelima, prizmom, pirami-
dom, valjkom i stoScem, i s njihovim mjerivim obiljezjima. U srednjoj Skoli ponavljaju
ono S$to su naucili u osnovnoj Skoli, ali i upoznaju aksiome koji opisuju osnovne elemente
prostora, detaljnije proucavaju medusobne polozaje pravca i ravnine, poloZaje dvaju pra-
vaca u prostoru, dviju i viSe ravnina, nac¢ine kojima moZe biti zadana ravnina, odreduju
kutove (koristeéi trigonometriju) koje zatvaraju npr. baza piramide i pobocka, i sli¢no. Isto
tako, iz alata dinami¢ne geometrije (u kojima istrazujemo ravninske objekte) ”selimo” u
graficke alate u kojima mozemo proucavati trodimenzionalne objekte. Jedan od alata koji
nam to omogucuje je Cabri 3D. U tom grafickom alatu mozemo konstruirati dvodimenzi-
onalne i trodimenzionalne objekte, istrazivati svojstva tih objekata mjerenjem duljina stra-
nica, veli¢ina kutova, volumena, oplo$ja. Takoder moZemo povecavati i smanjivati objekte,
okretati ih i sl. Trodimenzionalne objekte moZemo prikazati pomocu njihove mreze, gle-
dati njihove presjeke ravninama te ih rastvoriti kako bismo vidjeli njihovu unutrasnjost.
Ovakvi graficki alati su posebno znacajni jer je djeci teSko vizualizirati probleme u pros-
toru, Cak i one najmanje zahtjevne probleme.

Tijek istraZivanja:
Ucenici u grafickom alatu odreduju presjek tijela ravninama.

Nastavni listi¢ 1.:

52
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Nacrtajte kocku i tocke A, B, C kao na slikama {1 2] 4.3]1 @4l Konstruirajte presjek
kocke i1 ravnine ABC.

Slika 4.1: Dana je kocka i ravnina ABC

Slika 4.2: Dana je kocka i ravnina ABC

Slika 4.3: Dana je kocka i ravnina ABC
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Slika 4.4: Dana je kocka i ravnina ABC

U grafickom alatu crtamo zadana tijela i ravnine koje ih presijecaju. Dobivamo sljedece:

Slika 4.5: Presjek kocke ravninom je pravokutnik

Slika 4.6: Presjek kocke ravninom je pravokutnik
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i

Slika 4.7: Presjek kocke ravninom je trokut

Slika 4.8: Presjek kocke ravninom je Sesterokut

Nastavni listi€ 2.:
Nacrtajte zadana tijela i tocke kao na slici. Konstruirajte presjek zadanog tijela i ravnine
zadane s tim trima to¢kama. Koje ste tijelo dobili? Sto je presjek tog tijela i ravnine zadane
trima tockama?

Slika 4.9
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Slika 4.10

Slika 4.11

U grafickom alatu crtamo zadana tijela i ravnine koje ih presijecaju. Dobivamo sljedece:

Slika 4.12: Presjek trostrane prizme ravninom

U prvom slu¢aju smo dobili uspravnu trostranu prizmu (slika.12)). Okretanjem prizme
u alatu zakljucujemo da je presjek prizme ravninom peterokut.
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Slika 4.13: Presjek kvadra ravninom

U drugom slu¢aju smo dobili kvadar (slika {.13). Okretanjem kvadra u alatu za-
kljuCujemo da je presjek kvadra ravninom Cetverokut, tocnije pravokutni trapez.

Slika 4.14: Presjek piramide ravninom

U treem slu€aju smo dobili pravilnu Sesterostranu piramidu (slika 4.14). Okretanjem
piramide u alatu zakljucujemo da je presjek piramide ravninom jednakokracan trokut (u
$to se moZemo uvjeriti mjerenjem duljina njegovih stranica).

4.2 Presjek stoSca ravninom

Menehmu! se pripisuje pronalazak krivulja drugoga reda. On je otkrio da se presjekom
stoSca i ravnine dobiju do tada nepoznate krivulje te da vrsta krivulje ovisi o vrsti stoSca.
Krivuljama drugoga reda su se kasnije bavili i Euklid?, Arhimed® i Apolonije* iz Perge koji
je utvrdio da vrsta dobivene krivulje ovisi o nagibu ravnine koja sijece stoZac. KoriStenjem

'Menehmo, 4. st. pr. Kr., pripadnik Platonove Akademije u Ateni
2Euklid (325. - 265. pr. Kr.)

3 Arhimed (287. - 212. pr Kr.)

4 Apolonije iz Perge (262. - 190. pr. Kr.)



POGLAVLIJE 4. PRESJECI TIJELA RAVNINAMA 58

grafickih alata, u naSem slucaju Cabria, moZemo istraziti koje krivulje dobivamo.

Zadatak: Otvorite Cabri 3D. Nacrtajte stozac, odaberite proizvoljne tri tocke na plastu
stoSca i1 odredite ravninu koja je odredena s te tri tocke. Sto je presjek stoSca ravninom?
Pomicite te tri tocke. Dobivate li isti presjek?

Slika 4.15: StoZac 1 proizvoljno odabrane tri tocke

Pomicanjem to¢aka dobivamo Cetiri situacije (slike i@ 17):

Slika 4.16: Pomicanjem toCaka dobivamo parabolu ili hiperbolu
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Slika 4.17: Pomicanjem toc¢aka dobivamo kruZnicu ili elipsu

Dakle, pomicanjem tocaka po plastu stoSca dobivamo krivulje drugoga reda: kruZnicu,
elipsu, hiperbolu i parabolu. Pomocu alata, tj. pomocu funkcije Intersection Curve, mozemo
tocno znati koja je to krivulja. Ako je presjecna ravnina paralelna s ravninom u kojoj se
nalazi baza stosSca (ravnina je okomita na os stoSca), onda je presjek kruznica. Ako je pre-
sjena ravnina paralelna s jednom izvodnicom stoSca, onda je presjek parabola. Ako je
presjeCna ravnina paralelna s dvije izvodnice stoSca, onda je presjek hiperbola, a ako nije
paralelna niti s jednom izvodnicom stoSca, onda se dobije elipsa.
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Napredniji geometrijski problemi

5.1 Kutija

Zadatak: Koja je najveca duljina Stapa koji moZemo staviti u kutiju oblika kvadra, kao na

slici 3.1

Slika 5.1: Kutija

U ovom zadatku, osim modela prave kutije, moze nam pomo¢i i Cabri 3D. U njemu
mozemo otvoriti kutiju i uociti kako ona izgleda iznutra. Bridovi kutije (koja je oblika
kvadra) su postavljeni tako da vrijedi a > b > ¢, gdje je a duljina, b Sirina i ¢ visina kvadra.
Preciznije, vrijedi da je a = |AB|, b = |BC|, ¢ = |BF|. UCenici mogu mjerenjem provjeriti
da vrijedi a > b > c¢. MoZemo primijetiti da u kutiju svakako moZemo staviti Stap koji
ima duljinu kao 1 jedan brid kutije. Najvec¢i moguci takav Stap je duljine a. Zatim vidimo
da bismo u kutiju mogli staviti i veci Stap, koji nee stajati ravno nego e se poklapati s
dijagonalom neke strane kutije. Primjenom Pitagorinog poucka dobivamo da je najveca
duljina dijagonale strane kutije jednaka d; = Va? + b>. UoCavamo da je d; > a jer je d;

60
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duljina hipotenuze pravokutnog trokuta AABC, a a duljina katete tog pravokutnog trokuta.
Dakle, najveéa duljina Stapa nije jednaka duljini kutije, ali bi mogla biti jednaka duljini
dijagonale baze kutije.

Sada se pitamo moZemo li ipak nekako smjestiti i veci Stap. Ucenike navodimo da otvore
“kutiju” u alatu te da promotre postoji li joS neka duljina koju bismo mogli gledati (slika

52).

&

Slika 5.2: Otvorena kutija

Uoc¢avamo da bismo mogli gledati duljinu prostorne dijagonale DF i pitamo se kako
mozemo izracunati njenu duljinu.

Slika 5.3: Duljina prostorne dijagonale DF

___Vidimo (na slici[5.3) da je trokut ADBF pravokutan, s katetama BF i DB i hipotenuzom
DF. Primjenom Pitagorinog poucka na taj trokut dolazimo do duljine hipotenuze |DF| = D
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1 zaklju¢ujemo da je to najve¢a mogucéa duljina Stapa koji stane u kutiju. Dakle, D =
Va? + b? + 2.

Isto tako, uo¢avamo da smo taj Stap mogli smjestiti na Cetiri nacina: da su mu vrhovi u
tockama D1 F, u vrhovima A 1 G, u vthovima B i H, te u vthovima C i E.

5.2 Cetverokut

Zadatak: IstraZite odnos izmedu proizvoljnog Cetverokuta ABCD i Cetverokuta koji nastaje
spajanjem polovista susjednih stranica pocetnog Cetverokuta.

Slika 5.4: Cetverokut ABCD moZe biti i konveksan i nekonveksan

Uocavamo da bi dobiveni Cetverokut EFGH mogao biti paralelogram, te da isto do-
bijemo bilo da je Cetverokut ABCD konveksan ili nekonveksan (slika [5.4)). Nadalje ¢emo
promatrati samo konveksan Cetverokut. U alatu dinami¢ne geometrije mjerimo duljine
stranica 1 veliCine kutova Cetverokuta EFGH, te provjeravamo jesu li stranice paralelne.
Sljedeci korak u istrazivanju bio bi da gledamo odnos opsega 1 povrSina Cetverokuta ABCD
1 EFGH. Uocavamo da kako god pomicali vrhove Cetverokuta ABCD, njegova povrSina
je dvostruko veca od povrSine Cetverokuta EFGH. Omjer opsega Cetverokuta ABCD i
EFGH nije stalan i mijenja se kako pomic¢emo vrhove Cetverokuta ABCD. Nakon ovoga
dokazujemo da je Cetverokut EFGH paralelogram.

Dokaz (dokaz dedukcijom):
Nacrtamo dijagonale Cetverokuta ABCD.
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Slika 5.5: Dijagonale dijele Cetverokut ABCD na dva trokuta

Svaka dijagonala dijeli Cetverokut ABCD na dva trokuta (slika[5.5)). Stranice cetverokuta
EFGH su srednjice tih trokuta, pa su paralelne s odgovaraju¢om dijagonalom Cetverokuta
ABCD. To znaci da su u parovima paralelne. Dakle, dobiveni Cetverokut EFGH je parale-
logram.

MoZemo dokazati i da zaista vrijedi da je povrSina Cetverokuta ABCD dvostruko veca od
povrsine Cetverokuta EFGH, a da omjer opsega Cetverokuta ABCD i1 EFGH nije stalan i
mijenja se kako pomi¢emo vrhove Cetverokuta ABCD.

Najprije dokazujemo tvrdnju o povrSinama. Vrijedi sljedece: P(EFHG) = P(ABCD) —
P(AAEH)—- P(ABEF)— P(ACGF)— P(ADHG). Trokuti AAEH 1 AABD su sli¢ni (po SKS

poucku o sli¢nosti) s koeficijentom sli¢nosti > Za njihove povrsine vrijedi P(AAEH) =

1
ZP(AABD). Analogno dobivamo i za trokute ABEF, ACGF, ADHG. Sada imamo:

P(EFHG) = P(ABCD) — %P(AABD) - %P(AABC) - %P(ABCD) - %P(ADAC) =
P(ABCD) — % [P(AABD) + P(AABC) + P(ABCD) + P(ADAC)] =
P(ABCD) - % [P(ABCD) + P(ABCD)] = P(ABCD) — i -2P(ABCD) = %P(ABCD).

Dakle, omjer povrSina ¢etverokuta ABCD 1 EFGH je konstantan.

Sada dokazujemo tvrdnju za opsege Cetverokuta. Vrijedi sljedece: O(EFGH) = |[EF|+
|FG| + |GH| + |HE|. Budu¢i da je Cetverokut EFGH paralelogram vrijedi da su mu na-
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suprotne stranice jednake duljine, odnosno |EF| = |GH| 1 |[FG| = |HE|. Stranica EF je
1 1
srednjica trokuta AABC pa vrijedi |[EF| = §|AC|- Isto tako, |FG| = §|BD|- Dakle,

1 1 1 1
O(EFGH) = 5]AC| + 5|BD| + 5AC| + 7|BD| = |AC| + |BD|

Kako smo promatranjem zakljucili da omjer opsega Cetverokuta ABCD 1 EFGH nije
konstantan, zakljuujemo da za omjer opsega i zbroj dijagonala Cetverokuta ne vrijedi da
je konstanta.

Nakon S$to su ucenici otkrili (i dokazali) da je Cetverokut EFGH paralelogram, nastav-
nik moZe postaviti sljedeCe pitanje: kada je dobiveni paralelogram pravokutnik, a kada
kvadrat?

Pretpostavke istrazivanja: dobiveni paralelogram je pravokutnik ako i samo ako su dija-
gonale polaznog Cetverokuta okomite, a kvadrat je polazni Cetverokut kvadrat.

D
G
H D
4 ml c H G
A = C
i E F
3 B
B

Slika 5.6: Cetverokut EFGH je pravokutnik

U alatu dinami¢ne geometrije istraZzujemo razlicite Cetverokute ABCD s okomitim di-
jagonalama (ukljucujuci i romb) te zakljucujemo da je dobiveni Cetverokut EFGH pravo-
kutnik (slika[5.6)), ali da moZe biti i kvadrat, ako Cetverokut ABCD ima okomite dijagonale
jednakih duljina (slika[5.7). Nakon toga istrazujemo slucaj kad je ¢etverokut ABCD kva-
drat i zaklju¢ujemo da je dobiveni Cetverokut EFGH kvadrat (slika [5.8). Vidimo da je
nasa pretpostavka bila kriva jer je istraZzivanjem utvrdeno da postoji Sira klasa Cetverokuta
ABCD za koje je cetverokut EFGH kvadrat.
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Slika 5.7: Cetverokut EFGH je kvadrat

c
H F
A E B

Slika 5.8: Cetverokut EFGH je kvadrat

5.3 Elipsa

Zadatak: Otvorite radnu biljeZnicu u Geometer’s Sketchpadu. Nacrtajte tocke F; i F; koje
ée biti fokusi elipse. Nacrtajte duZinu AB &ija ée duljina biti 2a. Konstruirajte tocku C na
duzini AB. Konstruirajte kruznicu polumjera |[AC|, odnosno |CB| sa srediStem u F, od-
nosno F,. Konstruirajte sjeciSta tih kruznica. Oznacite jednu tocku presjeka i1 toCku C 1
primijenite naredbu Lokus. Isto napravite i s drugom tockom presjeka.

Prisjetimo se najprije definicije elipse:

Definicija 5.3.1. Neka su u ravnini M dane dvije razlicite tocke, F i F», i duljina 2a koja je
veca od udaljenosti tocaka F\ i F,, tj. 2a > d(F1, F,). Elipsa E s fokusima (ili Zaristima) u
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tockama Fy i F i s velikom osi 2a je skup svih tocaka u ravnini za koje je zbroj udaljenosti
do fokusa Fi i F, jednak 2a (broj a zovemo velika poluos elipse).

Sada moZemo konstruirati elipsu pomocu naredbe Lokus (slika[5.9).

()

Slika 5.9: Elipsa dobivena pomo¢u naredbe Lokus

A B

Sada mozemo pomicati tocku C po duZini AB i promatrati §to se dogada. Vidimo
da ¢emo doci do lijevog i desnog tjemena elipse prije nego Sto tocka C dode u tocku A,
odnosno u tocku B (slika[5.10). Na prvi pogled bi se moglo ¢initi da su to bas poloZaji tocke
C koji odgovaraju tjemenima, ali vidimo da nije tako. Kad pokuSamo pomaknuti tocku
C blize tocki A ili B od grani¢nih polozaja (koji odgovaraju lijevom i desnom tjemenu),
primjecujemo da nam se kruznice ne sijeku. Pitamo se zaSto je to tako?

—
A C B

Slika 5.10: KruzZnice se ne sijeku

Neka je C tocka na duZini AB pomoéu koje moZemo dobiti dvije totke na elipsi.
Oznacimo: x = |AC|,y = |CB|, d = d(F1, F,). 1z definicije elipse slijedi da je x + y =
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2a > d, a kako duljine x, y1d moraju Ciniti trokut, iz nejednakosti trokuta slijedi x+d > y.
Sada imamo:

2a —d

x+d>yoe x+d>2a-x©2x>2a-d s x>

Znamo da vrijedi

2a—d_2a+d
2 2

y=2a—x=y<2a-

Analogno:

>2a—a’i <2a+d
X .
Y7 2

Dakle, vidimo da postoje gornje i donje ograde za x 1 y da bi se od x, y 1 d mogao
formirati trokut, a to nam je nuzno da dobijemo presjek kruZnica.

5.4 Presavijanje papira

Zadatak: Uzmite papir A4 formata i okrenite ga horizontalno. Gornji lijevi rub papira
presavijte tako da “padne” na donju stranicu papira. Presavijeni dio (dio koji je pripadao
donjoj strani papira, a sad je vidljiv) moZe biti i trokut i ¢etverokut. Na slici [5.11] su
prikazane te dvije situacije. Modelirajte ovu situaciju u alatu dinami¢ne geometrije.
(Napomena: ucenici 4. razreda srednje Skole mogu ovaj problem modelirati funkcijom te
koriStenjem derivacija naéi npr. najmanju (najvecu) povrSinu koju poprima trokut, tocku u
kojoj ju poprima i sl.)

Slika 5.11: Presavijanje papira

Problem presavijanja papira ¢emo u alatu dinami¢ne geometrije najlakSe prikazati ako
se budemo kretali od zadnjeg koraka prema prvom koraku, odnosno ako koristimo metodu
vraanja unatrag. Kod ovog problema najbolje je krenuti od samog papira kako bi ucenici
“osjetili” Sto se zapravo dogada takvim presavijanjem. Uzmemo jedan papir A4 formata i
dalje radimo po uputi zadatka. Gledamo Sto se dogada za po volji izabranu to¢ku na donjoj
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stranici papira. Nekim u€enicima ¢e mozda Cak biti lakSe ako uzmu dva papira A4 formata,
preklope ih i zatim rade prema uputi. Ucenici (na bilo koji nacin) uo€avaju Sto se zapravo
dogada s papirom kada ga preklopimo, a to nam pomaZe pri modeliranju ovog problema u
alatu dinami¢ne geometrije.

Pretpostavimo da smo presavijanjem dobili trokut. Taj trokut je sukladan pocetnom trokutu
(prema SKS poucku o sukladnosti trokuta) i osnosimetri¢an mu je s obzirom na duZinu
preko koje presavijamo papir. Pocetni trokut je dio papira koji je prije bio vidljiv, a nakon
presavijanja viSe nije. Sada presavijanje u kojem dobijemo trokut moZemo prikazati u
alatu dinamicne geometrije na sljedeci nacin: na stranici AB odaberemo 0 proizvoljnu tocku
E, konstruiramo simetralu duZine DE. Presjek te simetrale i stranica CD i AD su redom
tocke F i G. Dobili smo trazeni trokut AEFG (slika[5.12).

-~
-~
~
e
-~
D .o~ ¢
\
\
\
G,
-~
/
//
A E B

Slika 5.12: Presavijanjem papira dobili smo trokut

Sljedeci korak je konstrukcija Cetverokuta koji nastaje kada gornji lijevi rub “previse”
priblizimo rubovima na donjoj stranici papira (slika [5.13). Cetverokut konstruiramo na
sljedeéi nadin: na stranici AB odaberemo tocku E 2 jako blizu tocke B, konstruiramo sime-
tralu duZine DE. Presjek te simetrale i stranica AB i CD su redom tocke H i F. Tocku
A preslikamo osnosimetri¢no s obzirom na simetralu duZine DE i dobijemo totku I koja
nam je Cetvrti vrh traZenog Cetverokuta. Dakle, dobili smo Cetverokut EFHI (slika[5.13).
Analogno dobijemo i Cetverokut EJKG u slucaju da je tocka E ,,blizu* toCke A.
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Slika 5.13: Presavijanjem papira dobili smo Cetverokut

U 4. razredu srednje Skole presavijanje papira moZemo modelirati funkcijom na sljedeci
nacin. Dokaz provodimo samo za slucaj da presavijanjem nastaje trokut.

D r 6
|
|
I b
G £
|
1
A X E a B’ B

Slika 5.14: Presavijanjem papira dobili smo trokut

Trazimo povrsinu trokuta AGEF. Uz oznake kao na slici [5.14] imamo da je povrSina
1 1 . .. : :
P(AGEF) = §|GE |EF| = Eyz. Povrsinu gledamo kao funkciju u ovisnosti o x = |AE|, pa

onda iy 1 z moramo napisati u ovisnosti o x.
Uocavamo: |EF| = |DF|,/GEF = /GDF = 90°,|GE| = |GD| pa po poucku SKS o
sukladnosti trokuta imamo AGEF = AGDF. Trokut AGEF je pravokutan pa moZemo
primijeniti Pitagorin poucak
x? + b?
V=x*+b-y} oy =x>+b-2by+y o 2by=x*+b* o y= 5

Trokuti AEB’F 1 AGAE su sli¢ni po KKK poucku o sli¢nosti trokuta (ZEB'F = /GAE,
(FEB = /{EGA, /B'FE = LAEG). 1z toga slijedi:
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X% + b? b@ _xz+b2
2% x YT Toax

X b
—:Xﬁ)zx:yb@z:y—@z:
b z X

Dakle,

1 240 2402 1 (2+Db2P
P(x):_.x+b'x+b :_.M_

2 2b 2x 8 bx
Vidimo da povrsina dobivenog trokuta ovisi 0 x i b, Sto je bilo 1 za ocekivati (Sirina
papira samo odreduje u kojem trenutku ¢emo iz presavijenog trokuta prijeci u etverokut i
obratno).

Sada trazimo kada je ta povrSina najveca (najmanja), odnosno traZimo stacionarne
. . . . o 1 (2 +b%)?
tocke 1 ekstreme funkcije zadane pravilom pridruzivanja P(x) = - - e+ by

3 P Najprije

moramo odrediti prvu derivaciju funkcije P:

P(x) 1 2()62 + bz) -2x-bx — ()c2 + 192)2 -b 1 b(x2 + bz) . (4)62 —x2- bz)
xX)=—"- = — . =
8 x2 - b? 8 x% - b?

(x2 +b2) . (3)62 —bz)

8x2b

Trazimo stacionarne tocke:

P(x)=06 (2 +b)-(3x>—b%) =0 & 3x> - b* = 0 (er je x> + b* > 0,Vx € R)
b bV3

& x=—
V3 3
Iz druge derivacije moZemo vidjeti radi li se 0 minimumu ili maksimumu, a budu¢i da
na raspolaganju imamo Sketchpad, moZemo jednostavno nacrtati graf funkcije 1 s njega
oCitati radi li se 0 minimumu ili maksimumu.

P'(x) =

3x* +2x%0% — bt . 3x* + b (bV3
T :P(T]_‘/%O

bV3
Zaista, tocka x = —\/_ je toc¢ka lokalnog minimuma funkcije P, odnosno funkcija u toj
tocki poprima lokalni minimum. U to se moZemo uvijeriti i s grafi¢kog prikaza (slika[5.13).
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x=3,65¢cm i i
b=1525cm |

(XZ + bZ)E

PO=""gxlb

1 (2 +b%)
Slika 5.15: Graf funkcije zadane pravilom P(x) = 3 (xb—)
X

23 p?
=5

bV3 bV3
Najmanja povrsina je upravo u tocki x = T\/_, odnosno P( \/_]

5.5 Fermatova tocka

Fermatova' tocka (ili Torricellijeva® to¢ka) nastala je kada je Fermat izazvao Torricellija da
pronade tocku trokuta za koju vrijedi da je zbroj udaljenosti od te toCke do vrhova trokuta
minimalan. Torricelli je ovaj problem rijeSio (dokazao) na viSe nacina. 1z jednog dokaza
proizlazi sljedece:

Neka je F' Fermatova tocka trokuta AABC. Tada je ZAFB = /BFC = tCFA = 120°.

Iz toga mozemo ucenicima zadati zadatak te postaviti pitanja za raspravu.

Zadatak: Zadana je neka toCka F. Konstruirajte trokut AABC tako da vrijedi ZAFB =
(BFC = (CFA = 120°. Kakav je trokut AABC s obzirom na veliinu unutarnjih kutova?
Moze li trokut AABC biti tupokutan? Postoji li neki uvjet na unutarnje kutove trokuta?

Pierre de Fermat (1601. - 1665.), francuski matemati¢ar
2Evangelista Torricelli (1608. - 1647.), talijanski matematicar i fizi¢ar
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Slika 5.16: Trokut AABC je jednakostrani¢an, a ADEG raznostranican Siljastokutan

Trokut AABC (odnosno ADEG) mozemo konstruirati na razliite na¢ine. MoZemo
krenuti od kruga, podijeliti ga na treéine i zatim spojiti tocke na kruZnici (dobijemo jedna-
kostrani¢ni trokut), a moZemo i konstruirati polupravce koji zatvaraju kut od 120°, taj kut
nanijeti joS dva puta i na svakom polupravcu odabrati jednu proizvoljnu tocku. Njihovim
spajanjem dobivamo traZeni trokut (slika[5.16). Veéina ucenika ée vjerojatno konstruirati
Siljastokutan trokut. Ucenici koji su konstruirali trokut na drugi na¢in mogu pomicati vr-
hove trokuta i uocavaju da trokut moze biti tupokutan, ali da veli¢ina tog tupog kuta moze

biti najvise 120° (slika[5.17).
\

\ C
4

mZCAB = 117,11°
m/ABC = 32,70°
m£ZBCA = 30,19°

Slika 5.17: Trokut AABC je tupokutan

Ako je veli¢ina kuta veca od 120°, onda Fermatova tocka ne postoji. To moZemo i
dokazati:
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Neka je dan trokut AABC kao na slici takav da je kut LZACB > 120°.

C

Slika 5.18: Trokut AABC

Pretpostavimo da je ' Fermatova tocka. Tada vrijedi: ZAFB = /BFC = /CFA = 120°.
Neka je tocka D presjek polupravca CF i stranice AB kao na slici m

C

& |

Slika 5.19: To¢ka D je presjek polupravca CF i stranice AB

Znamo da vrijedi: ZAFD + /DFB = /AFB = 120°. Kako je ZAF D vanjski kut trokuta
AAFC, vrijedidaje ZAFD = tACF + /FAC. Isto tako, /DF B je vanjski kut trokuta ABCF
pa vrijedi da je /ZDF B = /FCB + /CBF. Sada imamo:
120° = tAFB = (AFD + (DFB = ({ACF + (FAC) + (LFCB + (/CBF) = (LtACF +
(FCB) + /FAC + /CBF = /ACB + /FAC + /CBF > 120° + /FAC + /CBF > 120° §to
je kontradikcija!

Dakle, tocka F nije Fermatova tocka. Ovaj dokaz mozemo provesti i kad je jedan kut tro-
kuta jednak 120°. Ako su svi kutovi manji od 120°, onda ne moZemo dobiti kontradikciju.
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5.6 Odredivanje geometrijskog mjesta tocaka

U ovom potpoglavlju ¢emo pogledati dva problema odredivanja geometrijskog mjesta tocaka.
Vidjet emo da se u oba slu€aja radi o kruznici. Tada je malo teZe odrediti to mjesto i pre-
cizno opravdati da se uistinu radi o tom skupu tocaka. S G ¢emo oznaciti skup svih tocaka
koje dobivamo na nacin opisan u svakom od zadataka, dok ¢emo s £ oznaciti lokus, od-
nosno skup koji nam prikaze nas program. Cilj nam je dokazati da su ta dva skupa jednaka,
Sto dokazujemo na nacin da je svaki od njih podskup onog drugog.

Problem 1:

Zadane su dvije koncentricne kruZnice k; i k, s radijusima ry i r, redom, pri cemu vrijedi
r, = 2r;. Na kruznici k; odabrana je fiksna to_éka A, dok je na kruZnici k, odabrana
proizvoljna to¢ka B. Tocka C je poloviSte duzine AB. Odredite geometrijsko mjesto tocaka
C.

Slika 5.20: Geometrijsko mjesto tocaka C

Rjesenje: U nekom od programa dinami¢ne geometrije (npr. Geometer’s Sketchpadu
ili Geogebri) konstruiramo kruZnice k; i k,, sa srediStem u tocki S, kao $to je zadano.
Tocka B se mora moci slobodno gibati po kruznici &, i kao takva predstavlja generator
lokusa. Konsturiramo li to¢ku C na nacin opisan u zadatku, dobili smo generirani objekt.
Oznacimo li generator i generirani objekt, moZemo primijeniti alat za odredivanje lokusa.
Primje¢ujemo da je dobiveni lokus £ kruZnica (slika[5.20)), nazovimo ju &, kojoj lako kons-
truiramo 1 srediSte. Mjerenjem uocavamo da se srediSte te kruZnice S nalazi u polovistu
duZine AS te da joj je radijus jednak r.
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Sada slijedi precizan dokaz da je trazeno geometrijsko mjesto G = L. Znamo da je tocka
C poloviste duzine AB. Duzina CS je stoga srednjica trokuta AABS (slika i 1 vrijedi

|CS | = §|BS| = r;. Time smo dokazali da se toCka C nalazi na kruznici sa srediStem u S ;

radijusa ry.

Slika 5.21: DuZina CS je srednjica trokuta AABS

Time nismo pokazali da se traZzeno geometrijsko mjesto u potpunosti podudara s kruznicom
k, ve¢ da vrijedi G € L. Medutim, ukoliko imamo to¢ku C na kruZnici k, neka je toCka
B presjek kruZnice k; i pravca koji prolazi kroz S i paralelan je praveu CS (i pritom su

vektori ﬁ iSB jednako orijentirani). Neka je toCka C’ presjek pravaca AB 1 CS,. Tada
je C’S srednjica trokuta AABS, odnosno |C'S | = ElBS | = ry. To povlaci da se tocke C

i C’ podudaraju, odnosno da je C poloviste duZine AB. Time smo dokazali dajei £ C G,
odnosno konac¢no imamo £ = G.

Problem 2:

Zadana je kruZnica k sa srediStem u S radijusa r, te pravac p koji ne sijece kruznicu. Na
pravcu p je zadana proizvoljna tocka P i iz nje su povucene dvije tangente na kruZnicu k
tako da ju dodiruju redom u to¢kama A i B. To¢ka C je poloviste duzine AB. Potrebno je
odrediti geometrijsko mjesto tocaka C.
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Slika 5.22: Geometrijsko mjesto toCaka C je kruZnica

Rjesenje: Kada konstruiramo sliku pomocu alata za lokus, dobivamo da je lokus £
kruZnica (slika [5.22). Bitno je primijetiti da ta kruZnica prolazi kroz srediste kruZnice k.
Medutim, ukoliko se prisjetimo postavki problema, zaklju¢ujemo da £ ne moze biti cijela
kruznica k;. Naime, S predstavlja granicni polozaj tocke C, kad se diraliSta A 1 B sve viSe
pribliZavaju krajnjim to¢kama promjera kruZnice k; koji je okomit na p (ali ih nikad ne
dostizu). S obzirom da smo ve¢ imali ucrtano srediSte kruznice S, ukoliko samo oc¢itavamo
sliku, moZemo steci krivi dojam o rjeSenju zadataka. Nas cilj je dakle dokazati da je G
jednak skupu £ =k \ {S}.

Da bismo preciznije opisali kruznicu k; 1 proveli precizan matematicki dokaz, pomaze
nam &injenica koju dobivamo pomicanjem to¢ke P. Primjeé¢ujemo da duZina AB, neovisno
o polozZaju toCke P, uvijek prolazi kroz istu tocku. Tu tocku moZemo nazvati C” (slika
[5.23). Ona odgovara geometrijskom mjestu tocke C kada je tocka P jednaka tocki P’ koja
je noziste okomice iz srediSta S na pravac p.
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Slika 5.23: Tocka C’ je geometrijsko mjesto tocke C kada je tocka P jednaka tocki P’

Pretpostavimo da smo dokazali da totka C’ uvijek pripada duZini AB. Kako je tro-
kut AS AB jednakokracan, tada je duzina S C njegova visina, odnosno kut C'CS je pravi.
Dakle, prema Talesovom teoremu o kutu nad promjerom kruZnice, tocka C se mora nalaziti
na kruZnici s promjerom S C’. Potrebno je jo§ dokazati tvrdnju da to¢ka C’ uistinu uvijek
pripada duZini AB. Oznadimo presjek pravaca P’S i AB s R.

Kako su trokuti ASCR 1 AS PP sli¢ni (prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta), slijedi

ICS| ISP
IRS| ISPl

S druge strane, trokuti APSA i AAS C su sli¢ni (prema KKK teoremu o sli¢nosti trokuta)
pa analogno imamo jednakost omjera

CS| _ 1541
ISAl — |PS|

Iz prethodne dvije jednakosti dobivamo

ICS|-ISP| _ ISAP
ISP |SPY

IRS| =
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Kako su obje velicine, |[SA| 1 |S P’| neovisne o polozaju tocke P, slijedi da ni duljina |RS| ne
ovsi o poloZaju tocke P, odnosno tocka R je uvijek jednaka tocki C’. Time smo dokazali
dajeGg c L.

Obratno, neka je C € L te neka je AB tetiva kruZnice k koja prolazi tockom C i otprije
definiranom toCkom C’. Neka je tocka P sjeciSte pravaca SC 1 p. Iz slicnosti trokuta
ACC’S 1 AP’PS dobivamo kao i prije da je [SC||SP| = |[SC’||S P’|. 1z definicije tocke C’
znamo da je |S C’||S P’| = r*. Neka tangente iz P na kruZnicu k dodiruju kruZnicu u to¢kama
A’ i B ineka je N poloviste duZine A’B’. Tada iz sli¢nosti trokuta AA’PS i ANA’S dobi-
vamo |SN||S P| = |SA’)? = r2. Kako to¢ke C i N dijele duZinu S P u istom omjeru, C 1 N se
podudaraju te je £ C G.
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Sazetak

Ideja istrazivanja u nastavi matematike je da ucenici vlastitom aktivno$€u istrazuju odgo-
vor na postavljeno pitanje. Na taj nacin im se pribliZava proces znanstvenog istraZivanja.
U nastavi matematike se to ostvaruje i koriStenjem racunala. Cilj ovog rada je pokazati
da se razli¢iti matematicki pojmovi u nastavi matematike mogu obraditi pomocu racunala.
Pomocu alata dinami¢ne geometrije obraduju se osnovni geometrijski pojmovi. Uc€enici sa-
mostalno ili u paru istrazuju dane pojmove uz pomoc¢ takvih alata i istraZivanjem dolaze do
Zeljenih zakljucaka. Osim alata dinami¢ne geometrije, u nastavi se mogu koristiti i razliciti
alati za izradu proracunskih tablica. Kombiniranjem tih alata ispituju se funkcije (linearna
1 kvadratna funkcija, te funkcija apsolutne vrijednosti) i limes nizova. Nedostatku vizu-
alizacije problema se moZe doskociti grafickim alatima koji u¢enicima mogu omoguciti i
razvijanje vlastitog prostornog zora. Vizualizacija problema pomaZe pri obradi osnovnih
pojmova, ali i pri rjeSavanju sloZenijih problema, kao Sto je prikazano u zadnjem poglavlju
rada.



Summary

The basic idea behind using investigation and discovery techniques in the mathematics
education is to encourage students to find the answer to the asked question by themselves.
In this way, students are becoming familiar with all phases of the scientific research. In
the mathematics education this can be accomplished by using computer technology as
well. The main goal of this thesis is to show that different mathematical concepts can be
introduced to students by using computer technology. Using dynamic geometry software,
basic geometrical concepts are thought. Students, working alone or in pairs, by means
of dynamic geometry software, explore given concepts and come to desired conclusions
on their own. Apart from dynamic geometry software, spreadsheet tools can be used.
By combining aforementioned tools, functions (affine functions, quadratic functions and
absolute value functions) and limit of a sequence are tested. If students cannot visualize
particular mathematical problem, they can use different graphical tools. If so, students
can visualize problems and develop their own “spatial hut”. The last chapter of the thesis
demonstrates that the visualization helps when basic mathematical concepts are thought,
but also when more advanced mathematical problems are being solved.
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