Rekurzivne multifunkcije

Balti¢, Elvir

Master's thesis / Diplomski rad

2015

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:088821

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-23

W £,
% £,
& S
é‘? % Repository / Repozitorij:
27% f’-‘; Repository of the Faculty of Science - University of
2 g Zagreb
9, Nad
% S
O‘Pﬂ.” r‘{\t*'
0. MaTEMP

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:088821
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:1237
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:1237
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:1237

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Elvir Baltic

REKURZIVNE MULTIFUNKCIJE

Diplomski rad

Voditelj rada:
Doc.dr.sc. Zvonko lljazovi¢

Zagreb, srpanj, 2015.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

Uvod|

M Primitivno rekurzivne funkcije

2 Rekurzivne funkcije|

13 Rekurzivne multifunkcije|

il

iii

13

25

43



Uvod

U ovom diplomskom radu proucava se pojam rekurzivnih funkcija. Prvo se proucavaju
rekurzivne funkcije oblika N¥ — N, a zatim rekurzivne funkcije oblika N¥ — Z2(N"), tzv.
multifunkcije. Pri tome se ne zahtijeva prethodno poznavanje Cinjenica iz klasi¢ne teorije
izraCunljivosti.

U prvom poglavlju proucavaju se primitvno rekurzivne funkcije i njihova svojstva te se
ujedno dokazuje rekurzivnost nekih poznatih uobicajenih funkcija.

U drugom poglavlju uvodi se pojam rekurzivnih funkcija N* — N te se dokazuju neke
¢injenice vezane za te funkcije koje su potrebne u daljnjem dijelu rada. Nadalje, definira
se pojam rekurzivnog skupa te se proucavaju neka svojstva takvih skupova.

U treéem poglavlju proucavaju se funkcije oblika N¥ — Z(N"). Za takve funkcije defi-
nira se kada su rekurzivne te kada su rekurzivno omedene. Posebno, proucavaju se tzv.
rr.o. funkcije N¥ — Z2(N"). Navode se neki primjeri takvih funkcija te se dokazuju neki
rezultati vezani za takve funkcije.






Poglavlje 1

Primitivno rekurzivne funkcije

Za sve definicije i teoreme uzimat ¢emo daje N ={0,1,2,...}.
Definicija 1.0.1. Neka su funkcije z, s : N — N takve da je

72(x) =0, s(x)=x+1, xeN.

Nekajen € N, n>1te je{l,..,n}. Definiramo funkciju I} : N* — N sa
I;’ (X1, ey Xn) = X;.
Za funkcije s, zi I, n>1, je{l,...n} kaZemo da su inicijalne funkcije.

Definicija 1.0.2. Neka su n, k € N \ {0}, neka su gy, ..., g, : N* — N funkcije te neka je
f : N" - N funkcija. Definiramo h : N* — N sa

X1y Xi) = FL81 (X1 ey Xk) 5 oees & (X1s ooy X)) -

Kazemo da je funkcija h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., n.

Definicija 1.0.3. Neka je k € N\ {0} te neka su f : N* — Nig : N¥2 — N funkcije.
Definiramo h : N**! — N sa:

h(O, X],...,Xk) = f(xl,...,xk)

h(y+ 1,x1,...,Xk) = g[h(y’xla---’xk)a y7 X1,...,Xk].

KaZemo da je funkcija h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
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Primjer 1.0.4. Neka je n € N\ {0} te neka je z, : N" — N funkcija definirana sa:
Zn (X15 e X0) = Z(I] (X1, 00y X))
za sve xi, ..., X, € N. Iz ovoga zakljucujemo da je z, kompozicija funkcija z i IY.
Definicija 1.0.5. Definiramo niz skupova (S p)peN induktivno na sljedeci nacin: Neka je
So skup svih inicijalnih funkcija.
Pretpostavimo da je p € N i da smo definirali skup S ,. Definiramo:
Sps1 =8, UA
pri cemu je A skup svih funkcija h koje zadovoljavaju jedno od sljedeca dva svojstva:

1) postoje n € N\ {0} i funkcije f,gi,...,8. € S, takve da je h dobivena kompozicijom
Sfunkcija f, g1, ..., gn-

2) postoje funkcije f,g € S , takve da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.

Za funkciju f kaZemo da je primitivno rekurzivna ako postoji p € N takav da f € S ,.

Primjer 1.0.6. Neka je n € N\ {0} te neka je z, : N* — N funkcija iz primjera Tada
je z, € S1. Posebno z, je primitivno rekurzivna funkcija.

Primjer 1.0.7. Neka je g : N> — N funkcija definirana sa
gla,b,c) = a+1.
Vrijedi
gla,b,c) = s (113 (a,b, c)).

Iz ovoga slijedi da je g kompozicija funkcija s i If. Stoga je g € S|. Dakle, g je primitivno
rekurzivna funkcija.

Primjer 1.0.8. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa
h(y,x) = y+x za svaki x,y € N.
Vrijedi sljedece:
hO,x) = x = f(x)
pri cemu je f = Ill. Nadalje:



hy+1L,x) =0+D)+x = @+x)+1 = h(y,x)+1 = gh(y,x),y,x)
pri cemu je g : N° — N funkcija definirana sa:
g(a,b,c) = a+ 1.
Dakle,
h(0,x) = f(x)
h(y+1,x) =gh(y,x),y,x)

Prema tome h je dobivena primitivnom rekurzijom od f i g. Imamo f € Sopai f € S,
(So € 81). Nadalje g € S prema primjeru[l.0.7]. Dakle f,g € S, iz Cega slijedi da je
h € §,, posebno h je primitivno rekurzivna funkcija.

Primjer 1.0.9. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa:
h(y,x) = y-x
Vrijedi:
h(0,x) = 0 = z(x)
hiy+1L,x) = 0+1)-x =yx+x = h(y,x)+x = gth(y,x),y,x)
pri cemu je g : N° — N funkcija definirana sa
gla,b,c) = a+c.

Prema tome h je dobivena prmitivhom rekurzijom od 7 i g. Neka je H : N> — N definirana
sa

H@y,x) = y+x
U primjeru[l.0.8 smo vidjeli da je H € S,. Vrijedi:
gla,b,c) = a+c =H(a,c) = H(Il3 (a,b,c),Ig (a,b,c)).

Stoga je g kompozicija funkcija H, I?, I;’. Iz ovoga slijedi da je g € S5. Buduci da je h do-
bivena primitivnom rekurzijom od z i g imamo h € S 4. Posebno h je primitivno rekurzivna
funkcija.

Propozicija 1.0.10. (/) Neka je n € N\ {0} te neka su f, g1, ..., g, primitivno rekurzivne
funkcije. Pretpostavimo da je h funkcija dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., n-
Tada je i h primitivno rekurzivna funkcija.
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(2) Neka su f i g primitivno rekurzivne funkcije . Pretpostavimo da h funkcija dobivena
primitivnom rekurzijom od f i g. Tada je i h primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. (1) Buduci da je f primitvno rekurzivna, postoji neki g € N tako daje f € §,. Za
svaki i € {1, ..., n} funkcija g; je primitivno rekurzivna pa postoji p; € Ntakodaje g; € S ..
Neka je

m = max/{q, pi, ..., Pn}-

Tadaje g < m,p; <m,...,p, <m. OpCenito ako su i, j € Ntakvidai < j,ondajeS§; CS§;
Sto slijedi iz Cinjenice da je S, € S .1 za svaki p € N. Stoga je

SqCSmSp CSmriSp, €S

Iz ovoga slijedi da su f, g1,...,8, € S,. Tadaje h € S,,+;. Prema tome % je primitivno
rekurzivna funkcija.

(2) Budu¢i da su f i g primitivno rekurzivne, postoje ¢g,r € N tako da je f € S, 1
g€ S, Nekajep = max{q,r}. Tadasu f,g € §, iz Cega slijedi i € S ,.;. Prema tome 5
je primitivno rekurzivna funkcija. O

Primjer 1.0.11. Neka su n € N\ {0} i a € N. Neka je ¢, : N* — N funkcija definirana sa
(X1, Xy) = a.

Fiksirajmo n € N\ {0}. Dokazimo indukcijom po a da je cl, primitivno rekurzivna funkcija.
BAZA: Uocimo da je

n
cy = Zn

pri Cemu je z, funkcija iz primjera Prema tom primjeru z,, je kompozicija funkcija z
i I{. Iz propozicije slijedi da je z, primitivno rekurzivna funkcija pa je takoder i c;,
primitivno rekurzivna funkcija.

PRETPOSTAVKA: Pretpostavimo da cl; primitivno rekurzivna funkcija za neki a € N.
KORAK: Sada imamo:

(X enXy) = a+ 1 = s(a) = s(ch(xr,..., %))

Prema tome ¢!, je dobivena kompozicijom primitivno rekurzivnih funkcija s (inicijalna
funkcija sljedbenik) i ¢}, (iz pretpostavke). Iz pmpozicijeslijedi da je c), | primitivho
rekurzivna funkcija.

ZAKLJUCAK: Dakle, pokazali smo da je ¢ primitivno rekurzivna funkcija za svaki a € N.

Propozicija 1.0.12. Neka je a € N te neka je g : N> — N primitivno rekurzivna funkcija.
Neka je h : N — N funkcija definirana sa:



h@) = a

h(y+1) = gh(y),y)
Tada je h primitivno rekurzivna funkcija.
Dokaz. Nekaje i’ : N> — N funkcija definirana sa:
n(y,x) = h(y).
Vrijedi sljedece:
W(0,x) = h(0) = a = cl(x)
Ry+Lx =h+1) =gh®,y) =¢g0 (y,x),y) = g0 (y,x),y,x)
pri Semu je ¢! funkcija iz primjera|1.0.11|te g’ : N> — N funkcija definirana sa:
g (a,b,0) = g(a,b).
Imamo dakle:
W (0,x) = c!(x)
Piy+lx =g 0 (y,x),yx.

Ovo znati da je i’ funkcija dobivena primitivnom rekurzijom od ¢! i g’. Prema primjeru
1.0.11{c! je primitivno rekurzivna funkcija. Nadalje:

g (@.b.c) = g(a.b) = g(I¥(a.b.0).]; (a.b.c)).

Dakle, g’ je kompozicija funkcija g, I3, I; pa iz propozicije [1.0.10| slijedi da je g’ primi-
tivno rekurzivna funkcija. Iz iste propozicije pod 2) slijedi da je A’ primitivno rekurzivna
funkcija. Za sve x,y € N vrijedi:

h(y) = I (y,x).
Posebno za svaki y € N vrijedi:
h(y) = I (3,0).
Dakle
hG) = K (IL0).z20)

Prema tome / je kompozicija funkcija /', 1],z pa prema propoziciji |1.0.10| vrijedi da je A
primitivno rekurzivna funkcija. O

Primjer 1.0.13. Neka je pr : N — N funkcija definirana sa:
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») y—1, akojey>1
r =
pryy 0, ako jey = 0.

DokaZimo da je pr primitivno rekurzivna funkcija. Imamo:
pr(0) =0
pry+1) =y.
Neka je a = 0, te neka je g = I3. Imamo:
pr(0) = a
priy+1) = g(pr(y),y).
Sada iz prethodne propozicije[1.0.12|slijedi da je pr primitivno rekurzivna funkcija.

Lema 1.0.14. Neka je h : N> — N funkcija definirana sa:

S b
Tada je h primitivno rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka je pr funkcija iz prethodnog primjera[[.0.13] Vrijedi:
hO,x) = x
h(y+1,x) = pr(h(y,x). (1.2)

Definirajmo g : N> — N sa :
g(a,b,c) = pr(a).
Tada je
g(a,b,c) = pr (Il3(a, b, c))

paje i g kao kompozicija primitivno rekurzivnih funkcija po propoziciji|l.0.10} primitivno
rekurzivna funkcija . Iz (1.2)) slijedi da je:

h(0,x) = Ill (%)
h(y+1,x) = 8(h(YaX),yax))-

Ovo zna¢i da je i dobivena primitivnom rekurzijom od /] i g pa je prema propoziciji{1.0.10
(2) 1 h primitivno rekurzivna funkcija. O



Definicija 1.0.15. Neka su x,y € N. Definiramo broj x ©'y sa

-y, ko i >
xey:{x Y drojex=y (1.3)

0, ako je x < y.
Za funkciju N> - N, (x,y) = x ©y kaZemo da je modificirano oduzimanje.
Propozicija 1.0.16. Modificirano oduzimanje je primitivno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Oznacimo s M modificirano oduzimanje. Neka je & funkcija iz leme (1.0.14] Tada
za sve x,y € N vrijedi:

M(x,y) = h(y,x), 4.
M(xy) = h(B (5,3, 1} (x,)).

Prema tome M je kompozicija primitivno rekurzivnih funkeija h, I3, I7 iz Cega slijedi da je
M primitivno rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.0.17. Neka je k € N ik > 1 te neka su f, g : N* — N primitivno rekurzivne
funkcije. Tada su i funkcije f + g, f - g : N* — N primitivno rekurzivne.

Dokaz. Neka su A, B : N?> — N funkcije definirane sa A(y,x) = y+xiB(y,x) = y-x. Za
sve Xxi, ..., X € N vrijedi

(f+ o, nx) = f(x,enx) + gxg, .80 = A(f(X1, ey X5, (X1 1oy X2))
(f -ty xi) = f(x1, X)) - 8(X1, s i) = B(f(xq, 00y X0), 8(X15 oy X1))

Iz ovoga zakljuCujemo da je funkcija f + g dobivena kompozicijom funkcija A, f i g te da
je f- g dobivena kompozicijom funkcija B, f'i g. Iz ovoga i ¢injenice da su A i B primitivno
rekurzivne funkcije slijedi da su f + g i f - g primitivno rekurzivne funkcije. |

Primjer 1.0.18. Neka je f : N> — N funkcija definirana sa
fxy) = |x -yl
Za sve x,y € N vrijedi
x=yl =(xey+ox.
Stoga je
f(xy) = M(x,y) + hix, y),

pri ¢emu je M modificirano oduzimanje, a h funkcija iz leme[1.0.14] Stoga je



10 POGLAVLIJE 1. PRIMITIVNO REKURZIVNE FUNKCIJE

f=M+h
pa iz prethodne propozicije slijedi da je f primitivno rekurzivna funkcija.

Definicija 1.0.19. Neka su sg,sg : N — N funkcije definirane sa:

1, akojey>1
= 1.4
58 0) {0, ako jey = 0. 14
_ 0, akojey>1
= 1.5
8 0) {1, ako jey = 0. (15)

Propozicija 1.0.20. Funkcije sg i sg su primitivno rekurzivne.

Dokaz. Imamo:

sg(0) = 0

sgiy+1) =1 = c%(sg(y),y),
te

58(0) =1
g+ 1) = 0 = cAsg(y),y),

pri emu su ¢; i ¢j funkcije iz primjera (1.0.11} Iz propozicije 1.0.12|slijedi da su sg i 5g
primitivno rekurzivne funkcije. O

Primjer 1.0.21. Neka je f : N*> — N funkcija definirana sa
f(x,y) = min{x,y}. (1.6)
Tvrdimo da je f primitivno rekurzivna funkcija. Uocimo prvo da za sve x,y € N vrijedi:
min{x,y} =xo(x0Yy). (1.7)

Da bismo ovo dokazali razmotrimo dva slucaja:
(1) x > y. Tada je min{x,y} = y. S druge strane vrijedi:

xe(xey) = xe(x-y) =x—(x—-y) =y
(2) x < y. Tada je min{x, y} = x. S druge strane vrijedi:

xe(xey) = x60 =x-0 = x
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Dakle vrijedi, tj. f(x,y) = x©(x©Y), za sve x,y € N. Neka je M : N> - N
modificirano oduzimanje. Tada je

fO,y) = M(x, M(x,y)) = M(I}(x,y), M(x,y)).

Iz ovoga zakljucujemo da je f kompozicija funkcija M, 112 i M. Prema tome f je primitivno
rekurzivna funkcija.

Primjer 1.0.22. Neka je f : N> — N funkcija definirana sa
f(x,y) = max{x,y}.
Slicno prethodnom primjeru dobivamo da je
max {x,y} = y+(x0y)
za sve x,y € N. Imamo
fny) = y+(xey) = Lxy) + Mx,y),

gdje je M modificirano oduzimanje. Iz ovoga zakljucujemo da je f = I + M, pa iz propo-
zicije[1.0.17slijedi da je f primitivno rekurzivna funkcija.

Definicija 1.0.23. Neka je k € N\ {0} te neka je g : N**' — N funkcija takva da za sve
X1, ..., Xx € N postoji y € N takav da je

g(xy, s xr,y) = 0.
Definiramo funkciju f : N* — N sa
f(x1, s x) = min{y e N: g(xy,...,8y) = 0}.
KaZemo da je funkcija f dobivena primjenom u - operatora na funkciju g. Broj
min{y € N : g(xy, ..., & y) = 0}
oznacavamo i sa
Hy(g(X15 o0 Xy y) = 0).
Dakle
Sy x) = py(g(xi, ... 86 y) = 0).
Primjer 1.0.24. Neka je g : N> — N funkcija definirana sa

gx,y) = [x—)
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za sve x,y € N. Ocito za svaki x € N postoji y € N tako da je g(x,y) = 0. Neka je f
funkcija dobivena primjenom u -operatora na g. Tada za svaki x € N vrijedi

J) = py@gx,y) = 0) = py(lx -yl = 0) = x
g. f(x) = x



Poglavlje 2

Rekurzivne funkcije

Definicija 2.0.25. Definirajmo induktivno niz skupova (R,,)pen na sljedeci nacin. Neka je
Ry skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da smo definirali skup R, za neki p € N.
Definiramo skup R,., = R, U A pri ¢emu je A skup svih funkcija h koje zadovoljavaju
jedno od sljedeca tri svojstva:

(1) postojin € N\ {0} i f, g1, ..., 8, € R, takvi da je h dobivena kompozicijom funkcija
f9 gl’ eeey gn-

(2) postoje f, g € R, takvi da je h dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
(3) postoji funkcija g € R, takva da je h dobivena primjenom u - operatora na g.

Uocimo da iz definicije niza (R,)en slijedi da je R, C R, za svaki p € N. Za funkciju h
kazZemo da je rekurzivna ako postoji p € N takav da je h € R,,.

Propozicija 2.0.26. Svaka primitivno rekurzivna funkcija je rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokazimo indukcijom da je S, C R, za svaki p € N.
BAZA: Ocitoje So S Ry jer So = Ry.
PRETPOSTAVKA: Pretpostavimo S, € R, za neki p € N.
KORAK: Tvrdimo da je S ;1 € R,+1. Neka je h € S ;. Tada vrijedi jedno od sljedeceg:
(Hhes,
(2) postoji n € N\ {0} 1 f, g1, ..., 8, € S takvi da je h dobivena kompozicijom funkcija
f> 815 s &n-
(3) postoje funkcije f, g € S, takve da je & dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
U prvom sluCaju imamo daje h € R, (jer S, CR,)paje h € R, (jer R, C Ry,.1).
U drugom slucaju imamo da su f,gi,...,g, € R,. Dakle, h je dobivena kompozicijom
funkcija koje su iz R, iz Cega slijedi da je h € R ..

13
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U tre¢em slucaju f,g € R, pa imamo da je & dobivena primitivnom rekurzijom funkcija
koje su u R),. Iz toga slijedi da je h € R ;.

U svim slu¢ajevima dobivamo da je i € R,;. Time smo dokazalida je S ,.; € R,,,. Prema
tome je S, C R, za svaki p € N. Pretpostavimo da je i primitivno rekurzivna funkcija.
Tada postoji p € Ntakavdajeh € S,. 12§, C R, slijedi daje i € R,. Stoga je h rekurzivna
funkcija. O

Propozicija 2.0.27. Vrijede sljedece tvrdnje:

(1) Neka je n € N\ {0} te neka su f, g, ..., g, rekurzivne funkcije. Pretpostavimo da je
funkcija h dobivena kompozicijom funkcija f, g1, ..., &.. Tada je h rekurzivna funkcija.

(2) Neka su f, g rekurzivne funkcije te neka je h funkcija dobivena primitvnom rekurzijom
od f i g Tada je h rekurzivna funkcija.

(3) Neka je g rekurzivna funkcija. Pretpostavimo da je funkcija f dobivena primjenom u -
operatora na g. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Tvrdnje (1) i (2) dokazujemo analogno kao u propoziciji [.0.10] DokaZimo trec¢u
tvrdnju. Buduci da g rekurzivna funkcija, postoji p € N takav da g € R,,. 1z definicije niza
skupova (R))ev slijedi da je f € R,,,. Stoga je f rekurzivna funkcija. O

Primjer 2.0.28. Neka su a,b € N. Tada je a > b ako i samo ako je a© b > 0 a to vrijedi
ako i samo ako je sg(a© b) = 0. Dakle,

a>bosglaeb) = 0. 2.1
Definirajmo funkciju g : N> — N sa
g(x, y,k) = sg(k+ D(y+ 1) ex).
Prema (2.1) vrijedi da je
gx,v,k) =0 o k+1DHiy+1)>x

Neka su x,y € N. Ocito je da postoji k € N takav da je

k+Dy+1) > x
Stoga za sve x,y € N postoji k € N takav da je

glx,y,k) = 0.

Neka je f funkcija dobivena primjenom u - operatora na g. Dakle
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fGy) = uk(g(x,y, k) = 0) 4.
fO,y) = pk(tk+ Dy +1) > x).

Neka su x,y € N. Neka je

I'= f(xy).
Tada je
I+ Diy+1) > x
Tvrdimo da je
Iy+1) <=x
Pretpostavimo suprotno. Tada je
Iy+1) > x

iz ¢ega slijedi da je | # 0. Stoga je | — 1 € N. Definirajmo k = [ — 1. Imamo dakle
keN,k<litk+1)y+1) =I1y+1) > x 1.

k+DHoy+1) > x

Ovo je nemoguce jer je | najmanji broj iz N takav da je (I + 1)(y + 1) > x. Dakle,
Iy+1) < x

Iz ovoga te iz (I + 1)(y + 1) > x slijedi da je

L< ] <1+
Stoga je

L= [55)
Dakle,
foey = |5

za sve x,y € N.

Tvrdimo da je f rekurzivna funkcija. Buduci da je f dobivena primjenom u - operatora
na g, prema propoziciji[2.0.27)dovoljno je dokazati da je g rekurzivna funkcija. Iz definicije
funkcije g je jasno da je g kompozicija funkcija sg i g\, pri cemu je g, : N° — N funkcija
definirana sa
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216 y,k) = (k+DHy+1) © x

Stoga je dovoljno dokazati da je g, rekurzivna funkcija. Vrijedi

gl(X,y, k) = M(gZ(xay7 k)’lf(x’y’ k))’

pri cemu je M modificirano oduzimanje, a g, : N> — N funkcija definirana sa

gxy,k) = (k+ Dy + 1.

Dakle g, je kompozicija funkcija M, g,, I f pa je dovoljno dokazati da je g, rekurzivna funk-
cija. Imamo

&, y, k) = g3(x,y,k) - ga(x,y,k),

pri Cemu su g3, g4 : N° — N funkcije definirane sa

g(x,y, k) = k+1, ga(x,y,k) = y+ 1.

Funkcije g3 i g4 su primitivno rekurzivne jer je g3 = sol3 i gy, = sol3. Prema propoziciji
slijedi da je g, primitivno rekurzivna funkcija pa je i rekurzivna funkcija. Zakljucak:
funkcija f : N*> — N definirana sa

fey = |
Jje rekurzivna.

Propozicija 2.0.29. Neka je k € N, k > 1 te neka su f,g : N* — N rekurzivne funkcije.
Tada su f + g, f- g : N¥ — N rekurzivne funkcije.

Dokaz. Dokazuje se posve analogno kao u propoziciji(1.0.17 O

Korolar 2.0.30. Neka su n,k € N, n,k > 1, te neka su fi, ..., f, : N* — N rekurzivne
funkcije. Tada sui fi + ...+ fo, fi - ...+ fa : N = N rekurzivne funkcije.

Dokaz. Ova tvrdnja se lako dobiva indukcijom iz propozicije [2.0.29 m]

Definicija 2.0.31. Neka je k € N, k > 1 te neka je S € N*. Za S kaZemo da je rekurzivan
skup u N¥ ako je njegova karakteristicna funkcija X : N* — N rekurzivna. Podsjetimo se
da ako je X skup i S C X onda je karakteristicna funkcija Xs : X — N funkcija definirana
sa
1, akojexeS
Xs(x) = 2.2
s {0, akox ¢ S. 22)
Uo¢imo sljedeée: N je rekurzivan skup jer je Xy : N* — N konstantna funkcija. Nadalje
iz istog razloga i 0 je rekurzivan skup u N*.
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Primjer 2.0.32. Jednoclan skup {0} je rekurzivan u N. Naime za svaki x € N vrijedi

1, akoje x 0
Xi0)(x) = { / 2.3)

0, akojex > 1
iz Cega zakljucujemo da je
Xy = 58 tj. X0 je rekurzivna funkcija.
Propozicija 2.0.33. Neka je a € N. Tada je {a} rekurzivan skup u N.
Dokaz. Za svaki x € N vrijedi:

I, akojex = a _
Xia(x) = = sg(|x — al). 2.4
(@)(X) {O, akojex # a g D (2.4)

Stoga je X, kompozicija funkcija sg i f gdje je f : N — N funkcija definirana sa:
f(x) =|x—al.
Neka je A : N> — N funkcija definirana sa:
A(x,y) = |x—yl.
Funkcija A je primitivno rekurzivna prema primjeru Za svaki x € N vrijedi:
f(0) = Ax,a) = AU} (x), c,(x)),

pri ¢emu je funkcija C) iz primjera(1.0.11} Iz ovoga slijedi da je f kao kompozicija pri-
mitivno rekurzivnih funkcija rekurzivna funkcija, a iz istog razlog razloga slijedi da je X,
primitivno rekurzivna funkcija. Dakle {a} je rekurzivan skup. O

Propozicija 2.0.34. Neka je k € N, k > 1 te neka je a € N*. Tada je {a} rekurzivan skup u
N¥,

Dokaz. Imamoa = (ay,...,a), gdje su ay, ...,a; € N. Neka su xy, ..., x, € N. Tada je:

1, akojexi = ai,.,x; =
X{a}(xl’---,xk):{ AROIE AL = A e Y = (2.5)

0, 1inace.

Stoga je:
Xigg(x1, e, 1) = Xigy(xn) « oo - Xigy(x) = fi(xa, ey )« oo frlX1, ey X0,
pri ¢emu je za i € {1, ..., k} funkcija f; : N¥ — N definirana sa

Jixts e i) = Xigy I (X1, ey X0)).



18 POGLAVLIJE 2. REKURZIVNE FUNKCIJE

Prema prethodnoj propoziciji {a;} je rekurzivan skup u N pa je X, : N — N rekurzivna
funkcija za svaki i € {1,...,k}. Stoga je f; kao kompozicija rekurzivnih funkcija i sama
rekurzivna funkcija. Vidjeli smo da je X, = fi - ... fi pa iz korolara [2.0.30] slijedi da je
Xy rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 2.0.35. Neka je k € N, k > 1 te neka su S i T rekurzivni skupovi u N*. Tada
suiskupoviS NT, S UT iS¢ rekurzivni u N¥,

Dokaz. Vrijedi
Xsar(x) = Xs(x) - X7 (),
za svaki x € N¥, Stoga je
Xsar = Xs - X7

pa iz propozicije [2.0.29slijedi da je Xs~r rekurzivna funkcija. Stoga je S N T rekurzivan
skup. Nadalje, za svaki x € N¥ vrijedi

Xsur(x) = sg(Xs(x) + Xr(x)).

Stoga je Xgur kompozicija funkcija sg i Xg + X7 pa slijedi da je Xsur rekurzivna funkcija.
Dakle S U T je rekurzivan skup. Vrijedi

Xse(x) = 5g(Xs(x)),

za svaki x € N¥. Stoga je Xs. kompozicija funkcija 5g i Xg. Dakle S¢ je rekurzivan
skup. O

Propozicija 2.0.36. Neka su k,n € N\ {0}. Neka su S 1, ..., S, rekurzivni podskupovi od NF
te neka su fi, ..., f, : N¥ — N rekurzivne funkcije. Pretpostavimo da za svaki x € N¥ postoji
jedinstveni i € {1, ...,n} takav da je x € S,. Definirajmo funkciju f : N* — N sa

fitx), ako x € S,

fo) =
fu(x), ako x € §,,

gdje je x € N¥. Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Za svaki x € N¥ ocito vrijedi:

J(x) = filx) - X, () + . + fu(X) - X, (1) = (fi - Xs )0) + oo + (fr - X5, )(X)
dakle f = fi-Xs, + ... + f, - Xs,. Po propoziciji [2.0.29]i korolaru [2.0.30] funkcija f je

rekurzivna. O
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Propozicija 2.0.37. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N**' — N rekurzivna funkcija. Neka
je g : NM' 5 N funkcija definirana sa:
g(y’ X1y ooy -xk) = Z?J:() f(l’ X1 eees Xk),
Y, X1, ..., Xy € N. Tada je g rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasuy, xi,..., x; € N. Imamo

g0, x1,....,xx) = f(O,x1,..., x%) (2.6)
g(y + 1’ X1, ...,Xk) = Zi:(; f(l’ X1y eees xk) = Z?;() f(l7 X5 eees xk) + f(y + 1,X], ceey xk)
= 80 X1s e X)) + fO + 1, X1, 0 ). (2.7)

Definirajmo funkciju F : N* — N sa

F(xy,.oxi) = f(QO,x1, ..., X¢)
te funkciju H : N¥2 — N sa

H(a,y,x1,...x;) = a+ fy+1,x1,..., ).

Tada iz (2.6) i slijedi

80, x1, ..., xx) = F(xy,..., X¢)

g+ L,xp, e, X)) = H(Q(Y, X115 eees Xk)s Vs X1y oves Xi)

Prema tome g je dobivena primitivnom rekurzijom od F i H. Imamo:

F(xy,xi) = O, X1, .00, X)) = f(c"é(xl, cees X1), I/f(x1, cees XE )y vees I,’j(xl, cees X))
pri ¢emu je cf funkcija iz primjera[1.0.11] Stoga je F kompozicija funkcija f, ¢k, If, ..., If,
iz Cega slijedi da je F rekurzivna funkcija. Nadalje za sve a, y, x1, ..., X, € N vrijedi

H@a,y,x1,....,x) = a+ f(y+1,x1,...,x) = I'l‘+2(a,y, Xy oo X)) + F (@Y, X1y ovey Xi)
pri ¢emu je f : N¥*2 — N funkcija definirana sa
@y, xi,..x) = fo+1,x,...,%).

Dakle H = I’*? + f. Stoga ako je f* rekurzivna funkcija onda je i H rekurzivna funkcija.
Vrijedi:

L@y, Xty x) = (50 )@y, X1, vos X0, LA, 9, X1 ey X0 vy T2 (0, ), X1 X))

pa je f kao kompozicija rekurzivnih funkcija i sama rekurzivna funkcija. Stoga je i H
rekurzivna funkcija. Budu¢i da je g dobivena primitivnhom rekurzijom od F i H, imamo da
je g rekurzivna funkcija. O
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Propozicija 2.0.38. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N**' — N rekurzivna funkcija. Neka
je h : N2 5 N funkcija definirana sa

Zf?:a f@, x1, ..., Xx), akojea<b

0, inace.

h(a,b, x1,....,x;) = { (2.8)

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasua,b, xi, ..., x;, € N. Pretpostavimo 1 < a < b. Tada je

Wa,b,x1, ., x) = S0, F X1, X)) = D00 f X1y X)) = (590 £ X1, ey X0))
dakle

asl

b
7@, b, X1, %) = ) X1, x) Q) flh 31, x) - s2@. (29)
i=0 i=0

Uocimo da (2.9) vrijedi i za a = 0 te takoder i kada je a > b. Prema tome (2.9) vrijedi
za sve a,b, xy,...,x; € N. Neka je g : N**! — N funkcija definirana kao u prethodnoj
propoziciji. Tada iz (2.9) slijedi da za sve a, b, xy, ..., x; € N vrijedi

h(a,b, x1,....,x;) = gb,x1,...x)©(gael,xy,..., xx) - sgla)) (2.10)

Neka je M modificirano oduzimanje, te neka su G, G, : N¥*2 — N funkcije definirane sa
Gi(a,b,x1,...,x) = g(b,x1, ..., Xx)
Gy(a,b,xy,....x) = glaoe 1, xy,...,x;) - sgla)
Iz slijedi da je
h(a,b, xi,...x) = M(Gy(a,b,xy, ..., x), Ga(a, b, x1, ..., Xi)).
Stoga je dovoljno dokazati da su G, i G, rekurzivne funkcije. Imamo
Gi(a,b, x1, ... x) = gU5(a, b, x1, .oy Xp), oo, IS (X1, ooy X0)).

Stoga je G, rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Imamo G, = G3-Gy,
gdje su G3, G4N¥*2 — N funkcije definirane sa

G3(a’b,x1""’xk) = g(ae 1,x1,""xk)
Gu(a, b, xi, ..., x;) = sg(a).
Uocimodajeae 1 = pr(a), gdje je pr funkcija iz primjera[I.0.13] Stoga je

G3(a’baxl’--" xk) = g((ProIIIH—Z)(a,b’xl,---9xk)51§+2(a9b9x19---’xk)a---aI]]cci—g(a9b9xl9---’xk))
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pa je G; rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija. G4 je rekurzivna jer
je G4 = sg 01’1‘+2. Slijedi da je G, rekurzivna funkcija pa zakljuCujemo da je h rekurzivna
funkcija. o

Teorem 2.0.39. Neka je k € N\ {0}. Neka je f : N¥*! — N rekurzivna funkcija te neka su
@, : N¥ = N rekurzivne funkcije. Definirajmo funkciju g : N¥ — N sa

BX1s5:5X%)
8(X1, ey X)) = Z S, x15 s X0)
I=a(X1],e00sXk)
(pri cemu uzimamo da je ta suma jednaka nuli ako je a(xy, ..., x;) > B(x1, ..., Xx), tada je g

rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka je h funkcija iz prethodne propozicije. Tada za sve xy, ..., x; € N vrijedi

8(X1, ey Xi) = h(@(X1, eeey X1y B(XTy eey Xi)y X1y eevy Xi)-

Prema tome je g kompozicija funkcija h, @, B, If, ..., I} Stoga je g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 2.0.40. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N**' — N rekurzivna funkcija. Neka
je g : N N funkcija definirana sa

Y
g(,ya X1 eees xk) = l—l f(y, Xy ooy Xk).
i=0

Tada je g rekurzivna funkcija.
Dokaz. Ova tvrdnja se dokazuje posve analogno kao tvrdnja propozicije m|

Propozicija 2.0.41. Neka je k € N\ {0} te neka je f : N**' — N rekurzivna funkcija. Neka
je h : N¥2 — N rekurzivna funkcija definirana sa

b :
-~ S, X1, xp),  ak <b
(@, b, %1, s ) = {H S 2), a0 jea 2.11)
1, inace.
Tada je h rekurzivna funkcija.
Dokaz. Nekaje F : N¥2 — N funkcija definirana sa
.’ 9 ceey ) k j ] 2
Fi,a, %1,y x0) = {f (bx1, ). akoje iz a (2.12)
1, inace.

Tada je
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F(@,a,xy,....,x) = f(i,x1,...x;) - sg(a©i) + sglao©i).
Iz ovoga slijedi daje F = F| + F,, pri ¢emu su F, F, : N¥*2 — N funkcije definirane sa
Fi(i,a,x1,....x;) = f(i,x1,..., %) - sg(a ©1i)
Fy(i,a,xy,....x) = sglaoi).
Funkcija F, je kompozicija funkcija sg i funkcije F; definirane sa
Fi(i,a,x1,...,x) = aoi.
Funkcija F; je rekurzivna jer je kompozicija modificiranog oduzimanja i funkcija 15+ i

I1*2. Stoga je i F, rekurzivna funkcija. Imamo F; = Fy - Fs gdje su Fy, Fs : N¥2 > N
funkcije definirane sa

F4(i,a,x1,...,.Xk) = f(i,XI,....Xk)
Fs(i,a, xi,...,x;) = sglaei).

Da je F'5s rekurzivna vidimo kao u slu€aju funkcije F,. Funkcija F, je kompozicija funk-
cija f, I¥*2, I5+2, . I3, Stoga je Fy rekurzivna iz Cega slijedi da je i F rekurzivna pa
zakljuujemo da je F rekurzivna funkcija. Definirajmo funkciju H : N¥2 — N sa

Hb,a,x,...,x;) = H[-bzo FG,a,x,..., x).

Prema prethodnoj propoziciji funkcija H je rekurzivna funkcija. Neka su a,b € N. Pret-
postavimo da je b < a. Tada za svaki i € {0, ..., b} vrijedi i < a pa je F(i,a, xi,....x;) = 1.
Stoga je

b
H(b,a,xi, ..., X) = l_[F(i, a1, x) = 1.
i=0

Pretpostavimo sada da a < b. Ako je a > 1 onda je

b a-1 b
Hb,a, %1, %) = | |FG.a,x1, 00 = | | Flax, .o | | Fla, 2,30
i=0 i=0 i=a

b

b
= l-nF(i,a,xl,...,xk) = nf(i,xl,...,xk) = h(a,b, X1, ... X;)-

Dakle
Hb,a,x,...,xx) = ha,b, xy,...x;). (2.13)

Uocimo da ovo vrijedi i za a = 0. Zakljucak: (2.13)) vrijedi za svaki a, b, x;, ...x; € N. Iz
(2.13) zakljuCujemo da je h kompozicija funkcija H, I5*2, I¥*2, [5*2, . [F*2. Prema tome h

k+2°
je rekurzivna funkcija. O
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Teorem 2.0.42. Neka je k € N\ {0} te neka su f : N*!' — Nia,B : N* - N rekurzivne

funkcije. Definirajmo funkciju g : N* — N sa

Bx1seesXk)
g(-xl’-"axk) = n f(i,X],..., xk)
I=a(X1],e00sXk)

pri cemu uzimamo da je produkt jednak jedan ako je a(xy, ..., x;) > B(x1, ..., X;). Tada je g

rekurzivna funkcija.
Dokaz. Vrijedi

8(x1, s X)) = h(a(xy, ..., xp), B(X1, .. Xk), X1, .. Xg)

za sve xp,..x; € N pri ¢emu je h funkcija iz prethodne propozicije. 1z ovoga kao u dokaza

teorema [2.0.39] zakljuCujemo da je g rekurzivna funkcija.

O






Poglavlje 3

Rekurzivne multifunkcije

Neka su k,n € N{\0} te neka je ® : N* — Z(N") funkcija (pri tome Z?(X) oznalava
partitivni skup od X za neki dani skup X). Za ® kazemo da je rekurzivna funkcija ako je
funkcija @ : N*** — N definirana sa

6(JCl, cees Xy V1o wees V) = X(D(x| ..... xk)(yl’ s V)

rekurzivna. Uogimo da je ® karakteristi¢na funkcija skupa:

(@0 X Y100 Ya) €N [ (31 3) € D, 1) (3.1)

Prema tome funkcija ® : N¥ — 22(N") je rekurzivna ako i samo ako je skup 1b rekurzi-
van.

Napomena 3.0.43. Opcenito ako su X, Y skupovi, za f kazemo da je multifunkcija sa X u
Y ako je funkcija sa X u Z(Y) . Stoga ¢emo, ako su k,n € N\ {0}, za rekurzivnu funkciju

O : N> 2N
reéi da je rekurzivna multifunkcija sa N* u N".

Primjer 3.0.44. Neka su k,n € N\ {0} te neka su ®,¥ : N* — P(N") funkcije definirane
sa

(D(xla cees -xk) = 09 lP(-xb ) Xk) = Nna

za sve xi, ..., X; € N. Tada su ®@ i ¥ rekurzivne funkcije. Naime, pripadne funkcije D, ¥ su
konstantne funkcije. ® je konstantna funkcija s vrijednoscéu 0 a ¥ je konstantna funkcija s
vrijednoscu 1.

25
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Primjer 3.0.45. Neka je ® : N — Z(N) funkcija definirana sa
O(x) ={yeN|y<x},1.
O(x) = {0, ..., x}.
Tada za pripadnu funkciju ® : N> — N i za sve x, y € N vrijedi:

1, ako je y < x,

a(JC,)’) = X(D(x)(y) = X{o ..... x}(}’) = { 0, ako jey > x.

Stoga je .

D(x,y) = 5g(y © x),
tj. ® je kompozicija funkcije Sg i funkcije h : N*> — N, h(x,y) = y © x. Funkcija h je
rekurzivna jer je kompozicija modificiranog oduzimanja i funkcija I3, IT. Prema tome @ je
rekurzivna funkcija pa je i ® : N — F(N) rekurzivna.

Primjer 3.0.46. Neka je @ : N — P (N) funkcija definirana sa

O(x) = {x}.

Tada je .
D(x,y) = Xow ) = Xiy(y) =5g(x = y).

Iz ovoga zakljuc¢ujemo da je ® kompozicija funkcije Sg i funkcije h : N? - N, h(x,y) =
|x —y|l. Prema primjeru |1.0.18 h je rekurzivna funkcija pa slijedi da je i ® rekurzivna
funkcija, tj. ® : N — P(N) je rekurzivna funkcija.

Propozicija 3.0.47. Neka su k,n € N\ {0} te neka je ® : N* — P(N") rekurzivna funkcija.
Neka je a € N*. Tada je ®(a) rekurzivan skup u N".

Dokaz. Neka je ® : N* — N funkcija definirana sa

a(x]’ ceey Xk, )’1, L] Yn) = X(D()q ..... xk)(YI’ ceey yn)-

Tada je @ rekurzivna funkcija. Neka su aj, ...,a; € N takvi da je a = (ay, ..., a;). Neka su
Vi, .., yn € N. Tada je

Dakle, .

X(I)(a)(yl 9ty yn) = (D(al 9ty ak’ y] 9ty y}’l)
zasve yi,...,y, € N. Zai e {l,...,. k} nekaje ¢; N — N konstantna funkcija s vrijedno$¢u
a;. Tada je Xo(,) kompozicija funkcija @, ¢y, ...ci, I, ..., I;. Prema tome Xo(, je rekurzivna
funkcija pa je i ®(a) rekurzivan skup. O
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Definicija 3.0.48. Neka je n € N\ {0}, X skup takav da je X +# 0 i f : X — N". Tada
postoje jedinstvene funkcije fi, ..., f, : X — N takve da je

f(x) = (i), ... fu(x)),

za svaki x € X. Tada za fi, ..., f, kaZemo da su koordinatne funkcije od f.

Definicija 3.0.49. Neka su k,n € N\ {0} te neka je f : N* — N". KaZemo da je f rekurzivna
funkcija ako su sve koordinatne funkcije fi, ..., f, : N¥ — N od f rekurzivne.

Uo&imo sljedece: ako sun,k € N\ {0}ia € N" te f : N¥ — N” funkcija definirana sa
f(x) = a za svaki x € N*, onda je f rekurzivna funkcija; naime, sve koordinatne funkcije
od f su konstantne pa su i rekurzivne.

Primjer 3.0.50. Neka su n,k € N\ {0} te neka je f : N* — N" rekurzivna funkcija. Neka je
® : NF — P(N") funkcija definirana sa

d)(xl, ceey Xk) = {f(xl, ceey Xk)} .

Tvrdimo da je ® rekurzivna funkcija. Neka je ® : N¥*" — N funkcija definirana sa

Neka su fi, ..., f, : Nk — N koordinatne funkcije od f. Za sve xi, ...Xx, V1, ..., Va € N vrijedi:

1, ako (y1, ..., yn) = f(X1,5.ees Xn),

6()“, ceey -xkayl’ ""yn) = { 0 lnaée

_J Lakoyr = fi(xis e Xi)s s Yu = fulX1s s X0),s
0, inace.

=5g(Iy1 = filxr, s X - oo 8y = fulX1, ooy X1
Zaie€{l,...,n} neka je F; : N**" — N funkcija definirana sa
Fi(X1, ooy Xiey Y15 w05 Yn) = 88 1yi = filxrs ooy i) -

Dobili smo dakle da je ® = F, - ... - F,. Dovoljno je pokazati da su F\, ..., F, rekurzivne
funkcije jer Ce tada iz korolara 2.0.30 slijediti da je ® rekurzivna funkcija. Neka je i €
{1, ...,n}. Funkcija F; je kompozicija funkcije Sg i funkcije N*" — N takve da

(xla cees Xis y15 ceey yn) — |yl - ﬁ(xl’ ceey xk)' . (32)

Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija rekurzivna. Neka je a : N> — N funkcija
definirana sa
a(x,y) =[x —yl.
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Funkcija (3.2) je kompozicija funkcija a, I¥*" i funkcije N¥*" — N takve da

k+i
(X1 ey Xies Y1y w0y V) F= JilX15 ooy X). (3.3)

Stoga je dovoljno dokazati da je rekurzivna, no to slijedi iz Cinjenice da je ona kom-
pozicija funkcija f;, I’f*”, ey I,’{‘*". Prema tome ® je rekurzivna funkcija.

Propozicija 3.0.51. Neka su k,n € N\ {0} te neka je S rekurzivni podskup od N". Neka je
@ : N¥ — P(N") funkcija definirana sa

O(xy,...x;) =S,
za sve xi, ..., Xy € N. Tada je © rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka je ® : N*" — N funkcija definirana sa
DXL, wees X V15 005 V) = Xear, ) D15 05 Vi)
Vrijedi B
DXy ooy Xbs Y15 000 Yn) = X5 (V1s5 00s Y)-

Stoga je ® kompozicija funkcija X i [, . [T, Prema tome je ® rekurzivna funkcija

¢ime je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 3.0.52. Neka su k,n € N\ {0} te neka su ®, ¥ : N¥ — PN") rekurzivne
funkcije. Funkcije 53 : N¥ — P (N") definirane sa

AL = O(x) UP(x), Az(x) = @(x) NP(x), Asz(x)=D(x)\¥(x)
su rekurzivne.

Dokaz. Neka su xi, ..., X, V1, ..., Yo € N. Vrijedi

dakle L o
A =sgo(D + ).
Prema tome A je rekurzivna funkcija. Posve analogno zakljuCujemo da je

Ay=0-V.

Prema tome A, je rekurzivna funkcija. Nadalje vrijedi

Prema tome je A; = @ - (5 o ¥). Stoga je A; rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja
dokazana. O
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Definicija 3.0.53. Neka su m,n € N, n > 1. Definirajmo N, kao skup svih (y1, ...,y,) € N"

takvih da je y, < m,...,y, < m. Uoc¢imo da je N konacan podskup od N". Uzimamo
N! =10, ...,m}.

Definicija 3.0.54. Neka su k,n € N\ {0} te neka je ® : N* — PN"). KaZemo da je ®
rekurzivno omedena funkcija ako postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da za
svaki x € N¥ yrijedi

d(x) C N

P(x)*

Za ¢ kaZemo da je rekurzivna meda od ®©. Za ® kaZemo i da je rekurzivno omedena
multifunkcija s N* u N". Uocimo sljedece, ako je ® : N* — F2(N") rekurzivno omedena
funkcija onda je ®(x) konacan podskup od N" za svaki x € N¥,

Primjer 3.0.55. Neka je ® : N — P (N) funkcija definirana sa
O(x) ={0,...,x}.

Tada je @ rekurzivna omedena funkcija, naime
D(x) =N, =N,

gdjejep =1 11

Propozicija 3.0.56. Neka su k,n € N\ {0} te neka su ®,¥ : N* — PN") rekurzivno
omedene funkcije. Tada su i funkcije Ay, A, Az : N¥ — P(N") definirane sa

Ay = D(x) UP(x), Ar(x) = P(x) NP(x), Az(x)=D(x)\¥(x)
rekurzivno omedene.

Dokaz. Neka je ¢ rekurzivna meda od @ te neka je ¢ rekurzivna meda od ¥. Neka je
A : Nf — N funkcija definirana sa

A(x) = max {p(x), Y(x)} .
Neka je f : N> — N funkcija definirana sa
f(a,b) = max {a, b} .
Prema primjeru [1.0.22] funkcija f je primitivno rekurzivna. Vrijedi

A(x) = flp(x), ¥(x))
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za svaki x € N¥ §to povlaci da je A rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funk-
cija f, ¢, ¥. Neka je x € N¥. Tada je

e(x) < Ax) 1 Y(x) < Ax).
Opcenito ako su m;, m; € N takvi da m; < m, onda je N; C N7 . Stoga je

N, CNL i No G CNG .

@(x) P(x)
Iz
O(x) € N,y 1 P(x) SNy
slijedi da je
O(x) € Ny, 1 P(x) SN},
pa je

O(x) UW(x) S Ny, 4. A(x) © Ny,
Time smo dokazali da je A; rekurzivno omedena. 1z definicije A, i A3 je o€ito da je
Ar(x) CD(x) 1 Az(x) C D(x)
za svaki x € N¥, Stoga je
Aa(x) SNy 1 Az(x) S Ny,
Prema tome A; i Az su rekurzivno omedene funkcije. O

Definicija 3.0.57. Neka su n,k € N\ {0}. Za funkciju ® : N* — P (N") koja je rekurzivna
i rekurzivno omedena ¢emo krace pisati da je r.r.o. funkcija.

Korolar 3.0.58. Neka su n, k € N\ {0} te neka su ®,¥ : N* — P N") r.r.o. funkcije. Tada
su i funkcije 23 : Nk — P(N") definirane sa

A =0(x) UT(x), Ax(x)=D(x)NT(x), Asz(x)=Dx)\P(x)
r.r.0 funkcije.

Dokaz. Ovo slijedi iz propozicija|3.0.52}1(3.0.56 O

Neka je p prost broj. Definirajmo funkciju e, : N — N na sljedeci naCin. Neka je
e,(0) = 0,aako je x € N, x > I neka je e,(x) eksponent kojim broj p ulazi u rastav od x na
proste faktore. Na primjer:

e(10) =1, es(100) =2, e7(17) = 0.
Uocimo da za prost broj pi x € N, x > 1 vrijedi

ep(x):max{keN:pklx}.
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Propozicija 3.0.59. Funkcija h : N> — N definirana sa
h(y, x) = x*
Jje primitivno rekurzivna.

Dokaz. Zelimo dokazati da postoje primitivno rekurzivne funkcije f : N —» Nig: N° —
N takve da za sve x,y € N vrijedi:

h(0, x) = f(x) (3.4)

h(y + 1,x) = g(h(y, ), y, x). (3.5)

Naime to ¢e znaciti da je h primitivno rekurzivna jer je dobivena primitivnom rekurzijom
od primitivno rekurzivnih funkcija f i g. Vrijedi

h0,x)=1

hy+1,x)=x""=x - x=h(yx) - x
Definirajmo g : N* — N sa
g(z,y,x) =2z x.
Funkcija g je primitvno rekurzivna kao umnozak funkcija / f’ i I;’ . Imamo

h()"" I,X) = h(y’-x) X = g(h(yax)’yax)'

Prema tome vrijedi (3.5). Nadalje neka je f : N — N konstantna funkcija s vrijedno$¢éu
1. Tada je f primitivno rekurzivna funkcija te ocito vrijedi (3.4). Time je propozicija
dokazana. |

Lema 3.0.60. Postoji rekurzivna funkcija g : N> — N takva da za sve x,y € N, y > 1
vrijedi sljedece:

1. akoy | xondaje g(x,y) =1
2. akoy t x onda je g(x,y) =0
Dokaz. Nekaje f : N> — N funkcija definirana sa

X
flx,y) = Lm| .

Prema primjeru [2.0.28] funkcija f je rekurzivna. Neka su x,y € N, y > 1. Tada vrijedi:

y|x<=>erNtakavdajex:y-k<=>erNtakavdaje)—C:k<=>EEN
y y
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X |x X X
= oo P st
Sx=y fxyel) = lx-y - f(x,ye =0 sglx-y- f(x,ye ) = 1.
Definirajmo funkciju g : N> — N sa
g(x,y) =sg(lx —y- f(x,yo D).
Imamo da za x,y € N, y > 1 vrijedi
yIx &= gy =1
Prema tome vrijedi
1. akoy| xondaje g(x,y) =1
2. akoy 1 x onda je g(x,y) = 0.
Preostaje dokazati da je g rekurzivna. Neka je f; : N> — N funkcija definirana sa
filx,y) = f(x,ye D).

Funkcija f; je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija f, I?, pr o I2, pri ¢emu je
pr funkcija iz primjera|1.0.13| Neka su &, g : N> — N funkcije definirane sa

h(x,y) =Ilx=yl, gi(x,y)=I|x—y- f(x,yo ).

Funkcija h je rekurzivna, a g, je kompozicija funkcija i, I? 1 I3 - fi pa je stoga i g; rekur-
zivna. Bududi da je g = sg o g;, imamo da je g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 3.0.61. Neka je p prost broj. Tada je e, rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekaje x € N, x > 1. Oznacimo k = e,(x). Tada vrijedi

pk | X, pk+1 *x.

Tvrdimo da je
k=min{y e N|p*' { x| (3.6)

Kada bi postojao y € N takav da p**! ¥ xiy < k onda bi vrijedilo y + 1 < k §to bi povlacilo
"1 | x pa bismo imali kontradikciju. Dakle (3.6) vrijedi. Neka je g funkcija iz prethodne
leme. Tada za sve x,y € N vrijedi

P x e g pth =0.
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Iz ovoga te iz zakljuCujemo da je
e,(x) = min {y eN:gx,p* = O}
zasvakix € N, x > 1. Budué¢idazax € N, x > 11y € N ocito vrijedi
glx, ) =0 &= x-g(x, p"") = 0,
imamo sljedeci zakljucak:
ep(x) =min{y e N : x- g(x, p"*") = 0} (3.7)

za svaki x € N, x > 1. No jednakost vrijedi i za x = 0, dakle za svaki x € N.
Definirajmo funkciju G : N> — N sa

G(x,y) = x- g(x, p"™).

Prema (3.7) vrijedi
ep(x) = uy(G(x,y) = 0)

za svaki x € N, tj. funkcija e, je dobivena primjenom p-operatora na funkciju G. Preostaje
jo$ dokazati da je G rekurzivna funkcija. Neka su f, h : N> — N funkcije definirane sa

fGx,y)=p™*', hia,b) = b°.
Funkcija £ je rekurzivna prema(3.0.59] a vrijedi

fx,y)=h(y+1,p)

pa zakljuCujemo da je f rekurzivna kao kompozicija funkcija i, so I? i konstantne funkcije.
Funkcija G je produkt funkcije I7 i funkcije N* — N, (x,y) — g(x, p**!) koja je rekurzivna
jer je kompozicija funkcija g, I3, f. Stoga je G rekurzivna funkcija. Zakljucak: e, je
rekurzivna funkcija. O

Propozicija 3.0.62. Neka su k,n € N\ {0} te neka su g : N¥ — N" f : N* — N rekurzivne
funkcije. Tada je
fog: N5 N

rekurzivna funkcija.

Dokaz. Nekasugy, ..., g, : N¥ — N koordinatne funkcije od g. Tada su gy, ..., g, rekurzivne
funkcije. Za svaki x € N¥ vrijedi

(f o @)(x) = f(g(x) = f(g1(x), ..., gn(X)).

Prema tome f o g je rekurzivna funkcija prema propoziciji jer je dobivena kompo-
zicijom rekurzivnih funkcija f, g1, ..., gx- O
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Teorem 3.0.63. Neka su k,n € N\ {0} te neka je ® : N* — P (N") r.ro. funkcija. Tada je
skup
{x e NF: @(>x) = (Z)}

rekurzivan.

Dokaz. Bududi da je ® rekurzivno omedena, postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva
da je
O(x) € Ny,

za svaki x € Nf. Odaberimo medusobno razli¢ite proste brojeve pi, ..., p,. Definirajmo
funkciju g : N — N” sa

8(i) = (ep, (D), ..., €p, (D).
Koordinatne funkcije od g su funkcije ¢, , ...,e,,, a one su rekurzivne prema propoziciji

3.0.61| Stoga je g rekurzivna funkcija. Neka je x € N¥. Neka je y € N Y = O, ey V).
Definirajmo i = p}' - ... - p;/. Tada je

g(l) = (yl’ '"’yn)a
tj. g(i) = y. Nadalje, buduc¢i da vrijedi yy, ..., y, < ¢(x) imamo
i=p'-..-pr< p‘f(x) o PP = (pr - p)fY = g,

gdjeje g = pi -...- p,. Dakle za svakiy € N, . postoji i € N takav da je i < ¢*% iy = g(i).
Neka je a : N¥ — N funkcija definirana sa

a(x) = g#®
za svaki x € N, Neka je & : N*> — N funkcija definirana sa

h(y, x) = x.
Funkcija /4 je rekurzivna prema propoziciji Vrijedi

a(x) = h(e(x),q)

za svaki x € N iz ega zaklju¢ujemo da je a rekurzivna funkcija kao kompozicija rekur-
zivnih funkcija. Imamo da za svaki x € N¥ i svaki y € Ng(x) postoji i € {0, ..., a(x)} takav da
je
y = 8.
Ovo znaci da je
Ny € {g() : 0 < i < a(x)}
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za svaki x € N¥, Iz ovoga i iz ®(x) C N7 ) slijedi da je
D(x) C{g(i): 0<i<a(x). (3.8)
Neka je x € N¥, Tvrdimo da vrijedi
DO(x) =0 & g@i) ¢ D(x) zasvakii € {0, ...,a(x)}. (3.9)

Implikacija = je oCita. DokaZimo implikaciju <. Uzmimo da g(i) ¢ ®(x) za svaki i €
{0, ...,a(x)} . Pretpostavimo da je ®(x) # (. Tada postoji y takav da je y € ®(x). Iz
slijedi da je y = g(i) zaneki i € {0, ..., a(x)}. To znaci da je g(i) € ®(x) Sto je kontradikcija.
Prema tome ®(x) = 0 i time smo dokazali da (3.9) vrijedi. Neka je

S ={xeN': @) = 0.
Neka je x € N¥, Tada iz (3.9) slijedi
xeS & g(i) ¢ O(x)zasvakii € {0, ...,a(x)}

& Xy(g(i) = 0 zasvakii € {0, ..., a(x)}

& DO(x, g(i)) = 0 za svaki i € {0, ..., a(x)}
a(x)
& Z D(x, g(i)) = 0.
i=0

Neka je b : N¥ — N funkcija definirana sa

a(x)

b(x) = ) D(x, g(i).
i=0

Dokazali smo da je

xeS © bx)=0.
Stoga je

Xs(x) = sg(b(x)),
za svaki x € N¥, Preostaje jo§ dokazati da je b rekurzivna. Naime tada ¢e X biti rekurzivna
kao kompozicija funkcija sg 1 b Sto ¢e povlaciti da je S rekurzivan skup ¢ime Ce tvrdnja
biti dokazana. Neka je f : N¥*! — N funkcija definirana sa

fi, x) = (x, g(i)),

i €N, x e N . B
f(la X5 eees xk) = q)(xl’ ooy Xk epl(i)9 cees epn(i))'
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Vrijedi .
f=doc,
gdje je ¢ : N¥*! — N* funkcija definirana sa

C(i’ X1y ooy -xk) = (-xl’ ooy Xk epl(i)’ ceey epn(i))-

Neka su ¢y, ..., Cxen - N¥*1' — N koordinatne funkcije od ¢. Imamo

_ gk+1 _ gk+1
ca=5L",.,c=1.

_ k+1 _ k+1

Crs1 =€p 0 I, Chron =€, 0 177

Stoga su cy, ..., ¢x+, rekurzivne funkcije pa je i ¢ rekurzivna funkcija. Funkeija ® je rekur-
zivna jer je @ rekurzivna. Iz f = ® o ¢ slijedi da je f rekurzivna prema propoziciji|3.0.62
Iz definicije funkcija f 1 b slijedi da je

a(x)

b(x) = ) fli,»)
i=0

za svaki x € N¥, Prema teoremu 2.0.39|(ako uzmemo da je a : N¥ — N nulfunkcijaif = a
te g = b) slijedi da je b rekurzivna funkcija. Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Propozicija 3.0.64. Neka su k,n € N\ {0} te neka su ®, ¥ : N* — P(N") r.ro. funkcije.
Tada su skupovi

S ={xeN: 0w P} i T={reN: 0w =)
rekurzivni.
Dokaz. Uofimo da opéenito za proizvoljne skupove A i B vrijedi
ACBe A\B=0.
Neka je A : N¥ — 2(N") funkcija definirana sa
A(x) = O(x)\P(x)
za svaki x € N¥. Neka je x € N*, Tada vrijede sljedeée ekvivalencije
xeS © Ox) CY¥(x) © OD(x)\Y(x) =0 © A(x) = 0.

Prema tome
S :{xeNk:A(x):o)}.
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1z korolara [3.0.58| slijedi da je A r.r.o. funkcija te prema prethodnom teoremu vrijedi da je
S rekurzivan skup. Neka je

§ = {xe N W(x) € ().
Prema dokazanom S je rekurzivan skup. Vrijedi
S NS ={reN: o) =P¥wx|=T.
Stoga je T rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa. O

Teorem 3.0.65. Neka su k, m, n € N\ {0}. Neka su ® : N* - P(N") i ¥ : N' - ZN")
r.r.o. funkcije. Definiramo A : N*¥ — 2 (N") sa

A = ] ¥)

yed(x)
za svaki x € N¥. Tada je A r.r.o. funkcija.

Dokaz. Buduci da su ® i ¥ rekurzivno omedene funkcije, postoje rekurzivne funkcije
¢:NF 5 Niy: N — N takve da je

O(x) SN i W(y) C NI (3.10)

za sve x € N¥ iy € N”. Odaberimo medusobno razli¢ite proste brojeve py, ..., p,. Defini-
rajmo funkcije g : N - N"iq : N¥ — N sa

g(i) = (ep, (i), ....e, (i), i €N,

a(x) = (pl . pn)‘#’(x)’ X € Nk.

U dokazu prethodnog teorema smo vidjeli da su g i a rekurzivne funkcije te da za svaki
x € NF vrijedi
N C{g(®]0<i<alx)}. (3.11)

plx) =

Definirajmo funkciju A : N* — N sa

a(x)

A = ) (g,
i=0

Neka je f : N¥*! — N funkcija definirana sa

f(l’ X1y eees xk) = (l// © g)(l)
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Funkcija f je rekurzivna jer je dobivena kompozicijom funkcija ¢ o g i I*! (Y o g je
rekurzivna prema propoziciji [3.0.62)). Neka je @ : N* — N nul-funkcija te neka je 8 = a.
Iz definicije funkcije A je jasno da za svaki x € N¥ vrijedi

AXt, o) = D fl X1 X0).

I=a(X1 50005 Xk)

Iz teorema [2.0.39|slijedi da je A rekurzivna funkcija. Iz definicije funkcije A je jasno da za
svaki x € N¥ i svaki i € {0, ..., a(x)} vrijedi

Y(g(D) < Ax).

Neka je x € N*¥. Nekaje y € N* . 1z (3.11) slijedi da postoji i € {0, ....,a(x)} takav da je
@(x)

y = 8(@).
Tada je
Y(y) = y(g(®)
paje
Y(y) < Ax).
Dakle, za svaki x € N* i svaki y € N vrijedi
Y(y) < A). (3.12)
Neka je x € N¥, Tvrdimo da je
INGYS (3.13)

Neka je z € A(x). Iz definicije od A slijedi da je z € W(y) za neki y € ®(x). Iz (3.10) slijedi
da je

m : n
2 € Nygy 1y € Nogy.

Prema (3.12)) vrijedi
Y(y) < Ax)

paje
m m
Ny, € N7,

Stoga je z € N . Dokazali smo da vrijedi @ Prema tome A je rekurzivno omedena

funkcija. Iz (3.10) i (3.11) slijedi da je

D(x) € {g(i) : 0 <i < a(x)}
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za svaki x € N¥, Neka su x € N¥ i 7 € N™. Tada vrijede sljedece ekvivalencije
7€ A(x) & postoji y € O(x) takavdaz € ¥Y(y) &

postojiy € {g(i) | i € {0, ...,a(x)}} takavdaz e P(y) iy € O(x) &
postoji i € {0, ...,a(x)} takav da z € W(g(i)) 1 g(i) € O(x) &
postoji i € {0, ..., a(x)} takav da W(g(i),z) > 01 D(x,g(}) >0 o

postoji i € {0, ..., a(x)} takav da ¥(g(i), z) - D(x, g(i)) > 0 &

a(x)
D Wg(),2) - Bx, g(0)) > 0.
i=0

Stoga je
a(x)

A(x,2) = sg() | W(g(0), 2) - D(x, g(0))).
i=0

Neka je L : N¥** — N funkcija definirana sa

a(x)
L(x,2) = ) P(g(0),2) - Dx, g(0)), (3.14)
i=0
za svaki x € N¥, z € N, Tada je
A(x,2) = sg(L(x,2)) (3.15)

zasve x € N¥, 7 € N”. Nekasu a, §: N — Ni F : N¥7*1 _ N funkcije definirane sa
a(x,2) =0, B(x,2) = a(x), F(,x,z)="P(g0),z)  D(x,g3)),

za svaki x € N¥, z € N”, i € N. Tada vrijedi

B(x,2)
L(x,7) = Z F(, x, 7). (3.16)

i=a(x,7)

Funkcija « je rekurzivna jer je konstantna. Vrijedi

B(x,z) = a(p(x,2)),

za sve x € N¥, z € N”_ pri ¢emu je p : N¥* — N¥ funkcija definirana sa

p(x,2) = x,
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za sve x € N¥, z € N™, Koordinatne funkcije od p su rekurzivne jer su to projekcije pa je p
rekurzivna. Iz 8 = a o p slijedi da je 8 rekurzivna funkcija. Neka su F;, F, : N¥¥"*1 5 N
funkcije definirane sa

Fi(i, x,2) = P(g(i),2), Fali, x,2) = ®(x, g(i)),

za svaki x € N¥, z € N, i € N. Funkcija F, je kompozicija funkcija ¥, ep, offtmHl ., ey, 0
[pmet pemsl I Stoga je F rekurzivna funkcija. Analogno zakljuGujemo da je F,

rekurzivna funkcija. Imamo F' = F, - F, pa slijedi da je F rekurzivna funkeija. Iz (3.15) 1
teorema 2.0.39|slijedi da je L rekurzivna funkcija. Sada iz (3.15)) slijedi da je A rekurzivna
funkcija. Prema tome A je rekurzivna funkcija. Zakljucak: A je r.r.o. funkcija. O

Korolar 3.0.66. Neka su k, n, m € N\ {0}, neka je ® : N* — PN") r.ro. funkcija, te
neka je f : N* — N rekurzivna funkcija. Neka je A : N¥ — Z2(N™) funkcija definirana
sa

A(x) = f(D(x)),

za svaki x € N¥. Tada je A r.r.o. funkcija. (Pri tome f(®(x)) oznacava sliku skupa ®(x) pri
Junkeiji f, . f(@(x)) ={f(y) 1 y € P(x)}.)

Dokaz. Neka je x € N, Imamo

A) = f@@) = (fo) :ye @@} = | (ronr = | won,

yed(x) yed(x)

pri ¢emu je ¥ : N* —» Z(N") funkcija definirana sa

Y = {fOD)},
y € N". Dakle
A = | v,
ye@(x)

za svaki x € N, Stoga je prema prethodnom teoremu dovoljno dokazati da je ¥ r.r.o
funkcija. Prema primjeru ¥ je rekurzivna. DokaZzimo da je i rekurzivno omedena.
Neka su fi, ..., f,, : N — N koordinatne funkcije od f. Definirajmo funkciju 4 : N" — N
sa

h(y) = i) + ... + [ ().

Tada je h rekurzivna funkcija 1 za svaki y € N” vrijedi

J1) S hQ),s s fn () < ().
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Stoga za svaki y € N” imamo

(1O0)s s fn () € Ny, .

F() € Ny
Dakle
{fO} € Ny, 8.
FO) € Ny)-
Prema tome W je rekurzivno omedena funkcija pa imamo da je ¥ r.r.o. funkcija. Time je
tvrdnja korolara dokazana. O

Primjer 3.0.67. Neka je n € N\ {0} te neka je f : N — N" rekurzivna funkcija. Definirajmo
Sfunkciju ® : N —» Z(N") sa
O(x) = {f(0), ..., f(X)}.

Tada je @ r.r.o. funkcija. Naime, neka je ¥ : N — Z(N) funkcija definirana sa
Y(x)=1{0,...,x}.
Prema primjerima i13.0.55|funkcija V¥ je r.r.o. Za svaki x € N vrijedi

JH ) = f({0, ..., x} = {f(0), ..., f(X)} = D(x).

Dakle
O(x) = f(¥(x))

za svaki x € N, pa iz prethodnog korolara slijedi da je ® r.r.o. funkcija.
Primjer 3.0.68. Opcéenitije, neka su k, n € N\ {0} te neka su a, : NF - Ni f: N — N"
rekurzivne funkcije. Definirajmo funkciju ® : N¥ — 2(N") sa
O(x) = {f(i) : alx) < i <BX)}.
Tada je @ r.r.o. funkcija. DokaZimo ovo. Neka je ¥ : N* — P(N) funkcija definirana sa
Y(x)={ieN:ax) <i<px)}.
Ocito je
W(x) € Npy,

za svaki x € N¥. Prema tome ¥ je rekurzivno omedena funkcija. Preostaje jos pokazati da
je Y rekurzivna. Za sve x € N* i i € N vrijedi

1, ako a(x) < i < B(x)

0. inace = sg(a(x) ©1) - sg(i © B(x)).

W(x, i) = Xy(i) = {
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Tada je ¥ = F, - F, pri demu su Fy, F, : N*' — N funkcije definirane sa

Fi(x,i) = sg(a(x) © 1), Fo(x,i) = sgi© B(x)).

Funkcija F| je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija sg i f; : N¥*!' — N defini-
ranih sa
filx, ) = a(x) Ol

Naime, vrijedi
filx i) = M(G(x, i), I3 (x, i),

pri cemu je M modificirano oduzimanje, a G : N¥*!' — N funkcija definirana sa
G(x, 1) = a(x),

za sve x € N¥ i € N. Funkcija G je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa
slijedi daje f, rekurzivna. Dakle, F\ je rekurzivna funkcija. Analogno se pokaZe da je F,
rekurzivna pa zakljucujemo da je ¥ rekurzivna funkcija. Prema tome ¥ je r.r.o. funkcija.
Za svaki x € N¥ vrijedi:

O(x) = f(F(x)),
pa iz prethodnog korolara slijedi da je ® r.r.o. funkcija.
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Sazetak

U prvom poglavlju proucavaju se primitvno rekurzivne funkcije i njihova svojstva te se
ujedno dokazuje rekurzivnost nekih poznatih uobicajenih funkcija.

U drugom poglavlju uvodi se pojam rekurzivnih funkcija N* — N te se dokazuju neke
¢injenice vezane za te funkcije koje su potrebne u daljnjem dijelu rada. Nadalje, definira
se pojam rekurzivnog skupa te se proucavaju neka svojstva takvih skupova.

U treéem poglavlju proucavaju se funkcije oblika N¥ — 2(N"). Za takve funkcije defi-
nira se kada su rekurzivne te kada su rekurzivno omedene. Posebno, proucavaju se tzv.
rr.o. funkcije N¥ — Z2(N"). Navode se neki primjeri takvih funkcija te se dokazuju neki
rezultati vezani za takve funkcije.






Summary

In first chapter we study primitive recursive functions and their properties. We also proove
recursivity of some common examples of functions.

In second chapter we introduce concept of recursive functions N¥ — N and we proove
some facts related to these functions important for further work. In addition we define re-
cursive sets and study their properties.

In third chapter we study functions N¥ — Z2(N"). For these functions we define when they
are recursive and when they are recursively bounded. Specially, we study so called r.r.b.
functions N¥ — ("), We give examples of such functions and we proove some related
results.
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