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Tvorba mase — 1. dio I

Petar Zugec] , Zoran Rukeljz, Dvica Friscié?

Ovaj prilog sastoji se od dva dijela, u kojima ¢emo na jednostavnome primjeru prouciti
intrinzicno relativisticki problem pretvorbe energije u masu. U prvome dijelu problem
¢emo rijesiti relativistickim pristupom na vise razlicitih nacina. KoriStenjem pristupa
primjerenog relativisti¢koj prirodi problema, razli¢itim na¢inima rjeSavanja do¢i ¢emo do
konzistentnih rezultata. U drugome dijelu isti problem rjeSavat ¢emo aproksimativnim
nerelativistiCkim pritupom, $to je vrlo Cesta i uobicajena praksa. lako numericki rezultati
takvog pristupa mogu sasvim zanemarivo odstupati od ispravnih relativistickih, vidjet
¢emo da nerelativisticki tretman intrinzi¢no relativistickog problema za sobom nosi
drasti¢ne konceptualne posljedice.

Problem

Promotrimo tipi¢an problem nuklearne fizike i fizike elementarnih Cestica:
Cestica mase m nalijee na mirujucu Cesticu iste mase i pokrece endotermnu
reakciju u kojoj se stvaraju nove Cestice ukupne mase M, koja je veéa od ukupne
mase poCetnih dviju Cestica (M > 2m). Koliki je energijski prag reakcije, tj.
minimalna kineticka energija Cestice projektila potrebna za pokretanje reakcije?

Kljuc¢an fenomen o ovome problemu pretvorba je (kineticke) energije u masu. Kako
su jednakost mase i energije (slavna Einsteinova E = mc?) i moguénost njihove
medusobne pretvorbe potpuno relativisticki pojmovi, morat ¢emo Koristiti relativisticki
racun [1]. Sve dok je ukupna promjena mase puno manja od pocetne mase (tako da je
M =~ 2m), mogli bismo problem “na silu” rijesiti i klasiénim, nerelativistickim racunom.
To se Cesto 1 radi u praksi jer su u takvim okolnostima klasi¢ni rezultati numericki sasvim
prihvatljivi kao dovoljno dobre aproksimacije relativistickih. No kasnije (u drugome
dijelu ¢lanka) ¢emo vidjeti da oni sa sobom nose odredene proturjecnosti.

Sto uopée pocetni problem &ini zahtjevnim? Nije li dovoljno samo osigurati energiju
AE = (M — 2m)c* koja odgovara razlici kona¢ne i pocetne mase? Odgovor ovisi o
promatrackom sustavu iz kojeg promatramo reakciju, tj. o gibanju ¢itavog skupa Cestica
spram promatraca — bilo pocetnih dviju Cestica prije reakcije, bilo svih novonastalih
Cestica nakon reakcije. Sustav koji nas zanima definiran je uvjetom problema, odnosno
zahtjevom da jedna Cestica prije reakcije miruje. U takvome sustavu jedna Cestica ponasa
se kao projektil, a druga kao meta, stoga se on i primjereno naziva sustavom mirujuce
mete. Radi jednostavnosti ¢emo u daljnjem tekstu taj sustav zvati laboratorijskim
sustavom®. U njemu problem je sloZen zbog oduvanja ukupne koli¢ine gibanja tijekom
reakcije. Koli¢ina gibanja vektorska je veli¢ina. Bududi da vektorski zbroj koli¢ina
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4 Poistovjeéivanje sustava mirujuée mete s laboratorijskim sustavom uobiajena je praksa jer se velik dio
eksperimenata diljem svijeta doista provodi u laboratorijskim okolnostima u kojima jedan od reaktanata prije
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gibanja projektila i mete u laboratorijskom sustavu na iScezava, Citav sustav giba se kao
cjelina. Ukupna koli¢ina gibanja sve vrijeme je oCuvana, stoga se sustav novonastalih
destica nastavlja gibati kao cjelina i nakon reakcije. Prema tome, osim energije potrebne
za tvorbu dodatne mase, projektil mora osigurati i dovoljnu kineticku energiju za
nastavak gibanja produkata reakcije. Upravo taj viSak kineticke energije nije jednostavno
unaprijed odrediti bez detaljnog racuna.

Konacno rjeSenje do kojeg ¢emo do¢i sasvim je sporedan rezultat i treba ga tretirati tek
kao usputni nusprodukt racuna. Naime, u ovome ¢lanku naglasak ¢e biti na razli¢itim
pristupima problemu i njihovoj dosljednosti. Stoga ¢emo relativistickim pristupom
problem rijesSiti na tri nacina, a kasnije pokazati kako se formalno neprimjeren pristup
(nerelativisticki tretman intrinzi¢no relativistickog problema) odrazava u nedosljednosti
njegovih rezultata. Dva su osnovna relativisticka izraza koji ¢e nam trebati. Za Cesticu
mase m prvi je veza njezine ukupne relativisticke energije E 1 iznosa p njezine koli¢ine
gibanja’®

E? fpzcz = m264, (A1)
pri ¢emu je c¢ brzina svjetlosti u vakuumu. VaZnost ove relacije u tome je $to ona
vrijedi u svakom sustavu, tj. za svakog promatraca. Ona pokazuje da iako su u razli¢itim
sustavima (koji se gibaju razli¢itim brzinama spram cCestice i jedan spram drugoga)
energija i koli¢ina gibanja Cestice razli¢iti, njihova veza i unutar danog sustava i izmedu
njih razlicitih vrlo je stroga i odredena ba§ masom Cestice: upravo tako da je u svim
sustavima zadovoljena prethodna relacija. Pri tome je masa m jedinstvena veli¢ina,
unutarnje svojstvo Cestice koje ne ovisi o njezinom gibanju, tj. ista je za sve promatrace.
Kao takva masa je relativisticka invarijanta. To je suvremeno shvacanje mase koje je u
suprotnosti sa zastarjelim povijesnim konceptom “relativisticke mase” [2].

Druga bitna relacija Lorentzova je transformacija energije izmedu sustava u relativnom
gibanju. Unutar okvira problema kakav smo si postavili pokazat ¢e se da je gibanje svih
Cestica sve vrijeme ograniceno duz pravca. U tom slucaju, ako u jednom sustavu Cestica
ima energiju E i koli¢inu gibanja p, njezina energija E’ u drugome sustavu koji se giba
spram prvoga brzinom V, i to po istome pravcu kao i Cestica, odredena je Lorentzovom
transformacijom

E' = y(E + Bep), (A2)
gdje su
Vv 1 1
=— i = = A3
P c 4 \/1*52 \/1—V2/cz (A.3)
tipi¢ne relativisticke pokrate. Clan y zove se Lorentzov faktor. U relativisti¢kim izrazima
brzine se tipi¢no pojavljuju u omjeru s brzinom svjetlosti, stoga je prirodno uvijek

reakcije miruje, npr. unutar ¢vrstog uzorka. No opéenito laboratorijski sustav je sustav detektora, tj. onaj sustav u
kojem detektori kao “promatraci reakcije” miruju. U najveéem i najpoznatijem akceleratorskom pokusu na svijetu
— mjerenju Higgsovog bozona u velikom hadronskom sudarivacu (LHC — Large Hadron Colider) u CERN-u —
laboratorijski sustav nije sustav mirujuce mete, ve¢ sustav centra mase parova protona iz dvaju ukrstenih protonskih
snopova.

3 Ukupna relativisti¢ka energija E sastoji se od kineti¢ke energije Ey;, i masenog doprinosa mc> (tzv. energije
mirovanja): E = Ey, + mc®. Za Cesticu brzine v ukupna relativisticka energija dana je izrazom E = ymc?,
gdje je v poznat Lorentzov faktor: y = 1/4/1 — v2/c2. To znadi da je relativisticki ispravan izraz za kineticku
energiju

Exin=E —mc* = (y — Dmc? = <1/ 1—12/c2 — l) me*.

Poznat nerelativisti¢ki izraz Ey;, = mv? /2 samo je niskoenergijska aproksimacija prethodnoga izraza, primjenjiva
za v < c, tj. kad je Eyj, < mc?.
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koristiti bezdimenzionalni faktor . Zbog toga ¢emo u daljnjem tekstu ¢lan f zvati
faktorom brzine. U zapisu iz (A.2) ¢lanovi B i p ulaze kao vektorske komponente brzine
i koli¢ine gibanja pa ovisno o smjeru gibanja Cestice i promatra¢a mogu imati i negativan
predznak, $to ¢emo kasnije pazljivo uzeti u obzir. Kod Lorentzovih transformacija bitno
je primijetiti da brzina V nije brzina predmeta promatranja (nase Cestice), ve¢ brzina
izmedu razlicitih sustava, tj. relativna brzina dvaju promatraca! Samo kad za jednog
promatraca Cestica miruje, za drugog promatraca i brzina prvog i brzina Cestice bit ée
jednake (jer se za drugog promatraca prvi i Cestica gibaju zajedno). Ovaj specifi¢ni
scenarij Cesto dovodi do pogreSnog mijeSanja dviju brzina (predmeta promatranja i
promatraca) pri primjeni Lorentzovih transformacija.

Prvi pristup (laboratorijski sustav)

U prvome pristupu s racunom ¢emo se sve vrijeme zadrzati u laboratorijskom sustavu.
Kako bismo sa sigurno$¢u utvrdili kako se rekacija odvija u istome sustavu na samome
energijskom pragu, samo ¢emo se nakratko pozvati na sustav centra mase.

U bilo kojem promatrac¢kom sustavu ukupnoj koli¢ini gibanja py doprinose koli¢ine
gibanja p; svih pojedinih Cestica u sustavu: pi = Y, p;. Sustav centra mase definiramo
kao onaj sustav u kojem ukupna koli¢ina gibanja kao vektorska velicina iSCezava:

P = pem =0, (A4)

Ve¢ smo zakljucili da se u laboratorijskom sustavu (koji smo za svoje potrebe
poistovijetili sa sustavom mirujuce mete) skup svih produkata reakcije nastavlja gibati
kao cjelina zbog oc¢uvanja ukupne koli¢ine gibanja. No u sustavu centra mase i skup
reaktanata (prije reakcije) i skup produkata (poslije reakcije) kao cjelina miruje. Ako
nakon reakcije postoji viSe reaktanata, tj. ako se novonastala masa M sastoji od viSe
Cestica, tada se i u sustavu centra mase pojedine Cestice mogu nastaviti gibati svaka u
svoju stranu, Sto odgovara gibanju unutar sustava. No kako u sustavu centra mase nikoji
dio energije ne treba biti “rezerviran” za gibanje sustava kao cjeline, u njemu ¢emo jasno
modi identificirati scenarij “minimalnog gibanja”, koji odgovara upravo pragu reakcije.
U tom sluc¢aju minimalna energija potrebna za pokretanje reakcije zaduZena je tek za
stvaranje dodatne mase (2m — M), bez potrebe za osiguravanjem naknadnoga gibanja.
Stoga na pragu reakcije u sustavu centra mase sva novonastala masa M — bilo da se
sastoji od viSe Cestica ili od samo jedne jedine — ostaje mirovati na mjestu. Promotrimo
li ovaj scenarij iz bilo kojeg drugog sustava (koji se giba spram sustava centra mase),
zakljucit ¢emo da se u takvom sustavu svi “komadi” mase M gibaju kao jedno jedino
tijelo, jedinstvenom brzinom! Stoga ¢emo svu masu M na pragu reakcije raCunom moci
tretirati kao jedno tijelo. Da je projektil usao u reakciju s imalo viSe energije, u sustavu
centra mase produkti bi se morali razletjeti svaki u svoju stranu zbog viska kineticke
energije nakon stvaranja dodatne mase. Stoga bi se i u svakom drugom sustavu pojedini
produkti gibali brzinama opdenito razli¢itih iznosa i usmjerenja te bismo ih u racunu
morali tretirati odvojeno, zasebno prateci energije i koli¢ine gibanja svakoga od njih. A
u tom slucaju morali bismo osim njihove ukupne mase M poznavati i sve ostale detalje
reakcije: koliko ih je ukupno stvoreno i kolika je masa svakoga od njih.

Sada kad smo identificirali kako izgleda scenarij “minimalnog gibanja” na pragu
reakcije, moramo samo postaviti zakone ocuvanja u laboratorijskom sustavu. Prvo éemo
popisati sve doprinose ukupnoj energiji i ukupnoj koli¢ini gibanja prije reakcije. Kako se
projektil (p) prije reakcije giba, njegova energija sastoji se i od masenog doprinosa mc>
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i od kineticke energije koju odmah poistovjecujemo s energijskim pragom reakcije Eprag -
Energiji mirujué¢e mete (m) doprinosi samo energija mirovanja, stoga:

E{™ = mc® + Epr, (A.5)

EU) — 12, (A.6)
Iako i sam prag reakcije ovisi 0 danome sustavu, u daljnjim pozivima na Ep;,; uvijek
¢emo podrazumijevati laboratorijski sustav pa ¢emo u zapisu izostavljati oznaku sustava.
Ukupna energija na pragu reakcije u laboratorijskom sustavu stoga je
lab)

EU™ = 2mc® + Eprgg. (A7)
Kako se u laboratorijskom sustavu samo projektil giba prije reakcije, samo on
doprinosi ukupnoj koli¢ini gibanja sustava: pl(lllfb) = pgfb). Posredstvom relacije (A.1)

njegova koli¢ina gibanja ve¢ je odredena njegovom energijom iz (A.S) [pSab)c]z =

[El()lab)]2 — m?c*, odakle:

lab 2
cpl(ﬂ:l ) — \/(Epmg + mcz) — m2ct. (A.8)
Sada koristimo Cinjenicu da se na pragu reakcije sva novonastala masa M nastavlja

gibati kao jedno tijelo, stoga za njezinu energiju Ej(‘l,ab) i koli¢inu gibanja pﬁ;‘b) na pragu

moZemo postaviti jedinstvenu relaciju iz (A.1)

cpf&,“b) = [E](J,'db)]z — M2 (A9)
Buduéi da novonastala masa nosi svu energiju i koli¢inu gibanja poslije reakcije, iz
zakona ocuvanja slijedi E\® = EU™® i p{® = pU®) Odavde uvrstavanjem (A.7) u

(A.9) pa izjednacavanjem (A 8) i (A 9) dolazimo do

ocuvanje koli¢ine gibanja

2 2

(Eprag + mcz) —m?ct = (Eprag + 2mcz) — M?c* . (A.10)
—_——— N~

na pragu

ocuvanje energije

Jasno smo naznacili pojedine fizikalne uzroke ovoj sredi$njoj jednadzbi, koju samo treba

rijeSiti po Eprag
2
M
Eprag = 2mc? [(%> — 1] , (A.11)

§to predstavlja konacno rjeSenje pocetnoga problema. Ponavljamo, naglasak nije na
samome rjeSenju, ve¢ na jednome od mogudéih pristupa rjeSavanju.

Drugi pristup (sustav centra mase)

U ovome pristupu racunom ¢emo prijei u sustav centra mase (Lorentzovom
transformacijom lab — cm) jer u njemu unaprijed znamo odrediti tijek reakcije na
pragu. Nakon toga samo trebamo relevantan dio reakcije obrnutom transformacijom
(cm — lab) vratiti u laboratorijski sustav te i§¢itati Zeljeni rezultat.

Bududi da prije reakcije imamo samo dvije Cestice, prema definiciji iz (A 4) za

koli¢ine gibanja projektila i mete u sustavu centra mase vrijedi pp( ™ 4 p< =0,
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odnosno: ﬁp(cm) = 5™ Dakle u sustavu centra mase dviju Cestica, one se uvijek

gibaju u suprotnim smjerovima, koli¢inama gibanja istog iznosa! Zbog ove simetrije u
sustavu centra mase gubi se razlika izmedu projetila i mete (jer obje Cestice nalijecu
jedna na drugu), ali ¢emo ih i dalje smatrati projektilom ili metom na temelju uloga
koje imaju u laboratorijskom sustavu. 1z (A.1) zbog jednakih iznosa koli¢ina gibanja i
zbog jednakih pretpostavijenih masa mete i projektila izravno zakljucujemo da su im u
. e . (cm) (cm) .. .
sustavu centra mase i enegije iste E,” ' = Ey . Iz ranije rasprave takoder znamo da je
u sustavu centra mase minimalna ukupna energija potrebna za pokretanje reakcije bas
energija mirovanja novonastale mase

E}()cm) + EE;IH) — Mcz. (A.12)

Iz simetrije dviju Cestica odmah slijedi da na pragu reakcije svaka nosi polovicu potrebne
energije
Mc?
E}(Jcm) — E[(;:m) — T
Upravo je to kljucna informacija koja ovaj pristup ¢ini korisnim! Sve §to trebamo uciniti
jest odavde izraCunati pripadnu energiju projektila u laboratorijskom sustavu te iz nje
i8¢itati udio koji otpada na kineticku energiju, koja predstavlja traZeni prag reakcije.
No kako napraviti prijelaz izmedu sustava? Kojom brzinom se sustav centra mase giba
spram laboratorijskog sustava, tj. koji faktor brzine P, i pripadni Lorentzov faktor
Yem trebamo koristiti u Lorentzovim transformacijama energije? Upravo je to sredi$nji
problem ovog pristupa.

(A.13)

prije reakcije poslije reakcije
T e
LAB ’_’ '/_,,‘Jcm M. Bem
m m M
M ~—> —e °®

Pri raspisu Lorentzovih transformacija moZemo birati smjer prijelaza izmedu sustava:
cm — lab ili lab — cm. Pri tome u prototipu transformacija iz (A.2) paZljivo moramo
uzeti u obzir predznak ¢lana PBcp, ovisno o smjeru gibanja Cestice i smjeru gibanja
sustava u koji prelazimo. Kako bismo te smjerove jasno drZali pod kontrolom, ¢lanove 3
i p tretirat ¢emo kao pozitivne veli¢ine (kao iznose umjesto komponenata vektorskih
veli¢ina), a samostalno ¢emo se pobrinuti za izbor pravilnih predznaka. Iako nam nece
biti sve potrebne, iz pedagoskih razloga raspisat ¢emo sve transformacije energija koje
imamo na raspolaganju, za scenarij prije reakcije. Kako se u sustavu centra mase
projektil giba u istome smjeru kao i sam sustav (smjeru kakav vidimo iz laboratorijskog
sustava), o¢ekujemo da ¢e u laboratorijskom sustavu imati vecu energiju nego u sustavu
centra mase. Meta pak u laboratorijskom sustavu miruje pa ba$ u njemu ima najmanju
mogucu energiju. Ova opaZanja pomaZzu nam u izboru pravilnih predznaka unutar svih
transformacija koje su nam na raspolaganju. Dvije transformacije u cm — lab smjeru
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su:

Er(’lab) — Yo (E}gcm) + ﬁCme}(fm)> ? (A.14)

EU — (Egm _ chcpﬁg“‘)) , (A.15)
a dvije u lab — cm smjeru su:

B =y, (Elf}"‘b) . chcpél“b)> : (A.16)

ES™ = Yo (EQ® + Bamepli™ ) (A17)

Da bismo odredili By, 0odnosno Y., potrebna nam je samo jedna jednadZba, stoga se
postavlja pitanje koju je najmudrije izabrati. Ako “najbolja” uopée postoji, onda bi to
mogla biti ona s kojom ¢emo imati najmanje racuna. A koli¢inu ratuna mogli bismo
smanjiti ako uspijemo pronaci veli¢inu ¢ija je vrijednost 0. Kao takvu prepoznajemo

koli¢inu gibanja mete u laboratorijskom sustavu, gdje ona miruje: pﬁ,‘f‘b) = 0. Ova
veli¢ina pojavljuje se u (A.17) pa je biramo kao najpoZeljniju transformaciju. Nakon

uvrStavanja te nule od jednadZbe preostaje El(ﬁm) = %mEﬁi“b). A energija mete na pragu

reakcije ve¢ nam je poznata u oba sustava: ona u laboratorijskome sustavu iz (A.6), a
ona u sustavu centra mase iz (A.13). UvrStavanjem ovih vrijednosti izravno nalazimo
trazene relativisticke faktore za prijelaz izmedu dvaju sustava:

(cm) 2

En M 1 2m
= =M g e = 1= () Al
o = = 2 i Vou <M> (A18)

Energiju projektila u laboratorijskom sustavu, potrebnu za pokretanje reakcije, sada lako
odredujemo iz (A.14). Pri tome nam je pored njegove energije u sustavu centra mase,
koju znamo iz (A.13), potrebna i njegova koli¢ina gibanja u istome sustavu. A ona je
izravno odredena njegovom energijom preko opce relativisticke relacije (A.1)

2
™ =\ [E™] = neet = S/ —dnr. (A.19)
Uvrstavanjem (A.13) i (A.19) u (A.14) napokon slijedi

M?
lab) _ 2
EI(Da ) = ( 5 1) mc”. (A.20)

Ne zaboravimo da smo ovime odredili ukupnu energiju projektila, dok energijski prag

reakcije odgovara kinetickome dijelu. Stoga iz prethodnog rjeSenja samo moramo

ukloniti energijski ekvivalent mase projektila Epe = El()lab) — mc?, §to u konaénici vodi

na rjeSenje identi¢no onome iz (A.11).

Treéi pristup (inverzni problem)

U tredem pristupu izokrenut ¢emo problem “naglavacke”. Dosad smo na temelju
poznate mase M koju je trebalo stvoriti odredivali minimalnu energiju projektila.
Pretpostavimo da umjesto toga unaprijed znamo energiju projektila pa se pitamo: kolika
je sada maksimalna masa koju moZemo stvoriti?

U kakvoj je vezi ovaj problem s prethodnim? Ponovno promotrimo scenarij u sustavu
centra mase. Kada svu dostupnu energiju uloZimo u stvaranje nove mase, tj. kad
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stvorimo maksimalnu mogu¢u masu za danu ulaznu energiju, sva masa u sustavu centra
mase ostaje mirovati jer nam nije ostalo nimalo energije za ikakvo dodatno gibanje. A
ovaj scenarij prepoznajemo kao stvaranje mase na pragu reakcije! Prema tome, uspijemo
li za danu kineti¢ku energiju projektila u laboratorijskom sustavu odrediti maksimalnu
ostvarivu masu, inverz tog rjeSenja predstavljat ée minimalnu potrebnu energiju za
stvaranje iste mase.

Ovaj pristup razlikuje se od prethodnoga prema toku racuna. Ranije smo traZili
nepoznati faktor brzine ., potreban za prijelaz izmedu sustava. Sada nam je on
unaprijed poznat jer je gibanje sustava kao cjeline ispocetka zadano poznatom energijom
projektila. Pri tome ga nalazimo na vrlo jednostavan nacin. Samo moramo promatrati
sustav projektil-meta kao jedinstvenu cjelinu (kao da ne raspoznajemo njegovu unutarnju
strukturu, ve¢ ga vidimo kao jedno “tijelo”) kako bismo na cjeloviti sustav primijenili
jednostavne relativisticke izraze za wukupnu energiju Epp 1 koliinu gibanja ppap
Jjedinstvenoga objekta:

Elab - J/cm”nsc2 i Plab = YemMsVem- (AZI)

Dijeljenjem tih dviju relacija odmah nalazimo brzinu centra mase vy, odnosno pripadni
faktor brzine Beyn = vem/c kao:

B = P20% (A22)
Elab

Prije nastavka tehni¢kog racuna bitno je prepoznati da je mg iz (A.21) masa sustava
kao cjeline i opcCenito nije jednaka 2m. Ve¢ znamo da ée se na pragu reakcije sva
unutarnja energija (tj. sva energija iz sustava centra mase) pretvoriti u masu M koja
u sustavu centra mase ostaje mirovati, a u laboratorijskom se sustavu nastavlja gibati
kao jedno tijelo. U tom sluc¢aju primjena izraza za energiju jedinstvenoga tijela nakon
reakcije

Eb = YemMc? (A.23)

postaje doslovna, a ne samo efektivna. Drugim rije¢ima, u (A.21) smo je primijenili
kao da se tijela razliCitih brzina gibaju poput jednoga tijela jedinstvene brzine, ali
i jedinstvene ‘“redefinirane” mase mg, dok se u (A.23) novonastala masa M doista
giba kao jedno tijelo upravo tolike mase i upravo brzinom vy, koja se nalazi unutar
Lorentzovog faktora Y.,. Temeljem o¢uvanja ukupne energije mozemo izjednaciti izraze
prije i poslije reakcije: Yemmsc®> = YemMc?. Buduéi da prema prvom Newtonovom
zakonu bez djelovanja vanjskih sila sustav ne moZe promijeniti svoje stanje gibanja®,
brzina vy 1 faktor 9, ostaju isti prije i poslije reakcije. Odavde slijedi

mg = M, (A.24)

odnosno masa cjelovitog sustava projektil-meta jednaka je masenom ekvivalentu sve
unutarnje energije sustava — tj. baS maksimumu mase koju bismo mogli dobiti pretvorbom
sve unutarnje energije — neovisno o tome koliki dio te energije otpada na mase pojedinih
destica, a koliki na njihove kineticke energije.

6 Newtonovi zakoni i dalje vrijede u Einsteinovoj teoriji relativnosti, s time da valja imati na umu ispravan oblik
drugog Newtonovog zakona, koji kaZe da ukupna sila koja djeluje na tijelo uzrokuje promjenu njegove kolic¢ine
gibanja: F = Dp/Dt. Jedino se u nerelativistickom racunu i u posebnim okolnostima (kad sila ne djeluje na
dijelove mase koji ulaze u sustav ili izadu iz njega) ovaj zakon svodi na poznatiju, ali ne-opcenito-valjanu inacicu
F=md.
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FIZIKALNA POZADINA

U vrlo stvarnom i doslovnhom smislu ovakva veza izmedu ukupne unutarnje
energije i mase sustava definira Sto masa (sloZenog) sustava uopce jest. Kao
takav, ispravan koncept mase u suprotnosti je s uobiCajenim, ‘“‘svakodnevnim”
shvadanjem mase kao puke “koli¢ine materijala” koja se sastoji tek od zbroja
“koli¢ina materijala” pojedinih sastavnica sustava. Drugim rije¢ima, masa sloZzenog
sustava opcéenito nije jednaka zbroju masa pojedinih dijelova sustava: mg # . m;!
Stovige, pitanje fundamentalne prirode mase (3to ona jest na mikroskopskoj razini)
posve je netrivijalno. Najnapredniji i najpoznatiji eksperiment fizike elementarnih
Cestica na svijetu — danas ve¢ uspjesno zavrSena potraga za Higgsovim bozonom s
CERN-a — vezan je uz samo neke aspekte odgovora na ovo pitanje (jer, ponovno
suprotno uobicajenom shvacanju, Higgsov mehanizam [3] ne generira svu masu u
svemiru, ve¢ samo jedan njezin dio).

Neaditivnost masa (ms # > .m;) posebno se lijepo vidi na atomskoj i
subatomskoj skali, u situacijama kad doista nismo u stanju raspoznati unutarnju
strukturu sustava. Kad god je uspijemo raspoznati naprednijim eksperimentalnim
metodama, fina mjerenja nedvosmisleno potvrduju da je masa takvih sloZenih
sustava razli¢ita od zbroja masa pojedinih sastavnica. Tako danas znamo da je
masa molekule manja od zbroja masa pojedinih atoma od kojih je sastavljena
(zbog negativne energije vezanja). Masa atoma manja je od zbroja masa njegovih
elektrona i atomske jezgre. Masa atomske jezgre manja je od zbroja masa
njezinih nukleona — u slucaju atomske jezgre ovaj efekt nosi i poznato povijesno
ime “defekt mase”. Pri tome, naravno, smanjena masa vezanog sustava poput
molekule, atoma ili jezgre ne zna¢i da je nestao dio ukupne energije dostupne
prije vezanja, ve¢ da je taj viSak energije izaSao iz sustava, npr. emisijom
Y -zraCenja. Nasuprot tome, masa nukleona (protona i neutrona, a i drugih Cestica
sastavljenih od kvarkova) veca je od zbroja masa njihovih sastavnih kvarkova —
upravo scenarij kakav imamo u svojem problemu! Ovo sve, naravno, kriti¢no
ovisi o naSoj definiciji mase. Medutim, §to god odlu¢imo smatrati masom mora
biti logic¢ki neproturje¢no te mora biti u skladu sa stvarnim eksperimentalnim
opazanjima. A vecina naSih intuitivnih poimanja mase ne zadovoljava te zahtjeve.

Valja napomenuti da bi ¢ak i pokuSaj odredivanja mase sustava mjerenjem
njegove tezine hipotetskom “savr§enom vagom” polucio iste rezultate! Drugim
rije¢ima, ¢ak niti takva vaga ne bi bila u stanju raspoznati “gole”” mase pojedinih
sastavnica od ostalih doprinosa unutarnoj energiji sustava — i ona bi mjerila maseni
ekvivalent ukupne energije sustava. Naime, Einsteinova opca teorija relativnosti,
¢iji su brojni aspekti takoder eksperimentalno potvrdeni, pokazuje da gravitacija
— klju¢na za mjerenje teZine vagom — na isti nacin djeluje i na energiju i na
masu (i suprotno, i energija i masa na isti nacin utje€u na gravitaciju). Stoga
¢ak niti vagom ne bismo uspjeli “prevariti prirodu” te je natjerati da nam otkrije
“gole” mase unutar sustava ako pri tome sami nismo u stanju raspoznati njegove
unutarnje dijelove.

Usko vezano uz ovo jest znacCenje zakona ocuvanja energije. Danas kad na
temelju Einsteinove teorije relativnosti znamo za ekvivalenciju mase i energije,
razumijemo da se ocuvanje energije odnosi na energiju u Sirem smislu: u smislu
ukupne relativisticke energije koja se sastoji i od mase i od energije u uzZem
smislu, tj. u smislu ne-mase. Drugim rije¢ima, masa i energija-u-uzem-smislu
ocuvane su zajedno. Nasuprot tome, unutar nerelativistiCke fizike — koja nije
jednakovrijedna alternativa relativistickoj fizici, ve¢ samo njezina aproksimacija —
masa i enegija-u-uZem-smislu ouvane su svaka za sebe. Naime, nerelativisiticka
fizika ne poznaje ekvivalenciju mase i energije niti slobodu njihove medusobne
pretvorbe. Njihova jednakost (E = mc?) je ono §to se “izgubi u prijevodu”
tijekom aproksimacije jedne teorije drugom.
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Ohrabreni ovim razumijevanjem, spremni smo nastaviti s raCunom. Prema (A.23)
maksimalnu novonastalu masu M moZemo odrediti izravno iz ukupne energije sustava
kao M = Ejup/¥emc?. Unutar ovoga pristupa ukupna energija projektila i mirujuée mete
ve¢ nam je poznata jer smo gibanje projektila unaprijed parametrizirali zadavanjem
njegove kineticke energije. U slucaju kad se sva unutarnja energija sustava pretvori
u masu, ta kinetiCka energija odgovarat ¢e upravo energijskom pragu reakcije Eprag -
Koristenjem te podudarnosti zapis energije projektila i mete u laboratorijskom sustavu
svodi se na ranije izraze (A.5) i (A.6), s time da E,,s Ovaj put smatramo unaprijed
zadanom veli¢inom. Ukupna dostupna energija u laboratorijskom sustavu stoga je

Epp = E/™) + E{™) = Eprg + 2mc?. (A.25)
Kako meta miruje ﬁi"‘“ = 0), ukupnoj koli¢ini gibanja pj sustava doprinosi samo

koli¢ina gibanja projektila (pj, = plgab)) pa iz (A.5) imamo

PlavC = \/ [Eélab)]z —m2ct = \/Eprag(Epmg + 2mc?). (A.26)

Za trazenu masu M iz relacije (A.23) sad nam samo treba Lorentzov faktor ¥, koji nam
je odmah dostupan iz unaprijed poznatog faktora brzine (A.22), i to potpuno neovisno o
naSem (ne)poznavanju mase ms cjelovitog sustava unaprijed! Nju, naposlijetku, prema
ranijem zakljucku iz (A.24) upravo i trazimo! UvrStavanjem (A.25) i (A.26) u (A.22)
nalazimo da su B, i Yem formulacijom inverznog problema unaprijed odredeni kao:

Eprag . Eprag
Pon =\ Bt 2mez T =\ g (A.27)

Konac¢no, povratkom (A.25) i (A.27) u (A.23) za maksimalnu traZenu masu nalazimo

E, Epr
M= 1db2 —m 1 + prdg2 )
YemC 2mce
Sukladno izloZenoj strategiji, inverzijom ovog izraza za energijski prag reakcije ponovno
nalazimo rezultat identican onome iz (A.11).

(A.28)

* Kk k

U prethodnome pristupu ponovno smo sve vrijeme ostali u laboratorijskom sustavu.
No isto tako smo mogli prijeci u sustav centra mase te ondje zavr$iti postupak. Prijelaz
lab — cm proveli bismo Lorentzovim transformacijama (A.16) i (A.17). Ovaj put
potrebni faktori B, i %m unaprijed su nam poznati iz (A.27) pa nam preostaje samo
malo jednostavnog racuna. U sustavu centra mase sva se dostupna energija moZe
pretvoriti u novu masu, stoga bismo maksimalnu trazenu masu jednostavno odredili
izravno iz sve dostupne energije

E[(Jcm) + Er(r({m)

M = 5

(A.29)

c
Sve Sto preostaje jest uvrstiti (A.5), (A.6) i (A.27), uz malo sredivanja, u (A.16)
i (A.17). Pri tome bismo mogli zasebno racunati za metu i zasebno za projektil. No
mogli bismo si i olakSati posao simetrijom problema koju smo ve¢ koristili u (A.13).
Kako zbog jednakih masa mete i projektila u sustavu centra mase njihove energije moraju
biti jednake, izmedu (A.16) i (A.17) dovoljno je izacunati jednostavniji izraz jer smo
njime odmah odredili i rezultat sloZenijega. Za potrebe nalaZenja (A.18) ve¢ smo bili

zakljucili da je jednostavniji izraz onaj za metu jer u laboratorijskom sustavu na pocetku

miruje pa njezina koli¢ina gibanja iS¢ezava: pgfb) = 0. To nas je posredstvom (A.17)
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lab

dovelo do ES™ = ymEN™ | a iz (A.6) odmah slijedi:

Ef™ = E™ = ymmc?, (A.30)

Sto uvrStavanjem u (A.29) daje:

M =2y mm. (A.31)
Uvrstavanjem Loretnzovog faktora iz (A.27) dolazimo do istog rezultata kao u (A.28),
a time i do istog izraza za prag reakcije kao u (A.11).

Primijetimo sljedeée. Jednom kad smo odredili Bey i %em iz (A.27), u prethodnome
pristupu odmah smo dosli do rjeSenja temeljem jednostavne relacije (A.23). U ovome
smo pristupu imali neSto viSe tehni¢koga posla s Lorentzovim transformacijama. Cijena
jednostavnijeg racuna bila je potreba za dubokim konceptualnim razumijevanjem mase
kako u (A.21) ne bismo naivno uvrstili 2m na mjesto unaprijed nepoznate mase
sustava ms. No duboko razumijevanje olakSalo nam je tehnicki dio posla. U pristupu
s Lorentzovim transformacijama pitanje mase sustava nikad se nije pojavilo! Mogli
bismo reéi da smo tim pristupom “vjesto” zaobisli komplicirana konceptualna pitanja.
No toc¢nije bi bilo reéi da su nam tim pristupom ista pitanja uskracena te da smo njime
mogli ostati zakinuti za dubinu razumijevanja svojega problema.

Primjeri

Primijenimo rjeSenje (A.11) na dva primjera. Prvi je stvaranje neutralnoga piona u

sudaru dvaju protona
prpt = ptapt 4o

Naravno, pretpostavljamo scenarij u kojem je jedan od protona prije reakcije mirujuca
meta, s obzirom da se rjeSenje za E,r,, upravo odnosi na takav slucaj. Energija mirovanja
(tj. energijski ekvivalent mase) svakog protona jednaka je mpc2 =938 MeV, dok je za
neutralni pion: m;c?> = 135 MeV. Dvije jednake mase m prije reakcije o¢ito odgovaraju
masama protona: m = m,. Medutim, masa M nakon reakcije odgovara ukupnoj masi
svih Cestica (ne samo novostvorenoj masi piona), stoga: M = 2m,, + m,. UvrStavanjem
u (A11) slijedi: Epg = WCJ = 280 MeV. Energija koju trebamo uloZiti
za stvaranje piona na mirujuéem Ifrotonu viSe je nego dvostruko veca od mase samog
novonastalog piona! Prisjetimo se da je taj viSak energije potreban za nastavak gibanja
citavog sustava i nakon reakcije, zbog o¢uvanja ukupne koli¢ine gibanja.

Drugi primjer jest stvaranje Higgsovog bozona u sudaru dvaju protona

prpt = pt+pt +HC
Ovo je krajnje pojednostavnjena verzija izlaznih produkata reakcije, no posluZit ¢e za
nase potrebe. Masa Higgsovog bozona priblizno je 130 puta veca od mase protona:
myc* = 125 GeV (ne MeV!). Kad bismo ovu reakciju pokusali pokrenuti na mirujucoj
protonskoj meti — Sto nije niSta drugo negoli tekudi ili plinoviti vodik — prema (A.11)
M4y £ ) 5 g 3 ey
2my,

po protonu (1 TeV = 10° GeV = 10° MeV)! No u sustavu centra mase svaki proton
mora nositi tek pola energije mirovanja Higgsovog bozona, odnosno “svega” 60-ak GeV.
Drugi rije¢ima, energija potrebna za stvaranje Higgsovog bozona na mirujucoj protonskoj

meti je Eprg/ myc* = 67 puta veéa od energije potrebne za njegovo stvaranje sudaranjem
protonskoga snopa o snop! Upravo je to razlog zaSto se u CERN-u Higgsov bozon
proizvodi ba$ sudaranjem snopa o snop. (Primijetimo da u tom slu¢aju laboratorijski
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trebali bismo protonski snop energije od barem: Ep,, =



sustav viSe nije sustav mirujue mete, ve¢ je laboratorijski sustav istovremeno i
sustav centra mase parova protona iz ukrStenih snopova.) StoviSe, trenutna maksimalna
energija protonskoga snopa s CERN-a od 6.8 TeV bitno je manja od energijskog praga
za stvaranje Higgsovog bozona na mirujucoj protonskoj meti! DanaSnjom tehnologijom
bilo bi sasvim nemoguce proizvesti Higgsov bozon na taj nafin! A da ne govorimo o
tome da nije dovoljno tek dosegnuti prag reakcije. Potrebno ga je znatno premasiti kako
bi reakcija, Cija vjerojatnost ispocetka raste s energijom reaktanata, postala dovoljno
ucestala da se zaista mogu izvesti korisna mjerenja. Cak i uz trenutnu energiju snopa,
mjerenja na CERN-u tipi¢no traju mjesecima kako bi se skupila dovoljna koli¢ina
statistickih podataka!

Opcenitiji slucaj

Zainteresiranome Citatelju za vjeZzbu ostavljamo da nekim od pristupa (ili svima
njima) samostalno rijeSi opcenitiju formulaciju problema u kojoj projektil i meta imaju
razliCite mase: projektil masu mj,, meta masu my,. U slucaju razli¢itih masa, naravno,
njihovo gibanje u sustavu centra mase viSe nije potpuno simetri¢no pa viSe ne mozemo
korisiti izraze poput (A.13) i (A.30), ve¢ moramo tretirati projektil i metu zasebno.
Ovdje samo navodimo konacno rjeSenje

M? — (m, + mp)?
Eprag = L . A32
prag zmm ( )
Lako je provjeriti da se za iste mase projektila i mete (mp, = my = m) ono svodi

na (A.11). Zgodno je izraziti rjeSenje i preko tzv. Q-vrijednosti reakcije. Ona se
tipicno definira kao energijski ekvivalent razlike ukupne mase prije i poslije reakcije:
O = (mpje — Mpogiije)c*. Prema takvoj definiciji pozitivna je za egzotermne reakcije
(u kojima se masa smanjuje, a energija oslobada), a negativna za endotermne reakcije
(u kojima se masa povecava, a energiju je potrebno uloziti). Nas zanimaju samo
endotermne reakcije jer egzotermne nemaju energijski prag pa ne samo da ih se moZe
pokrenuti projektilom bilo koje energije, ve¢ su neke od njih i spontane, tj. odvijaju
se same od sebe. Stoga ¢emo za svoje potrebe definirati Q-vrijednost sa suprotnim
predznakom od uobic¢ajenoga

0= M- (my+my)] (A.33)
da bi za nas bila pozitivna. Izrazimo li novostvorenu masu M preko Q-vrijednosti,
izraz (A.32) svodi se na

Q2

2mmc

(A.34)

5"

m
Eprag = (m—p + 1> 0+

U drugome dijelu ¢lanka vidjet éemo da (uvjetno govoreci) prvi ¢lan moZemo smatrati
nerelativistiCkim rezultatom, prema ¢emu drugi predstavlja relativisticku popravku.
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