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SAZETAK

U izraCunljivom topolo§kom prostoru, svaki izracunljiv skup je ujedno 1 poluizracunljiv, ali
obrat opcenito ne vrijedi. Zato u ovom radu prvo prou¢avamo uvjete uz koje je spomenuti
obrat istinit. Pri tome ¢e topoloska svojstva skupa biti od izrazite vaznosti, Sto znaci da ova
disertacija spada u podrucje izraCunljive analize, ali 1 topologije. Kasnije, prouCavamo i uvjete
uz koje se poluizracunljiv skup, buduéi da opéenito nije izraCunljiv, moZe aproksimirati nekim
svojim izracunljivim podskupom do na zadanu to¢nost.

Prvo se bavimo lancastim i cirkularno lancastim kontinuumima i njihovim utjecajem na
izraCunljive skupove. Toc¢nije, pokazujemo da je poluizracunljiv skup 7" u nekom izracunljivom
topoloskom prostoru i izraunljiv ako je T = SUKoU --- UK, gdje je S izraCunljiv skup, a
Ko, ..., K, konacan niz lancastih ili cirkularno lancastih kontinuma koji se sijeku, medusobno
ili s S, samo u krajnim tockama (u sluCaju lanCastih kontinuuma) ili u jednoj fiksiranoj tocki
(u slucaju barem jednog cirkularno lancastog kontinuuma). Rezultat primjenjen na lukove i

topoloske kruZnice alternativno iskazujemo koristeé¢i terminologiju adjunkcijskih prostora.

Nadalje, definiramo lancasti graf kao topoloski prostor koji se moZe prikazati kao unija ko-
nacno mnogo izoliranih tocaka i konacno mnogo lancastih kontinuuma takvih da se svaka dva
razli¢ita kontinuuma sijeku u najviSe konacno mnogo tocaka. Pokazujemo da pojam lancastog
grafa poopcéuje pojam topoloskog grafa i da je izracunljiv, uvjetno govoreci, svaki onaj lancasti
graf koji je poluizracunljiv i ¢ije su krajnje toCke izraCunljive (Sto je takoder vrijedilo 1 za topo-
loSke grafove). Taj se dokaz oslanja na ¢injenicu da za kontinuum K lancast od a do b i za neki
¢ € K te za proizvoljni € > 0 postoji netrivijalni kontinuum L C K takavdajec € LiL C B(c, €),
koju takoder dokazujemo.

Na kraju, trazimo uvjete uz koje se poluizraunljiv skup S moZe, do na zadanu tocnost,
aproksimirati nekim svojim izratunljivim podskupom S. Dokazujemo da se svaki poluizradun-
ljiv kontinuum § lancast od a do b, gdje je a izracunljiva to¢ka, moZe po volji dobro aproksimi-

rati nekim svojim izracunljivim potkontinuumom § lancastim od a do ¢, gdje je c izracunljiva
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Sazetak

tocka. U tu svrhu koristimo niz relacija definiranih na skupu N, a rezultat iskazujemo i u izra-
cunljivom metrickom prostoru koriste¢i Hausdorffovu metriku.
Kljuéne rijeci: izracunljiv topoloski prostor, lancasti kontinuum, cirkularno lancasti konti-

nuum, adjunkcijski prostor, izracunljiv tip, lanCasti graf, %/ — blizu
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SUMMARY

Every computable set in an arbitrary computable topological space is also semicomputable, but
reverse does not hold in general. Therefore, in this thesis we examine conditions which force
a semicomputable set to be a computable one. Topological properties of a set are of a great
importance, which means that this thesis belongs to the field of computable analysis, as well as
topology. Later, we study the conditions under which every semicomputable set, since it is not

computable in general, can be approximated by its computable subset for any given precision.

Firstly, we examine chainable and circulary chinable continuua and how can they impact
computable sets. Actually, we show that a semicomputable set T in an arbitrary topological
space is also computable if T = SUKyU --- UK, where § is a computable set and Kj,...,K,
a finite sequence of chainable or circularly chainable continuua which intersect, one another or
S, in endpoints (in case of chainable continuua) or in one fixed point (in case of at least one
circularly chainable continuum). The result applied to arcs and topological circles is also stated

using terminology of adjunction spaces.

Furthermore, we define the notion of a chainable graph as a topological space that can be
expressed as the union of finitly many isolated points and finitly many chainable continuua such
that every two of them intersect in at most finitly many points. We show that a chainable graph
generalizes a topological graph. Also, we prove that every semicoputable chainable graph with
computable endpoints is computable (which is also true for topological graphs). The proof
relies on a fact that for given continuum K chainable from a to b and arbitrary ¢ € K and € > 0,
there exists a nontrivial continuum L C K such that ¢ € L and L C B(c, €). We also prove the
aforementioned statement.

Finaly, we examine the conditions under which a semicomputable set S can be, up to an
arbitrary precision, approximated by some computable subset S. We prove that every semicom-
putable continuum S chainable from a to b, where a is a computable point, can by aproximated

good enough with some computable subcontinuum § chainable from a to ¢, where c is a com-
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Summary

putable point. For that purpose we use relations defined on N, and we state the previous result
using Hausdorff metric, as well.
Key words: computable topological space, chainable continuum, circularly chainable con-

tinuum, adjunction space, computable type, chainable graph, % — close
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UvoD

Za funkciju f : N¥ — N kaZemo da je izracunljiva ako postoji program (konacan niz jednostav-
nih pravila) koji je raCuna, to jest koji za ulazne podatke (x,...,x,) daje rezultat f(xy,...,x,).
Izracunljiva funkcija je temeljni pojam teorije izracunljivosti i omogucuje definiranje drugih
izradunljivih objekata u N* poput izradunljivo prebrojivih i izradunljivih skupova, koji se kas-
nije koriste za definiranje poluizracunljivih 1 izracunljivih skupova u razli¢itim prostorima. Na
primjer, za kompaktan skup S u euklidskom prostoru kazemo da je izracunljiv ako se moze,
za svaku odabranu preciznost, efektivno aproksimirati s konaéno mnogo racionalnih tocaka. S
druge strane, kazemo da je S poluizracunljiv ako njegov komplement mozemo efektivno prekriti
otvorenim racionalnim kuglama. Pojmovi poluizracunljivog i izraCunljivog skupa imaju smisla
1 u opcCenitijim prostorima poput izracunljivog metrickog prostora i izracunljivog topoloskog

prostora. U svakom od spomenutih ambijentnih prostora vrijedi implikacija:
S je izraCunljiv skup = § je poluizracunljiv skup.

Da obrat opcenito ne vrijedi pokazao je, primjerice, Miller u [18] konstruiravsi takav broj A < 1
koji nije izraunljiv, a za koji je segment [A, 1] poluizralunljiv. S obzirom na to da A nije
izraunljiv broj, onda ni segment [A, 1] nije izraCunljiv skup. Dakle, skup [A, 1] je primjer
poluizratunljivog skupa koji nije izra¢unljiv. Stovise, dok su izralunljivi brojevi gusti u svakom
nepraznom izracunljivom skupu u R, postoji neprazan poluizracunljiv skup u R koji uopée ne
sadrzi izraCunljiv broj. Pri tome smatramo da je izraCunljiv broj onaj koji se moze efektivno
aproksimirati racionalnim brojem do na Zeljenu preciznost. ViSe na tu temu moZe se pronaci
u [17,22,23]. Takoder, postoje i poluizracunljivi skupovi o ¢ijoj se izraCunljivosti joS uvijek
nista ne zna [7].

Zadnjih se godina efikasno radi na traZenju uvjeta uz koje je poluizracunljiv skup A izraun-
ljiv 1 rezultati se iskazuju u terminima izracunljivog tipa prostora A [1,5,10-12,14,26-29]. Na

taj se nacin radi svojevrsna klasifikacija prostora i pritom se pokazuje da topologija na skupu
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A igra klju¢nu ulogu. Za topoloski prostor A kaZzemo da ima izracunljiv tip ako je svaki po-
luizracunljiv skup, u proizvoljnom izracunljivom topoloSkom prostoru, koji je homeomorfan A
ujedno i izraCunljiv. Nadalje, za topoloski par (A, B) (par prostora (A,B) takvih da je B C A)
kazemo da ima izraCunljiv tip ako za poluizracunljiv skup S, u po volji izabranom izracunljivom
topoloskom prostoru, za koji postoji homeomorfizam f : A — S takav da je f(B) poluizratunljiv
skup vrijedi da je izracunljiv. Na primjer, ako je M kompaktna mnogostrukost s rubom, onda
uredeni par te mnogostrukosti 1 njenoga ruba ima izracunljiv tip [10, 14]. Dakle, topoloski par
([0,1],{0,1}) ima izraCunljiv tip, iako segment [0, 1] (po Millerovom primjeru) nema izracun-
ljiv tip. Inspirirani navedenim, Iljazovi¢, Ci¢kovié i ValidZi¢ prou¢avali su one prostore koji
podsjecaju na lukove s izracunljivim krajnjim to¢kama - lancaste kontinuume s izracunljivim
krajnjim tockama. Kontinuum K lancast od a do b je kompaktan i povezan metricki prostor koji
se moZe prekriti s konaénom mnogo otvorenih skupova Cy,...,C, koji su proizvoljno malog
dijametra i takvi da se sijeku oni 1 samo oni koji su susjedi uz dodatan uvjet da je a € Cyp 1
b e G, [6,20]. Za a1 b kazemo da su krajnje tocke. Nadalje, poznato je da svaka topoloska
kruZnica ima izralunljiv tip. Stovise, svaka kompaktna mnogostrukost (bez ruba) ima izra¢un-
ljiv tip [9, 10, 14]. Medutim, VarSavska kruznica (koja nije topoloSka kruznica, dapace, uopce
nije mnogostrukost) takoder ima izracunljiv tip. Zbog toga su ve¢ navedeni autori promatrali
cirkularno lancaste kontinuume - prostore koji nalikuju topoloSkim kruZnicama, a ¢iji je primjer
upravo spomenuta VarSavska kruznica. Sli¢no, to su oni kompaktni i povezani metri¢ki pros-
tori koji se mogu prekriti s konaénom mnogo otvorenih skupova Cy, . ..,C, koji su proizvoljno
malog dijametra i takvi da se sijeku oni i samo oni koji su susjedi s time da ovdje prvi i zad-
nji skup takoder smatramo susjedima. Iljazovié, Cickovié i ValidZi¢ pokazali su u [29] da je
svaki poluizracunljiv cirkularno lan¢asti kontinuum koji nije lancast izracunljiv, to jest da svaki
cirkularno lancasti kontinum koji nije lan¢ast ima izraCunljiv tip. Takoder, pokazali su da je iz-
racunljiv svaki poluizracunljiv kontinuum K lancast od a do b, gdje su a 1 b izraCunljive tocke,
to jest da (K, {a,b}) ima izraCunljiv tip ako je K kontinuum koji je lancast od a do b. S obzirom
na navedeno, prirodno se postavlja pitanje ¢ime se moZe zamijeniti uvjet izracunljivosti toCaka

a i b, to jest na koji se nacin spomenute tvrdnje mogu generalizirati.

Takoder, u posljednje je vrijeme napravljen znacajan iskorak po pitanju izraCunljivosti gra-
fova. Topoloskim grafom nazivamo prostor kojeg ¢ini kona¢no mnogo lukova takvih da se oni
medusobno razliciti lukovi koji se sijeku, sijeku jedino u svojim krajnjim toCkama. Lukove

jos$ nazivamo bridovima, a njihove krajnje tocke vrhovima. Od svih toCaka grafa posebno su

2
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vazne one koje su vrhovi tocno jednoga brida i nazivaju se krajnjim to¢kama grafa. Jasno je da
nema svaki graf izraCunljiv tip jer je ve¢ segment [0,1] jedan primjer grafa. Medutim, Iljazovi¢
je u [11] pokazao da ako je G topoloski graf, a E skup svih krajnjih tocaka toga grafa, onda
topoloski par (G, E) ima izraCunljiv tip. S obzirom na to da se u dosadasnjim istrazivanjima
pokazalo da odredene tvrdnje iskazane za lukove vrijede i ako se oni zamijene lancastim konti-
nuumima, postavlja se pitanje ima li smisla definitirati opcenitiji graf od topoloskog grafa koji
¢e za bridove, umjesto lukova, imati lanCaste kontinuume i mozemo li ocekivati da ¢e i u tom

sluc¢aju vrijediti spomenuti rezultat.

Buduéi da poluizracunljiv skup opcenito nije izracunljiv, opravdano je pitati se uz koje ¢e
uvjete vrijediti ta implikacija. Medutim, istraZivanje moZe i¢i 1 u drugom smjeru, to jest moze
se postaviti pitanje pod kojim ée se uvjetima poluizracunljiv skup S moci aproksimirati nekim
svojim izraCunljivim podskupom §’ do na traZenu to¢nost. Ako je S, na primjer, poluizratunljiv
luk u euklidskom prostoru s krajnjim tockama a i b, onda postoje izraCunljive tocke a’ i b
i izraCunljiv luk S’ ¢ije su krajnje tocke o’ i b’ takav da je S’ C S te da S’ aproksimira S s
obzirom na neku unaprijed zadanu to¢nost. Iljazovi¢ i Pazek dokazali su da ovaj rezultat vrijedi
i u izralunljivom metri¢kom prostoru [8, 13], a Ca¢i¢, Horvat i Iljazovi¢ da njegova prirodna
generalizacija vrijedi i u izralunljivom topoloskom prostoru [26]. StoviSe, isti zaklju¢ak vrijedi
i ako umjesto poluizraunljivoga luka promatramo poluizracunljiv lancasti kontinuum koji je
dekompozabilan, to jest koji se moZe zapisati kao unija neka svoja dva prava potkontinuuma
[26]. Topoloska sinusna krivulja i segment [0,1] samo su neki od primjera dekompozabilnih
lancastih kontinuuma, no postoje i oni kontinuumi koji nisu dekompozabilni, iako takvo $to
nije trivijalno dokazati [20]. Medutim, s obzirom na to da takvi kontinuumi ipak postoje, ima
smisla pitati se u kojim se slu¢ajevima moZze ispustiti uvjet dekompozabilnosti skupa S, odnosno

¢ime se moZe zamijeniti.

Disertacija je podijeljenja u Cetiri poglavlja. U prvom poglavlju navodimo osnovne pojmove
1 tvrdnje iz izraCunljive analize i topologije koje éemo opetovano koristiti prilikom dokazivanja
novih rezultata. U drugom poglavlju pokazujemo da uredeni par (A, B) ima izracunljiv tip ako
je A skup koji se sastoji (uz odredene uvjete) od kona¢no mnogo lukova i topoloskih kruZnica
te skupa B koji ima izraCunljiv tip. Dokazane tvrdnje proSiruju rezultate iz [29] 1 okupljene
su u Clanku pod naslovom Computability of sets with attached arcs prihvaenim za objavu u
casopisu Mathematical Communications. U tre¢em poglavlju pokazujemo da rezultat dokazan

za topoloske grafove vrijedi i za opcenitiji graf koji ¢e za bridove, umjesto lukova, imati ba§
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lancaste kontinuume (uz odredene dodatne uvjete). I ovaj rezultat oblikovan je u ¢lanku koji
je u postupku recenziranja. Napokon, u ¢etvrtom poglavlju dokazujemo da se poluizracunljiv
skup S koji je kontinuum lancast od a do b, gdje je a izraCunljiva tocka, moZe po volji dobro
aproksimirati svojim izradunljivim potkontiuumom S koji je lan¢ast od a do b, gdje je bes

izraCunljiva toCka. Rezultat se nalazi u ¢lanku [16].



1. OSNOVNI POIMOVI

U prvom poglavlju dajemo kratki pregled ve¢ poznatih pojmova i tvrdnji vezanih za izraunljive
funkcije 1 izraCunljive metriCke 1 topoloSke prostore koji ¢e se Cesto koristiti u nastavku rada.

Vise se moze pronaci u [2,3,8,21,24,30,31].

1.1. IZRACUNLJIVE FUNKCIJE

Smatramo da su osnovni pojmovi teorije izracunljivosti, poput (parcijalno) izracunljivih funk-
cijau

N={0,1,2,...},
to jest N¥, i izratunljivo (prebrojivih) skupova u N¥, poznati. Ipak, navodimo osnovne rezultate

koji ih se ti¢u, a imaju vaznu ulogu u dokazima koji slijede.

Teorem 1.1.1 (Teorem o projekciji). Neka suk,n € N, k,n > 11nekaje T C N* izradunljivo

prebrojiv skup. Tada je skup S = {x € N¥ | (3y € N*)(x,y) € T} izratunljivo prebrojiv u N,

Teorem 1.1.2 (Teorem o selektoru). Nekasuk,n €N, k,n>1,nekaje T C Nk+n izraCunljivo
prebrojiv skup i neka su S; C N i §, C N” izradunljivo prebrojivi skupovi sa svojstvom da za
svaki x € S postoji y € S, takav da je (x,y) € T. Tada postoji parcijalno izracunljiva funkcija

f:8S1 — Nttakvadaje f(S1) CS21i (x, f(x)) € T zasvakix € Sj.
Pojam izracunljive funkcije u N moZe se prosiriti na izraunljive funkcije u Q, to jest R.

Definicija 1.1.3. Nekaje k € N, k > 1. Za funkciju f : N¥ — Q kaZemo da je izra¢unljiva ako

postoje izra¢unljive funkcije a, b, c : N¥ — N takve da je

za svaki x € N,
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Definicija 1.1.4. Nekaje k € N, k > 1. Za funkciju f : N¥ — R kaZemo da je izrac¢unljiva ako

postoji izradunljiva funkcija F : N¥*1 — Q takva da je
[f(x) = F(x,i)] <27
za sve x € N¥, i € N. Funkciju F nazivamo racionalnom aproksimacijom od f.
Za skup X, neka &(X) oznacava familiju svih podskupova od X, a za m,n € N neka je
NI ={(x1,...,x,) € N* | xp,....x, <m}.

Definicija 1.1.5. Neka su k,n € N, k,n > 1. Za funkciju @ : N¥ — 2(N") kaZemo da je
izracunljiva ako je skup

D ={(x,y) EN" |y € D(x)}

izratunljiv u N**” i ako postoji izratunljiva funkcija ¢ : N* — N takva da je

za svaki x € N,

Sada navodimo vaZne rezultate vezane za izraCunljive funkcije ¢iji se dokazi mogu pronaci

u [25]. U tvrdnjama koje slijede, neka su k,m,n € N, k,m,n > 1.

Propozicija 1.1.6. Akosu®,¥ : Nf — 22(N") izratunljive funkcije, onda su i funkcije A1, A :
NK — 2(N"), A1 (x) = O(x) U¥(x),Ar(x) = O(x) NP (x), x € N¥, izratunljive.

Propozicija 1.1.7. Neka su ©,¥ : N¥ — 2(N") izratunljive funkcije. Tada je skup
{reN|O(x) C¥(x)}
izratunljiv u N¥.

Propozicija 1.1.8. Ako su f: N = N" i & : N — 2(N™) izratunljive funkcije, onda je i
funkcija ® o f : Nk — 22(N™) izralunljiva.

Propozicija 1.1.9. Ako su & : Nk — 22(N") i f: N* — N izraCunljive funkcije, onda je i
funkcija f(®) : Nk — 2(N™), f(®)(x) = f(P(x)),x € N, izracunljiva.

Propozicija 1.1.10. Neka je 7 C N" izracunljivo prebrojiv skup i neka je & : N — 22 (N")

izraCunljiva funkcija. Tada je skup
{xeNF|®(x) C T}
izradunljivo prebrojiv u N,

6
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Propozicija 1.1.11.  Ako su ®; : N¥ — 22(N") i &, : Nk — 2(N™) izraCunljive funkcije, onda
je i funkcija @ : NF — 2(N"") ®(x) = &y (x) x Py(x), x € N¥, izracunljiva.

Propozicija 1.1.12. Ako su @ : NF — 22(N*) i ¥ : N* — 22(N") izracunljive funkcije, onda
je i funkcija A : NF — 22(N™),

x € Nk, izraCunljiva.

Od sada pa nadalje, neka je N — Z(N), j — [j] bilo koja odabrana izracunljiva funkcija

Cija je slika skup svih nepraznih konac¢nih podskupova od N.

Propozicija 1.1.13. Neka je ® : N¥ — 2(N) izracunljiva funkcija takva da je ®(x) # 0 za
svaki x € NK, Tada postoji izradunljiva funkcija f : N¥ — N takva da je ®(x) = [f(x)] za svaki

x € N,
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1.2. IZRACUNLIJIV METRICKI PROSTOR

Definicija 1.2.1. Neka je (X,d) metricki prostor i neka je & = (0 );en niz gust u (X,d). Ka-
7emo da je (X,d, o) izraéunljiv metri¢ki prostor ako je funkcija N> — R, (i, j) — d(0o4, @)
izraCunljiva.

Na primjer, ako je d euklidska metrika na R”, gdjejen € Nyn > 11 a : N — Q" neka
efektivna enumeracija od Q", onda je (R”",d, @) izracunljiv metri¢ki prostor. Detaljnije se moze
pronaci u [25].

Neka je (X,d, o) bilo koji odabrani izra¢unljiv metri¢ki prostor. Za x € X i r > 0 neka
B(x,r) oznacava otvorenu kuglu u (X,d) srediSta x i radijusa r. Nekajei e Nir€ Q,r>0. Za
B(a;,r) kazemo da je (otvorena) racionalna kugla u (X,d, o).

Neka je ¢ : N — Q bilo koja odabrana izracunljiva funkcija ¢ija je slika skup svih pozitivnih
racionalnih brojeva i neka su 7, 75 : N — N bilo koje odabrane izracunljive funkcije takve da je
{(z1(0),22(7)) | i € N} = N2,

Za i € N definiramo

I = B(0t, (i), Gy i) - (1.1)
Primjetimo da (;);cn predstavlja efektivnu enumeraciju svih otvorenih racionalnih kugala u
(X,d,a). Svaku kona¢nu uniju racionalnih kugala u (X,d, &¢) nazivat ¢emo otvorenim raci-
onalnim skupom u (X,d, ). Za j € N definiramo
Ji=JI
i€[j]
Ocito je da (J;)jen predstavlja efektivnu enumeraciju svih otvorenih racionalnih skupova u
(X,d,a).

Sada moZemo definirati sljedece:

Definicija 1.2.2. Neka je (X,d, a) izraCunljiv metri¢ki prostor i S C X zatvoren u (X,d). Ka-

Zemo da je S izracunljivo prebrojiv u (X,d, o) ako je skup
{ieN|LNS#0}
izraCunljivo prebrojiv u N.

Definicija 1.2.3. Neka je (X,d, o) izra¢unljiv metricki prostor i § C X kompaktan u (X,d).

Kazemo da je S poluizracunljiv u (X,d, a) ako je skup

{jeN|SCJ;}
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izracunljivo prebrojiv u N.

Sada, neka je (X,d) metri¢ki prostor, S,7 C X i € > 0. KaZzemo da su Si 7T € - blizu, i
piSemo S ~¢ T, ako za svaki x € S postoji y € T takav da je d(x,y) < € i ako za svakiy € T
postoji x € S takav da je d(x,y) < €.

Dalje, neka je .# familija svih nepraznih kompaktnih skupova u (X,d). Funkcija dp :
K x & — R definirana s

dy(K,L) =inf{e > 0| K ~¢ L}

je metrika na % 1 nazivamo je Hausdorffovom metrikom (detaljno u [6]).

U izraCunljivom metrickom prostoru (X,d, o) za i € N definiramo

Ai={a;|jeli}
Ocito je da (A;);en predstavlja efektivnu enumeraciju svih nepraznih kona¢nih podskupova od

{o | j €N}
Lako se pokaze (vidjeti [25]) da vrijedi sljedece:

Propozicija 1.2.4. Neka je (X,d) metricki prostor, K C X neprazan i kompaktan u (X,d) te
o/ C X gustu (X,d). Tada za svaki € > 0 postoji konacan A C &7 takav da je K =~ A.

Zato, ako je (X,d, o) izraGunljiv metri¢ki prostor i S C X neprazan i kompaktan u (X,d), s

obzirom na to da je ot(N) C X gust u (X,d), za svaki k € N postoji iy € N takav da je
K zsz Aik'

Neformalno govoreci, svaki neprazan i kompaktan skup u izraCunljivom metrickom prostoru
moZemo proizvoljno dobro aproksimirati konaénim podskupom od ¢(N). Ako to moZemo

uciniti 1 efektivno, za skup kazemo da je izracunljiv.

Definicija 1.2.5. Neka je (X,d, o) izra¢unljiv metricki prostor i § C X kompaktan u (X,d).

KaZzemo da je S izracunljiv u (X,d, o) ako postoji izracunljiva funkcija f : N — N takva da je
K~y Asgy (1.2)
za svaki k € N.
Lako se pokaze [10], da uvjet (1.2) mozemo zamijeniti s
dy (K, Asp) <27

Takoder, vrijedi i sljedede:
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Propozicija 1.2.6. Neka je (X,d, o) izraCunljiv metri¢ki prostor i S C X kompaktan u (X,d).
Skup S je izracunljiv skup u (X,d, @) ako i samo ako je S izraCunljivo prebrojiv i poluizra¢un-

ljivu (X,d, ).
MoZe se pokazati da navedene definicije ne ovise o izboru funkcija ¢, 71, 72 i niza ([j]) jen.

Definicija 1.2.7. Neka je (X,d, &) izraunljiv metri¢ki prostor i x € X. KaZemo da je x izra-

cunljiva tocka u (X, d, a) ako postoji izra¢unljiva funkcija f : N — N takva da je
d(x,0pp) <27

za svaki k € N.

10
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1.3. IZRACUNLIJIV TOPOLOSKI PROSTOR

Opcenitiji ambijentni prostor od izracunljivog metrickog prostora je izracunljiv topoloSki pros-
tor. Ovdje dajemo osnovne definicije, a viSe se moZe pronaci u [32,33].

Definicija 1.3.1. Neka je (X,.7) topoloski prostor i neka je (1;);en niz u 7 takav da je skup
{I; | i € N} baza topologije .7 . Uredenu trojku (X, .7, (I;)) nazivamo izracunljivim topoloskim

prostorom ako postoje izratunljivo prebrojivi skupovi C, D C N? takvi da vrijedi sljedece:
1. akosui,j € Ntakvidaje (i, j) € C,ondaje [; C Ij;
2. akosu i, j € N takvidaje (i,j) € D, ondaje I;N1; = 0;

3. ako su x € X ii,j € N takvi da je x € [; N1}, onda postoji k € N takav da je x € [ i

4. akosux,y € X, x #y, onda postoje i, j € Ntakvidajex e I,y € l;i (i,j) € D.
Napomena 1.3.2. Neka je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor. MoZe se pokazati da
postoje izra¢unljivo prebrojivi skupovi C, D C N? koji, osim svojstava 1.— 4. iz definicije, zado-
voljavaju jos i sljedece:

5. akosu i, j,k € Ntakvidaje (i,j) € Ci (j,k) € C, ondaje (i,k) € C;

(i,i) € Czasvakii € N;
6. akosu i, j € Ntakvidaje (i,j) € D, onda je (j,i) € D;
7. akosu i, j,k € Ntakvidaje (i, j) € Ci (j,k) € D, ondaje (i,k) € D.

Za takve C i D kaZzemo da su prave karakteristicne relacije. Dakle, ¢im je dan izraun-
ljiv topoloski prostor (X, .7, (I;)), podrazumijevamo postojanje pravih karakteristi¢nih relacija.

Primjetimo i da je svaki izraCunljiv topoloski prostor Haussdorfov i 2 — prebrojiv.

Neka je (X,.7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Stavimo
Ji= U I.
i€[j]
Prisjetimo se da je N — Z?(N), j — [j] neka izracunljiva funkcija ¢ija je slika skup svih ne-
praznih kona¢nih podskupova od N. Neka su ¢ : N> = N i1 : N — N bilo koje izra¢unljive

funkcije takve da je
{(0(j,0),...,0(j,n(/))) | j €N}

11
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skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N. Umjesto & (i, j) pisat ¢emo (i), a j umjesto ().
Prema tome, {((/)o, .-, (j)7) | j € N} je skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N. Uz uvedene
oznake, vrijedi sljedeca tvrdnja.

Propozicija 1.3.3. Funkcija W : N — Z(N), ¥(i) = {(i)o, ..., (i);}, i € N, je izracunljiva.

Dakle, s obzirom na to da je funkcija N — Z(N), j— {(j)o,.-., ()7} izracunljiva i da
joj je slika upravo skup svih nepraznih konacnih podskupova od N moZemo, bez smanjenja

opcenitosti, pretpostaviti da je bas
1 ={(os---- ()5}
za svaki j € N. Zato ¢emo, kada to bude potrebno, pisati

Jj=1(j)o U Ul
Takoder, s obzirom na to da je skup S = {(i,j) | j =0, (j)o = i} o&ito izratunljiv i da za

svaki i € N postoji j € N takav da je (i, j) € S, po Propoziciji 1.1.2 postoji izra¢unljiva funkcija

f:N— Ntakvadaje l; = Jy;) za svakii € N.

Definicija 1.3.4. Neka je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor i S C X zatvoren u (X,.7).

KaZemo da je S izracunljivo prebrojiv u (X,.7, (I;)) ako je skup

{ieN|SNI #0}
izracunljivo prebrojiv u N.
Definicija 1.3.5. Nekaje (X,.7,(I;)) izraunljiv topoloski prostor i § C X kompaktan u (X, .7).
KaZemo da je S poluizracunljiv u (X, .7, (I;)) ako je skup

{/eN[SCJj}

izracunljivo prebrojiv u N.
Definicija 1.3.6. Nekaje (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i § C X kompaktanu (X,.7).

Kazemo da je S izracunljiv u (X,.7,(I;)) ako je S izraCunljivo prebrojiv i poluizratunljiv u

(X,.7, (1))

Definicije poluizracunljivog i izracunljivog skupa ne ovise o izboru niza ([]) jen.

Ako je (X,d, o) izraCunljiv metricki prostor, onda je (X, .9, (I;)) izracunljiv topoloski pros-
tor, gdje je .7, topologija inducirana metrikom d, a (I;) niz definiran s (1.1) (vidjeti [14]). Jasno
je da je S izraCunljivo prebrojiv/poluizraunljiv/izracunljiv u (X,d, &) ako i samo ako je S izra-

¢unljivo prebrojiv/poluizraunljiv/izraunljiv u (X, 7, (I;)).

12



Osnovni pojmovi Izracunljiv topoloSki prostor

Definicija 1.3.7. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor. Za x € X kazemo da je
izracunljiva tocka u (X, .7, (I;)) ako je skup

{i eN | X e Ii}
izracunljivo prebrojiv u N.

Takoder, x je izracunljiva tocka u (X,d, o¢) ako i samo ako je izra¢unljiva u (X, 7, (I;)).

Dokazi sljedecih tvrdnji, koje éemo Cesto koristiti u disertaciji, mogu se pronaci u [14].

Teorem 1.3.8. Neka je (X,.7,(l;)) izraCunljiv topoloski prostor. Tada postoje izraunljivo

prebrojivi podskupovi €, 2 C N takvi da vrijedi sljedede:
1. akosui,j € Ntakvidaje (i,j) € ¢, ondaje J; C J;;
2. akosu i, j € Ntakvidaje (i,j) € Z,ondaje J;NJ; =0;

3. ako je .7 konacna familija nepraznih kompaktnih skupova u (X,.7) i A C N konacan

podskup od N, onda za svaki K € .# postoji ix € N takav da vrijedi sljedece:

(1) KCJis
(ii) akosu K,L € .# takvidaje KNL =0, ondaje (ix,ir) € Z;

(iii) akosua € Ai K € . takvida je K C J,, onda je (iy,a) € €.

Propozicija 1.3.9. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka je S C X poluizra-
¢unljiv skup u (X, .7, (I;)).

(i) Akojem € N, onda je S\ J,; poluizracunljiv skup u (X, .7, (I;)).

(ii) Ako je k € N,k > 1, onda je skup {(ji,...,jx) € N*| S C J; U---UJ,} izratunljivo

prebrojiv u N,
Dokaz sljedece propozicije moze se pronaciu [11].

Propozicija 1.3.10. Neka je (X, .7, (1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su xo, ..., x, € X.

Tada vrijedi sljedece:
X0, - - - ,Xp U izracunljive tocke <= {xo,...,x,} je poluizracunljiv skup

<~ {xo,...,x,} je izraCunljiv skup.

13
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Ako je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor, topoloski prostor (X,.7) opCenito nije
metrizabilan [14]. Medutim, ako je S kompaktan skup u (X,.7), onda je S, kao potprostor
od (X, ), kompaktan Hausdorffov 2 — prebrojiv prostor, $to implicira da je S normalan i 2 —
prebrojiv pa je onda i metrizabilan. Ovu Cinjenicu ¢emo Cesto koristiti u dokazima koji slijede.

U cilju postizanja svojevrsne klasifikacija topoloskih prostora, rezultate do kojih dolazimo

uglavnom ¢emo iskazivati koristeéi terminologiju izracunljivog tipa.

Definicija 1.3.11. Neka je A topoloski prostor. Kazemo da A ima izracunljiv tip ako za svaki
izraCunljiv topoloski prostor (X,.7, (I;)) i svaki poluizraunljiv skup S u (X, .7, (I;)) koji je

homeomorfan A, vrijedi da je S izracunljiv.

Definicija 1.3.12. Neka su A i B topoloski prostori takvi da je B C A, to jest da je (A,B)
topoloski par. Kazemo da (A, B) ima izracunljiv tip ako za svaki izracunljiv topoloski prostor
(X,7,(I;)) i sve poluizraCunljive skupove Si T u (X,.7,(1;)) za koje postoji homeomorfizam

f:A— Stakav daje f(B) =T, vrijedi da je S izraCunljiv.
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1.4. LANCASTII CIRKULARNO LANCASTI

KONTINUUMI

Definicija 1.4.1. Neka je X skup i neka je € = (C,...,Cy) konacan niz podskupova od X.

Za ¢ kazemo da je lanac u X ako vrijedi
CGNCi=0 << 1< li — Jj|

zasvei,j€{0,...,m}.

Ako za sve i, j € {0,...,m} vrijedi
CNCj=0 <— 1< li—j| < m,

onda za ¢ kazemo da je cirkularni lanac u X.

Slika 1.1: Lanac.

Slika 1.2: Cirkularni lanac.

Skupove Cy,...,Cy, (cirkularnog) lanca %" nazivat ¢emo karikama.
Cesto ¢emo, zbog jednostavnije notacije, ispustati zagrade pri oznalavanju (cirkularnih)

lanaca, to jest pisat c¢emo Cy, . ..,C,, umjesto (Cp,...,Cp).

Definicija 1.4.2. Neka je X skup, A C X ia,b € A. Kazemo da niz (Cy,...,C,) pokriva A ako

jeAC CoU---UCy, to jest da pokriva A od a do b ako je joSa € Cyib € Cy,.

Definicija 1.4.3. Neka je (X,d) metri¢ki prostor. (Cirkularni) lanac Cy,...,C,, nazivamo € —
(cirkularnim) lanacem, za neki € > 0, ako je diamC; < € za svaki i € {0,...,m}, a otvorenim

(cirkularnim) lancem ako je svaki C; otvoren u (X,d).
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Analogno definiramo kompaktni (cirkularni) lanac.

Prisjetimo se da svaki povezani i kompaktni metricki prostor nazivamo kontinuumom.

Definicija 1.4.4. Neka je (X,d) kontinuum. KaZzemo da je (X,d) (cirkularno) lancast ako za

svaki € > 0 postoji otvoreni € — (cirkularni) lanac Cy, ...,C,, u (X,d) koji pokriva X.

Definicija 1.4.5. Neka je (X,d) kontinuum i a,b € X. Kazemo da je (X,d) lancast od a do b

ako za svaki € > 0 postoji otvoreni € — lanac Cy, ...,Cy, u (X,d) koji pokriva X od a do b.
Dokazi sljede¢ih propozicija mogu se pronaci u [13].

Propozicija 1.4.6. Neka je (X,d) kontinuum i neka su a,b € X. Tada je (X,d) lancast od a do

b ako i samo ako za svaki € > 0 postoji kompaktni € — lanac u (X,d) koji pokriva X od a do b.

Propozicija 1.4.7. Neka je (X,d) kontinuum. Tada je (X,d) (cirkularno) lanCast ako i samo

ako za svaki € > 0 postoji kompaktni € — (cirkularni) lanac u (X, d) koji pokriva X.

Sli¢no definiramo otvoreni, to jest kompaktni (cirkularni) lanac u topoloSkom prostoru.
Prvo, topoloski prostor (X,.7) koji je Hausdorffov, povezan i kompaktan nazivamo kontinu-
umom.

Za familije skupova .o/ i 4 kazemo da <7 profinjuje 4 ako za svaki A € .o/ postoji B € A
takav daje A C B.

Definicija 1.4.8. Za kontinuum (X,.7") kazemo da je (cirkularno) lancast ako za svaki otvo-
reni pokriva¢ % od (X,.7") postoji otvoreni (cirkularni) lanac Cy, . ..,Cp, u (X, .7) koji pokriva
X i za koji {Cy,...,Cy} profinjuje % .

Definicija 1.4.9. Za kontinuum (X,.7) kaZemo da je lancast od a do b ako za svaki otvoreni
pokriva¢ % od (X, .7) postoji otvoreni lanac Cy, .. .,Cp, u (X, .7) koji pokriva X od a do b i za
koji {Co,...,Cy} profinjuje % .

Vrijedi da je metric¢ki prostor (X,d) (cirkularno) lancasti kontinuum ako i samo ako je to-
poloski prostor (X,.7;) (cirkularno) lancasti kontinuum. Takoder, kontinuum (X,d) je lancast

od a do b ako i samo ako je kontinuum (X, .7;) lanCast od a to b. Vise u [29].

Napomena 1.4.10. Neka su X i Y topoloski prostori i neka je f : X — Y homeomorfizam.
Lako se pokaze da je X (cirkularno) lancasti kontinuum ako i samo ako je Y (cirkularno) lancasti
kontinuum. Nadalje, za a,b € X, kontinuum X je lancast od a do b ako i samo ako je kontinuum

Y lancast od f(a) do f(b).
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Primjer 1.4.11. Po Propoziciji 1.4.6 prostor [0, 1] (s euklidskom metrikom) je kontinuum koji
je lanCast od 0 do 1. Stoga je [0, 1] s euklidskom topologijom kontinuum koji je lancast od
0 do 1. Sliéno, jedini¢na kruznica S' u R? je cirkularno lan&asti kontinuum, ali nije lan¢ast

(vidjeti [4]).

Svaki topoloski prostor homeomorfan prostoru [0, 1] nazivamo lukom. Ako je A luk i f :
[0,1] — A homeomorfizam, kaZzemo da su f(0) i f(1) krajnje tocke od A (ova definicija ne
ovisi o izboru funkcije f). Po Primjeru 1.4.11 i Napomeni 1.4.10 zakljuc¢imo sljedece: ako je A
luk s krajnjim to¢kama a 1 b, onda je A lanCast od a do b.

Topoloski prostor homeomorfan prostoru S' nazivamo topoloskom kruZnicom. Po Pri-
mjeru 1.4.11 i Napomeni 1.4.10, svaka je topoloSka kruZznica cirkularno lancasti kontinuum

koji nije lanCast.
Primjer 1.4.12. Neka je
|
K= ({0} x[-1,1))U {(x,sm—) |0<x< 1}
X

inekasua=(0,—1),b=(1,sinl). Poznato je da je kontinuum K lancast od a do b. Medutim,
K nije luk s obzirom na to da nije lokalno povezan.

Dalje, ozna¢imo
W =KU({0} x [-2,—1])U([0,1] x {=2})U ({1} x [-2,sin1]).

Prostor W nazivamo VarSavskom KkruzZnicom. To je cirklarno lancasti kontinuum koji nije

lancast, a budu¢i da nije lokalno povezan, nije ni topoloska kruZznica.
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2. PROSTORI DOBIVENI LIJEPLJENJEM

LUKOVA

U ovom poglavlju dokazujemo da je poluizracunljiv skup 7" u izracunljivom topoloSkom pros-
toru, a koji se sastoji od kona¢no mnogo (cirkularno) lan¢astih kontinuma K, ..., K, i izraCun-
ljivog skup S (uz neke dodatne uvjete), ujedno i izraCunljiv. Da bismo dokazali taj rezultat, prvo
¢emo obrazloZiti slucaj kada je istaknuti K; lancasti, a zatim cirkularno lancasti kontinuum. Na
kraju poglavlja, rezultat primjenjen na lukove (i topoloske kruZnice) iskazujemo koristeci termi-

nologiju adjunkcijskih prostora koja ¢e opravdati naslov poglavlja i pribliZiti rezultat Citatelju.

2.1. SLUCAJ LANCASTOG KONTINUUMA
Sljedeci rezultat dokazan je u [29]:

Teorem 2.1.1. Neka je (X,.7,(1;)) izracunljiv topoloski prostor i neka je K poluizracunljiv
skup u (X, .7, (I;)) koji je, kao potprostor od (X, .7), kontinuum koji je lancast od a do b, gdje

su a i b izraunljive tocke. Tada je K izracunljiv skup u (X,.7, (I;)).

Primjetimo da je po Propoziciji 1.3.10 uvjet da su tocke a i b izraCunljive ekvivalentan
uvjetu da je skup {a,b} poluizraunljiv. Jasno je, onda, da je rezultat koji sada dokazujemo (za

a # b) generalizacija prethodnog teorema (stavimo S = {a,b} i L = 0).

Propozicija 2.1.2. Nekaje (X, .7, (1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka je K, kao potprostor
od (X,.7), kontinuum koji je lanCast od a do b, a,b € X, a # b. Neka je S C X takav da je
SNK ={a,b} ineka je L C X kompaktan skup u (X,.7) takav da je LNK C {a,b} (vidjeti
Sliku 2.1). Ako su Si SULUK poluizracunljivi skupovi u (X, .7, (I;)), onda je K izraCunljivo
prebrojiv skup u (X, .7, (I;)).
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Dokaz. S obzirom na to da je K kompaktan pa onda i metrizabilan, neka d oznaCava metriku
na K koja inducira danu topologiju na K (to jest relativnu topologiju na K u (X,.7)). Sada je
kontinuum (K, d) lanast od a do b.

Bududi da je X Hausdorffov, postoje U,, U, € 7 takvidajea € U,, b € Uy i U, NU, = 0.

—

Slika 2.1: SULUK: sivi skup je S, unija ravnih linija je L, a luk Cije krajnje tocke leze u S je K.

Pretpostavimo prvo da je (SUL) \ (U, UUy) # 0. Skupovi K i (SUL) \ (U, UUy) su ocito
disjunktni i kompaktni u (X,.7"). Disjunktni su jer je KN (SUL) = {a,b}ia,b ¢ (SUL)\ (U, U
Up),a (SUL)\ (U,UUp) je kompaktan u (X,.7) jer je zatvoren i sadrzZan u kompaktnom skupu
SUL.

Po Teoremu 1.3.8 postoji 1t € N takav da vrijedi
(SUL)\ (U, uU,) CJy i KNJy=0. (2.1)

Oznac¢imo sada

§'=(SULUK)\ Jy.

Iz (2.1) zakljucujemo da je (SUL) \ J, C U,UUj, pa je
S = (S\Ju)U(L\Jy) UK =AUBUL, UL, UK,

gdjeje A= (S\Ju)NUy B=(S\Ju)NUp, Ly = (L\Jy) NUqaiLy = (L\Jy) NUp. Iz Propozicije
1.3.9 slijedi da je S’ poluizracunljiv u (X,.7, (I;)), a lako se pokaZe i da su A i B poluizra¢unljivi
u (X,7,(I;)). Naime, jasno je da su A i B otvoreni u S\ Jy, a jer je S\ J, =AUB, oni su i
zatvoreni u S\ J,. Bududi da je S\ J, kompaktan u (X,.7), A i B su takoder kompaktni u
(X,.7) pa onda postoje &, B € N takvi da vrijedi

ACJa, BCUg i JaNJp=0.

Sada je A = (S\Ju)\Jg i B = (S\Ju)\Jo iz Cega slijedi da su A i B poluizraCunljivi u
(X,7,(I;)). Sli¢no zaklju¢ujemo da su L; i Ly kompaktni u (X,.7).
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Dakle, dosad smo pokazali da je S’ poluizracunljiv u (X, .7, (I;)) i da vrijedi
S'=AUBUL|UL, UK,

gdje su A i B poluizraunljivi u (X,.7,(l;)), a Ly i L, kompaktni u (X,.7) i takvi da je (AU
Li)N(BULy)=0iacA, b e B (prisjetimo se (2.1) i da a,b € K implicira a,b ¢ J,).

Isto zakljuCujemo i pretpostavimo li da je (SUL) \ (U, UU,) = 0. Naime, ozna¢imo li tada
S'=SULUK,

dobijamo da je

S'=AUBUL,UL, UK,

gdjesuA =SNU, i B=SNUp poluizracunljivi, a L} = LNU, i L, = LN U}, kompaktni skupovi
zakoje je (AUL)N(BULy) =0ia€ A, beB.

Neka su sada ¢, 2 C N? iz Teorema 1.3.8 i neka je f : N — N bilo koja izratunljiva funkcija
takva da je I; = Jy(;) za svaki i € N.

Neka je i € N takav da je ; N K # 0. Tvrdimo da postoji x € ; N K, x # a,b. Naime,
pretpostavimo li suprotno, to jest da je ;K C {a,b}, onda je [; N K konacan pa i zatvoren u K.
Takoder, I; N K je otvoren u K, iz ¢ega, s obzirom na to da je K povezan, slijedi da je ;N K =K.
Bududi da je K konacan i Hausdorffov, diskretan je, Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je
povezan i da je card(K) > 2.

Dakle, postoji x € I; N (K \ {a,b}). Neka je r € R takav da vrijedi

0 < r <min{d(a,x),d(b,x)}

B(x,r)QI,-ﬂKQIi:Jf(,-). 2.2)

S obzirom na to da je kontinuum (K,d) lancast od a do b, postoji kompaktan r — lanac
Ko, ...,K, u (K,d) koji pokriva K i takav da je a € Ky i b € K,,.
Neka je p € {0,...,n} takav da je x € K,,. 1z (2.2) i ¢injenice da je diam K, < r, slijedi da je
K, C I, to jest
Ky CJpiy- (2.3)

Primjetimo da je p # 0, n, jer je r < d(x,a),d(x,b).

Oznac¢imo sada
F=AULUKyU---UK,_; i G=BULyUK,4U---UK,
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1 primjetimo da je
S'=FUK,UG. (2.4)

Tvrdimo da su skupovi F 1 G disjunktni. Naime, jasno je da su skupovi A i B disjunktni,
asobziromnatodajeACS,ACU,iSNK = {a,b}, imamo da je ANK C {a}. Medutim,
a¢ Kj, zasvaki j€ {p+1,...,n},jerjea c Ko, p+1>2,aKy,...,K, je lanac pa je onda
ANKyy1=0,...,ANK, =0. Slicno je BNKy =---=BNK, 1 =0. Otprije znamo da je
(AUL;)N(BULy) =0, a zbog definicije lanca je (KoU---UK,_1) N (Kpp1U---UK,) = 0.
Dakle, FNG = 0.

Sada, s obzirom na to da su F, K, i G kompaktni u (X,.7), F i G disjunktni i da vrijedi
(2.3), po Teoremu 1.3.8 zakljuCujemo da postoje u,v,w € N takvidaje F C J,, K, C J,, G C J,,,
(u,w) € Zi (v, f(i)) € €. 1z (2.4) slijedi da je ' C J,UJ, UJ,, a iz definicija skupova F i G
dajeACJ,iBCJ,.

Dakle, ako je i € N takav da je I; N K # 0, onda postoje u,v,w € N takvi da je

(1) §' CJ,UJUly;
(2) ACJy;

(3) BC Ju;

) (u,w) € Z;

5) (v /(i) €€.

Neka je sada Q skup svih (i,u,v,w) € N* za koje vrijedi (1) — (5). Pokazali smo da ako je
i € N takav da je ;N K # 0, onda postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q.

S druge strane, neka je i € N takav da postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q. Tvrdimo
da je I; N K # 0. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je /; VK = (. S obzirom na to da je J, C I;
po (5), slijedi da je J, N K = @, a bududi da zbog (1) vrijedi K C J, UJ, UJ,,, zakljuCujemo da je
K CJ,UlJ,,. Vrijediae J,1b € J,, zato Sto je A C J,, i B C J,,,. Dakle, skupovi J, i J,, su otvoreni
u (X,.7), disjunktni su, unija im sadrzi K i svaki od njih sije¢e K. Prema tome, zakljucujemo
da K nije povezan §to je neistina pa smo time pokazali da /; sijece K.

Dakle, vrijedi:

I;N K # 0 ako i samo postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q. (2.5)
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Definirajmo sada skupove:

i,u,v,w) €N*|S' CJ,UJ,UJ,};

iu,y,w) e N* A C T}

{
{
{
{

i,u,v,w) € N* | (u,w) € 2};

(i )
(i )
(i,u,v,w) EN*[BC Jy};
(i )
( )

= {(i,u,v,w) e N*| (v, f(i)) € €}.

Jasno je da je Q = Q;NQ; NQ3N Q4 N Q5. Bududi da je S’ poluizracunljiv, po Propoziciji 1.3.9
zakljuujemo da je

Q1 = {(u,v,w) eN* | &' CJ,UJ,UJ,}
izratunljivo prebrojiv u N3. Neka je 7 : N* — N funkcija dana sa I = (I5,15,1}), gdje je
I :N" — N,n € Nym € Nym < n, projekcija na m—tu koordinatu. S obzirom na to da je /

izraCunljiva funkcija, a

Q= {(i,u,v,w) eN*| 8" CJ,UJ, UL}
= {(i,u,v,w) € N*| (u,v,w) € Q;}
= {(i,u,v,w) € N* | I(i,u,v,w) € Q;}

@),

zakljuéujemo da je © izratunljivo prebrojiv u N* (kao praslika izra¢unljivo prebrojivog skupa
po izraunljivoj funkciji). Analogno zaklju¢ujemo da su Q5 i Q3 izratunljivo prebrojivi u N*.
Nadalje, s obzirom na to da su € i & izracunljivo prebrojivi u N2, skupovi Q4 i Qs su takoder
izradunljivo prebrojivi u N* (do ¢ega dolazimo razmatranjem analognim prethodnom). Dakle,
Q je izraCunljivo prebrojiv kao konacan presjek izracunljivo prebrojivih skupova. Napokon, iz
(2.5) po Teoremu 1.1.1 slijedi da je skup {i € N | ;N K # 0} izracunljivo prebrojiv u N, to jest

da je K izraCunljivo prebrojiv skup u (X, .7, (I;)), ¢ime je dokaz zavrSen. [ |
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2.2. SLUCAJ CIRKULARNO LANCASTOG

KONTINUUMA

Neka je (X,.7,(I;)) izracunljiv topoloski prostor i neka su ¢’ i & iz Teorema 1.3.8.

Definicija 2.2.1. Za konacan niz 7 = (J(l) ’J(l)i)’ [ € N, kazemo da je formalni cirku-

00"

larni lanac ako
zasvei,j€{0,...,0} takve daje 1 < |i— j| <, vrijedi ((1);,(1);) € 2. (2.6)

Primjetimo da je biti formalni cirkularni lanac ustvari svojstvo broja [, a ne niza .77]. Pre-
ciznije bi bilo reéi da [ definira formalni cirkularni lanac 7€ = (J(I)O, . ’J(l)i) ako vrijedi (2.6).
Naime, moZe se dogoditi da je za neke [,/” € N ispunjeno 54 = ., pri Cemu [ predstavlja
formalni cirkularni lanac, a [’ ne predstavlja, to jest pri Cemu je .77 formalni cirkularni lanac, a
) nije.

Sljedece ¢emo propozicije Cesto koristiti pri dokazivanju svojstva izracunljive prebrojivosti

skupova.
Propozicija 2.2.2. Neka je (X,.7, (I;)) izraCunljiv topoloski prostor. Skup
{l € N| 74 je formalni cirkularni lanac}
je izracunljivo prebrojiv u N.
Dokaz. Neka su € 1 Z iz Teorema 1.3.8. Oznacimo
Q = {l € N | .74 je formalni cirkularni lanac}.

Zal € N vrijedi
l € Q <= J7 je formalni cirkularni lanac
= ((Di,(1);) € Zzai,je{0,....I1},1 <|i—j| <l
— P()C P
gdje je ®: N — 2(N?), &) = {(()i,(1);) | i,j € {0,...,I},1 < |i— j| < I},] € N. Dalje,

definirajmo funkciju ¥ : N — 2(N*) s W(I) = {(L,i,) | i,j <1,1 < |i— j| < 1},] € N i funkciju
fiN3 = N2s £(1,i,j) = ()i, (1)), (1,i, j) € N°. S obzirom na to da su koordinatne funkcije

24



Prostori dobiveni lijepljenjem lukova Slucaj cirkularno lancastog kontinuuma

od f izraCunljive, f je izradunljiva. Takoder, jasno je da je ¥ rekurzivan skup idaje ¢ : N —
N, ¢(l) = max{l,1},I € N, izradunljiva pa je funkcija W izracunljiva. S obzirom na to da je
® = (W), po Propoziciji 1.1.9 je i ® izraCunljiva. Napokon, Q je izra¢unljivo prebrojiv u N po
Propoziciji 1.1.10. |

Propozicija 2.2.3. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i S C X poluizradunljiv
skupu (X,.7,(l;)). Tada je
{(LLu) eN*| S C | JA U}

izralunljivo prebrojiv u N2,
Dokaz. Prvo primjetimo da je

U%U]u :J(l)OU"'UJ(l)iu‘]u =

i€[(1)o] €[] i€y (2.7)

= U I.

i€[(2)o]u--VI(D)Vu]
Nekaje A:N— Z(N), A(l) = [(I)o]U---U[(I);], € N. Prvo ¢emo pokazati da je A izraCunljiva
funkcija. U tu svrhu, neka su ¥ : N> — 2(N),¥(i,]) = [(I);], (i,]) e N?>i ®: N — 2(N?),
®(1) = {0,...,1} x {I},1 € N, funkcije. Po Propozicijama 1.1.8 i 1.1.11, jasno je da su ¥ i &
izracunljive. Sada je

A= | Y0,

yed(l)
I € N, pa je po Propoziciji 1.1.12 i A izratunljiva. Definirajmo sada I : N> — 2 (N), I'(1,u) =
A(D)U[u], (1,u) € N?. Vrijedi

(1) = A Ulu] = A (1) U [ (1)
pa je po Propozicijama 1.1.6 1 1.1.8, I" izracunljiva funkcija. Nadalje, po Propoziciji 1.1.13

ostoji izratunljiva funkcija & : N2 — N takva da je T'(l,u) = [E(l,u)] za svaki (I,u) € N? pa
postoj j j j ; , , p

onda iz (2.7) zakljuCujemo da je

Usun= U = U L=V
iel(1u) i€[&(1u)])

Sada je
{(lu) eN*[SCJAMULY = {(lu) e N* | S CJe (1}
=& '({jeN[sCT})
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izratunljivo prebrojiv u N? kao praslika izratunljivo prebrojivog skupa po izra¢unljivoj funkciji.

Lema 2.2.4. Neka je (K,d) neprazan povezan metricki prostor i € > 0 proizvoljan. Ako pos-
toje otvoreni skupovi Cp,...,Cp u (K,d) koji pokrivaju K takvi da je diamC; < € za svaki
j€{0,...,m} izakoje vrijedi C;NC; =0 zasve i, j € {0,...,m} takve da je |i — j| > 1, onda

postoji otvoreni € — lanac u (K, d) koji pokriva K.

Dokaz. Neka je
v=min{i €{0,...,m} | C; # 0}

w=max{i € {0,...,m} | C; # 0}.

Jasno je da su brojevi v i w dobro definirani

Konacan niz Cy,...,C,, oCito pokriva K. Tvrdimo da je C,,...,C,, traZeni lanac. Dovoljno
je dokazati daje C;NCiyy # 0 zasvakii € {v,...,.w—1}.

Pretpostavimo da je C;NCj;1 =0 zanekii € {v,...,w—1}. Ozna¢imo U =C,U---UC;_
iV=Ci1U---UC,. OCito je da su U iV otvoreni i disjunktni skupovi u (K,d), a s obzirom
natodaje K=C,U---UCy, vrijedi K=UUV iU #0,V #0 (erjeC,#01iC, #0 po
definiciji od v i w). Dakle, (U,V) je separacija od (K,d), §to je u kontradikciji s povezano$cu

od K. Prema tome, Cy,...,C,, je otvoreni € — lanac u (K,d) koji pokriva K. |

Sljedeci rezultat dokazan je u [29]:

Teorem 2.2.5. Neka je (X,.7,(I;)) izracunljiv topoloski prostor i neka je K poluizraCunljiv
skup u (X, .7, (1)) koji je, kao potprostor od (X,.7), cirkularno lancasti kontinuum koji nije

lancast. Tada je K izracunljiv skup u (X, .7, (I;)).
Sada dajemo rezultat slican Propoziciji 2.1.2.

Propozicija 2.2.6. Nekaje (X, .7, (1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka je K, kao potprostor
od (X, .7), kontinuum koji je cirkularno lancast, ali nije lancast i neka je a € X. Nekaje S C X
takav da je SNK = {a} i neka je L C X kompaktan skup u (X,.7) takav da je LNK C {a}
(vidjeti Sliku 2.2). Ako su S i SULUK poluizracunljivi skupovi u (X,.7,(I;)), onda je K
izraCunljivo prebrojiv u (X, 7, (I;)).
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L)

Slika 2.2: SULUK: sivi skup je S, unija ravnih linija je L, a kruZnica iznad § je K.

Dokaz. Prvo primjetimo da je card K > 2 s obzirom na to da K nije lancast.
Sli¢no kao i ranije, ozna¢imo s d metriku na K koja inducira relativnu topologiju na K u
(X,.7). Sada je (K,d) cirkularno lancasti kontinuum koji nije lancast.
Neka je
§'=SULUK. (2.8)

Po pretpostavci propozicije, jasno je da su 8’ i S poluizracunljivi u (X,.7,(I;)) i da je L kom-
paktanu (X,.7). OCitojea € S i
(SUL)NK = {a}. (2.9
S obzirom na to da (K,d) nije lancast, postoji & > 0 za kojeg nema otvorenog & — lanca u
(K,d) koji pokriva K. Bududi da je K kompaktan i da za sve z € Ki € > 0 postoji j € N takav
daje z € Jjidiam(J; N K) < €, postoje ao, . .., a, € N takvi da vrijedi

m
KC|JJa
i=0

diam(J,, NK) < ? (2.10)

zasvakii € {0,...,m}. Nekaje A > 0 Lebesgueov broj otvorenog pokrivaca
{JoyNK,...,Jg, NK} (2.11)

kompaktnog metrickog prostora (K,d).
Bududi da je SUL kompaktan u (X,.7), postoji o € N takav da vrijedi

&
< —.

SULCJy i diam(JgNK) 3

(2.12)

Naime, neka je r € R takav da je 0 < r < 2. Skupovi SUL i K\ B(a,r) su o€ito kompaktni u

(X,.7) ipo (2.9) disjunktni pa zato postoji & € N takav da je
SULCJy i (K\B(a,r))NJg=0.
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Iz toga slijedi da je Jo N K C B(a,r) pa je onda diam(Jg NK) < 2r < 2.

Neka su sada ¢ 1 & kao u Teoremu 1.3.8 i neka je f : N — N bilo koja izracunljiva funkcija
takva da je I; = Jy(;) za svaki i € N.

Pretpostavimo da je i € N takav da je ;N K # 0. Tada postoji x € ;N K, x # a. Naime, u
suprotnom bismo imali da je I; N K = {a} $to bi povlacilo da je {a} otvoren skup u K, a to je
nemoguce jer je {a} zatvoren, K je povezan i card(K) > 2.

Neka je r € R takav da je

0<r< min{%d(a,x),/l}

B(x,r)gliﬂl(gli:]f(i). (2.13)

Sada, jer je (K,d) cirkularno lancasti kontinuum, postoji kompaktan r — cirkularni lanac
Ko, ...,K, u (K,d) koji pokriva K. Za svaki [ € {1,...,n} konacan niz K}, ...,K,,Kop,...,K;_|
je takoder r — cirkularni lanac koji pokriva K pa moZemo pretpostaviti da je a € Ky. Takoder,
bez smanjenja opcenitosti, moZemo pretpostaviti da a ¢ K; za svaki j # 0. Uistinu, a ¢ K; za
svaki j € {2,...,n— 1} pa cirkularni lanac Ky, ..., K, moZemo zamijeniti cirkularnim lancem
K,UKyUK],K>,...,K,_1 (koji je r — cirkularni lanac ako je Ky, ...,K, % — cirkularni lanac).

Neka je p € {0,...,n} takav da je x € K),. 1z (2.13) i nejednakosti diam K, < r slijedi da je
K, CLi=Jgg). (2.14)

Jasno je da je p # 0, s obzirom na to da je r < d(x,a).

Zasvaki j € {0,...,n} je diamK; < A pa onda postoji k; € {0,...,m} takav da je
K C U, (2.15)

(prisjetimo se da je A Lebesgueov broj otvorenog pokrivaca iz (2.11)).

Bududi da vrijedi a ¢ K za svaki j € {1,...,n},iz (2.9) slijedi da je
(SUL)NK; = 0.

Takoder, za sve j, ;' € {0,...,n} takve daje 1 < |j— j'| <n vrijedi K;N K = 0. Koriste¢i jos
(2.12), (2.14), (2.15) 1 Teorem 1.3.8 zakljuCujemo da postoje u, ..., u,,u € N takvi da je

K; CJy; zasve j€10,...,n};
SULCJy,;
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(uj,up) € P zasve j,j €{0,...,n} takve daje 1 < |j— j'| <n;
(u,uj) € Z zasve je{l,...,n};

(up, f(i)) € €i (u,@) € €;

(uj,ar;) € € zasve j € {0,...,n}.

12 (2.8) je ' =SULUUj_oK; pajeonda S CJ,UJy,U---Uly,.
Neka je [ € N takav da je ((1)o,...,(l);) = (uo,...,u,). Tada vrijedi sljedece:

(D) S"CUHAUI;

(2) SCJus

(3) 74 je formalni cirkularni lanac;

) (u,(l);) € Z zasvaki j € {1,...,1}

(5) 1<p<li((l)pf(D)) €

©) (u,a) €C;

(7) zasvaki j € {0,...,1} postoji j' € {0,...,m} takav daje ((I);,a,;) € €.

Neka je Q skup svih (i,/,u, p) € N* takvih da vrijedi (1) — (7). Pokazali smo sljedeée: ako
je i € N takav da je I; N K # 0, onda postoje [, u, p € N takvi da je (i,/,u,p) € Q.

Obratno, pretpostavimo da je i € N takav da postoje /,u, p € N za koje je (i,/,u,p) € Q, to
jest za koje vrijede tvrdnje (1) — (7). Tvrdimo da je ; N K # 0.

Pretpostavimo suprotno, to jest da je ; N K = 0. Onda je J;;) NK = 0, a zbog (5) je Jny, €
Jy(i) Sto povlaci da je Ji;y, NK = 0. Iz (1) zakljuCujemo da je K C U4 UJ,, tocnije

KQJ(I)OU-“UJ(I) UJ(l)p+1 U"'UJ([)TUJIM

p—1
to jest

KQJ(Z) U"'UJ(Z)ZU(J(I)OUJM)UJ(Z)l"'UJ(I)

p+1

Dakle, K se moze prikazati kao unija sljede¢ih skupova:

J(l)pHﬂK,...,J(Z)TQK,(J(I)OQK)U(JuﬂK),J(l)lﬁK,...,J(l) NK. (2.16)
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Neka je M unija sljedecih skupova:

J(z),,+1ﬂK,'~~,J(z)7ﬂK,J(z)0ﬂK7J(z)lﬂK,m,J(z) NK. (2.17)

p—1
Zbog (6) je J, C Jg, tojest J,NK C Jo NK Sto zajedno s (2.12) daje
. &
diam(J, NK) < 3 (2.18)
Sli¢no, koristeci (7) 1 (2.10), zaklju¢ujemo da je

diam(J(l)j ﬂK) < %

(2.19)
za svaki j € {0,...,1}.

Sada ¢emo pokazati da je

(Jio NK) N (JuNK) #0. (2.20)

Inace, ako su J, N K i J;), N K disjunktni, onda je J, N K disjunktan sa svakim od skupova iz
(2.17) (slijedi iz (4)) pa su onda J, N K 1 M disjunktni. Iz definicije skupa M imamo da je
K =MU (J,NK) $to znaci da je (M,J, NK) separacija od K: M i J,NK su o€ito otvoreni u K,
J,NK je neprazan jer je a € J, po (2) i M je neprazan jer bi suprotno povlaciloda je K =J,NK
iz Cega bi, koristeci (2.18), mogli zakljuciti da postoji (trivijalni) otvoreni & — lanac u K koji
pokriva K Sto je nemoguce zbog izbora od &.

Prema tome, (2.20) vrijedi pa koriste¢i joS (2.18) 1 (2.19) zakljucujemo da je

diam ((J;y, NK)U (J,NK)) < ?+% < &. (2.21)

Promotrimo sada konacan niz skupova iz (2.16). Zbog (3) i (4) je jasno da su skupovi koji nisu
susjedi disjunktni. Svi skupovi su otvoreni u K i dijametri su im, po (2.19) 1 (2.21), strogo manji
od g&. Zato po Lemi 2.2.4 postoji otvoreni & — lanac u (K,d) koji pokriva K, §to je nemoguée
zbog izbora broja &y pa je ;N K # 0.

Dakle, pokazali smo sljedece:

I;,NK #0 < postoje L,u, p € N takvi da je (i,l,u, p) € Q. (2.22)
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Definirajmo sada skupove:

Q= {(i,l,u,p) eN* | S C| JA4UIL};

Qo = {(i,L,u,p) EN* | S C L}

= {(i,l,u, p) € N* | /4 je formalni cirkularni lanac};

= {(i,L,u,p) eN* [ (Vj € {1,....1})(u, (1);) € Z};

Qs ={(i,L,u,p) eN* |1 < p <1, ((1),, f(i)) €}

Q6 = {(i,l,u,p) €N* | (u, @) € 6'};

= {(i,L,u,p) e N* [ (Vj € {0,....1}) (3] € {0,...,m})((1),ay) € €}.

Jasno je daje Q =Q NQNAQA3N QL NAQs NQg N Q7. Skup Q, je izracunljivo prebrojiv u
N* zato $to je S poluizradunljiv u (X,.7,(I;)). Koristeéi tehnike iz Propozicije 2.1.2 i Propo-
zicije 2.2.2 i 2.2.3, zaklju¢ujemo da su Q; i Q3 izracunljivo prebrojivi u N*. Takoder, i Q¢ je
izratunljivo prebrojiv u N4,

Definirajmo sada
Q= {(Lu) eN*| (Vje{l,....I})(u(]);) € Z}.

Neka su g : N° — N? i ¥ : N2 — 2(N?) funkcije dane sa g(l,u,j) = (u,(1);)), (,u,j) € N
iW(Lu)={(l,u,j) eN3|1<j<I}, (I,u) € N°. S obzirom na to da su one izratunljive, i
funkcija g(¥) : N> — 2(N?),

g(W)(lu) = g(W(l,u)) =
g{lu j) eN*[1<j<T})=
{(w,();) eN? 1< j<},

(I,u) € N?, je po Propoziciji 1.1.9 izra¢unljiva. Buduéi da vrijedi

Q={(lu) eN*| (Vje{l,....[})(u,(1);) € 7} =
= {(l,u) e N* | g(¥)(L,u) € 7},

skup Q4 je po Propoziciji 1.1.10 izra¢unljivo prebrojiv u N2. Sada, kao u dokazu Propozicije

2.1.2, zakljuCujemo da je i Q4 izratunljivo prebrojiv u N*. Dalje, neka je

Qs ={(i,1,p) eN* [ 1 < p <L, (1), (i) € €}
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Funkcija h: N* — N2, h(i,1, p) = (1), f(i)), (i,1, p) € N? je izratunljiva i vrijedi

Qs ={(i,l,p) eN* [ 1< p <L, (D), f(i)) €€} =
={(i,.,p) eN’ [ 1 < p <1} {(i,1,p) EN* | (1), f(i)) €€} =
={(i,,p) eN’ [1<p<T}nh~ (%)

pa koriste¢i Propoziciju 1.1.6 zaklju¢emo da je Qs izradunljivo prebrojiv u N° pa je onda i Qs

izratunljivo prebrojiv u N*. Napokon, definirajmo

Q= {leN|(Vje{0,....1)3] €{0,....m})((1)j,ay) €C} =
={leN|(Vje{0,....,I1})(Fk e A)((]);,k) € €}

gdje je A = {ao, . ..,an} konacan u N pa onda i izracunljiv. Definirajmo sada
T ={(j,1,k) €N’ [ ((1),k) € €'}
Jasno je da je T izracunljivo prebrojiv skup u N3. Dalje, definirajmo
S={(j,))eN?| (GkeN)(k€ AN (j,1,k)eT)}.
Da bismo pokazali da je S izratunljivo prebrojiv u N2, neka je
R={(j,l,k) eN* | ke A}NT.

Skup R je izratunljivo prebrojiv u N3 zato $to su A i T izratunljivo prebrojivi, a buduéi da
vrijedi

S={(j:)) eN?| (k€ N)(j,L,k) € R},
po Teoremu 1.1.1 zaklju¢ujemo da je S izradunljivo prebrojiv u N2. Neka je ® : N — N? dana
sa ®(I) = {0,...,1} x {I}, I € N. Po Propoziciji 1.1.11 je ® izratunljiva. Buduéi da moZemo

pisati

Q,={leN|®()C S}

po Teoremu 1.1.10 zaklju¢emo da je Q7 izra¢unljivo prebrojiv u N. Kao i ranije, Q7 je takoder
izratunljivo prebrojiv u N* pa je posljedi¢no i Q. Napokon, iz (2.22) primjenom Teorema 1.1.1
zakljucujemo da je skup {i € N | ;N K # 0} izracunljivo prebrojiv u N pa je onda K izraCunljivo

prebrojiv u (X,.7, (I);), §to zavrSava dokaz. |
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2.3. KONACNO MNOGO KONTINUUMA

Sljedeci rezultat dokazujemo koristeci Propoziciju 2.1.2 i Propoziciju 2.2.6.

Teorem 2.3.1. Neka je (X,.7,(l;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka je S C X izraCunljiv
skup u (X,.7,(I;)). Neka je (Ko,{ao,bo}),...,(Kn,{an,by}) konaCan niz parova takvih da je
svaki K;, kao potprostor od (X, .7), ili kontinuum koji je lancast od a; do b;, gdje su a;,b; € K;
takvi da je a; # b; ili kontinuum koji je cirkularno lancast, ali nije lancast, gdje su a;,b; € K;
takvi da je a; = b;.

Pretpostavimo da vrijedi sljedece:
(1) KiNS={ai,bi} zasvakii € {0,...,n};
(2) KiNK; CSzasvei,je{0,...,n} takve da je i # j.

Neka je
T=SUKyU---UK,.

Vidjeti Sliku 2.3. Ako je T poluizracunljiv skup u (X,.7,(1;)), onda je T i izraCunljiv.

ouy

Yzl
<

Slika 2.3: Skup T': sivi skup je S.

Dokaz. Nekajei€ {0,...,n}. Oznatimo li
Li=Jk;,
J#
onda je T = SUL; UK;. Po pretpostavci su S i T poluizracunljivi. Iz (1) i (2) slijedi da je
L;NK; C{aj,b;}, §to zajedno s (1) i Propozicijama 2.1.2 i 2.2.6 implicira da je K; izraCunljivo
prebrojiv skup u (X, .7, (I;)).
Zato je 1 T, kao konacna unija izracunljivo prebrojivih skupova, opet izracunljivo prebrojiv

skup. S obzirom na to da je T i poluizracunljiv, T je izracunljiv u (X,.7, (I;)). [ |
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2.4. ADJUNKCIJISKI PROSTORI

Teorem 2.3.1, jasno je, vrijedi i u slu¢aju kada je svaki kontinuum K; definiran s K; = [0,1]. U
tom bismo slucaju mogli reci da je poluizracunljiv skup dobiven lijepljenjem konacno mnogo
lukova preko njihovih krajnjih tocaka i topoloskih kruznica preko neke istaknute tocke (pazeéi
pritom da se svi oni sijeku eventualno u tim to¢kama) na neki izraCunljiv skup zapravo izracun-
ljiv. Definicije i tvrdnje koje slijede opravdat ¢e nam ovu terminologiju.

Neka je X topoloski prostor i neka je .%# neka particija od X. Neka je p: X — .% (jedins-
tvena) funkcija takva da je x € p(x) za svaki x € X (takvu p nazivamo kvocijentim preslika-
vanjem). Topologiju na .# definiramo na sljedeci nacin: V C .# je otvoren ako i samo ako je
p~ (V) otvoren u X. Ovako definiranu topologiju nazivamo kvocijentnom topologijom i .7,
zajedno s kvocijentom topologijom, nazivamo kvocijentim prostorom od X. Jasno je da je

p: X — .7 neprekidna surjekcija. Primjetimo da je p~' (V) = V.
Napomena 2.4.1. Prisjetimo se poznatih Cinjenica (vidjeti [19]):

(1) Neka su X i Y topoloski prostori takvi da je X kompaktan a ¥ Hausdorffov. Neka je
f: X — Y neprekidna surjekcija i neka je X /f = {f~'({y}) |y € Y'}. Tada su X/f (sa

kvocijentom topologijom) i ¥ homeomorfni.

(ii) Neka je .# particijaod [0, 1] danasa.# = {{x} |0 <x < 1}U{{0,1}}. Ako je dana euk-
lidska topologija na [0, 1] i kvocijentna topologija na .%, onda su .% i jedini¢na kruZnica

S! homeomorfni.

Neka su A i B topoloski prostori i neka je C potprostor od B te f : C — A preslikavanje.
Promatrajmo topoloski prostor A LI B — disjunktnu uniju od A i B, to jest ALUB = (A x {1})U
(B x{2}) (ubuduce, identificirat emo A s A x {1} i Bs B x {2}) pri ¢emu je topologijana ALIB
dana sa: U C AUB je otvoren ako i samo ako je U NA otvorenu A i U N B otvoren u B.

Neka je na A LI B dana particija .% sa:

7 ={{a}|acA\FO)}u{{a}u s ({a}) |ae f(O)}U{{b} |beB\C}.

Tada .#, zajedno s kvocijentom topologijom, nazivamo adjunkcijskim prostorom dobivenim

lijepljenjem B na A po funkciji f i oznacavamo sa AUy B.

Primjer 2.4.2. Neka je X Hausdorffov prostor i neka su A, B i C kompaktni skupovi u X takvi
daje ANB =C. Neka je f : C — A definirana s f(x) = x. Tada su AU; B i AU B homeomorfhi.
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Uistinu, uz prirodno definiranu fukciju g : ALUB — AUB jasno je da su (ALUB)/gi AUB
homeomorfni po Napomeni 2.4.1. Stovise, (ALIB)/g = AU, B.

Napomena 2.4.3. Ako su A i B topoloski prostori, a C zatvoren potprostorod Bi f:C — A
neprekidna funkcija, mozemo identificirati A s oCitim potprostorom od A U B: taj potprostor je
slika od A po kompoziciji

A AuB-L5AUB,

gdje je i inkluzija, a p kvocijentno preslikavanje. Lako se pokaZe da je taj potprostor zapravo

homeomorfan A [19].

Neka je n € N i neka je I, ..., I, konaCan niz topoloskih prostora definiranih s I; = [0, 1], za
svakii € {0,...,n}. Takoder, za svakii € {0,...,n}, nekaje dI; = {0,1}. Tada je dlpLl--- LU dI,
potprostor disjunktne unije IoL--- LI 1,.

Neka je A topoloski prostor i neka je f: dlyL--- L dI, — A bilo koja funkcija. Promatramo

li adjunkcijski prostor

AUr(IpU---Ul,), (2.23)

uz pretpostavku da A ima izracunljiv tip, prirodno je pitati se ima li tada i (2.23) izraCunljiv tip?

Sljedeci jednostavni primjer pokazuje da je odgovor na to pitanje opcenito negativan.

Primjer 2.4.4. Neka je A = {0,1}. Po Propoziciji 1.3.10 jasno je da A ima izraCunljiv tip.
Neka je f: {0,1} — A idetiteta i neka je dan adjunkcijski prostor AUy [0, 1]. Po Primjeru 2.4.2
slijedi da su AUy [0,1] i [0,1] homeomorfni, a poznato je da [0, 1] nema izracunljiv tip (jer
postoji y < 1 takav da je [y,1] poluizracunljiv skup koji nije izracunljiv) pa onda ni A Uy [0, 1]

nema izracunljiv tip.
Ipak, imamo sljedeci rezultat:

Teorem 2.4.5. Neka je A topoloski prostor i neka je Iy,...,I, niz topoloSkih prostora takav
daje I; = [0,1], za svaki i € {0,...,n} i neka je f:dlpL---LIJdI, — A funkcija. Ako A ima
izracunljiv tip, onda

(AUf (hU---Ul,),A)

ima izraCunljiv tip (gdje je A identificiran s potprostorom od AUy (IpU- - - U1,) kao u Napomeni

2.4.3).
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Dokaz. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su 7' i S takvi poluizracunljivi
skupovi u (X,.7,(I;)) za koje postoji homeomorfizam g : AUy (IpLI---U1,) — T koji pres-
likava A u S. Preciznije, vrijedi g(p(i(A)) =S, gdjeje i : A — AU (Ip U ---U1,) inkluzija, a
p:AU(pU---Ul,) = AUs (IoU---UI,) kvocijentno preslikavanje. Poistovjecivat emo A i [;

s odgovarajucim slikama po inkluzijama
A—AU(hU---UL) i [T—-AU(hU---UL,),

redom.

Tvrdimo da je T izraCunljiv skup u (X,.7,([;)). Da bismo mogli primjeniti Teorem 2.3.1
dovoljno je pokazati da T, uvjetno govoreci, izgleda kao na Slici 2.3. U tu svrhu, s obzirom na
to da je g homeomorfizam, moramo pokazati da AUy (IyU- - - Li1,) izgleda kao na Slici 2.3.

Buduci da je T Hausdorffov prostor (kao potprostor od (X, 7)), AUs (IgL- - - U1,) je takoder
Hausdorffov prostor. Nadalje, o€ito je da je AL (IpU--- U I,) kompaktan ako je A kompaktan
(inace tvrdnja trivijalno vrijedi).

Neka je i € {0,...,n}. Tada je p(I;) kompaktan u AUy (ILI---U1,). S obzirom na to da je
p surjekcija,

AUy (IpU---Uly) = p(A)Up(l1)U---Up(l).

Po definiciji adjunkcijskog prostora vrijedi da je p injektivan na [; \ {1} i da tocke 0,1 € [;
preslikava u istu tocku u adjunkcijskom prostoru AUy (IpL---LI1,) ako i samo ako je f(0) =

f(1). Prema tome,
ply +li = p(h)

je neprekidna surjekcija koja je ili injektivna (posebno p(0) # p(1)) ili je injektivna na I; \ {1}
i vrijedi p(0) = p(1). U prvome je slucaju p|; je homeomorfizam (jer je I; kompaktan a p(I;)
Hausdorffov), pa je p(I;) homeomorfan [0, 1]. U drugome slucaju, iz Napomene 2.4.1 slijedi da
je p(I;) homemorfan S'. Dakle, p(I;) je ili luk ili topoloska kruZnica.

Funkcija f je neprekidna s obzirom na to da je dIyLI--- Ll dI, diskretni prostor koji je jo$
zatvoren u IpU- - - LI I,. Prema tome, kao $to je veé ranije spomenuto, A i p(A) su homeomorfni.
Nadalje, p(A) i S su takoder homeomorfni (homeomorfizam je restrikcija od g) pa slijedi da
su A i § homemomorfni. Ovo, zajedno s ¢injenicom da A ima izracunljiv tip, implicira da je S
izraunljiv u (X, .7, (I)).

Sada imamo da je AUy (IoLI- - - LI1,) zapravo unija skupova p(A), p(Ip), ..., p(I,). Za svaki
i €{0,...,n} postoje x;,y; € p(A) takvidaje p(l;) N p(A) = {x;,y;} i daje p(I;) ili luk s krajnjim
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tockama x; i y;, x; # y; ili je topoloska kruznica i x; = y;. Nadalje, ako su i, j € {0,...,n} takvi
daje i # j. ondaje p(h) N p(l;) C p(A).

Iz ovoga i Cinjenice da je g : AUs ([pUl...UI,) — T homemorfizam, moZemo zakljuciti da
za konacni niz (Kj,{a;,b;})o<i<n definiran s K; = g(p(L)), ai = g(x;), bi = g(y;) vrijedi da je
T =SUKyU---UK, ida suonda ispunjene pretpostavke Teorema 2.3.1 pa je onda 7 izraCunljiv

u (X, 7,(L)). n
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3. LANCASTI GRAF

3.1. POJAM I OSNOVNA SVOJSTVA

Na pocetku poglavlja prisje¢amo se pojma grafa.
Neka je n € Nineka je .# neprazna konacna familija (nedegeneriranih) linijskih segmenata

u R" takva da vrijedi sljedece:
akosul,J € # takvidajel #AJilINJ # 0, ondaje INJ = {a}, (3.1)

gdje je a krajnja tocka segmenata / i J. Svaki topoloski prostor G homeomorfan |J;c » I nazi-
vamo grafom.

Ako je G graf i x € G, kazemo da je x krajnja tocka od G ako postoji otvorena okolina N od
x u G homeomorfna [0, ) po homeomorfizmu koji preslikava x u 0. Ako je f homeomorfizam
a .# familija iz definicije od G, onda je x krajnja tocka od G ako i samo ako postoji jedinstveni

I € .7 takav da je f(x) krajnja tocka od I (viSe se moZe pronaci u [11]). Vidjeti Sliku 3.1.

Slika 3.1: Graf. Istaknute tocke su njegove rubne tocke.
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Lancasti graf Pojam i osnovna svojstva

Uvedimo sada pojam lancastog grafa.

Definicija 3.1.1. Neka je A topoloski prostor i neka je V C A konacan podskup od A, a %
konacna familija parova oblika (K,{a,b}), gdje su a,b € V,a # b i gdje je K C A kontinuum
koji je lancast od a do b. Neka je
A=vu |J K
(K, {ab})et
i neka vrijedi sljedece: ako su (K,{a,b}), (L,{c,d}) € # 1K # L, onda je card(KNL) < Xy.

Tada uredenu trojku (A,.#", V) nazivamo lanc¢astim grafom.

Definicija 3.1.2. Neka je (A,.#",V) lancasti graf i neka je a € V. Kazemo da je a krajnja
tocka od (A,.#,V) ako postoje to¢no jedan K C A i barem jedan b € V takvi da je (K,{a,b}) €
H .

Slika 3.2: Lancasti graf. Istaknute tocke su njegove krajnje tocke. Tri lanCasta kontinuuma su

homeomorfna kontinuumu K iz Primjera 1.4.12.

Primjer 3.1.3. Neka je G graf, neka je .# familija iz definicije od G i neka je f homeomorfi-
zam iz definicije od G. Neka je E skup svih krajnjih tocaka svih I € .#. Neka je ¥ familija svih
parova oblika (f(I),{f(a),f(b)}) takvih da je I € .# i da su a i b krajnje toCke od I. Napokon,
neka je V = f(E). Tada je ocito da je (G,.#",V) lanCasti graf. Vrijedi da je x krajnja to¢ka od
G ako i samo ako je x krajnja tocka od (G, #,V).

Primjer 3.1.4. Pretpostavimo da je K kontinuum koji je lancast od a do b, a # b. Tada je

(K,{(K,{a,b})},{a,b}) lanCasti graf s krajnjim to¢kama a i b.
Ako je (G, ,V) lancasti graf, G nije nuzno graf, §to pokazuje sljedeci primjer.
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Primjer 3.1.5. Neka su K, a i b iz Primjera 1.4.12. Tada je (K,{(K,{a,b})},{a,b}) lancasti
graf. Medutim, K nije graf: K nije lokalno povezan, a jednostavno se moze pokazati da je svaki

graf lokalno povezan.

Primjer 3.1.6. Neka su K, a i b iz Primjera 1.4.12 i neka je ¢ = (0,1). S obzirom na to da je
kontinuum K takoder lancast od b do ¢, uredena trojka (K, {(K,{b,a}),(K,{b,c})},{a,b,c})

je lancasti graf s krajnjim toCkama a,b i c.
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3.2. IZRACUNLIJIVOST LANCASTOG GRAFA

Sljedeci je rezultat dokazan u [11].

Teorem 3.2.1. Neka je G graf i neka je E skup svih krajnjih tocaka od G. Tada (G,E) ima

izraCunljiv tip.

Primjer 3.2.2. Neka je (K,{(K,{b,a}),(K,{b,c})},{a,b,c}) lanCasti graf iz Primjera 3.1.6.
Koriste¢i Napomenu 1.4.10 i Teorem 2.1.1, jasno je da (K, {a,b,c}) ima izraCunljiv tip, iako K

nije graf.

U ovom poglavlju dokazujemo da rezultat analogan prethodnom vrijedi opéenito za lanCaste

grafove.

Teorem 3.2.3. Ako je (A,.#,V) lanCasti graf i B skup svih njegovih krajnjih toCaka, onda

(A, B) ima izracunljiv tip.

Po Primjerima 3.1.3 1 3.1.5, Teorem 3.2.3 je generalizacija Teorema 3.2.1. Nadalje, po
Primjeru 3.1.4, Teorem 3.2.3 je generalizacija Teorema 2.1.1, koji se jo§ moZe iskazati i ovako:

ako je K kontinuum koji je lanCast od a do b, onda (K, {a,b}) ima izraunljiv tip.

Napomena 3.2.4. Koriste¢i Napomenu 1.4.10 moZemo zakljuditi sljedece: ako je (A, #,V)
lancasti graf, B skup svih njegovih krajnjih to¢aka, A’ topoloski prostori f : A — A’ homeomor-

fizam, onda je
(A" AfF(K) {f(a), f(B)}) | (K {a,b}) € A}, F(V))

lancasti graf i f(B) je skup svih njegovih krajnjih tocaka.

Definicija 3.2.5. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su S i 7 podskupovi
od X takvidaje S C T. KaZemo da je S izracunljivo prebrojiv do na 7 ako postoji izracunljivo

prebrojiv podskup € od N takav da za svaki i € N vrijedi sljedece:
akoje ;NS #0, ondajeic Q;
akojeie€ Q, ondaje ;NT # 0.

Jasno je da je u slucaju kada je S zatvoren i izraCunljivo prebrojiv do na S, S onda i izracun-

ljivo prebrojiv u (X, .7, (I;)).
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Napomena 3.2.6. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su Sp,..., S i T
podskupovi od X takvi da je S; izracunljivo prebrojiv do na T za svaki i € {0,...,k}. Tada

direktno slijedi da je So U - - - U Sy izraCunljivo prebrojivdona 7.

Sada mozemo dokazati Teorem 3.2.3. U smislu Napomene 3.2.4 dovoljno je dokazati slje-

decu propoziciju:

Propozicija 3.2.7. Neka je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su S i T poluizra-
¢unljivi skupovi u (X, .7, (I;)). Ako postoje £ iV takvi da je (S,.%#",V) lanCasti graf, a T skup
svih njegovih krajnjih tocaka, onda je S izracunljiv u (X, 7, (I;)).

Prije samog dokaza Propozicije 3.2.7 potrebne su nam jo$ neke ¢injenice o lancastim kon-
tinuumima. Na primjer, dokazat ¢emo da za dani kontinuum K 1 bilo koju njegovu tocku ¢
moZemo pronaci potkontinuum L od K koji, ne samo da sadrZi to¢ku ¢, nego joj je i dovoljno

blizu. Preciznije, pokazat ¢emo sljedece:

Lema 3.2.8. Neka je kontinuum (K,d) lancast od a do b, a,b € K,a # b i neka je ¢ € K bilo

koji. Za svaki € > 0 postoji netrivijalni kontinuum L C K takavdajec € Li L C B(c,€).
Prvo ¢emo dokazati nekoliko lema koje ¢e nam koristiti u dokazu spomenute tvrdnje.

Lema 3.2.9. Neka je kontinuum (K,d) lancast od a do b, a,b € K. Za svaki € > 0 postoji
otvoreni € — lanac Cy,...,Cy, u (K,d) koji pokriva K od a do b takav da je Co, . ..,C, takoder
lanac u (K,d).

Dokaz. S obzirom na to da je kontinuum (K,d) lancast od a do b, postoji kompaktan £ — lanac

Ko, ...,Ky u (K,d) koji pokriva K od a do b. Definirajmo
8 = min{min {d(K;,K;) | |i— j| > 2} ,e}. (3.2)

Buduci da je d(K;,K;) > 0 za disjunktne skupove K; i K, broj § je pozitivan.

Zasvakii € {0,...,m}, jer je K; kompaktan, postoje k; € Nixb, ... ,x};i € K; takvi da vrijedi

kcl)n (4.2). (3.3)

Stavimo
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zai€ {0,...,m}. Tako definirani C; su otvoreni skupovi u (K,d) i po (3.3) je a € Cy, b € Cy,
KCCyU---UGCy,

izasvei,j€ {0,...,m} takve daje |i — j| < 1 vrijedi C;NC;j # 0 . Posebno, C;NC; # 0.
Nadalje, za bilo koje x,y € C; postoje I,p € {0,...,k;} takvi da je x € B(xl7 ) iye
B( p,4> Dakle,

, . , 0 6 6 6 3
d(x,y)§d(x,x})+d(x},x;)+d(x;,y)<4+d1amK+ <4_|_ +Z €

€
4 4
to jest diamC; < € za svakii € {0,...,m}.

Jasnojedazasvei,j€ {0,...,m} takvedaje [i—j| >2isvel €{0,...,k}, s €{0,...,k;}

E(xf,%) ﬂ§<x§,§> =0

o 0 O
dld,x) < 3+ <8 <K K)),

§to je nemogude. Iz toga, bududi da za svakii € {0,...,m} vrijedi

e (a(42).

zaklju¢ujemo daje C;NCj =0 zasve i, j € {0,...,m} takve daje |i — j| > 2. Posebno, C;NC; =
0. Dakle, Cy,...,Cy, je traZeni lanac u (K,d). [ |

vrijedi

jer bismo inace imali

Lema 3.2.10. Neka je (K,d) kontinuum koji je lanCast od a do b, a,b € K i neka je ¢ € K bilo
koji. Za svaki € > 0 postoji otvoreni € — lanac Cy,...,Cp, u (K,d) koji pokriva K od a do b

takav da vrijedi sljedece:

1. Cy,...,C, je takoder lanac;
2. postoji jedinstveni u € {0,...,m} takav da je ¢ € C,.

Dokaz. S obzirom na to da je kontinuum (K,d) lancast od a do b, po prethodnoj lemi, postoji
otvoreni § — lanac Dy, ..., D, u (K,d) koji pokriva K od a do b takav da je Dy, ...,D, takoder
lanac. Neka je k € {0, ...,n} takav da je ¢ € Dy. Akoje k=0onda Cy=DyUD; iC;=D;; za
i €{1,...,n— 1} definira traZeni lanac. Sli¢no, ako je k = n lanac je definiran sa C; = D; za i €
{0,...,n—2}iC,_1 = D, UD,. Konacno, ako je k # 0,n stavimo Cy_| = Dy_1 UDyUDy .
Ako je, uz to, k > 2 stavimo C; = D; zai € {0,...,k—2},aako je k <n—2ondaC; = D;, za
iel{k,...,n—2}. |
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Sljedeca je lema dokazana u [13].

Lema 3.2.11. Neka je X skup i neka su Cy,...,Cy, 1 Dg,...,D, dva lanca u X takva da
{Dy,...,Dy} profinjuje {Cy,...,Cy}. Pretpostavimo da su i, j,k € {0,...,m}ip,q€{0,...,n}
takvidajei <k < j, p<gq,D, CC;iD, CCj. Tadapostojir € {0,...,n} takavdaje p <r<g
iD, CC,.

Sada se lako dokaZe sljedece:

Lema 3.2.12. Neka je X skup i neka su Cy,...,Cy, i Dy,...,D, dva lanca u X takva da
{Dy,...,D,} profinjuje {Cy,...,Cy,}. Pretpostavimo da su i, j,k € {0,...,m} i p,q € {0,...,n}
takvi da je i <k < j, p#¢q, D, CC; i Dy C C;. Tada postoji r € {0,...,n} takav da je
min{p,q} <r <max{p,q}iD, C Cy.

Dokaz. Ako je p < q zakljucak slijedi iz Leme 3.2.11. Inale, ako je p > ¢, ista lema, samo
pimjenjena na lanac Dy, ..., D), definiran s D; = D,,_j za svaki j € {0,...,n}, dokazuje tvrdnju.

Da bismo dokazali Lemu 3.2.8, moramo posebno promotriti sluc¢aj kada je c = a ili ¢ =
b i slu¢aj kada je ¢ # a,b. Stoga éemo se prisjetiti sljedeeg: neka su o/ = (Ag,...,A,) i
% = (By,...,By,) konacni nizovi podskupova od X. Kazemo da 7 strogo profinjuje % ako
{Ao,...,An} profinjuje {By,...,Bn}, Ao C BoiA, C By.

Dokaz sljedece leme moZe se pronaci u [15].

Lema 3.2.13. Neka je (X,d) kompaktan metri¢ki prostor i neka je (%")cn. gdje je €' =
(Cj,...,Ct,), niz lanaca takav da G, ...,Cp ! strogo profinjuje C),...,Cl, za svakii € Ni

da vrijedi diaij- <2 ' zasvakii€ Nizasvaki j € {0,...,m;}. Neka je

s=(Cu---UCL,).
ieN

Tada je S lancast od a do b, gdje je a € N;enCiy, b € Nien Cy.-
Sada, koristeci prethodne leme, dokazujemo sljedece:

Lema 3.2.14. Neka je kontinuum (K, d) lancast od a do b, a,b € K,a # b i neka je € > 0 bilo
koji. Tada postoje ¢ € K i L C K takvi da je ¢ # a, L je kontinuum koji je lancast od a do c i
L C B(a,¢).
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Dokaz. Prvo éemo konstruirati niz lanaca (¢");en, € = (Cj, ..., Cl,.), takvih da za svaki i € N

vrijedi sljedece:
1. €' pokriva K od a do b i diamC’;, < 27" za svaki j € {0,...,m;};
2. @, . ,Kﬁl strogo profinjuje C(i), . ,C,‘;1i;
3. dlamC0 < min{%, o ab } za svaki j € {0,...,mp}.

S obzirom na to da je kontinuum (K, d) lancast od a do b, postoji otvoreni min{%, —, }
—lanac ¢ = (Cp,...,Cy,) u (K, d) koji pokriva K od a do b. Budui da je diam C9 < (a Y 7a

svaki j € {0,...,mg}, vrijedi

d(a,b
pa je onda mg + 1 > 4, to jest my > 4. Primjetimo da je diam(CJUCYUCY) < €.
Neka je sada ¢" = (C(i)a e >C;l;1[) otvoreni lanac u (K,d) koji ispunjava navedene uvjete. S

obzirom na to da je Z = {Cé, . ,C,’;”} otvoreni pokriva¢ od (K,d), postoji Lebesqueov broj
A >00d 7. Jerje ac CjiC) je otvoren skup, postoji r, > 0 takav da je B(a,r,) C C}.
Sli¢no, postoji r, > 0 takav da je B(b, r;,) C Ct, .- Buduci da je (K,d) lancasti kontinuum, postoji
otvoreni min{r,, rp, 4,2~ (1} ~lanac €1 = (C;™,...,CiF! ) u (K, d) koji pokriva K od a do

Mit1

b. Zbog toga §to je diaijJrl = dialij-+1 < A zasvaki j € {0,...,m;y}, lanac @, e ,Kﬁl
profinjuje Cj, ..., Cl, . Nadalje, a € Cit' i diam@ = diamC}"" < r, pa je @ C B(a,r,),
a onda je @ C Cé. Analogno, C,’nt'1 C C’ Ovime je zavrSena rekurzivna konstrukcija niza
(€") sa svojstvima 1. — 3.

Sada Zelimo, za svaki i € N, odabrati

ni€{2,...,m,-—2} 3.4)
takav da
Cé“, Ci,:ll strogo profinjuje C}), ... ,wa (3.5)

Neka je ngp = 2. Jer je mg > 4, jasno je da je ng € {2,...,mo—2}. Pretpostavimo da za i € N
postoji n; € {2,...,m; — 2} takav da vrijedi (3.4).
Neka je
k=min{j € {0,...,m1} | CFT CCLY. (3.6)
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Broj k je dobro definiran. Naime, ako pretpostavimo da ne postoji j € {0, ...,m;;} takav da je

C;“ C Ci i uzmemo li u obzir da Cj'', ..., Cli'!, strogo profinjuje Cj,...,C., , dobijamo da je

K=UUV,gdjesuU 1V danisa
U=|H{C/" | CiF € Clzanekil < ny};

V= J{cH | ) zaneki I > ni}.

Skupovi U i V su neprazni. Naime, C;™' C Ci™ C C} i 0 < n; jer je n; > 2 paje )™ C U.
Posebno, U # 0. Takoder, C,’n“1 - C,’ﬁ[i] - C’ im; >n;jerjen; <m;—2paje Cfnfjl CV,tojest
V # 0. Dalje, akosu I’ € {0,...,m;} takvidaje [ <n; <1, onda je C'NC}, = 0 jer je ¢" lanac
pa slijedi da je U NV = 0. Napokon, jasno je da su U i V otvoreni u (K,d) pa zaklju¢ujemo

da je (U,V) separacija od (K,d), §to je nemoguce zato §to je (K,d) povezan. Prema tome, k je

dobro definiran.

S obzirom na to da je n; > 2, vrijedi C; NC}y = 0. Jer je C;*' C C i Cit! € C)), vrijedi

CH' NG = 0 paje k> 2. Slicno, n; < m;—2 pa je Ci NCL, = 0. Jer je Cii!, C CL, , vrijedi
Cit! NCi*! =0 paje onda k < myyy —2. Dakle, k € {2,...,miy1 —2}.

M1

Tvrdimo da Cé“, NG it strogo profinjuje C07 Cﬁli. Ocito je Cé“ C Cé 1 C,’;“ C C,’;i pa
preostaje pokazati da za svaki j € {1,...,k— 1} postoji j' € {0,...,n;} takav da je Cj.“ C Cj.,.

Pretpostavimo suprotno. Tada je broj

K =min{je{l,....k=1}| (3j € {m+1,...,m}) CF' C C};}

dobro definiran.
Po definiciji od £’ je @ C C}, zaneki j/ > n; i @ C C;.,, za neki j” < n;. Medutim, ako je
j" =n;, onda je C,’(,“1 C C,,, §to zajedno s K’ —1 <k’ <k—1 < k, proturjegi (3.6) (izboru od k).
Dakle, j” < n;.
Nejednakost j” < n; < j’ implicira Ci ﬂCi,, =0 paondai C,’j] ﬂC,i?L_]l =0, $to je nemoguce pa
zakljuCujemo da Cé“, Gy citt strogo profinjuje CO, C’

Sada moZemo staviti n; ] = k.

Dakle, postoji niz (n;);cn takav da vrijedi (3.4) i (3.5) za svaki i € N. Znamo da je diaij- <
27 za svakii € Nisvaki j € {0,...,n;}. Po Lemi 3.2.13

L= NG
ieN
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je kontinuum koji je lancast od d’ do ¢, gdje je @’ € NienCy i ¢ € NienCh.. Medutim, po
konstrukeiji je a € N;enChy i diamC) — O pajea=d'.

S druge je strane ¢ € CSO = Cg pa je a # c. Nadalje,
Lcciuclu---ucl cclucducy
i posljedi¢no je
diam L < diam(CJUCYUCY) < €.
Sada a € L implicira L C B(a, €). |

Dokazat ¢emo joS jednu lemu koja je od iznimne vaZnosti za dokazivanje Leme 3.2.8.

Lema 3.2.15. Neka je (X,d) kompaktan metri¢ki prostor i neka je (%")cn, gdje je €' =

(Cé, . ,Cfnl,), niz otvorenih lanaca takvih da je E, . 7CTml za svaki i € N, takoder lanac sa
svojstvom da C,™',...,Cit!| profinjuje C,...,Cl, i da je diamC% < 27 za svaki i € N i za

svaki j € {0,...,m;}. Neka je

s=(cu--udi,).
ieN

Tada je S neprazan, povezan i kompaktan (to jest neprazan kontinuum).

Dokaz. Oznacimo

F=CyU---UCi,.

Bududi da @, e ,Kﬂl profinjuje Cj, ... ,C,’;1i (pa onda i ci... 7C_’,'ni), (Fi);cy je padajudi niz
zatvorenih i nepraznih podskupova od (X,d), to jest {F;} je centrirana familija zatvorenih pod-
skupova kompakta (X,d) pa je jen Fi # 0, to jest S # 0.
Nadalje, s obzirom na to da je S presjek zatvorenih podskupova od (X, d), S je takoder zatvo-
ren u (X,d), §to zajedno s ¢injenicom da je (X,d) kompaktan, implicira da je S isto kompaktan.
Ostaje samo pokazati da je S povezan. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je (A, B) sepa-
racija od S. Stavimo

r=d(A,B) =inf{d(a,b) |a € A,b € B}.

Jasno je da je r > 0 zato §to su A i B disjunktni kompakti. Neka je onda iy € N takav da je
diamC;O < 5 zasvaki j € {0,...,m;}.
Sada ¢emo definirati niz (k;);en, gdje je k; € {0,...,m;}, takav da vrijedi

i+1 i
ki S C
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za svaki i > ij.

Prvo primjetimo da svaki element lanca ¢ sijece najvise jedan od skupova A i B. Naime,
pretpostavimo da postoji j € {0,...,m;,} takav da je C;O NA#0i C;O N B # 0. Onda za neke
a€C?NAibeC?NB vrijedi

d(a,b) < diamC;0 < g <r=d(A,B),

Sto je ocCita kontradikcija. Dakle, za svaki j € {0,...,m;, }, zakljuCujemo da vrijedi

CONA#0 — CPNB=0 i C'NB#0 — C'NA=0. 3.7)
S obzirom na to da je (A, B) separacija od S i da C(i)OJrl I ,Cf;‘i;rll profinjuje C(i)o, ... ,C,’;%O,
imamo
S=AuBC Pt u-uCRtl ccpu-ue
pa onda postoje u;,, vi, € {0,... ,mio} takvi da vrijedi

ngo NA#0 i c;'go NB # 0. (3.8)
Zbog (3.7) zakljuCujemo da vrijedi
Co NB=0 i C) NA=0. (3.9)
Takoder, (3.8) implicira
’Mio_vio| 22 (310)
Naime, ako pretpostavimo suprotno, to jest |u;, —v;,| < 1 onda je C,iﬁo ﬂCﬂ?O # (. Tada za
x€Cy NCY ia€Ch NA,beC? NBimamo

d(a,b) < d(a,x)+d(x,b) < diamC}y +diamC) < §+§ = r=d(A,B), 3.11)

Sto je oCita neistina.
Sada tvrdimo da postoji k;, € {0,...,m;, }, min{u;,,vi, } < ki, < max{u;,,v;,} takav da vri-
jedi
Co NA=CY NB=0. (3.12)

Uistinu, pretpostavimo suprotno, to jest da je
CONA#0 ili CONB#0
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za svaki w € {min{u;,,v;, } +1,...,max {u;,v;,} —1}. Prvo, uzmimo da je v;, > u;,. Ako je
CONA=0zasvakiw € {uiy+1,...,vi, — 1},ondajeC£80B7£(Dzasvakiw€ {wiy +1,...,vj, —1}.
Dakle, zanekix € C2 NCY _ iacC® NA,beC® .. NBdo kontradikcije dolazimo sli¢no

0 ”10+1 0 ’410+1

kao u (3.11). Sada, ako postoji w € {uj, +1,...,v;, — 1} takav da je CNA +# 0 onda je
z=max {k € {uj,+1,...,vi,— 1} | P NA £ 0}

dobro definiran i smijemo zakljuciti da je Cé‘fH N B + 0. Sli¢no kao prije, za neki x € C° N Cé‘il

1ac Céo NA, b e Cé‘jrl N B dobijamo kontradikciju. Do istih zakljuaka dolazimo i u slucaju
vi, < uj, Sto dokazuje (3.12).

Pretpostavimo, dakle, da su i € N,;i > ig i u;, ki, v; € {0,...,m;} takvi da vrijedi sljedece:
1. min{u;,v;} < ki < max{u;,v;};
2. Ci.NAH0;
3. CL.NB#0;
4. C,LNA=C.NB=0.
Tvrdimo da postoje u;y1,kit1,vir1 € {0,...,mi+1} za koje je:
a) min{u;t1,vip1} < ki1 <max{ujt1,vis1};
b) CirlNA#0;
) Ci I NB#0;
d GHlna=glinB=0;
e Cilca.
Naime, po 3. postoji x € B takav da je

x€C,. (3.13)

Kao i ranije,

BCSCCyPru---uCy cciftu--ucit!

miyr = M1

pa postoji vi+1 € {0,...,m;y1 } takav da je

xeCit! (3.14)

Vit1”
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Ocito je
CHlnB+£0. (3.15)

Vitl

Sli¢no, koristeci 2., zakljuujemo da postoji u; 1 € {0,...,m;; } takav da je

cHna#0 i cflng, #0. (3.16)

Ujt+1 Ujt+1

Po (3.15), (3.16) 1 4., slijedi
G EC, 1 Gl LG,
Pretpostavimo sada da je u; < v;, to jest u; < k; < v;. Tvrdimo da postoji s € {k;+1,...,m;}
takav da je

citl c ¢ (3.17)

Vi+1

Uistinu, ako bismo pretpostavili suprotno, to jest da postoji ¢ € {0,. .., k; — 1} takav da je

—
Gl C€Cy,

Vit1

jos koristeci (3.13) 1 (3.14), zakljucili bismo da vrijedi Céi ﬂCﬁI # (), $to je kontradikcija jer je

q < ki <vj, to jest v; —q > 2. Analogno, postoji p € {0,...,k; — 1} takav da je

ahlcc (3.18)

Ujt1

Jasno je da je p < k; < s ida zbog (3.15) i (3.16) vrijedi u;+ # vit+1 pa primjenjujuc¢i Lemu
3.2.12na (3.17) i (3.18) zakljucujemo da postoji ki1 € {0, ...,m;1}, min{u;1,vip1} <kipp <
max{u;;1,vi+ t takav da je

i+1 i
kiy1 < Cki'

Koristeci iste argumente, gornje zakljucujemo i kada je v; < u;, to jest v; < k; < u;. Ovime
je dovrSena rekurzivna kostrukcija brojeva u;1,v;+1 1 k;11 takvih da vrijedi a) — e).

Dakle, pokazali smo da za svaki i € N,i > iy moZemo pronadi k; € {0,...,m;} takav da je
aj: C C,ii. Na taj smo nacin konstruirali padajuci niz (CT’() >io zatvorenih podskupova kom-
pakta (X,d) pa zato postoji .

x€ ﬂ@

i>i

Posebno, x € C,i(?tll C C,i(? pa po (3.12) vrijedi x ¢ S. Ali s druge strane,
0 0

ve NG e N (Gu-uE) - N [Gu-u)

i>ip i>ip ieN

S.

Dakle, S je povezan. |
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Napokon dajemo dokaz Leme 3.2.8.

Dokaz. Ako je ¢ = aili ¢ = b, tvrdnja slijedi iz Leme 3.2.14.
Pretpostavimo sada da je ¢ # a,b. Prvo éemo konstruirati niz otvorenih lanaca (¢");c,

¢' = (C},...,Cp, ), takvih da za svaki i € N vrijedi sljedece:

p_;

. €' pokrivaK odado b i dlamC’ <2 ' zasvaki j € {0,...,m;};
2. CT(i), - ,CT,'nije takoder lanac;

3. Cé“ C’ profinjuje Cj), .. Cl ;

mj4 1

4. I u; €{0,...,m;} takav daje c € C. ;

154

dlamC0 £ zasvaki j €{0,...,mp} 14 <up<my—4.

Prvo, stavimo
d(a,c) d (C,b)}
4 T4 '
Po Lemi 3.2.10, postoji otvoreni i — lanac Cg yeen ,CO u (K,d) koji pokriva K od a do b takav

@ =min{l, E

daje C_g, C0 takoder lanac i takav da postoji jedinstveni ug € {0,...,mo} za koji je c € CSO.

Ocito je diamCQ <1,%£,zaj€{0,...,mp}. Dabi %" zadovoljavao sve druge uvjete, dovoljno

je dokazati da je 4 < uy < mgp—4. Buduidajea € CO ic€ CBO, vrijedi
: 0 0 0 0 d(a,c)
d(a,c) <diam(CyU---UC,, ) < diamCy + - - +diamC,, < (uo+ 1) 1
paje onda ug+ 1 > 4, to jest ug > 4. Slicno, zato §to je b € C?no, vrijedi
. 0 0 . 0 . 0 d(c,b)
d(c,b) < diam(C,, U--- UG, ) < diamC, +---+diam G, < (mo—up+1) 2

paje mo—ug+1 >4, tojest ug < my—4. Primjetimo da iz uvjeta 5. slijedi mg > 8.
Pretpostavimo sada da je ¢ = (Cé, . ,C,’;”) otvoreni lanac u (K, d) koji zadovoljava uvjete
1.,2.,4.15. Buduéi daje Z = {C),... ,C,’;li} otvoreni pokrivac od (K,d), postoji Lebesqueov
broj A > 0 od % . S obzirom na to da je (K,d) lancasti kontinuum, po Lemi 3.2.10 postoji
otvoreni min{2~0*D A} — lanac €"+! = (Cit!, .. ., Chil ) u (K, d) koji pokriva K od a do b
takav da je ?, e ,Kﬂl takoder lanac i da postoji jedinstveni u; 11 € {0,...,m;11} za koji je
¢ € Cif!. Buduci da je diamCT' ! = diamCi*! < A za svaki j € {0,...,miy1}, Gyl Cinrl)

profinjuje Cé, e ,C,’;H.

Ovime je zakljucena rekurzivna konstrukcija niza (¢");cy takvog da vrijede uvijeti 1. — 5.
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Neka je
vo=uy—2 1 wo=uy+2. (3.19)

Sada, za svaki i € N, Zelimo pronadi v;,w; € {0,...,m;} takve da je

vi <up <w; (3.20)
1da
Gyt Gyl profinjuje CL,...,C},.. (3.21)
Pretpostavimo da je i € N i da za svaki k < i za brojeve vi,wy € {0,...,my;} vrijede uvjeti
(3.20)1(3.21). Stavimo
Viel = max{j <ujyr | (Vre{vi,...,wi}) C;H ¢ C;} +1 (3.22)
i
Wﬂlzmm{j>mﬁ|wreﬁ%”qucﬁlgd}—L (3.23)

Broj v;+ je dobro definiran zato $to je 0 < u;4q i Cé“ ¢ C! za svaki r € {v;,...,w;}. Naime,

pretpostavimo li da je u;11 =0, onda je a € C,’;fl Zbog svojstava 3. i 4. vrijedi

i+1 j ~i 0
cifilcci ccic...ccd

Ujt1

pajeac CSO, Sto je nemogude jer je up > 4ia € Cg. Nadalje, ako pretpostavimo da postoji

r € {vi,...,w;} takav da je Cé“ C Ci, viSestrukom primjenom (3.21) zakljuujemo da vrijedi

citcc u--uc, cciu---uc, cotu-uc ! e U ucy,

Onda postoji j € {vo,...,wp} takav da je a € C?. Po (3.19)15. je j > 2 Sto je u kontradikciji
s a € C3. Sliéno, broj w;; | je takoder dobro definiran jer je m; 1 > u;y1 i Cii!, ¢ Ci za svaki

r€{vi,...,wi}. OCito je vir1 Suiry <wiyg.

Preostaje pokazati da C",j;ll yeen ,Cﬁvﬂl profinjuje Cii, . ,Cﬁvi. Pretpostavimo suprotno, to jest
neka je € {viy1,...,wir1} takav da za svaki s € {v;,...,w;} vrijedi C:"! ¢ Ci. Jasno je da
je r # uj1q zato Sto je Cf,j;ll - C,ii. Nadalje, ako je viy1 < r < ujt1, broj r je veéi od maksi-

muma v;41 — 1 definiranog s (3.22), §to je ocita kontradikcija. Sli¢no, ako je u;11 < r < wjiq,

Ci+1

kontradikcija slijedi iz (3.23). Dakle, zakljuujemo da C}\},...,Cit) profinjuje Ci ,...,Cl, .

Medutim, moZemo pokazati jos i viSe. Tvrdimo da za svaki i € N vrijedi

aricc i ¢l cc, (3.24)

Vitl Vitl

53



Lancasti graf Izracunljivost lancastog grafa

0+1cc1 ili cﬁlgCl. (3.25)

Wit Wi+l

Pretpostavimo suprotno od (3.24), to jest neka je

P i . il
CVH—I g CV,' 1 CVH—] g C‘W

iz Cega, zajedno s (3.21), zakljuCujemo da je

0+1CCﬂ (3.26)

Vitl

zaneki p € {vi+1,...,w;—1}. Zbog (3.22) je C’+1 ¢ C’ zasvaki j € {vj,...,w;} paje, zbog
3., ispunjeno

cHl C’ (3.27)

viri—l =

zanekiqg € {0,...,vi—1}U{w;+1,...,m;}. Dakle, jer je |p — g| > 2 vrijedi Ci ﬂCi =0, azbog
(3.26) 1 (3.27) i Cinjenice da je Céltll N C’+1 _1 7# 0 slijedi C’ N C’ # 0, $to je olito nemoguce pa
je (3.24) dokazano. Sli¢no se moZe pokazati i da vrijedi (3.25).

Stavimo

L= (C,u--UCi).
i€eN
Iz Leme 3.2.15 slijedi da je L neprazan kontinuum u (K,d).

Sada tvrdimo da je L netrivijalan. Neka je S skup svih kona¢nih nizova oblika (ay, ..., a,),

n € N, takvih da je a; € {v;,w;} 1C§1++11 - Cl zasvakii€{0,...,n—1}. Nekaje za (ao,...,a,) €
S definiran

Stagsan) = {(b0, - bk) €S|k = n,a0 =bo,...,an =bn}.

Jasno je da je S beskonacan, a s obzirom na to da je § = §,,US,,,, beskonacan je Sy, ili S,,,.
Stavimo f(0) = vo, ako je S, beskonacan, a f(0) = wo, inace. OCito je onda Sy () beskona-
¢an. Primjetimo da zbog (3.19) vrijedi C?‘(o) ﬂCSO = (. Sada, pretpostavimo da su definirani

£(0),..., f(n) takvi da je S(f(0),... f(n)) beskonacan. Budu¢i da je

S0 f 1)) = SO) f(1)wn 1) IS FO),e () W 1)

stavljamo f(n+1) = v,1 ako je S(¢(0),.... f(n) beskonacan, a f(n+ 1) = wy, inace. Jasno

:Vn+1)

jedaje S(),....f(n+1)) beskonacan. Dakle, konstruirali smo niz (f(n)),cy takav da je C}Z;:H) -
Cn

) Sada, moZemo zakljuciti da postoji d € (;enC//, 1o

Fn) &S obzirom na to da je
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zakljuCujemo da je d # c, to jest da L nije trivijalan. Takoder, za svakii € N je ¢ € Ci,- paje
ceCliu---UCE

za svakii € N. Dakle, ¢ € L.

Na kraju, jasno je da je L C B(c, €) zato §to je

ceLCClU---UCL CCOU---UCY
- 0 0 - 0 - 0 €
diam (CVO U--- UCWO) <diamC,,_,+---+diamC, ,, <5- 3= €.
Ovime je dokaz zavrSen. u
Napokon moZemo dokazati Propoziciju 3.2.7.

Dokaz. Pretpostavimo da je S # 0, jer je inace tvrdnja jasna. Neka je d metrika na S koja indu-
cira topologiju na S (relativnu topologiju na S u (X,.7)). Za svaki (K, {a,b}) € ¢ kontinuum

K je lanCast od a do b pa je i kontinuum (K, d|x«x) lanCast od a do b. Neka je
H'={KCX|(Ba,beV)(K,{ab})eX}.
Po definiciji lanCastog grafa je
s=Jx'u(viyx’). (3.28)

S obzirom na to da su |J.#" i (V\J#") disjunktni i kompaktni u (X,.7), po Teoremu 1.3.8

postoji m € N takav da je
Ux'Can i (VAUX')NIm=0.

Zajedno s (3.28) imamo da je
VAUA =8\ T,

Sto znadi da je V \ U#" poluizratunljiv u (X, .7, (I;)). Buduéi da je i konalan, Propozicija
1.3.10 implicira da je V' \ | %" izraunljiv u (X, .7, (I;)). Posebno, izratunljivo je prebrojiv pa
je 1 (trivijalno) izracunljivo prebrojiv do na S.

Da bismo pokazali da je S izracunljivo prebrojiv u (X, 7, (I;)), pokazat ¢emo da je K izra-
¢unljivo prebrojiv do na S, za svaki K € J#”. Tako Ce S biti izracunljivo prebrojiv do na samog

sebe kao konacna unija (vidjeti (3.28)) takvih skupova pa ¢e onda biti i izracunljivo prebrojiv.
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S obzirom na to da je S poluizracunljiv (po pretpostavci), bit e i izraCunljiv i dokaz e biti
zavrsen.

Dakle, neka je K € %" bilo koji. Tada postoje a,b € V takvi da je (K,{a,b}) € # . Zbog
jednostavnosti, oznacavat ¢emo

X" = "\ {K}.

Primjetimo da je, s obzirom na to da je 7 poluizracunljiv i konacan, po Propoziciji 1.3.10
svaka krajnja tocka lancastog grafa izracunljiva tocka.

Pretpostavimo prvo da je #” = 0. Tada je T = {a,b} pa su a i b izratunljive tocke. Ako
je VA K =0, onda je K = S pa je K poluizracunljiv po pretpostavci. Po Teoremu 2.1.1 K je

izracunljiv. Posebno, K je izracunljivo prebrojiv do na S. Medutim, ako je V \ K # 0, onda je
S=KU(V\K).

Bududi da su K iV \ K disjunktni i kompaktni u (X,.7), po Teoremu 1.3.8 postoji m’ € N takav
da je
VAKCJ, i KNJ,=0.

Dakle, K = S\ J,» pa je K poluizratunljiv. Kao i ranije, zakljuCujemo da je K izraCunljivo
prebrojiv do na S.

Sada, pretpostavimo da je .#" # 0 i ozna¢imo
Wi={weK|(3Le¥")weL},

to jest neka je Wy skup svih elemenata od K koji su sadrzani u nekom L € %", L # K. O¢ito je
Wy konacan (zbog definicije lancastog grafa).

Prvo uzmimo da je Wy = 0. Tada za svaki F € ¢ vrijedi F NK = 0, to jest
S\K=(V\K)ul J£".

Skup S\ K je kompaktan u (X, .7") kao kona¢na unija kompaktnih skupova i ocito je disjunktan

s K pa postoji m” € N takav da je
S\KCJ,» i KNJy=0.

Dakle, K = S\ J,,,» pa zakljuCujemo da je K poluizracunljiv kontinuum koji je lancast od a do b,

gdje su a i b izratunljive tocke. Naime, a i b su krajnje tocke lanCastog grafa zato §to je Wy = 0
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pa su onda i izraCunljive. Dakle, kao i ranije, K je izraCunljiv skup u (X,.7,([;)) pa je onda
posebno i skup izracunljivo prebrojiv do na S.

Napokon, neka je Wy # 0. Enumerirajmo skup Wy, to jest neka je
Wi = {wo,...,wn}

1 stavimo
e =min{d(w;,w;) |i,j€{0,...,n},i # j}.

Koriste¢i definiciju od € i nejednakost trokuta, jednostavno dobijamo da za sve i, j € {0,...,n}
takve da je i # j vrijedi

E(wi,g) mTe(wj,g) _0. (3.29)

Sada Zelimo pokazati da su skupovi

A=S$\ (KU U B(wi,§>> (3.30)

0<i<n

B=KU |J E(wi,§> 3.31)

disjunktni i kompaktni u (X,.7).

Jasno jedaje ANB = 0.

Dalje, B je kompaktan u (X, .7) kao kona¢na unija kompaktnih skupova (zatvorena kugla u
kompaktu S je kompaktna u S pa ondaiu (X,.7)). Kompaktnost od A u (X,.7) slijedit ée iz

jednakosti

A= (S\ U B(w,-,§>> n(v\K)ulJr) (3.32)

0<i<n

jer je skup na desnoj strani kompaktan u (X,.7"). S obzirom na to da je
S\K C (V\K)ul Jx", (3.33)

da bismo pokazali (3.32) dovoljno je pokazati netrivijalnu inkluziju. Zato, neka je
€
xels B(wis) | n (v AK)UJx"). (3.34)

Jasno je da je

xes\ | B(wn5) (3.35)

0<i<n 3

57



Lancasti graf Izracunljivost lancastog grafa

pa da bismo dokazali da je x € A trebamo dokazati da je
xeS\K.

U tu svrhu, pretpostavimo suprotno, to jest neka je x € K. OCito vrijedi da x ¢ V' \ K. Takoder,
ne postoji K’ € " takav da je x € K’ jer bi inaCe postojao j € {0,...,n} takav da je x = w;
$to bi proturijeéilo (3.35). Dakle, x ¢ |J.#", to jestx ¢ (V\ K)UJ#", §to je u suprotnosti s
(3.34) paje x € S\ K. Odnosno, vrijedi (3.32) pa je A kompaktan u (X,.7).
Sada, buduéi da su A i B disjunktni i kompaktni u (X,.7), po Teoremu 1.3.8 postoje p, 1’ €
N takvi da je
ACJ, i BCJy,

Ju ﬂJu/ = @.
Dakle,
B C S\Ju C S\A,

Sto zajedno s (3.30) 1 (3.31) implicira
kU U B(wig) S\ Cku U B(wi3). (3.36)
0<i<n 0<i<n
Sada razlikujemo Cetiri slu¢aja ovisno o tome jesu li a i/ili b elementi skupa Wy.
Prvo, neka su a,b € W},. Bez smanjenja opCenitosti, pretpostavit ¢emo da je a =wg i b = wy,.
S obzirom na to da je a € Wy postoji Ly € £, L; # K takav da je a € L;. Sli¢no, postoji
Ny € %', Ny # K takav da je b € N;. Po Lemi 3.2.8 postoje netrivijalni kontinuumi L C L; i

N C Nj takvi da vrijedi

£
(€ |
acl i L_B@%> (3.37)
i
beN i NgB@E) (3.38)

Buduc¢idasuLiN povezaniidajeac LNKibe NNK, LUKUN je takoder povezan. Nadalje,
po (3.36), (3.37) 1 (3.38) zakljuCujemo da je

LUKUN C S\ J,. (3.39)

Sada odaberimo ¢ € L, ¢ # a (koji postoji zato §to je L netrivijalan). Zbog (3.29) i (3.37),
vrijedi

c¢ U B(wis). (3.40)
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Takoder,
c¢K.

Naime, ako je ¢ € K onda je ¢ € Wy, (jer je ¢ € L; i L; # K) pa zbog (3.40) vrijedi ¢ = wy, to
jest ¢ = a, §to nije moguce. Dakle
c¢ KU U B (w- E)
, "3
1<i<n

pa po Teoremu 1.3.8 postoji o € N takav da je

— &
ku | B<w,-,—) C Jy (3.41)

: 3
1<i<n

c ¢ Jg. (3.42)

Sli¢no, postojed € N,d # b i B € N takvi da je

ku | E(wi,§>C1ﬁ (3.43)

0<i<n—1

d¢Jg. (3.44)

Neka su €, 2 C N? iz Teorema 1.3.8 i neka je f : N — N izradunljiva funkcija takva da je
li=J) zasvakii € N.

Neka je i € N takav da je ; N K # 0. Vrijedi I; N (K \ Wy,) # 0. Naime, ako pretpostavimo da
je ;N K C W onda je [;N K konalan pa onda i zatvoren u K. S druge strane, /; K je i otvoren
u K, a jer je K povezan, zakljuCujemo da je /; N K = K. No, onda je K konacan, a bududi da je i
Hausdorffov, diskretan je Sto je u kontradikciji s ¢injenicama da je K povezanida je cardK > 2
(a,b € K).

Dakle, neka je x € I; N (K \ Wy) i neka je r € R takav da je

0 <r < min{d(x,w) | w € W¢}

B(x,r) g],ﬂ(K\W,Q) Cr :Jf(i)- (3.45)

S obzirom na to da je kontinuum (K, d |k «x) lanCast od a do b, postoji kompaktni r — lanac

Ko, ...,Kn u (K,d|kxk) koji pokriva K takav da je a € Ky i b € K,,,. Bez smanjenja opCenitosti
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(uzmemo kompaktni min{%, M} — lanac umjesto kompaktnog r — lanca, slicno kao u Lemi

3.2.10) pretpostavimo da
a¢Kjzaj#0 i b¢Kjzaj#m. (3.46)
Neka je p € {0,...,m} takav da je x € K,,. Zbog (3.45) i zato Sto je diamK), < r, vrijedi
Ky CJpiy.-
Zasvakii€ {0,...,n} nekaje [; € {0,...,m} takav da je
w; € Kj;.

Zbog (3.46) mozemo staviti

lo=01l,=m.

Iz definicije od r slijedi da je K, "Wy = 0 pa je onda
p#lizasvakii€ {0,...,n}. (3.47)

To, posebno, znaci da je

p#0,m, (3.48)

Sto moZemo dobiti i iz definicije od r.

Definirajmo

F=KyU---UK, U U (F(wié)ﬂ((V\K)UUJg/u))

0<i<n

Li<p

_ (. € "
G—KP+1U~~-uKmUO<LiJ<n<B<w,,§>ﬂ((V\K)UU,%/ ))
L>p
Skupovi F,K, i G su kompaktni u (X,.7) jer je (V\ K)UlJ.#" kompaktan u (X, .7).

Primjetimo da za svaki i € {0,...,n}, po (3.29), vrijedi

— €
B (w,-, §> AWL = {w;}. (3.49)
Neka je [; < p. Jer je
w; € Kl,-;
za svaki j > p vrijedi
wi ¢ KJ’ (350)

60



Lancasti graf Izracunljivost lancastog grafa

pa je onda

E(wi,§> A(VAK)UUA") N (Kpst U UK) =

Sli¢no, zakljucujemo da je

E(w,é) N((V\K)UJA") N (KoU- UK, 1) =0,

za l; > p. Gornje, zajedno s (3.29) i Cinjenicom da je Ky, ..., K, lanac implicira da su skupovi
F 1 G disjunktni.
Jasno je da je
— €
KU B(w,-,—) — FUK,UG. (3.51)
, 3
0<i<n

Zbog (3.41),(3.43)1(3.48) je F C Jg 1 G C Jo pa onda, po Teoremu 1.3.8, postoje u,v,w €
N takvi da je F C J,, K, CJ,, G C Jy, (u,w) € 2, (v, f(i)) €€, u,B) € € i (w,x) € €.
Primjetimo da, po (3.36) i (3.51), vrijedi S\ J,, C J, UJ, UJy,.

Dakle, ako je i € N takav da je I; 'K # @, onda postoje u,v,w € N takvi da vrijedi sljedece:

(1) S\Ju CJ, UL, UJy;
2) (u,w) € Z;

3) nf(D) e,

4) (w,a)et;

(5) (u,B)e?.

Neka je Q skup svih (i,u,v,w) € N* za koje vrijede tvrdnje (1) — (5). S obzirom na to da
je S\ Jy poluizracunljiv skup u (X, .7, (I;)), skup svih (i,u,v,w) € N* takvih da vrijedi (1) je
izratunljivo prebrojiv skup u N*. Sada jednostavno slijedi da je  izratunljivo prebrojiv u N*.
Neka je I" skup svih i € N za koje postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q. Tada je T’
izraCunljivo prebrojiv u N po Teoremu o projekciji.

Pretpostavimo sada da je i € I'. Tada postoje u,v,w € N takvi da vrijedi (1) — (5). Dokazat
¢emo daje ;NS # 0.
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Izracunljivost lancastog grafa

U tu svrhu, pretpostavimo da vrijedi suprotno, to jest ; NS = 0. Zbog (3) je J, C I; pa je

zbog (1)
S\Jy CJ, Uy,

a onda je po (3.39)
LUKUN C J,UJ,.

Jasno je da su J, i J,, otvoreni u (X,.7) i disjunktni. S obzirom na to da je LUK UN povezan,

za postizanje kontradikcije, dovoljno je pokazati da J, i J, sijeku LUK UN. OCito su c,d €

LUKUN. Zbog (3.44) i (5) vrijedi d ¢ J, §to znali da je d € J,,. Sli¢no, zbog (3.42) i (4) je

¢ € J,, i tako dolazimo do kontradikcije. Dakle, I; NS # 0. Pokazali smo sljedece:

akoje ,NK #0,ondajeic T,

akojei €I’ ,ondaje ;NS #0

pa je K izraCunljivo prebrojiv do na S.

Da bismo dokazali drugi slu¢aj, neka je a € Wy, a b ¢ Wy.. Sli¢no kao i ranije, mozemo

zakljuditi da je b izraCunljiva tocka u (X, .7, (I;)) i pretpostaviti da je a = wy.

Ponovno, s obzirom na to da je a € Wy, postoji L; € %", L; # K takav daje a € L;. Po Lemi

3.2.8 postoji netrivijalni kontinuum L C L; takav da je

acl i L§B<a,§>.

(3.52)

Budu¢i da je L povezanidaje a € LNK, LUK je takoder povezan. Nadalje, po (3.36) 1 (3.52)

je
LUK C S\ J,.

Sada odaberimo ¢ € L, ¢ # a. Kao i ranije dobijamo

c¢ KU U E(wi,g)

1<i<n
pa po Teoremu 1.3.8 postoji ¥ € N takav da je
- E
kU {J B(wi) Sy

1<i<n 3

c¢Jy.
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Lancasti graf Izracunljivost lancastog grafa

Neka je i € Ntakavdaje ;,NK #0@inekasuxe ;N (K\ (WgU{b}))ireR takvidaje

0 < r < min{min {d(x,w) |w e Wi} ,d(x,b)}

B(x,r) CLN(K\ (WgU{b})) Cli=Jpq). (3.56)

Nadalje, bududi da je (K,d|g«x) kontinuum koji je lanCast od a do b, postoji kompaktan r
— lanac Ky, ...,K; u (K,d|kxxx) koji pokriva K od a do b. Koristeci iste oznake, pretpostavke i
argumente kao ranije, zakljuujemo da postoji p € {1,...,t =1}, p#1;, j €{0,...,n}, za koji
je
Ky C s

Definirajmo

F=KyU---UK, U | J (F(w,-,§> ﬂ((V\K)UU%”D

0<i<n
li<p

G=KpU---UKU | J (E (w,-,f) N ((V\K)UU%””)) .

0<i<n 3
li>p

Kao i prije, zaklju¢ujemo da su skupovi F, K, i G kompaktni u (X,.7) i da je

— &
kU | B(w3)=FUK,UG. (3.57)

0<i<n

Skupovi F' i G su opet disjunktni i zbog (3.54) je G C Jy pa onda postoje u,v,w € N takvi
daje FCJ,, K, CJy, GCJy, (u,w) € 2, (v,f(i)) €€, (w,y) € €ib cJ,. Primjetimo da po
(3.36)1(3.57) vrijedi S\ J, C J,UJ,UJ,.

Dakle, ako je i € N takav da je [; N K # 0, onda postoje u,v,w € N takvi da vrijedi sljedece:

(1) S\Jy CJ, UL Uy
2) (u,w) € Z;

3) (nf(i)) €€

@) (w,y) €€,

b)) beldy.

63
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Neka je Q' skup svih (i,u,v,w) € N* za koje vrijede tvrdnje (1) — (5) i neka je I skup svih
i € N za koje postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q. S obzirom na to da je b izralunljiva
tocka, skup svih (i,u,v,w) € N* takvih da vrijedi (5) je izratunljivo prebrojiv u N*. 1z toga
jednostavno slijedi da je Q', a onda i I, izralunljivo prebrojiv.
S druge strane, pretpostavimo da je i € I"'. Tada postoje u,v,w € N takvi da vrijede tvrdnje
(1) — (5). Dokazat ¢emo da je I; NS # 0. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je ;NS = 0. Po
3)je, CIpaje
S\Ju CJ, Uy,
a zbog (3.53) je
LUK C J,UJ,,.

Jasno je da su J,, i J,, disjunktni i otvoreni u (X,.7). Bududi da je LUK povezan, za kontra-
dikciju je dovoljno dokazati da J, 1 J, sijeku LUK §to je ocito jer su b,c € LUK, b € J,, po (5)
1c¢ € J, (inace bi ¢ € J,, po (4) povlalilo da je ¢ € Jy, $to je u kontradikciji s (3.55)). Dakle,
I; NS # 0. Da sumiramo, dokazali smo sljedece:

ako je ;NK # 0, ondajei cI”,

akojeic€I”, ondaje ;NS # 0,

Sto znaci da je K izracunljivo prebrojiv do na S.

Ostalo nam je jo§ dokazati posljedni slu¢aj pa uzmimo da a,b ¢ Wy.. O¢ito sua,b € T pa su
a1 b izraCunljive tocCke.

Pretpostavimo da je i € N takav da je [; N K # 0. Kao i ranije, postoje x € I; N (K \ (Wg U
{a,b})) ir € R takvi da vrijedi

0 < r < min{min {d(x,w) | w € Wi },d(x,b),d(x,a)}

B(x,r) CLN(K\ (WgU{a,b})) C L= Jy .
Nadalje, s obzirom na to da je kontinuum (K,d|g k) lanCast od a do b, postoji kompaktan r

—lanac Ky, ...,K; u (K,d|gxx) koji pokriva K od a do b. Uz oznake kao i ranije, zaklju¢ujemo

dapostoji p € {1,...,s—1},p#1;, j € {0,...,s}, takav da je
K, ng(i)'

Za skupove F i G definirane kao prije, koristeéi iste argumente, zakljucujemo da postoje u, v,w €

N takvi da vrijedi sljedece:
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Lancasti graf Izracunljivost lancastog grafa

(1) S\Jy CJ,UJ Uy
2) (u,w) € Z;

3) nf(D) e,

@) a €y

(5) b € Jy.

Neka je Q" skup svih (i,u,v,w) € N* za koje vrijede tvrdnje (1) — (5) i neka je I’ skup svih
i € N za koje postoje u,v,w € N takvi da je (i,u,v,w) € Q”. Kao i ranije, jednostavno slijedi da
je " izraCunljivo prebrojiv skup pa je onda i I takav.

S druge strane, pretpostavimo da je i € I'”. Tada postoje u,v,w € N takvi da vrijedi (1) — (5).
Zelimo pokazati da je I; NS # 0. Pretpostavimo suprotno, to jest neka je /; S = 0. S obzirom
na to da je po (3) J, C I;, onda je

S\Ju CJ, Uy

Budu¢idaje K CJ,UJ,,ac KNJ,ib e KNJ,, zakljucujemo da K nije povezan, §to je oCita
kontradikcija. Dakle, I; NS # 0. Pokazali smo sljedece:

akoje ;NK #@ondajeicI”,
akojeic I ondaje ;NS # 0,

to jest da je K izraCunljivo prebrojiv do na S.

Dakle, svaki K € " je izratunljivo prebrojiv do na S pa je S izracunljivu (X,.7,(;)). R

Napomena 3.2.16. Ako je (A, #,V) lanCasti graf, kontinuume K iz #” moZemo smatrati
bridovima lanCastog grafa. Opravdano je pitati se moZe li se pojam lancastog grafa proSiti do
nekog opcenitijeg pojma za koji ¢e takoder vrijediti rezultat iz Teorema 3.2.3. Jedina smislena
generalizija bila bi dopustanje beskonac¢nih presjeka razlicitih bridova. Odgovor na ovo pitanje
je negativan. Naime, u [28] je konstruiran kontinuum L; u R? koji je lan¢ast od (0,1) do (1,1)
i koji sijece kontinuum L, lanCast od (0, —1) do (1, —1), u beskona¢no (i to prebrojivo) mnogo

tocaka. Unija L; U L; je poluizracunljiv skup koji nije izracunljiv.
Jo§ moZemo pokazati da vrijedi rezultat sli¢an onome iz Teorema 2.3.1.

Korolar 3.2.17. Neka je (X,.7,(1;)) izracunljiv topoloski prostor i neka je S C X izracunljiv
skup u (X,.7,(I;)). Neka je Y C X takav da postoje .# iV za koje je (Y, £, V) lanCasti graf i

neka je £ # 0. Pretpostavimo da vrijedi sljedece:
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Lancasti graf Izracunljivost lancastog grafa

(1) KNS ={a,b} zasvaki (K,{a,b}) € X,
(2) KNM C S zasve (K,{a,b}),(M,{c,d}) € X .

Neka je
T=SUY.

Ako je T poluizraunljiv skup u (X, .7, (I;)), onda je T i izraCunljiv.
Dokaz. Kao i ranije, ozna¢imo
H'={KCY|(Fa,beV)(K,{a,b}) e X}.
Po definiciji lancastog grafa je
T=suvulJx'=(sulJx")u(v\(sulJx")).

Jasno je da je V' \ (SUJ#") izracunljivo prebrojiv do na T. Takoder, s obzirom na to da je
S izraunljiv u (X, 7, (I;)), posebno je izra¢unljivo prebrojiv pa onda i izracunljivo prebrojiv
do na T. Dakle, da bi T bio izracunljivo prebrojiv u (X, .7, (I;)) (a onda i izracunljiv, jer je po
pretpostavci poluizracunljiv), dovoljno je da svaki K € 2#” bude izratunljivo prebrojiv dona T'.

Uistinu, za svaki K € ¢, skup

L=J("\{K})U(V\K)

je kompaktanu (X,.7) i LNK C {a,b}. Tadaje T = SULUK pa je K izracunljivo prebrojiv u
(X, 7, (I;)) po Propoziciji 2.1.2, a onda i izraCunljivo prebrojiv do na 7. |
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4. IZRACUNLIJIVE APROKSIMACIJE

4.1. RELACIJE NA N

Dokaze sljedece leme moZe se pronaci u [26].

Lema 4.1.1. Nekaje (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su S i 7' disjunktni kom-
paktni skupovi u (X, .7) takvi da je S # 0. Tada postoji n € N takavdaje S C J,1J,NT = 0.

Takoder, ako je T' # 0, tvrdnja prethodne leme slijedi i iz Teorema 1.3.8 i ve¢ je mnogo puta
koriStena u prethodnim dokazima, ali ako je 7 = @, onda zbog kompaktnosti od S i tada postoji
neki n € N sa svojstvom S C J,,.

U [26] je definirano i sljedece:

Definicija 4.1.2. Neka je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su C i D prave ka-

rakteristi¢ne relacije.

J;i Cyly <= (Vie[j))i,i)ecC

LSl 3 e[j])ii)eC
JiCylj <= (Vie[j); S5y
JjCaly <= 3 e [j])J;Cv 1]
M, Ty Vjelk))J; Sy
Jj C3 <= (3j € [K])J; S Ty

. Sy Ky <=

(
(
= (
(
S oy Jjp <= (Vj € [K])J; Sy Iy
= (
= (
(V) € [k)J; S5 A
(

Jiody <= (Vie[jl)(Vvi' e [j])i,i')eD

Primjetimo da J; Cy Iy implicira J; C Iy, da l; C3J [ implicira I; C J [ idaJjoJ [ implicira

Jindy = 0. Tako su navedene relacije definirane na N, da bismo si ih lakSe predocili, ¢esto o
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njima razmisljamo kao o relacijama definiranim na skupu {/; | ie N}U{J; | je N}u{7] |l €
N}, ali moramo imati u vidu da to ipak nije u potpunosti to¢no.

Postojanje izradunljivo prebrojivih skupova €, 2 C N? takvih da vrijede svojstva (i) — (iii)
iz Teorema 1.3.8 imalo je vaznu ulogu u dokazivanju dosadaSnjih rezultata. Medutim, sada to

viSe nije dovoljno, ve¢ nam trebaju njihove eksplicitne definicije.

Napomena 4.1.3. U [14] je dokazano da su skupovi ¢ i Z iz Teorema 1.3.8 definirani sa
C={(.))eN U Cudy} i 2={(,]) N} [Jjody).

Nadalje, neformalno govoreci, gornje relacije definiraju izraCunljivo prebrojive skupove u

N2, §to se vidi u napomenama koje slijede.
Napomena 4.1.4. Skup

{(.1) eN*|J; Co I}
je izracunljivo prebrojiv u N? jer je

Ji Culy <= (Vie [j])i,i)ecC
= [j]x{i'tcC
a skup
{1 eN [l x{iYcc}

je izraunljivo prebrojiv u N2 po Propozicijama 1.1.10 i 1.1.11 (zato $to su funkcije N> —
PN), (j, i) [j]i N> = P(N),(j,i') — {i'} izradunljive, a skup C je izratunljivo prebrojiv
u N?).

Napomena 4.1.5. Skup
{(.4) eN? ;S5 7y}

je izratunljivo prebrojiv u N2. Naime,

JiCaJp —

f 3i' e [J)Cvli
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gdieje W ={(j,j',i") e N* | {i} C [j],[j] x {i'} € C}. Po Propozicijama 1.1.7,1.1.9, 1.1.10 i
1.1.11, W je izraunljivo prebrojiv u N3 pa je onda po Teoremu 1.1.1 promatrani skup izra¢un-

ljivo prebrojiv u N2,

Napomena 4.1.6. Skup
{(k,j") € N* | A4 Cyy T}

je izradunljivo prebrojiv u N jer je

I, Cw Jj <= (Vj e [k])]j Cy Jj

— [k x{j}c¥,

a skup
{(k, /) eN* | [|] x {j'} %}

je izratunljivo prebrojiv u N? po Propozicijama 1.1.9, 1.1.101i 1.1.11.

Napomena 4.1.7. Kao u Napomeni 4.1.6 zakljuCujemo da je
{(k,j) €N?| A Cv Ty}
izradunljivo prebrojiv skup u N2. Naime,

e%igv]jr — (VjE [k])]j gng/

= K x{j}CZ
gdieje Z={(j,J') e N* | J; C3 Jj} izracunljivo prebrojiv u N? po Napomeni 4.1.5.

Napomena 4.1.8. Skup
{(k,K) € N? | A4 Cy S}

je izratunljivo prebrojiv u N2. Vrijedi:

Definirajmo sada
0={(kK,j,j)eN" | {j}C[K],(j,])eE}.
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Kao u prethodnim napomenama, lako zakljuéujemo da je Q izracunljivo prebrojiv u N*. Skup
R={(kK.j)eN’| (3] €N)(kK,}.]) € 0}
je onda izra¢unljivo prebrojiv u N3 po Teoremu 1.1.1 pa imamo

M, Sy Ay = (Vje k)3 eN)({j} S [K]A(,)])€F)
— (Vj € [K])(k,K,j)€R

<= {(k,k')} x [k] CR.
Sada, kao u napomeni 4.1.7. zakljuujemo da je promatrani skup izradunljivo prebrojiv u N2,

Definicija 4.1.9. Neka je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su lo,...,l, € N.
Kazemo da je (J,,...,J;,) formalni lanac ako za sve i, j € {0,...,n} takve da je |i — j| > 1

vrijedi JliOJ]j, to jest (li,lj) €.

Uoc¢imo sli¢nost prethodne definicije s Definicijom 2.2.1.
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4.2. APROKSIMACIJA IZRACUNLIJIVIM

POTKONTINUUMOM

Sljedeci rezultat dokazan je u [26].

Teorem 4.2.1. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka je S poluizraCunljiv
skupu (X, .7, (I;)) koji je, kao potprostor od (X, .7 ), lancasti kontinuum. Neka postoje neprazni
potkontinuumi K, K, C S takvi daje S = K} UK5. Nekasua € K1\ K, 1b € K> \ K| sa svojstvom
da postoje o, 8 € N takvi da je a € Iy i b € Ig. Tada postoje izraCunljive tocke abesi
izraunljiv skup S u (X,.7, (I;)) takvi da je § C S, da je S kontinuum koji je lancast od d do b i
dajedely,be Ig.

Jo§ uvijek nije odgovoreno na pitanje moZze li se pretpostavka dekompozabilnosti od S u
prethodnom teoremu u potpunosti izostaviti, no ovdje pokazujemo da moZe onda kada je S
lancast od a do b, gdje je a izralunljiva tocka. Stovise, pokazujemo da u tom slu¢aju moZemo

pronaci d, b i S takve da je d = a.

Teorem 4.2.2. Neka je (X,.7,(1;)) izracunljiv topoloski prostor i neka je S poluizratunljiv
skup u (X,.7,(I;)) koji je, kao potprostor od (X,.7), kontinuum koji je lanCast od a do b,
a,b € X. Neka je a izraCunljiva tocka i neka je B € N takav da je b € Ig. Tada postoje izraCunljiva
tocka b € Ig iizracunljiv skup Su (X, 7,(I)) takvidaje S C Si daje S kontinuum koji je lan¢ast
od a do b.

Dokaz. Tvrdnja jasno slijedi ako je a = b. Pretpostavimo sada da je a # b.

Kao 1 ranije, neka je d metrika na S koja inducira topologiju na S (relativnu topologiju na S
u (X,.7)).

S obziromnatodajeb € lgNs, a (S,d) je posebno i regularan, neka je V otvoren skup u
S takav daje b€ V CV C IgNS. Buduéi da je {I; | i € N} baza topologije .7, postoji B’ € N

takav daje b € lg NS CV,aondaié€ >0 takav da je
B(b,e) C IgNS. “4.1)

Primjetimo da vrijedi

Ig NS C . (4.2)
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Stavimo

1
r= Zmin{e,d(a,b)}.

S obzirom na to da je B(b,2r) otvoren skup u S koji sadrzi B(b,r), po Lemi 4.1.1 postoji d € N
takav da je

S\B(b,2r)CJ; i JiNB(b,r)=0,

to jest

B(b,r) C S\ Jz C B(b,2r). (4.3)

Primjetimo da je b € S\ J;.

Sada definirajmo skupove
Q1 ={(l.d,q) eN*|SC U0y Uy}

Q={(l,4d,q) eN?| (J(l)o,...,J(l),,Jq/,Jq> je formalni lanac , > 1};

[

Q3 ={(l,q’,q) €N | A Coy Ja,a € Jy), }-

Tehnikama iz Propozicija 2.2.2 i 2.2.3 lako se pokaze da su Q i Q, izracunljivo prebrojivi u

N3. S obzirom na to da je a izraunljiva tocka i da vrijedi
aclJj <= (JieN)({i} C[jl,acl),

slicno kao u Napomeni 4.1.5 zakljuCujemo da je skup {j € N | a € J;} izraCunljivo prebrojiv u

N pa je onda jasno da je

% ={(l,q',9) N’ |acJy,}

izradunljivo prebrojiv u N3. Dalje,

Qf ={(l,d.q) e N* | S Cyy Ja}

je takoder izradunljivo prebrojiv u N* po Napomeni 4.1.6. Jasno je da je onda i Q3 = QiNQ)

izradunljivo prebrojiv u N3. Napokon, po Teoremu 1.1.1, skup
Q={(l,4) eN*| (g eN)(I,¢’,q) € Q1N N3}

je izratunljivo prebrojiv u N2.
Bududi da je S poluizracunljiv skup u (X,.7,(1;)), postoji izracunljiva funkcija 7 : N — N
takva da je 2(N) = {j € N | S C J;}. Posebno, S C Jj ).
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Tvrdimo da postoji (1,4’) € Q takav da vrijedi

T4 Sy In0)> Jg 3 Jn00) (4.4)

J(l)7 - Iﬁ’- 4.5)

Neka je Ag > 0 Lebesgueov broj otvorenog pokrivaéa {I; NS | i € [k(0)]} od (S,d) i neka je
Dy, ...,D, kompaktan min{r, %} —lanac u (S,d) koji pokriva S od a do b.
Stavimo

w=min{i € {0,...,n} | D;N(S\ Jz) # 0}.

Buduéi daje b € S\ J;ib € D,, broj w je dobro definiran. Stovise, vrijedi 1 < w < n. Naime,
pretpostavimo li da je w = 0, onda postoji x € Do (S\ Jz), §to zajedno s (4.3) implicira da je
x € DoNB(b,2r) pa je onda

3
d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) < diamDg+2r < 3r < Zd(a,b) <d(a,b),

Sto je neistina. Dalje, ako je w = 1, postoji y € D1 N (S\ J;) pa je kao i prije y € D1 N B(b,2r).
Bududi da je Dy N Dy # 0, postoji x € DgN Dy i vrijedi

d(a,b) <d(a,x)+d(x,y)+d(y,b) < diamDg+diamD; +2r < 4r < d(a,b),

kontradikcija. Takoder, ako pretpostavimo da je w = n, onda je D, N (S\ Jz) = 0 pa je po
(4.3)i D, NB(b,r) = 0. S druge strane, s obzirom na to da je b € D, i diamD,, < r, vrijedi
D, C B(b,r) pa je D,—1 N D, = 0, §to je neistina. Dakle, 1 < w < n, to jest u gornjem lancu
sigurno se nalaze karike Doy, D1,D,, 1 Dy, 1.
Neka je ¢ : N — N bilo koja izracunljiva funkcija takva da je I; = Jy ;) za svaki i € N.
Vrijedi Dy,—1 C Iy, to jest
Dy,—1 CJypry- (4.6)

Naime, zbog (4.1) dovoljno je pokazati da je D,,—; C B(b,€). Dakle, neka je x € D,,_; bilo
koji. S obizirom na to da je D,,_1 N D,, # 0, postoji y € D,,_1 N D,,. Dalje, po definiciji od w
je D,y (S\Jz) # 0 pa je onda zbog (4.3) i D,, N B(b,2r) # 0, to jest postoji z € D,, N B(b,2r).
Bududi da je

d(x,b) <d(x,y)+d(y,z) +d(z,b) < diamD,,_| +diamD,, +2r < r+r+2r =4r < g,
vrijedi Dy,—1 C B(b,€), odnosno D,,_1 C Ig:.
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Primjenimo li sada Teorem 1.3.8 na

F = {DOa-' '7DW*17DW7DW+1 UUDn}

A={o((h(0))o); -, @((h(0))5) @ @(B")},

dobijamo da postoje /,¢q,q" € N takvi da je

Do € J1ygy -+ Dw—1 S Iy, 4.7
D,, CJy, (4.8)
Dy41U---UD, C J, (4.9)

1 da vrijede zakljucci (i1) 1 (ii1) iz Teorema 1.3.8.

Tvrdimo da je (1,4',q) € Q1 N Q> N Q3. Po definiciji od w slijedi da je
DoU---UDy—1 € Ja,

Sto zajedno s (4.7) i ¢injenicom da je @ € A povlaci da je 7} Cyy Ja. Jasno je da je a € Ji;, jer
je a € Dy pa je onda (I,¢',q) € Q3. Takoder, buduéi da vrijede (4.7) — (4.9), (ii) iz Teorema
1.3.8idajel > 1 (jer je w— 1 > 1), jednostavno zaklju¢ujemo da je (I,q’,q) € Q; Ny. Dakle,
(1,4',q) € Q1NQNQ3, to jest (1,4') € Q.

Dalje, (4.5) dobijamo direktno iz (4.6) i ¢injenice da je @(B’) € A koriste¢i (iii) iz Teorema
1.3.8.

Primjetimo da za svaki i € {0,...,w} vrijedi diamD; < Ay pa zato postoji j € [h(0)] takav
da je

Di & Ty, = Jotmion;»

iz Cega, koristedi (iii) iz Teorema 1.3.8 i definiciju od A, dobijamo (4.4). Dakle, (/,4’) ispunjava
sva traZena svojstva.

Definirajmo sada skupove

= {(l,q/,m,s/) S N* | (l,q/) S Q,(m,s/) e Q, 7, Cy :%p,](m)o Cy J(l)

0’

Jmym Sv J1);,Jy S Ji zaneki i € [[]U {4d'}}

I'= {(laqlvk7m7sl) € N5 | (l7qlamasl) € Fl?% Qv Jh(k)v‘]s’ gﬂ Jh(k)}
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Koriste¢i Napomene 4.1.3, 4.1.5, 4.1.7 i 4.1.8 i &injenicu da je Q izradunljivo prebrojiv u N2,
lako se pokaze da su I i I" izra¢unljivo prebrojivi u N* i N°, redom.

Nekasu (I,q’) € Qik € Nbilo koji. Tvrdimo da postoji (m,s) € Q takav daje (I,¢',k,m,s") €

Po definiciji od Q postoji g € N takav da je (I,¢',q) € 1N N Q3. S obzirom na to da je

(1,d',q) €QridajeSC Jn(k)> postoje Lebesgueovi brojevi A1 > 01 Ay > 0 otvorenih pokrivaca

{J(l)o ns,... aJ(l)ijw]q/ ns,Jy ﬂS}

U)o NS>+ Xhit iy 1S}

h(k)
od (S,d), redom. Takoder, bududi da je a € J(1y, NS, postoji r € R, > 0 takav da je B(a,r’) C
J(1), N S. Stavimo
A
A =min{A,, ?z,r, g

Bududi da je S lancast od a do b, postoji kompaktan A — lanac Dy, ...,D, u (S,d) koji pokriva

Stakav dajea € Dyib € D,. Primjetimo da je
Do C J 1y, (4.10)

zato §to je a € Dy i diam Dy < r’ paje i Do C B(a,r’) C J;y,NS.

Kao i ranije, neka je
w=min{i € {0,...,n} | D;NS\Jz # 0}
i neka je

w =min{0<i<w|D;C Jay,}-

Broj w’ je dobro definiran. Da bismo to pokazali, primjetimo prvo da je
J(l)o ns,... ’J(Z)T NS, (Jq/ UJq) ns

lanac u S. Naime, jer je (I,4',q) € Q,, karike koje nisu susjedne se ne sijeku, a susjedne karike

se sijeku jer je S povezan, a € Jiy NSib € (Jq/ UJq) NS. Dalje, jer je diam D,, < A onda je
Dy CJp,NS ili ... ili Dy CJp NS ili Dy C (JpUJy) NS,

ali bududi da se Dy, i S\ J; sijeku, vrijedi D,, §Z J, Sto zbog definicije od €3, znaci da mora biti
D,, C (Jq/ UJq) NS. Sada, s obzirom na to da je D,, C (Jq/ U.Iq) NSil>1(erje (I,4,q) € Q)

75



Izracunljive aproksimacije Aproksimacija izrac¢unljivim potkontinuumom

te da vrijedi (4.10), po Lemi 3.2.11 zakljucujemo da postoji 0 < i < w takav da je D; C Jy; N S,
to jest w’ je dobro definiran. Primjetimo daje w’ > 1iw' <n—2.

Dalje, za svaki i € {0,...,w'} postoji k € [/] takav da je
D; C .. @.11)

Jasno je da je navedeno istina za i = 0ii = w'. Kada bi postojao 0 < i < w' za koji ne vrijedi
(4.11), to jest za koji je D; C (J4UJ,) NS, mogli bismo po Lemi 3.2.11 zakljuciti da postoji
0<j<itakavdajeD; C J(l); NS, tojest D; C J(l)7 Sto bi bilo u kontradikciji s minimalno$éu
od w'.

Napokon, promotrimo skupove

F = {DOa---7Dw’7Dw’+17Dw’+2U'"UDn}

A={Do,---. (34", @((h(K))o), -, @((h(k))75)- @}

Po Teoremu 1.3.8 postoje m, s’,s € N takvi da je

Dy C J(m)()?"'va’ - J(m)

D1 C Uy, 4.12)
l)w’—0—2U --UD, C Jg

1 da vrijede zakljucci (i) 1 (1ii) iz Teorema 1.3.8.

Tvrdimo da je (I,4',k,m,s’) € T. Koriste¢i iste argumente kao i ranije, zaklju¢ujemo da je
Hon Sy In(i)» Iy C3 The) 1 (m,s") € Q. Takoder, iz (4.11) dobijamo da je 7%, Cy /2. S obzirom
natodaje (I)o € AiDo CJy),, vrijedi J,), Cv J),- Slicno dokazujemo da je J(,,,). Cv Jay,-

Ostalo je samo pokazati da postoji i € {¢’} U[l] takav da je Jy Cy J;. Zbog (4.12) dovoljno
je pokazati da postoji i € {¢'} U[l] takav da je D, C J;. Doista, zbog definicije od 4; vrijedi
D,y CJ;, zanekii € {¢/,q} U][l], a jasno je da inkluzija D,y C J, ne vrijedi. Naime, u
suprotnom, s obzirom na to da je D,y "D,y #0iD,, C Ja),» slijedilo bi da je J, N J (. # 0,
kontradikcija.

Dakle, za sve (I,q') € Qi k € N postoji (m,s') € N? takav da je (I,q',k,m,s') € T'. Po Te-
oremu 1.1.2 postoji parcijalno izratunljiva funkcija v : Q x N — N? takva da je (x,k, w(x,k)) €

I'zasvexe QikeN.
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Neka je (I,4") € Q takav da vrijede (4.4) i (4.5). Definirajmo niz ((1,,q),))nen na sljedeci
nacin:
(107Q6) = (lvq/)a
(ln+17q:1+1) = l//(ln,q;,l’l—l— 1)'

Primjetimo da je za svakin € N

(Lyqpsn+ 1, Ly 1,@hsy) €T (4.13)

Dalje, za svaki n € N definirajmo m,, = I, skupove (... ., C,’j%1 418

Cg - J(ln)O’ Tt C:lnn - J(lﬂ)m’ C’?ln“'l - JQ;L
i skupove Sg,..., S, .18
St=C'nNS zaied{0,...,m,+1}.

Primjetimo da je S, ..., S

m.1 lanac. Naime, s obzirom na to da je (In,q,) € Q, postoji

g € N takav da je (I,,q,,q) € Q1 N N Q3, §to implicira da je

(J(ln)o’ . 7J(ln)g7‘161§.7‘,f1)

formalni lanac koji pokriva S pa je, posebno, Y NS =0 zasve i, j € {0,...,m, + 1}, [i—j| > 1.

Primjetimo da niz S ,...,Smﬁ_l,

je $tNS}, =0. Stavimo U’ = SjuU---USTiU" =S}, U---US) . U(J;NS). Bududi da je

J, NS takoder pokriva S. Neka je sada i € {0,...,m,} takav da

(ln,qn>q) € Q3, vrijedi a € J,),. Takoder je i U7, C Jg, zbog Cega je onda b € J; UJ, zato
Sto je b € S\ Jz. Dakle, a € U' i b € U”. ZakljuCujemo da su skupovi U’ i U” otvoreni u S,
disjunktni, unija im sadrzi S 1 svaki od njih sijece S, Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je S
povezan. Dakle, (Sg,...,S), ) je lanac.

Definirajmo sada

§= ) (Su--USE).
neN
Zbog (4.13), za svaki n € N vrijedi 77 | Cy 7, pa zakljuCujemo da

{Sprt,..., 8%k Y profinjuje {SG, ..., S, }, (4.14)

Mp4-1

aondai

{Sat,...,SmkL } profinjuje {Sg,....S7, }
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iz ega slijedi da je {S§U---USy, } centrirana familija u S. Buduéi da je S kompaktan, onda

i€ Npen (SBU---USE ) # 0. Sli¢no, Spyi! C 8% za svaki n € N, pa je e S, # 0. Neka je

My4-1

b € S takav da je
be 5.

Dalje, buduéi da su zasve k € Nii € {0,...,m;+ 1} skupovi S¥ omedeni u (S,d), moZemo
definirati

mesh (k) = max{diamS¥ |0 <i <my+1}.

Tvrdimo da mesh(k) — 0 kada k — oo. Neka je € > 0 bilo koji. Za svaki x € S postoji iy € N
takav da je x € [;, NS C B(x,%). Prema tome, {I; NS | x € S} je otvoreni pokrivag od (S,d), a
jer je (S,d) kompaktan, postoje xo, ..., X, € S takvidaje S C [;, U---Ul;, . Nekaje j € N takav
daje [j] = {ixy,---,ix, }- Dakle, S C J;idiam(/;NS) < € za svaki i € [j]. Dalje, neka je ko € N
takav da je j = h(ko). Po (4.4) 1 (4.13) je

Ay S In) 1 I S3Ihiko)
pa zakljuujemo da

(st,...,8% sk 3 profinjuje {LNS |i € [A(ko)]}-

mko ’ mk0+1

Ovo povladi da je mesh(kg) < €. Za svaki k € N je .7

k+1

Cy jﬁk qu;<+l CyJizaie {k}U [qﬂ
pa je onda mesh(k + 1) < mesh(k), to jest mesh(k) — 0.
U sljedeéem koraku trebamo pokazati da je S lancast od a do b. Neka je € > 0 i neka je

n € N takav da je mesh(n) < £. Tvrdimo da je
SenS,sins,. ... S NS, (Sy _uSy USy L )NS

otvoreni € — lanac u (S, d) koji pokriva $ od a do b.
Prvo, jer je (1,,q,,) € Q, jasno je da postoji g € N takav da je (,,¢,,,q) € Q1 NQy NQ3, §to
posebno znaci da je

(o NS5 5T, 183, NS, g NS}

otvoreni pokriva¢ od (S,d). Neka A > 0 Lebesgueov broj tog pokrivaca,
Dalje, neka je k € N takav da je k > n i mesh(k) < 2. Onda je diamS¥ < A za svaki

i €{0,...,m} pa, jer je diame.< = diamS_f.‘, zakljuCujemo da
{85, Sk} profinjuje {Ji )y, (1,)+ g Ja -
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Stovige,
{85, - -+ Sk } profinjuje {Ji, )0, - i), Jg, }- (4.15)

Da bismo dokazali spomenuto, pretpostavimo da postoji i € {0, ...,my} takav da je S_f‘ CJ,. To

posebno znaci da je Sé‘ C J,. Jer je k > n, uzastopnom primjenom (4.14), zakljucujemo da
{86 -. Sk, } profinjuje {S§,.... S }

pa onda postoji j € [I,] takav da je Sf.‘ < Ju,);» Sto zajedno s Sf.‘ CJyi Sf.‘ = ( implicira da se
skupovi J,,), 1J4 sijeku, Sto je nemoguce s obzirom na to da je (I,,q.,,q) € Q.
Iz definicije od S i (4.15) dobijamo da je
—_ (4.15)

SCSEU---USE  C SBUSIU---USE LU(Sh  USh USh L) C

C(SENSHUSTNS)U---U(Sh, HNS)U((Sp, _USs USE 1)NS).

my,—2

Jasno jedajea € S ﬂﬁ, zato Sto je a € J(,n)o. Takoder, b € <SZ,171 US% US%H) NS, zato §to

jebe sk i
Sk, CSL _ USh USE L. (4.16)

Naime, S, C Sy, . azbog (4.15)

(S5, 8k, } profinjuje {Sg,....S% S, 1}

pa obzirom na to da je S;, disjunktan sa svakim od skupova §", j € {0,...,m, —2}, mora biti
Ska C S, —1USm, US,, - Dalje, jasno je da je

diam(S§NS) <¢,...,diam ((S}, _;USy, USE ,)NS) <e.
Takoder, s obzirom na to da je (I,,4.,,q) € Q2, ocito je da se oni elementi niza
SenS.StNS,.... Sy NS, (Sh, _ uSy USy )NS

koji nisu susjedni ne sijeku. Da bismo pokazali da se susjedi sijeku, dovoljno je pokazati da
je S povezan. Iz toga ¢e dodatno, buduéi da je S zatvoren u kompaktu (S,d), slijediti i da je S
potkontinuum od S.

Stoga, pretpostavimo suprotno, to jest neka je (L, L) separacija od S. Neka je

u :d(Ll,Lz).
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Bududi da su L; i L, kompaktni (kao zatvoreni podskupovi kompakta (S,d)), vrijedi u > 0 pa
onda postoji n € N takav da je mesh(n) < % Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo da je
a € L 1 definirajmo

i():min{iG {O,...,mn+1}|S§1ﬂL27§(I)}.

Primjetimo da skup dijametra strogo manjeg od u, po definiciji od @, ne moze istovremeno

sijeéi skupove L; i L. Prema tome, lako zakljucujemo da je
5<ip<m,+1 4.17)

jer bi ip < 4 impliciralo da skup SgU---US} , diam (Sg u--- USZ)) < u sijeCe Ly (jer je a € S)
1 Ly (po definiciji od ip), kontradikciju. Posebno, m,, > 4.

Po definiciji od ip vrijedi S} _3 MLy = 0. S druge strane, Si MLy # 0 pa je

(Sh_3USE ,USE (USE)NLy #0,

1071
a jer je diam <Sz)_3 USZ)_2 USZ’.;_1 US?O) < U imamo
(Sg)_?, USZ)—Z USZ)_I USZ)) ﬂL] - @,

Sto povlaci SZ)% NL; = 0. Dakle, S

0

3N8=0,t0jest C}_3NS=0.

Kao i ranije (vidjeti (4.15)), postoji kK > n takav da

{Sk, ... ,Ska} profinjuje {J, )5S0, I }-

E,

Tvrdimo da postoji ug € {0,...,m;} takav da je S_fjo C CZ) _3. Pretpostavimo suprotno. Buduci

da je S§ C Cy i Sk, C Sy, . sli¢no kao u (4.16), zakljuCujemo da je

_ (4.17)
S§CCuCt C Cpu---UCh y,

odnosno da je
ok n n n (4.17) n n
Spe € Cppm1 VG, UG, 11 € G U UG, 1.
Buducida je S_’fﬂS_’(‘) # (), mora vrijediti S_’f CCyuU---uCy _,. Ukonatno mnogo koraka ovakvim
0

razmatranjem zakljuCujemo da je

S5, CCRU-UC

Sto je oCita neistina. Dakle, postoji ug € {0, ...,m;} takav da je Sk C Ci s

1
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Zbog Leme 3.2.11 1 (4.14) postoji u; € N, 0 < uj < my, takav da je Sﬁfl C Sk to jest

up?
skil ¢ S_lﬁo Prema tome, za svaki p € N dobijamo u,, takav da je

Kk k+1 k+p
Ci 328 28228, 2

Y

iz Cega zakljuCujemo, kao i ranije, da je (,cn S],jjp - 0. Taj je skup ogito podskup i od S, §to je
u kontradikeiji s C? ;N8 = 0. Dakle, $ je kontinuum koji je langast od a to .

Potrebno je jos dokazati sljedece:
1. b € S je izratunljiva toka;
2. helgi
3. S je izraunljiv.
Prvo ¢emo pokazati da za sve m,n € N takve da je n > m vrijedi
K, Sodnmy 1 Jg S3Ihm)- (4.18)
Naime, iz (4.4) i (4.13) imamo da je za sve m € N

I CVJh(m) i Jq;n gg.]h(m). 4.19)

m —

Zbog (4.13) i definicije od I znamo da za svaki m € N postoji u € [,,] U {q,,} takav da je
Iy, Sv Ju. Zatakav u po (4.19) vrijedi J, €3 Jj(,,) pa onda postoji k € [h(m)] takav da je
Jy Cy I;.. Prema tome, Jq:nﬂ Cy I, to jest Jq:nﬂ C5 Jp(m)- Nadalje, 77, .| Cy 7, azbog (4.19)

je ., Sv Jn(m)- U konaéno mnogo koraka dolazimo do (4.18).

Sada, da bismo pokazali tvrdnju 1., trebamo dokazati da je skup {i € N | bhe I;} izraunljivo

prebrojiv u N. Za svaki n € N, kao u (4.16), vrijedi

besy us., US, CCh _UChL UCh |,

Mp+1 —

to jest b € N,y (Cfn}rl uc,, Uc,

mn+1)' (Primjetimo da je m, = 1, > 1 za svaki n € N, §to

slijedi direktno iz definicije od €2;.)

Sada, tvrdimo da vrijedi sljedece:
beli = (3neN) (Jy Syl Solindy) | Svl). (4.20)
Da bismo dokazali netrivijalnu implikaciju, pretpostavimo da je b € I. Onda postoji ¥’ € R,

" > 0 takav da je B(b,2r") C I; i B(b,2r"") # S. Po Lemi 4.1.1 postoji & € N takav da je
S\B(b,2r"yCJ; i J:NB(b,r")=0. (4.21)
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Neka je j € N takav da je [j] = [¢]U{i}. Po (4.21) je jasno da vrijedi S C J;. Neka je m € N
takav da je h(m) = j i neka je n € N, n > m bilo koji za koji je mesh(n) < %N S obzirom na to
da je

besy USy USL . i diam(S), _USE USE ) <r,

jasno je da je

Soy—1U Sy, USy, 11 C B(b,r"),

Sto po (4.21) implicirada su S, US;, US) ;i Jz disjunktni.

Buduci da po (4.18) vrijedi J; C3Jy(), postoji v € [/] takav da je Jg Cv 1y iz Cega onda slijedi
0#S, 1 €. Tvrdimo da je v = i. Uistinu, pretpostavimo li da vrijedi v # i, onda je v € [¢]
Sto znaCida §;, ;1 Je nisu disjunktni, a to je nemoguce pa je time dokazano J; Cy I;. Nadalje,
Ji1,)— Sv 1i jer je bi J(ln)g Cv I, za neki v # i vodilo na kontradikciju s Sy, NJz = 0. Sli¢no,

In

](ln)lil Cy I, to jest vrijedi (4.20). Sada, koriste¢i Napomenu 4.1.4 i ¢injenicu da je funkcija

N — N2, n+ (I,,q}) izraunljiva, lako zakljuéujemo da je skup

P ={(i,n) € N2 | JCIfz Cy Ii/\‘](ln)g Cy Ii/\'](l,,) - Cv I}

In

izratunljivo prebrojiv u N2 pa je po Teoremu 1.1.1 i
{ieN|(ImeN)(i,n) € P}

izracunljivo prebrojiv u N, to jest b je izraCunljiva tocka.

Sada, pokazimo da je b e Ig. Pretpostavimo suprotno, to jest neka b ¢ Ig. Budu¢i da
vrijedi (4.2), imamo b ¢ W pa onda postoji otvoreni skup U u (S,d) takav da je b € U i
U N (IgNS) = 0. Posebno,

0=UN(IgNS)=(UNS)NIg =UNIg. (4.22)

Neka je s > 0 takav da je B(b,s) C U ineka je t € N takav da je mesh(r) < 5. S obzirom na to
da je
bes, US, US, 1 i diam(S,, _jUS, US, ) <s,
vrijedi
St_1USh, US, . CB(b,s) CU
Sto je, zbog (4.22), u kontradikciji s ant Clg (posljednja je inkluzija istinita zbog (4.5) 1 (4.13)).
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Napokon, ostaje samo pokazati da je skup S izradunljiv u (X,.7,(I;)). S obzirom na to da
je S lantast od a do b i da su a i b izratunljive to¢ke, po Teoremu 2.1.1 dovoljno je pokazati da
je S poluizratunljiv.

U tu svrhu, dovoljno je dokazati sljedecu ekvivalenciju:
Sng <= (Eln EN) (%ﬂ QVJJ-/\J% Cg Jj) .

Za dokazivanje netrivijalne implikacije, pretpostavimo da je j € N takav da je S C J ;. Buduci

da je (S,d) normalan, postoji otvoreni skup U C S takav da je
SCUCUCJ;.

Neka je 7 € R, 7" > 0 takav da je B(b,r"") C U. Sli¢no kao ranije, zakljuéujemo da postoji
d € N takav da je
SQJJUJJ' 1 JJQU:@

i p € N takav da je [h(p)] = [d] U[j]. Zan €N, n > p za koji je mesh(n) < %, po (4.18),
vrijedi

i, Sodnpy 1 Iy S3In(p)- (4.23)

Prvo ¢emo pokazati da je J, C3J;. Pretpostavimo suprotno, §to zbog (4.23), znaci da je
th C3 JJ, to jest

S obzirom na to da je

besy jusk UShL . i diam(S}, _ USE USE ) <7
jasno je daje S; US; US) | C B(b,r") C U pa zakljuéujemo da je Sp.w1 S U, $to je
u kontradikciji s (4.24). Analogno, J(ln)g,l C3Jji J(ln)g C3 J;j. Ostaje nam joS pokazati da
je A, Cv Jj, to jest da je Ji;,), C3J; za svaki i € {0,...,1, —2}. Po (4.23), za svaki i €
{0,...,1, — 2} vrijedi Ju,y: C3Jg1li J(y,, C3J;. Dokazujuci da je S lanéast od a do b, pokazali

smo da svaki od skupova S¢,. .. ,SZFZ sijeCe S pa onda, posebno, J(ln)i sijeCe S. Medutim, J jne

sijeCe S (jer ne sije¢e U) pa mora biti J(1,); ©3Jj- Sada, koristec¢i Napomenu 4.1.7 i Cinjenicu

i

da je funkcija N — N2, n +— (1,,q,) izradunljiva, lako zaklju¢ujemo da je skup

{(j,n) eN* |4, CuJj NIy C3U5}
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izratunljivo prebrojiv u N? pa je po Teoremu 1.1.1 i skup
{jeN|(TneN) (A, CyJiNy C37;)}
izracunljivo prebrojiv u N. |

Neka je (X,.7) topoloski prostor, neka je % otvoreni pokriva¢ od (X,.7) i neka su x,y € X.
KaZemo da su x i y % -blizu ako postoji U € % takav da vrijedi x,y € U. Za S, T C X kaZzemo
da su % -blizu, i piSemo S =4, T, ako za svaki x € S postoji y € T takav da suxiy % -blizu i
ako za svaki y € T postoji x € S takav da su x iy % -blizu.

Za kontinuum S kaZzemo da je dekompozabilan ako se moze zapisati kao unija svoja dva
prava potkontinuuma.

Sljedece je dokazano u [26]:

Teorem 4.2.3. Nekaje (X, .7, (I;)) izraunljiv topolo$ki prostor. Ako je S poluizratunljiv skup
u (X,.7,(I;)) koji je dekompozabilan lancasti kontinuum, onda za svaki otvoreni pokriva¢ %
od (X, .7) postoje izraunljive totke @,b € S i kontinuum $ lancast od @ do b takav da je S C S,

S~y Sidaje S izra¢unljiv skup u (X,.7, (I;)).
Sada dokazujemo:

Teorem 4.2.4. Neka je (X,.7,(1;)) izraCunljiv topoloski prostor. Neka je S poluizratunljiv
skup u (X, .7, (I;)) koji je, kao potprostor od (X,.7), kontinuum koji je lancast od a do b, gdje
je a izraCunljiva to¢ka. Tada za svaki otvoreni pokriva¢ % od (X, .7) postoji izraunljiva tocka
b € S i kontinuum $ lancast od a do b takav da je S C S, S ~4 S i da je S izratunljiv skup u
(X, 7, ().

Dokaz. Neka je %/ otvoreni pokriva¢ od (X,.7). Tadaje {UNS |U € % } otvoreni pokriva¢
od S, a s obzirom na to da je kontinuum S lancast od a do b, postoji otvoreni lanac Cy,...,Cy, u
S koji pokriva S od a do b i za koji {Cy,...,Cy,} profinjuje {UNS |U € % }. 1z toga slijedi da
{Co,...,Cy} profinjuje i % .

Jer je b € Cy,, postoji B € N takav da je

belgnSC Cp.

Po Teoremu 4.2.2 postoji izra¢unljiva totka b € I 1 izraCunljiv skup S takav da je S konti-

nuum koji je lancast od a do b i da je § C S. O¢ito je b € IgNS, paje becC,.
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PokaZimo sada da je S ~4 S. S obzirom na to da je S C S, trebamo samo pokazati da za
svaki x € S postoji tocka iz S koja je % -blizu x.

Neka je, dakle, x € S bilo koji. Tada postoji i € {0,...,m} takav da je x € C;. Tvrdimo da
CiNS # 0. Ustinu, kada bi vrijedilo C;N S = 0, s obzirom na to daje S C CyU---UC,,, a € SNC
i b e §NC,,, imali bismo separaciju od S, $to je nemoguce. Dakle, C;N S # 0 pa onda postoji
y € § takav da je x,y € C;. Buduéi da {Cy,...,C,,} profinjuje %, postoji U € % takav da je
C; CU. Slijedi x,y € U.

Zakljuujemo da za svaki x € S postoji y € S takav da su x iy % -blizu. Dakle, S~z S. W

Sljedeci korolar posljedica je Teorema 4.2.2 14.2.4.

Korolar 4.2.5. Neka je (X,.7,(I;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su a,b € X. Neka je S
poluizracunljiv luk u (X, .7, (I;)) i neka su a i b krajnje tocke od S.

(i) Ako je a izraCunljiva totka, onda za svaki 8 € N takav da je b € Ig postoji izraCunljiv

podluk § C S s krajnjim to¢kama a i b, gdje je b izralunljiva tocka takva da je b € Ig.

(ii) Ako je a izraCunljiva tocka, onda za svaki otvoreni pokriva¢ % od (X,.7") postoji izra-
¢unljiv podluk S od S s krajnjim to¢kama a i b, pri emu je b izracunljiva tocka takva da

jeSA%% S.

Neka je (X,d) metricki prostor, S C X neprazan kompaktan skup u (X,d) i 7 familija
nepraznih kompaktnih skupova u (X,d). Za svaki otvoreni pokriva¢ % topoloskog prostora
(X, 7;) postoji A € <7 takav da je S ~4 A ako i samo ako za svaki € > 0 postoji A € o/ takav
daje S ~¢ A, to jest dy(S,A) < €. Dokaz se moZe pronadi u [26].

Koriste¢i navedeno, jednostavno dobijamo sljedece posljedice Teorema 4.2.2 1 4.2.4 1 Koro-

lara 4.2.5.

Korolar 4.2.6. Neka je (X,d, ) izraCunljiv metricki prostor i neka je S C X poluizraCunljiv

skupu (X,d, ).

(i) Ako je S kontinuum koji je lancast od a do b, gdje je a izraunljiva tocka u (X,d, ), onda
za svaki € > 0 postoji izralunljiva to¢ka b € § i izra¢unljiv kontinuum $ langast od a do
b takav da je S C Sid(b,b) < €. Nadalje, za svaki £ > 0 postoji izralunljiva tocka b € S

i izra¢unljiv kontinuum $ langast od a do b takav da je $ € Si dy(S,S) < &.
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(i) Ako je S luk s krajnjim toCkama a i b, gdje je a izraCunljiva tocka, onda za svaki € > 0
postoji izratunljiva totka b € S i izra¢unljiv podluk S od S &ije su krajnje tocke a i b takve
da je d (@,b) < €. Nadalje, za svaki € > 0 postoji izracunljiva tocka hesi izraCunljiv

podluk $ od S s krajnjim tockama a i b takvima da je dy (S, ) < €.

Svaki luk je dekompozabilan lancasti kontinuum pa veé¢ po Teoremu 4.2.1 znamo da se
poluizracunljiv luk A moZe aproksimirati svojim izracunljivim podlukom do na zadanu tocnost.
Medutim, ako A ima izracunljivu krajnju tocku a, iz tog rezultat ne moZemo zakljuditi da e

izracunljivi podluk takoder imati a kao krajnu tocku, ali zato moZemo iz Korolara 4.2.6.
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ZAKLJUCAK

U ovom smo radu proSirili klasu (parova) topoloskih prostora koji imaju izracunljiv tip Sto je
omogudilo bolje razumijevanje veze topologije i klasi¢ne teorije izraCunljivosti. Na primjer,
pokazali smo da (AUy (IpU---1,),A) ima izraCunljiv tip ako A ima izracunljiv tip, gdje je A
topoloski prostor, Iy, . .., I, niz topoloskih prostora takvih da je [; = [0, 1] za svaki i € {0,...,n}
if:dlyu---Udl, — A funkcija.

Dalje, dokazali smo da (G,E) ima izraCunljiv tip ako je G lancasti graf, a E skup njegovih
krajnjih tocaka. Time smo potpuno generalizirali rezultate vezane uz grafove i zakljucili jedan
od smjerova istrazivanja. Naime, pokazali smo da se definicija poop¢enog grafa ne moze pro-
Sriti na nacin da dokazana tvrdnja vrijedi i za novodefinirani pojam. Medutim, Korolar 3.2.17
pruzio je mogucnost novih istraZivanja. Sada ima smisla ispitivati istinitost njegove tvrdnje uz
uklanjanje uvjeta (1) i (2) iz niza pretpostavki.

Na kraju, postigli smo odredeni napredak u traZenju odgovora na pitanje kakvi se poluizra-
cunljivi skupovi mogu aproksimirati nekim svojim izracunljivim podskupovima. Dokazali smo
da se svaki poluizracunljiv kontinuum § lancast od a do b, gdje je a izraCunljiva tocka, moze
po volji dobro aproksimirati nekim svojim izracunljivim potkontinuumom §’ lancastim od a do
¢, gdje je ¢ izraCunljiva tocka. To znaci, na primjer, da poluizracunljiv luk S koji ima izracun-
ljivu krajnju to¢ku a moZzemo aproksimirati izra¢unljivim podlukom S’ koji takoder za jednu od

krajnih tocaka ima upravo tocku a.
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