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Sazetak

Kvantna kromodinamika (QCD) opisuje jaku nuklearnu silu koja kvarkove
i gluone veze u mezone i barione Cije se karakteristike u niskoenergetskom
rezimu ne mogu odrediti pomoc¢u QCD-a $to je potaknulo razvoj raznih feno-
menoloskih modela. Jedan od takvih modela za predvidanje svojstava me-
zona i bariona, koristen u ovom radu, je kvarkovski model koji se temelji na
dva vazna svojstva kvantne kromodinamike: asimptotskoj slobodi i svojstvu
zatoCenja kvarkova unutar hadrona. Prema kvarkovskom modelu, mezoni
su vezana stanja kvarka i antikvarka te se smatraju nerelativistickim veza-
nim sustavima opisani Schrodingerovom jednadzbom. Interakciju izmedu
kvarkova modelira fenomenoloski Cornell potencijal s linearnim ¢lanom koji
opisuje njihovo zatoCenje i Coulombskim ¢lanom koji predstavlja asimp-
totsku slobodu. Prilagodbom parametara Cornell potencijala i rjeSavanjem
Schrodingerove jednadzbe, numerickim ili analitickim metodama, reprodu-
ciraju se eksperimentalno opaZeni maseni spektri vezanih stanja cc¢ i bb. U
svrhu boljeg modeliranja interakcije medu kvarkovima, Cornell potencijal
prosiruje se ¢lanom ar? ¢ime se dobiva Coulombov perturbirani potencijal za
koji je Schrodingerova jednadzba rijesena Nikiforov-Uvarov metodom funk-
cionalne analize (NUFA) Sto rezultira svojstvenim energijama pomocu kojih
se odreduju maseni spektri mezona bs i bg (¢ = u,d). Nakon odgovarajuce
prilagodbe parametara potencijala, maseni spektri dobiveni NUFA metodom
dobro se slazu s rezultatima dobivenim drugim metodama, kao i s dostup-
nim eksperimentalnim podacima u literaturi. Prema kvarkovskom modelu,
barioni se sastoje od tri kvarka koji se tretiraju relativistickom kvantnom
mehanikom rjesavaju¢i Diracovu jednadzbu u jednostavnom, ali uspjeSnom
fenomenoloskom modelu bariona poznatom kao MIT model vrece koji mode-
lira zatocenje kvarkova podloznima dva linearna rubna uvjeta u ogranicenom
sfernom volumenu radijusa R unutar kojeg se kvarkovi gibaju kao slobodne
cestice. Model je primijenjen za procjenu prosje¢nog radijusa naboja protona
koja se s eksperimentalnom vrijednoscu slaze unutar 20 %. Procjena magnet-
skog momenta protona, ali i ostalih hadrona, pomoc¢u ovog modela znatno
je manja od eksperimentalnih vrijednosti, no omjeri magnetskih momenata
u skladu su s eksperimentalnim rezultatima. Kvarkovski modeli, unatoc
ogranicenjima, omogucuju predvidanje svojstava hadrona i medudjelovanja
kvarkova te doprinose interpretaciji eksperimentalnih podataka i dubljem ra-
zumijevanju jake nuklearne sile koja djeluje unutar hadrona.

Kljucne rijeci: kvantna kromodinamika, kvarkovski modeli, mezoni, Schrédingerova
jednadzba, Cornell potencijal, maseni spektri, barioni, Diracova jednadzba, MIT mo-
del vrece



Quark Models of Baryons and Mesons

Abstract

Quantum Chromodynamics (QCD) describes the strong nuclear force that
binds quarks and gluons into mesons and baryons, whose characteristics in
the low-energy regime cannot be determined using QCD, prompting the de-
velopment of various phenomenological models. One such model for pre-
dicting the properties of mesons and baryons, used in this thesis, is the qu-
ark model, which is based on two important properties of quantum chro-
modynamics: asymptotic freedom and quark confinement within hadrons.
According to the quark model, mesons are bound states of a quark and an
antiquark, and they are considered non-relativistic bound systems described
by the Schrodinger equation. The interaction between quarks is modeled by
the phenomenological Cornell potential, which includes a linear term repre-
senting their confinement. By fitting the parameters of the Cornell potential
and solving the Schrodinger equation using numerical or analytical methods,
the experimentally observed mass spectra of bound states, such as c¢ and bb,
have been successfully reproduced. For a better modeling of interactions
between quarks, the Cornell potential is extended with a term ar?, resul-
ting in a Coulomb perturbed potential for which the Schrodinger equation
is solved using the Nikiforov-Uvarov Functional Analysis (NUFA) method, yi-
elding eigenenergies which were used to determine the mass spectra of bs
and bg (¢ = u,d) mesons. The mass spectra obtained by the NUFA method
agree well with results obtained by other methods and experimental data.
According to the quark model, baryons consist of three quarks for which the
Dirac equation is solved in a simple yet successful phenomenological model
of baryons known as the MIT bag model. This model describes the confine-
ment of quarks subject to two linear boundary conditions within a confined
spherical volume of radius R, in which quarks move as free particles. The
model estimate of the mean charge radius of the proton agrees with the
experimental value within 20 %. The estimation of the magnetic moment of
the proton, as well as that of other hadrons, using this model is significantly
lower than the experimental values, still, the ratios of magnetic moments are
in good agreement with experimental results. Despite its limitations, quark
models enable the prediction of hadron properties and quark interactions,
contributing to the interpretation of experimental data and a deeper under-
standing of the strong nuclear force acting within hadrons.

Keywords: quantum chromodynamics, quark models, mesons, Schrodinger equation,
Cornell potential, mass spectra, baryons, Dirac equation, MIT bag model
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1 Uvod

Teorija jake sile, poznata i kao kvantna kromodinamika, predstavlja teoriju razvijenu
krajem 20. stoljeca za opisivanje jake nuklearne sile kojom medudjeluju gluoni i
kvarkovi od kojih se sastoje hadroni. U okviru kvantne kromodinamike, primjecuje
se znacajno razli¢ita priroda interakcije izmedu kvarkova na malim i velikim udalje-
nostima. Na malim udaljenostima, efektivna interakcija izmedu kvarkova je izuzetno
slaba zbog cega se gibaju poput slobodnih cestica, Sto je poznato kao svojstvo asimp-
totske slobode. Nasuprot tome, na velikim udaljenostima, interakcija medu njima
postaje iznimno jaka, rezultiraju¢i svojstvom zatocenja kvarkova unutar hadrona.
Jaka nuklearna interakcija povezuje kvarkove u mezone i barione, Cije se karakte-
ristike i medudjelovanja nastoje odrediti pomoc¢u kvantne kromodinamike, Sto nije
uvijek moguce zbog matematickih poteskoca, stoga su razvijeni razni fenomenoloski
modeli temeljeni na gore navedenim svojstvima. Jedan od takvih modela, koristen u
ovom radu je kvarkovski model, koji omogucuje bolje razumijevanje eksperimental-
nih rezultata i njihovo povezivanje s teorijskim predvidanjima.

Prema kvarkovskom modelu, mezoni su vezana stanja kvarka i antikvarka, dok se
barioni sastoje od tri kvarka. U ranoj fazi razvoja kvarkovskog modela, laksi mezoni,
¢ije su energije vezanja znatno manje od masa njihovih konstituentnih kvarkova,
bili su uspjesno opisani primjenom nerelativisticke kvantne mehanike, rjeSavanjem
Schrédingerove jednadzbe. Medutim, postalo je ocito da nerelativisticki pristup nije
odgovarajuci za opis bariona kod kojih su pobudene energije usporedive s masama
konstituentnih kvarkova zbog Cega je potrebno koristiti relativisticku kvantnu meha-
niku rjesavajuc¢i Diracovu jednadzbu za opisivanje dinamike kvarkova.

U ovom radu, nerelativisticki pristup mezonima obuhvaca ponavljanje kvantne me-
hanike, dok se kroz primjenu kvarkovskog modela na barionima uvodi relativisticka
kvantna mehanika, $to pruza temeljno razumijevanje matematickih metoda i daje
¢vrstu osnovu za daljnje istrazivanje u podrucju fizike elementarnih Cestica.

Struktura ovog diplomskog rada prati tematski organizirana poglavlja, pri cemu
svako od njih dublje istrazuje specificne elemente teme.

U drugom poglavlju dan je kratki pregled fizike elementarnih cestica s naglaskom
na kvantnu kromodinamiku i kvarkovske modele.

U tre¢em poglavlju detaljno se razmatra kvarkovski model mezona, prvo uvodeci
spektroskopiju kvarkonija i Schrodingerovu jednadzbu koja se najprije rjesava za po-
tencijal vodikovog atoma koji sluzi kao osnova za proucavanje mezona. Potom se
Schrédingerova jednadZzba rjeSava za Cornell potencijal koji prosiruje potencijal vo-
dikovog atoma linearnim ¢lanom i tako modelira interakciju mezona te omogucuje
racunanje njihovih masenih spektara. Bududi da se egzaktna rjeSenja Schrodinge-
rove jednadzbe ne mogu izracunati, predstavljaju se metode za njeno rjesavanje,
ukljucujuci Nikiforov-Uvarov metodu funkcionalne analize.

U Cetvrtom poglavlju temeljito se istrazuje kvarkovski model bariona. Na pocetku



se detaljno razmatra formalizam relativisticke kvantne mehanike, a zatim se primje-
njuje Diracova jednadzba u jednostavnom, ali uspjeSnom fenomenoloskom modelu
bariona, poznatom kao MIT model vrece, koji modelira zatocenje slobodnih kvarkova
podloznima rubnim uvjetima u ograni¢enom sfernom volumenu. Model je primije-
njen za procjenu prosje¢nog radijusa naboja protona.

Navedeni kvarkovski modeli mezona i bariona omogucdili su proucavanje njihovih
svojstava, doprinosec¢i razumijevanju jake nuklearne sile.



2 Fizika elementarnih cCestica

Fizika elementarnih Cestica pridonosi razumijevanju zakona prirode kojima se po-
koravaju najmanji gradevni blokovi svemira i opisuje njihova medudjelovanja. Tre-
nutno razumijevanje utjelovljeno je u Standardnom modelu koji predstavlja jedan od
trijumfa moderne fizike.

2.1 Kljucna otkriéa u povijesti fizike Cestica

Otkri¢em elektrona 1897. godine kao prve elementarne cestice, poCinje se razot-
krivati struktura atoma koju nadopunjuju Rutherfordova otkri¢a u eksperimentima
rasprsenja alfa cestica. Medutim, poznavanje elektrona i protona nije bilo dovoljno
za razumijevanje atomskih jezgara, Sto je postalo moguce tek nakon otkri¢a dvije
nove Cestice, neutrona i pozitrona. Za objasnjenje S-radioaktivnih raspada jezgara,
Pauli uvodi jo$ jednu neutralnu cesticu, poznatu kao neutrino, koja nije bila direk-
tno opazena. U to doba jo$ kao nerijesen problem ostalo je jako nuklearno veza-
nje izmedu nukleona u jezgri. Inspiriran konceptom fotona kao kvanta elektromag-
netskog medudjelovanja, Yukawa je uspjesno rijesio problem ”nuklearnog ljepila”
uvodenjem principa koji se kasnije pokazao klju¢nim za razumijevanje subatomske
fizike: koncept medijatora za razne sile. Sli¢no kao Sto je elektromagnetska sila
posredovana virtualnom izmjenom fotona, Yukawa je pretpostavio postojanje "U-
kvanta” kao medijatora nuklearne sile. Taj medijator je trebao uspjesno prevladati
odbojne sile izmedu pozitivno nabijenih protona unutar atomske jezgre, sto je dovelo
do predvidanja mase medijatora, m; ~ 200 m.. Godine 1935., iste godine kada je
objavljena Yukawina teorija, C. D. Anderson je promatrajuci trag u maglenoj komori
primijetio Cesticu mase 130 m,. koja je bila gotovo identi¢na elektronu, osim po masi,
i nazvana je "mezon” (u lepton). Jedno desetljece kasnije C. F. Powell u eksperimen-
tima s kozmickim zracenjem otkriva 7 mezon (pion), Cesticu ¢ija su svojstva odgova-
rala Yukawinim teorijskim predvidanjima. Nakon otkri¢a piona, uslijedila su otkri¢a
ostalih mezona, kako je prikazano na Slici 2.1, najprije u kozmickom zracenju, a
potom su eksperimenti s akceleratorima doveli do procvata otkri¢a Cestica u drugoj
polovici 20. stoljec¢a [1].

Jedan od znacajnih iskoraka dogodio se 1964. godine kada su Gell-Mann, Ne’eman
i Zweig istrazivali simetriju do tada poznatih hadrona i predlozili da su sastavljeni
od jos elementarnijih Cestica, koje je Gell-Mann nazvao kvarkovima. Komplicirani
spektar hadrona i njihova svojstva postaju znatno jasnija u kvarkovskim modelima.

Ta otkri¢a zahtijevala su objasnjenje novim teorijskim okvirima jer Schrodinge-
rova jednadzba nije mogla opisati relativistiCke cestice iz kozmiCkog zracenja ni
objasniti njihovo stvaranje i anihilaciju. Tijekom 1930-ih razvila se kvantna teorija
polja za elektromagnetske interakcije elektrona i fotona - kvantna elektrodinamika
(QED) gdje su interakcije izmedu nabijenih Cestica posredovane razmjenom virtual-
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Slika 2.1: Najvaznija otkri¢a novih Cestica nakon primjene akceleratora [1]. (Slika
preuzeta iz [1]).

nih fotona. Opisujudi silu putem razmjene Cestica, viSe nema tajanstvenog djelovanja
na daljinu. QED je jedna od najuspjesnijih teorija u fizici, Sto potvrduje zadivljujuca
kvantitativna to¢nost njenih predvidanja i ogroman energetski raspon u kojem se pri-
mjenjuje. Smatralo se da je taj raspon neogranic¢en, no sada je poznato da se za to¢na
predvidanja na visokim energijama kvantna elektrodinamika ujedinjuje s teorijom
slabe interakcije u elektroslabu teoriju. Najnoviji razvoji u fizici Cestica, medutim, ot-
krili su vaznost posebne klase takvih teorija nazvanih bazdarnim teorijama; kvantna
elektrodinamika je najjednostavniji primjer takve teorije. Vjeruje se da su slabe i jake
interakcije kvarkova i leptona opisane bazdarnim teorijama: ujedinjenom elektrosla-
bom teorijom i kvantnom kromodinamikom (QCD) [2, 3].

2.2 Standardni model

Nekoliko desetlje¢a eksperimentalnih rezultata i raznih teorijskih okvira 1970-ih obje-
dinjeni su u opceprihvaceni naziv Standardni model, jednim od sredi$njih stupova
moderne fizike. Standardni model, unatoc¢ svojem imenu koje sugerira obi¢an model,
zapravo predstavlja matematicki preciznu teoriju koja opisuje elementarne Cestice.
Ova teorija se istiCe iznimnom preciznos¢u, bududi da su njezina predvidanja dos-
ljedno potvrdena eksperimentalnim rezultatima.

Osnove Standardnog modela ukljucuju:

* kvantnu teoriju polja koja pruza temeljni opis Cestica i njihovih interakcija;

* bazdarni princip koji odreduje to¢nu prirodu tih interakcija;

Higgsov mehanizam lomljenja elektroslabe simetrije koji generira mase Cestica;

* eksperimentalne rezultate koji usmjeravaju nacin na koji se gradi Standardni
model i iz kojih odredujemo nepoznate parametre modela, poput kvarkovske

4



mase.

Prema Standardnom modelu materiju grade fermioni koji se dijele na sest leptona
i Sest kvarkova kao Sto je prikazano na Slici 2.2.

TRI GENERACIJE TVARI (fermioni):

1 2 3
Masa =+ =23 MeVic =1.275 Geic* =173.07 GeWic* ] =126 GaVic*
Naboj —+ 23 23 b t 0 0 H
Spin -+ 12 u "2 C 12 1 9 0
" " Higgsov
Gomiji Carobni Vréni gluon bggon

=48 Meic* =48 Malic? =410 GeVic* []

13 3 A3

2 d "2 s 2 b »

Donji Strani Dubinski foton

0,511 Maie? 105.7 MaVie 1.777 Gavie? .2 Gavic®
1 e 1 1 T 0
"” 2 u 102 1

Elektron Mion Tau lepton Z bozon

¢

2.2 aVic? «0 17 MaVic? <155 MeVic 80.4 Gavic®

. Ve L by | Dy

elektron muon tau
neutrino neutrino neutrino

=

W bozon

Slika 2.2: Standardni model elementarnih cestica. (Slika preuzeta iz [4]).

Elementarne Cestice klasificirane su prema masi, spinu i ocuvanim veli¢inama. Uz
ocuvanje energije i impulsa vrtnje, u svim reakcijama izmedu elementarnih cestica
vrijedi i ocuvanje elektricnog naboja (), zasebnih leptonskih brojeva L., L, i L, te
barionskog broja B. Zakoni otuvanja putem Noetherinog teorema povezani su s
internim simetrijama koje sluze kao osnova za bazdarne teorije, koje su renorma-
lizabilne kvantne teorije polja. U ovim teorijama, Cestice se predstavljaju titrajima
odgovarajucih polja, a medudjelovanja izmedu Cestica su potpuno odredena simetri-
jom teorije, Sto omogucuje preciznu identifikaciju medijatora sila. Standardni model,
temeljni okvir za opisivanje elementarnih cestica i njihovih medudjelovanja, primjer
je teorije koja se temelji na bazdarnom principu. U okviru Standardnog modela ko-
risti se Liejeva grupa simetrija SU(3) x SU(2) x U(1) pri ¢emu dvanaest generatora
ovog umnoska grupe odgovara bazdarnim bozonima koji prenose interakciju izmedu
fermiona; 4 elektroslaba bozona (v, W+, Z°) i 8 gluona jakog medudjelovanja.

Elektron, elektronski neutrino, gornji (u) i donji (d) kvark poznati su kao prva ge-
neracija koja ¢ini 100 % vidljivog svemira. Medutim, kada se proucavaju interakcije
Cestica na visokim energijama, otkriva se daljnja sloZenost, $to rezultira s tri genera-
cije fermiona:

e” u u-oc Tt 2.1)
v, d v, s v, b

U drugoj i tre¢oj generaciji postoji po dvije identi¢ne kopije svake od cetiri Cestice

iz prve generacije, razlikuju¢i se samo po masama. Primjerice, mion je teza verzija
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elektrona s masom m,, ~ 200 m., a ¢lan trece generacije, tau-lepton, je jos teza kopija
s masom m, ~ 3 500 m, [2]. Unato¢ razlike u masama, koje imaju fizicke posljedice,
ove Cestice dijele iste fundamentalne interakcije. Cestice druge i treée generacije
su nestabilne Cestice s kratkim zivotnim vijekom proizvedene u akceleratorima te se
raspadaju u Cestice prve generacije putem slabe interakcije.

Unutar Standardnog modela, Higgsov bozon je jedinstven; on je jedini fundamen-
talni skalar u modelu.

Leptoni se u Standardnom modelu grupiraju u tri dubleta:

)0 -
v, Yy v,

Elektron e, mion p~ i 7~ lepton nose elektri¢ni naboj! —e, a svakom od njih
pripada odgovarajuéi neutrino v; koji je elektricki neutralan.
Kao i leptoni, kvarkovi se takoder grupiraju u tri izospinska dubleta:

U C t

2.3
d S b (2.3)

Kvarkovi u gornjem redu dubleta (u, ¢ i t) nose elektri¢ni naboj +2/3 e, dok kvar-
kovi u donjem redu dubleta (d, s i b) nose elektri¢ni naboj —2/3 e. Svim kvarkovima
pridruZen je i barionski kvantni broj B = +1/3, a prema konvenciji imaju pozitivni
paritet?.

Dinamika svakog od dvanaest fermiona opisana je Diracovom jednadzbom, koja
rezultira postojanjem odgovarajuce antiCestice iste mase i spina, ali suprotnog pred-
znaka svih kvantnih brojeva.

To mnostvo cestica medusobno djeluje putem cetiri fundamentalne sile: gravita-
cijske, slabe, elektromagnetske i jake nuklearne sile. Gravitacijska sila je najslabija
od sila i kao rezultat toga, nema mjerljivih uc¢inaka na subatomskoj skali. Svih dva-
naest fermiona medudjeluje slabom silom, elektromagnetskom silom medudjeluju
svi fermioni, osim neutrina koji su elektricki neutralni, a jakom silom medudjeluju
samo kvarkovi i gluoni. Jakost pojedine temeljne sile karakterizirana je “konstan-
tom fine strukture”: za elektromagnetsku interakciju @ = 1/137, za slabu interakciju
aw =~ 1/30 i za jaku interakciju ag ~ 1 [2].

Fermioni kao Cestice polucjelobrojnog spina postuju Fermi - Diracovu statistiku, a

bozoni kao Cestice cjelobrojnog spina postuju Bose - Einsteinovu statistiku?.
Uspjeh Standardnog modela u opisu sirokog raspona eksperimentalnih mjerenja iz-
vanredno je postignuce. Medutim, Standardni model nije krajnja teorija jer postoji
mnogo nerazrijeSenih pitanja. Nova generacija eksperimenata trazit ¢e odgovore iz-
van Standardnog modela [2].

le = 1,602176565(35) x 101 C [5].

2paritet je kvantni broj koji odraZzava simetriju valne funkcije pri transformaciji  — —7.

3Utjecaj spina na statistiku, uspostavljen u kvantnoj teoriji polja, temelji se na “teoremu spina-
statistike” koji je detaljnije objasnjen u [6].



2.3 Prirodni sustav jedinica

Medunarodni sustav mjernih jedinica (SI) ¢ini prirodnu osnovu za mjerenje mase,
duljine i vremena za svakodnevne makroskopske objekte, medutim, nije prirodan
izbor za opis Cestica, gdje su prisutne vrlo male veli¢ine, poput mase elektrona, koja
u SI jedinicama iznosi 9,1 x 1073! kg [5]. Stoga je prakti¢nije koristiti sustav jedinica
koji odrazava prirodne skale duljine i vremena koje se susre¢u u fizici Cestica, a taj
sustav poznat je kao prirodne jedinice. Temelji se na fundamentalnim konstantama
kvantne mehanike i specijalne teorije relativnosti. U prirodnim jedinicama, [kg, m, s]
zamijenjeni su s |7, ¢, GeV], gdje je h = 1,055 x 1073* J - s [5] Planckova konstanta,
c = 2,998 x 10® m/s [5] brzina svjetlosti u vakuumu, i 1 GeV = 10° eV = 1,602 x
10719 J [5] je priblizno energija mirovanja protona. U Tablici 2.1 prikazane su mjerne
jedinice za nekoliko veli¢ina u SI sustavu i u sustavu prirodnih jedinica [2].

Veli¢ina | [kg,m,s| | h=c=1
Energija | kg m? s—2 GeV
Impuls | kgms™! GeV
Masa kg GeV
Vrijeme S GeV™!
Duljina m GeV~!

Tablica 2.1: Veza izmedu SI i prirodnih mjernih jedinica.

Prirodne jedinice mogu se pojednostaviti izborom i = ¢ = 1, §to ne dovodi do
gubitka informacija o navedenim konstantama, budu¢i da dimenzionalnom anali-
zom moZemo jednoznacno odrediti prisutnost % i ¢ u bilo kojoj formuli. Ovaj izbor
omogucuje da sve velicine budu izrazene u jedinicama GeV, dok umnozak 4 - ¢ =
197 MeV — 1 opisuje pretvorbu izmedu energije i udaljenosti: MeV ~ 1/197 fm~!.
U fizici Cestica koristi se i Heaviside-Lorentzov sustav jedinica koji odgovara izboru
€0 = po = 1. Stoga, u kombiniranom sustavu prirodnih jedinica i Heaviside-Lorentz
jedinica u fizici Cestica vrijedi: h = ¢ =€y = po = 1.

2.4 Kvantna kromodinamika

Otkri¢e kvarkova predstavljalo je prekretnicu u razumijevanju unutarnje strukture
tvari i potaknulo razvoj teorije kvantne kromodinamike (QCD), koja opisuje jaku
nuklearnu silu i interakcije kvarkova i gluona.

2.4.1 Boja

S obzirom na elektri¢ni naboj koji nose kvarkovi, moguce je istrazivati jaku interak-
ciju istim teorijskim tehnikama koje su bile uspjesne u opisu svojstava i elektromag-
netskih interakcija elektrona.



Eksperimenti izvedeni pod vodstvom Fermija 1951. godine, tijekom kojih su se
7T mezoni sudarali s protonima, doveli su do otkrica A** Cestice s kvarkovskim
sadrzajem wuu. Drugim rije¢ima, A*t Cestica sastoji se od tri identi¢na fermiona
u potpuno simetricnom osnovnom stanju, Sto je zabranjeno Paulijevim principom
prema kojem dva ili viSe fermiona ne mogu istovremeno zauzeti isto kvantno sta-
nje. Uvodenjem novog kvantnog broja za kvarkove poznatog kao “boja”, kvarkovi
dobivaju dodatni stupanj slobode, Sto pruza rjeSenje navedenog problema sa statis-
tikom. Pretpostavljamo da kvarkovi dolaze u tri primarne boje: crvena (R), zelena
(@) iplava (B), dok se antikvarkovima dodjeljuju komplementarne boje: cijan (&),
magenta (G) i zuta (B). Tri kvarka koja ¢ine AT+ ¢esticu sada moZzemo razlikovati
kvantnim brojem boje tako da kvarkovski sadrzaj cestice napisemo u obliku urugug,
¢ime smo uspjesno rijesili problem statistike eliminiraju¢i identi¢ne kvarkove.

Uzimajudi proton kao sljededi primjer sastavljen od dva u kvarka i jednog d kvarka,
prisutnost tri razli¢ita naboja boje sugerira postojanje razli¢itih kvarkovskih konfi-
guracija unutar protona, koje ovisno o bojama ukljucenih konstitutivnih kvarkova,
imaju razli¢itu ukupnu boju. Medutim, eksperimentalno opazamo samo jedno sta-
nje protona, Sto zahtijeva uvodenje kvantnog broja boje bez povecanja broja stanja.
Ovaj rezultat postiZe se pretpostavkom da su sva stanja Cestica u prirodi "bezbojna”
(singleti boja), odnosno preciznije, nepromijenjena rotacijama u prostoru R, G, B,
$to odgovara ireducibilnim reprezentacijama boje simetrije SU(3). Stoga postoji je-
dinstven niz nacina za dobivanje bezbojnih kombinacija mijesanjem boja (kvarkova)
i komplementarnih boja (antikvarkova):

* Jednaka mjesavina crvene, zelene i plave (RGB).
» Jednaka mjeSavina cijana, magente i zute (RGB).
* Jednake mjeSavine boje i komplementarne boje (RR, GG, BB).

Ove mogucnosti odgovaraju Cesticama promatranim u prirodi poznate kao bari-
oni, antibarioni i mezoni. Na primjer:

p= RGB
n = RGB 2.4
A" = RR+ GG + BB
Stanje q¢ (RR, GG i BB)) je bezbojno, ali samo je kombinacija RR + GG + BB,
nepromijenjena rotacijama u prostoru boja R, GG, B, koja moze oblikovati promatrani
mezon.

4Termin “boja” u kontekstu kvantne kromodinamike nije povezana s bojama iz svakodnevnog
Zivota, ve¢ je terminologija temeljena na analogiji da aditivnim zbrajanjem osnovne tri boje dobivamo
bijelu, jer taj naboj ne opazamo direktno kod mezona i bariona.



Za razliku od posrednika elektromagnetske interakcije, fotona, koji nemaju elek-
tri¢ni naboj, gluoni kao posrednici jake interakcije nose naboj boje, zbog ¢ega mogu
medusobno interagirati®.

Kvarkovi medudjeluju razmjenom boje putem “obojenih” gluona za koje moze
postojati devet stanja: RR, RG, RB, GR, GG, GB, BR, BG, BB. Medutim, ako
promotrimo rastav produkta reprezentacija SU(3) grupe na oktet i singlet:

3x3=8+1 (2.5)

uocavamo da je deveto stanje:

9) = (RR+ GG + BB) /V3 (2.6)

singlet boje koje predstavlja bezbojni gluon koji kao takav ne moZze prenositi in-
terakciju izmedu kvarkova. Stoga postoji ukupno osam gluona, koji su podvrgnuti
SU(3) simetriji i opisani Gell-Mannovim A\ matricama:

010 0 —i 0 1 0 0
M=110 0 A2 i 0 0 XN=|0o -1 0 (2.7)
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000
M=1000 N=100 0 XN=10 1 (2.8)
100 i 00 0 0
00 0 1100
N=100 —i N=—101 0 (2.9)

. V3
0 i 0 00 —2

Primjer promjene boje "crvenog” kvarka u ”zeleni” kvark emisijom “crveno-antizelenog”
gluona prikazan je na Slici 2.3

2.4.2 Svojstva kvantne kromodinamike

Usporedba efekata zasjenjivanja naboja u kvantnoj elektrodinamici i kvantnoj kro-
modinamici otkriva znacajne posljedice medusobne interakcije gluona.

Naime, elektron je okruzen e~ et parovima, a zbog privlacne sile izmedu razno-
imenih naboja, pozitroni ¢e biti privuceni blize elektronu, Sto rezultira elektronskim
oblakom naboja koji je polariziran tako da su pozitivni naboji blizi elektronu, dok
su negativni naboji elektrona zasjenjeni. Efekt zasjenjivanja elektricnog naboja u
elektrodinamici prikazan je na Slici 2.4.

Efekt zasjenjivanja elektricnog naboja rezultira ovisnosti elektricnog naboja elek-
trona o udaljenosti na kojoj se istrazuje elektron, smanjujuci se kako se ta udaljenost
povecava, kao Sto je prikazano na Slici 2.5.

STeorije u kojima kvanti polja mogu direktno interagirati nazivaju se neabelovske.
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Slika 2.3: Primjer promjene boje kvarka pri emisiji obojenog gluona [1]. (Slika

preuzeta iz [1]).

et,~~.e

-\
)  etfe e
A

L
e

+ e

Slika 2.4: Zasjenjenje elektri¢nog naboja. (Slika preuzeta iz [7]).

Elektri¢ni naboj

s-==s o == 1/137

——

Udaljenost od e~

Slika 2.5: Ovisnost elektricnog naboja o udaljenosti od elektrona. (Slika preuzeta
iz [7D.
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U kvantnoj kromodinamici efekt zasjenjivanja naboja boje bio bi ekvivalentan
zasjenjenju elektricnog naboja, da nema novih konfiguracija koje ukljucuju parove
gluona. Samointerakcije gluona mijenjaju poznati rezultat kvantne elektrodinamike
tako da su kvarkovi nabijeni crvenom bojom, uslijed privlacne jake sile, skloni okruzi-
vati kvarkove takoder nabijene crvenom bojom. Ovaj efekt je upravo suprotan zasje-
njenju elektricnog naboja u QED-u zbog Cega se naziva efekt antizasjenjenja, pozna-
tiji kao ”asimptotska sloboda” koja kvarkovima unutar hadrona omogucuje asimptot-
sko priblizavanje stanjima slobodnih Cestica Sto su blize jedan drugome. Na visokim
energijama, njihova efektivna interakcija je vrlo slaba na vrlo kratkim udaljenostima.

Efekt antizasjenjenja naboja boje prikazan je na Slici 2.6.

Slika 2.6: Antizasjenjenje naboja boje. (Slika preuzeta iz [7]).

U QED-u relativno je lako izdvojiti atom iz molekule, elektron iz atoma ili proton
iz jezgre atoma. No, u QCD-u, budu¢i da je efektivna interakcija izmedu kvarkova
vrlo jaka na velikim udaljenostima, ni znatne koli¢ine energije nisu uspjele osloboditi
kvark iz bilo kojeg hadrona. NeopaZanje kvarkova ni gluona kao slobodnih cestica
vodi na pretpostavku da su kvarkovi zatoceni u unutrasnjosti hadrona, $to je poznato
kao svojstvo zatocenja. Ovo svojstvo objasnjava postojanje samo bezbojnih stanja
hadrona.

Medusobna interakcija gluona rezultira pove¢anjem interakcijskog potencijala medu
kvarkovima kako raste udaljenost izmedu njih, Sto je prikazano na Slici 2.7.

2.5 Kvarkovski modeli

Tijekom 1960-ih, eksperimenti provedeni u akceleratorima rezultirali su otkricem
velikog broja novih Cestica koje nisu bile elementarne. Gell-Mann i Zweig su 1964.

11



ZatoCenje o = 1

Naboj boje

1 fermi
e
S
T Udaljenost od kvarka
Asimptotska sloboda

Slika 2.7: Ovisnost naboja boje o udaljenosti od kvarka. (Slika preuzeta iz [7]).

godine predloZili postojanje kvarkova® koji grade novootkrivene ¢estice, hadrone.

Prema hipotezi o kvarkovima, postojala su tri razli¢ita kvarka, u, d i s, zajedno
s njihovim odgovaraju¢im antikvarkovima iz kojih su mogle nastati tri razlicite vr-
ste hadrona: mezoni, sastavljeni od kvarka i antikvarka; barioni, sastavljeni od tri
kvarka; i antibarioni, sastavljeni od tri antikvarka. Pomocu ove jednostavne hipoteze
objasnjeni su svi hadroni poznati u to vrijeme.

Ne’emann i Gell-Mann predlozili su svrstavanje hadrona u multiplete koriste¢i
Lie grupu SU(3) kao osnovnu simetriju unutar koje su do tada devet poznatih bari-
ona’ s ukupnim angularnim momentom J = 3/2 svrstani u oktetnu reprezentaciju,
Sto je poznato kao “osmerostruki put” (od eng. eightfold way). Svaki multiplet se
moze karakterizirati dimenzijom reprezentacije i s dva generatora koji komutiraju.
Uobicajeno se koriste treca komponenta izospina I3 i stranost S, ili ekvivalentno
moze se koristiti hipernaboj Y definiran kao Y = B + S, gdje je B barionski broj.
Gell-Man je primijetio da bi se do tada poznati barioni mogli uklopiti u dekupletnu re-
prezentaciju grupe SU(3), pod uvjetom da postoji Cestica (2~ s predvidenom masom
od 1,67 GeV [8]. U vrijeme uvodenja “osmerostrukog puta”, kvarkovi su smatrani
matematickim entitetima koji objasnjavaju novootkrivene hadrone. Prve naznake
da ovi objekti imaju fizikalnu stvarnost postale su ocite upravo otkricem cestice 2~
predvidene dekupletom u eksperimentu u Brookhavenu upravo s masom koju je pre-
dvidio Gell-Mann. 1969. godine, postojanje kvarkova potvrdeno je na MIT-u i SLAC-u
nizom eksperimenata duboko neelasti¢nih rasprsenja elektrona na protonima, sto je
znacajno doprinijelo razvoju kvarkovskog modela.

bRije¢ "kvark” preuzeta je iz re¢enice "Tri kvarka za Muster Marka!” iz djela Finneganovo bdijenje

[8].

7¢etiri A Cestice s nabojem od —1 do +2, tri ¥* sa stranosti S = —1 i dvije Z* sa stranosti S = —2

[8].
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Kvarkovski model koji su predlozili Gell-Mann i Zweig omogucava uspjesnu kla-
sifikaciju Cestica, ¢ineci ga "periodicnom tablicom” hadrona [1].

2.5.1 Hadroni

Kvarkovi nikada nisu opazeni kao slobodne cestice, ve¢ se uvijek nalaze u vezanim
stanjima, poznatim kao hadroni.

Jedini hadroni koji su do sada opazeni su mezoni sastavljeni od kvarka i antik-
varka (qq), barioni koji su vezano stanje tri kvarka (qqq), i antibarioni koji se sastoje
od tri antikvarka (ggq). Ukupni spin mezona odreduje se vektorskim zbrojem spinova
kvarka i antikvarka, $to rezultira spinom 0 ili 1, ¢ime se klasificiraju kao bozoni. S
druge strane, ukupni spin bariona moze biti 1/2 ili 3/2, S$to ih svrstava u fermione.

Konstituentni kvarkovi koji se pojavljuju u Sest “okusa” dovoljni su za rekonstruk-
ciju cijelog spektra hadrona [1]:

7t = ud, Kt =us, K° = ds, 70 = (ut — dd) /2
DT = cd, D = ca, Df =cs

B* = ub, B° = db, BY = sb, Bl =cb

p = uud, n = udd, Y = uus, Y0 = uds

¥ = ude, Y = wue, = = usc, =) = dsc

=F = de, S5 = uce, QF = sce

Osim $to je moguce hadronska stanja predstaviti njihovim kvarkovskim sadrZzajem,
takoder se mogu karakterizirati ukupnim angularnim momentom .J i paritetom P. Na
primjer, za pozitivno nabijeni pion 7t (ud), vrijedi: J = 0~ [2].

2.5.2 Hadronski multipleti

Razumijevanje kvarkova i njihove uloge u hadronskim strukturama omoguceno je
putem izgradnje SU(n) multipleta unutar aditivnih kvarkovskih modela. Ovi multi-
pleti grupiraju Cestice koje imaju otprilike istu masu i identi¢na svojstva, s izuzetkom
elektri¢nog naboja, pruzajuci uvid u priblizne simetrije prisutne u spektru hadrona.

Pomoc¢u dva osnovna tripleta grupe SU(3) okusa, prikazana na Slici 2.8, konstru-
irat cemo mezone i barione [1].

U kvarkovskom modelu, mezoni predstavljaju vezana stanja kvarkova i antik-
varkova. Paritet P za stanje koje ima orbitalni angularni moment ¢ racuna se kao
(—1)“"1. Spin mezona, oznaten s .J, odreden je standardnim odnosom |¢ — s| < J <
|0 + s|, pri cemu je s = 0 u slucaju antiparalelnih spinova kvarkova, ili s = 1 ako
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Slika 2.8: Tripleti grupe SU(3) okusa. (Slika preuzeta iz [8]).

su spinovi kvarkova paralelni. Koncept pariteta konjugacije naboja, poznat kao C-
paritet, oznacava se s C' i definira se samo za stanja ¢g koja se sastoje od kvarkova i
njihovih vlastitih antikvarkova, a ra¢una se kao (—1)“**. Dodatno, C-paritet se moze
generalizirati u G-paritet, G = (—1)/"*"* za mezone sastavljene od kvarkova i njiho-
vih vlastitih antikvarkova (izospin I, = 0) te za nabijena stanja ud i du (izospin I =
1) [9].

Mezoni se klasificiraju u multiplete prema njihovim kvantnim brojevima J¢. Sta-
nja s orbitalnim angularnim momentom ¢ = (0 predstavljaju pseudoskalarne Cestice
(0~ 1) i vektore (1~ ), dok stanja s orbitalnim angularnim momentom ¢ = 1 ukljucuju
skalarne (0*1), aksijalne vektore (17*) i (177) te tenzore (2*1) [9].

U skladu s teorijom grupa, devet mezonskih ¢ stanja koja sadrze kvarkove u, d i
s Ce biti svrstana u ireducibilne reprezentacije grupe kvarkovskih okusa SU(3)r, koje
ukljucuju singlete (1) i oktete (8) [1]:

3x3=1+8 (2.10)

Broj 1 predstavlja kvarkovsku konfiguraciju uds koja se moze opisati kao A; sta-
nje, dok se oktet odnosi na sli¢no kvarkovsko stanje koje je oznaceno kao As.

Na Slici 2.9 prikazani su pseudoskalarni mezoni (r, n, K, K) grupirani u oktet
i singlet. Uz pretpostavku da postoji mijeSanje izmedu singleta i izoskalarnog ¢lana
okteta®, razvila se terminologija "nonet”. Isto vrijedi i za vektorske mezone [8].

Uvodenje ¢ kvarka prosiruje simetriju okusa SU(3); na SU(4);. Medutim, zbog
velike mase c kvarka, ova simetrija je narusena. Ipak SU(4) reprezentacija je korisna
te se pomocu nje Sesnaest mezona grupira u 15-plet i singlet Sto je prikazano na Slici
2.10 [9] :

4x4=15+1 (2.11)

8Mogu se mijesati ako imaju isti spin i paritet.
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Slika 2.9: Oktet i singlet pseudoskalarnih mezona (0~) (lijevo) i vektorskih mezona
(17) (desno). (Slika preuzeta iz [8]).

a) Dg

C

Slika 2.10: SU(4) multipleti: 15-plet plus singlet (a) pseudoskalarnih mezona i (b)
vektorskih mezona sastavljeni od u, d, s i ¢ kvarkova. (Slika preuzeta iz [9]).

Barioni se u kvarkovskom modelu sastoje se od tri kvarka ¢gq i matematicki su
razlozeni na podreprezentacije prema izrazu:

3x3x3=1+8+8+10 (2.12)

Sto omogucuje smjeStanje bariona u oktet (1/2") stanja prikazanog na Slici 2.11
i u dekuplet (3/27") stanja prikazanog na Slici 2.12 .

Analogno kao kod mezona, uklju¢ivanje ¢ kvarka proSiruje simetriju okusa na
SU(4); te su barioni klasificirani u trodimenzionalnoj reprezentaciji s tri koordinate
(1., Y, C) sto je prikazano na Slici 2.13 [9].

Uvodenje b kvarka vodilo bi na SU(5) multiplete koji se prikazuju u Cetiri dimen-
zije [1].
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Slika 2.11: Oktet bariona najnizeg spina J = 1/2. (Slika preuzeta iz [8]).

Slika 2.12: Dekuplet bariona spina J = 3/2. (Slika preuzeta iz [8]).

Iznimno kratak Zivotni vijek ¢ kvarka sugerira da vjerojatno ne postoje vezani
hadroni koji sadrze ¢ kvarkove i/ili njihove antikvarkove.

Svi barioni i mezoni osnovnih stanja multipleta su poznati. Mnoga njihova svoj-
stva, a posebno mase, dobro se slazu ¢ak i s najosnovnijim verzijama kvarkovskih
modela.
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Slika 2.13: SU(4) multipleti osnovnog stanja bariona sastavljeni od u, d, s i ¢ kvar-
kova. a) 20-plet bariona s oktetom bariona spina 1/2, b) 20-plet bariona s dekuple-
tom bariona spina 3/2. (Slika preuzeta iz [9]).
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3 Modeli mezona

Istrazivanje svojstava teskih mezona, poznatih kao kvarkoniji, doprinosi razumijeva-
nju kvantne kromodinamike kroz analizu njihovih spektara i radijativnih prijelaza.
Teorijski pristupi kao $to su QCD na reSetci, sumacijska pravila QCD-a (od eng. QCD
sum rules), perturbativna QCD i druge teorijske metode pruzaju temelj za predvidanje
masenih spektara kvarkonija na osnovu kvantne kromodinamike. No, ovi pristupi su
Cesto slozeni i racunalno zahtjevni pa su razvijeni modeli potencijala kojima se re-
produciraju eksperimentalno opazeni maseni spektri kvarkonija.

Slaganje eksperimentalno dobivenih vrijednosti s predvidanjima modela ovisi o iz-
boru potencijala, koji se temelji na dva vazna svojstva kvantne kromodinamike:
zatoCenju i asimptotskoj slobodi kvarkova. Za proucavanje vezanih stanja kvark-
antikvark, neki od Cesto koristenih potencijala su [10]:

Cornell potencijal: 2 +br+c
T

Potencijal s potencijama: —ar® + br® + ¢

Logaritamski potencijal: a + b1n(r)

Richardson potencijal: ar — o)
Energije vezanja kvarkonija male su u usporedbi s masama konstituentnih kvar-
kova pa vezana stanja tezih kvarkova mozemo tretirati nerelativisticki, rjeSavanjem
Schrédingerove jednadzbe.
Iako su takvi modeli proucavani tijekom mnogo godina, egzaktna rjesenja Schrodin-
gerove jednadzbe s navedenim interakcijskim potencijalima ne mozemo izracunati.
Stoga u literaturi postoje razli¢ite metode za njeno rjeSavanje, ukljucujuci analiticke
metode poput metode Laplaceove transformacije (LTM), Nikiforov-Uvarov (UV) me-
tode i metoda asimptotske iteracije (AIM), kao i numericke metode poput Crank-
Nicolson metode i metode strojnog ucenja poput neuronskih mreza (ANN).
Navedeni modeli potencijala imaju zna¢ajnu ulogu u istrazivanju spektroskopije kvar-
konija omogucujuéi dublje razumijevanje jake interakcije izmedu kvarkova.

3.1 Razvoj spektroskopije kvarkonija

Eksperimenti elektron-pozitron anihilacije koji su rezultirali novim hadronskim rezo-

nancama, imali su znacajan utjecaj na razvoj kvarkovskih modela mezona.

Udarni presjek za proces stvaranja parova u*p~ u elektron-pozitron sudarima je:
4o’

o (e*e’ — ,u*,u’) =3 (3.1)

Odgovarajuc¢i udarni presjek za stvaranje para ¢q je:
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Amer®

2
7 (3.2)

gdje faktor tri predstavlja tri moguce kombinacije boja u kona¢nom stanju ¢q koje
se moZe proizvesti kao RR, GG ili BB [2].
U svrhu smanjivanja sistematskih pogresaka, korisno je izraziti omjer ovih udar-

+

a(e e’—>qq):3><

nih presjeka:

o (eTe~ — hadroni
R, = ( ):32423 (3.3)

o(efe” — ptp~)

okusi
Kada su mjerenja omjera udarnih presjeka R dosegnula energijski raspon u GeV-
ima, primijetio se neocekivan linearni porast omjera R s energijom, Sto je prika-
zano na Slici 3.1 [1]. Ovaj linearni porast razlikuje se od ocekivanog konstantnog
ponasanja koje proizlazi iz osnovnog procesa stvaranja kvark-antikvark para.

R

®
\VATS Yy
83¢ Vo

1 ‘

6 - I
X .
. q. ﬂ‘ : +
| W.”\”nu N 9\ 4 fﬁ}, :3_;#.41

T &F\ R
Y

-

e f—o—

ut+d+s+c

5 [1
| u+d+s+c+b ako nema boje

i u+d+s

E/GeV

Slika 3.1: Omjer R u ovisnosti o energiji elektrona [1]. (Slika preuzeta iz [1]).

Znanstveni tim SLAC-LBL pod vodstvom Burtona Richtera zapoceo je temeljita
istrazivanja omjera R 1973. godine na ubrziva¢u SPEAR (od eng. Stanford Positron
Electron Asymmetric Ring). Paralelno ovim istrazivanjima, na Brookhaven-u grupa
pod vodstvom Samuela Tinga tijekom ljeta 1974. godine u nizu rezonanci p, w, ¢
pronalazi novu rezonancu na 3,1 GeV [1]. Medutim, Ting je Zelio provjeriti svoje
rezultate prije objavljivanja pa je otkri¢e nove rezonance ostalo dobro ¢uvana tajna
sve do vikenda 10. i 11. studenog, kada je znanstveni tim SLAC-a reanalizom po-
dataka neovisno otkrio istu rezonancu na 3,1 GeV. Oba tima su objavila rezultate
istodobno; Ting je Cesticu nazvao J, a Richter i) zbog Cega je usvojeno ime J/1).
Objava oba otkri¢a 11. studenog 1974. godine poznato je u fizici kao “novembarska
revolucija 1974”. Samo deset dana nakon otkri¢a .J/v Cestice na SLAC-u je otkrivena
teza Cestica ¢’ na 3,695 GeV [1]. Postojanje rezonanci J/ i ¢/’ objasnilo je lazni
linearni porast omjera R(E).
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U narednim mjesecima, istrazivanje prave prirode Cestice .J/v bilo je predmet
intenzivnih znanstvenih rasprava. Objasnjenje daju Appelquist i Politzer 1975. go-
dine u kontekstu kvarkovskog modela: rije¢ je o vezanim stanjima novog kvarka ¢
pri ¢emu su J/v i1 energijske razine c¢ vezanog stanja “skrivene ¢ari” [1]. Novim
otkri¢ima mezona 1976. godine, D° (@c) u lipnju i DT (dc) u srpnju, otvoren je put
spektroskopiji ¢arobnih hadrona.

Sredinom 1977. godine Ledermanov tim s Fermilaba, izveo je eksperiment slican
Tingovom, ali s intenzivnijim snopom Cestica i unaprijedenim detektorom. Rezultat
tog eksperimenta bilo je otkri¢e Cestica Y na 9,5 GeV i Y/, koje su odmah interpre-
tirane kao vezano stanje (bb) [1]. Nekoliko mjeseci kasnije ustanovljen je niz stanja
“skrivene ljepote” (b od eng. beauty ili bottom) [1]:

Y(9,4),  T(10),  Y"(10,4)

a prvi mezoni “otkrivene ljepote” identificirani su na Cornellu 1980. godine [1].
Time je potaknuta nova era spektroskopije teskih kvarkovskih stanja.

3.2 Schroédingerova jednadzba

Jednadzbu gibanja kvantnomehanickog sustava konstruiramo koriste¢i matematicki
formalizam inherentan kvantnoj mehanici.

Vektor stanja sadrzi potpunu informaciju o stanju kvantnog sustava u odredenom
trenutku. U svrhu opisivanja dinamike kvantnomehanic¢kog sustava, odredujemo
kako sustav evoluira u vremenu. U klasi¢noj mehanici, sustav s N stupnjeva slo-
bode mozemo opisati ili s 2n Hamiltonovih jednadzbi 1. reda ili s n Lagrange jed-
nadzbi 2. reda. U oba slucaja potrebna su nam dva pocetna uvjeta kako bismo
rijesili jednadzbe. Medutim, u kvantnoj mehanici bududi da je stanje sustava potpuno
odredeno vektorom stanja, tada jednadzba koja daje vremensku evoluciju kvantnog
stanja, mora sadrzavati samo prvu vremensku derivaciju vektora stanja. Prema tome
jednadzbu vremenske evolucije mozemo napisati u obliku:

) .
aw = Ol) (3.4)

gdje je O operator vremenske evolucije koji mora biti linearan, kako bi vrijedio
princip superpozicije, Sto implicira da jednadzba evolucije u vremenu mora biti line-
arna i homogena. Operator O u jednadzbi (3.4) nuzno mora predstavljati genera-
tor vremenskih translacija ili, ekvivalentno, veli¢inu koja je o¢uvana pri vremenskim
translacijama. Iz klasicne mehanike poznato je da se takva veli¢ina predstavlja ener-
gijom ili funkcijom Hamiltonijana sustava. Stoga, slijede¢i princip korespondencije,
operator O je funkcija Hamiltonijana H pa jednadZbu (3.4) zapisujemo kao:

=7 (A1) 1) 35
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Osim toga, u slucaju slozenog sustava sastavljenog od dva podsustava s Hamil-
tonijanima £, i H», uz pretpostavku da je ukupni Hamiltonijan zbroj Hamiltonijana
svakog podsistema, generator vremenskih translacija, zbog linearnosti, mora zado-
voljavati uvjet:

f (H) _f (H1> v f (HQ) (3.6)

Iz jednadzbe (3.6) zakljucujemo da f (H ) moze biti Hamiltonijan do na kom-
pleksnu konstantu a koju tek treba odrediti:

O=f <H) —afl (3.7)

Kako bismo odredili konstantu a, pretpostavimo da je valna funkcija normirana:

(Wly) =1 (3.8)
Derivacija uvjeta normiranja po vremenu daje:
(| o) _
o 10+ (W= =0 (3.9)

Uz jednadzbu vremenske evolucije (3.4) prethodni izraz svodi se na:

(Wla*H[) + (W]aH|¢) =0 (3.10)

<¢|(a*H+aH>|¢> —0 (3.11)

S obzirom da je H hermitski operator, kako bi jednadzba (3.11) vrijedila za pro-
izvoljno stanje |¢), mora vrijediti a* = —a, odnosno a mora biti imaginarni broj.
Inverz konstante a radi prakticnosti i u skladu s nacelom korespondencije mozemo
izraziti kao: 1 = ih. Konat¢no, kvantnomehani¢ka jednadzba vremenske evolucije

sustava ima sljedeci oblik:

0 ~
ihos ) = H[) (3.12)

Jednadzba (3.12) zove se vremenski ovisna Schrodingerova jednadzba. MnoZenje
jednadzbe (3.12) s lijeve strane s (z| rezultira koordinantnom reprezentacijom Schrodin-
gerove jednadzbe za jednodimenzionalnu Cesticu:

OY(z,t)

o =

n2
Dy

o + V(x,t)

Y(x,t) (3.13)

gdje je H = % + V(x,t). Koriste¢i definiciju operatora impulsa u koordinatnoj
reprezentaciji: p> = _h2aa_;2 dobivamo:

ih

ot “omae TV @)

o (x,t) _[ R o o) .14
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Koristan je i zapis Schrodingerove jednadzbe u koordinatnoj reprezentaciji za tro-
dimenzionalni slucaj:

ih 5 %A + V(rt) (7, t) (3.15)
gdje je A = V? = aa_; + g—; + g—; Laplacijan u Kartezijevom koordinantnom

sustavu.

3.2.1 Stacionarna stanja

U slucaju kada potencijal ne ovisi eksplicitno o vremenu, formalno rjeSenje Schrodin-
gerove jednadzbe dobiveno integriranjem jednadzbe (3.12) je:

() = e F|(0)) (3.16)

gdje je |1(0)) pocetni vektor stanja. Pretpostavimo da |¢(0)) nije svojstveno sta-
nje Hamiltonijana. Tada je potrebno rijesiti svojstvenu jednadzbu Hamiltonijana,
odnosno stacionarnu Schrodingerovu jednadzbu:

H b)) = En|thn) (3.17)

3.3 Modeliranje mezona Cornell potencijalom

U nerelativistickoj kvantnoj kromodinamici, medudjelovanje izmedu kvarkova ili izme-
du kvarka i antikvarka moZe se opisati statiCckim potencijalom V(7). Pri kratkim
udaljenostima izmedu cestica, kvantna kromodinamika sli¢na je kvantnoj elektro-
dinamici. Naime, u kvantnoj kromodinamici kvarkovi na kratkim udaljenostima
medudjeluju izmjenom jednog gluona, kao sto u kvantnoj elektrodinamici nabijene
cestice medudjeluju izmjenom jednog fotona. Pri tome dvije Cestice nabijene istoime-
nim elektri¢cnim nabojem medudjeluju odbojnim Coulombskim potencijalom V(7)) =
a/r, dok dvije Cestice nabijene raznoimenim elektricnim nabojem medudjeluju privla-
¢nim Coulombskim potencijalom V() = —a/r. Linije elektri¢nog polja izmedu dva
raznoimena naboja prikazane su na Slici 3.2.

Buduci da su gluon i foton oboje bezmasene Cestice spina jedan, medudjelovanje
kvarka i antikvarka na kratkim udaljenostima takoder je predstavljeno Coulombskim
potencijalom:

4o,
3r
gdje su 4/3 odgovaraju¢i SU(3) faktor boje, a "konstanta” fine strukture jakog

Vaa(r <) = — (3.18)

medudjelovanja® o, je QCD ekvivalent konstante fine strukture o u kvantnoj elek-

o, zapravo nije konstanta, ve¢ ovisi o udaljenosti izmedu kvarkova; kada se udaljenost smanjuje

i a; se smanjuje, dovodeéi do asimptotske slobode koja oslabljuje Coulombov ¢lan.
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Slika 3.2: Linije elektricnog polja izmedu dva raznoimena naboja. (Slika preuzeta
iz [11]).

trodinamici. S druge strane, s pove¢anjem udaljenosti izmedu kvarkova interakcija
medu njima jaca, energija polja linearno raste, Sto objasnjava zatoCenje kvarkova
unutar hadrona. Umjesto da se linije polja Sire kao u QED-u, one poprimaju oblik
cijevi izmedu kvarkova kao Sto je prikazano na Slici 3.3.

Slika 3.3: Linije polja za potencijal (VV o r) izmedu kvarka i antikvarka. (Slika
preuzeta iz [12]).

Stoga na velikim udaljenostima izmedu kvarkova gustoc¢a energije je konstantna
i prema tome proporcionalna razmaku izmedu kvarkova, rezultiraju¢i potencijalom
oblika:

Viyg(r >) = kr (3.19)

gdje je k(eksp.) = 1 GeV/fm [2]. Na Slici 3.4 prikazan je nerelativisticki QCD
potencijal izmedu kvarka i antikvarka kao zbroj (3.18) i (3.19).
Zbroj Coulombovog (3.18) i linearnog potencijala (3.19) uz faktor skaliranja c:

Vir) = —g Fbr+c (3.20)

predstavlja potencijal izmedu kvarka i antikvarka, poznatijeg kao Cornell poten-
cijal gdje su a, b i c konstante ¢ijom se varijacijom moze posti¢i dobro slaganje s eks-
perimentalnim rezultatima. Schrédingerova jednadzba s Cornell potencijalom pred-
stavlja vazan nerelativisticki model za izracun spektra i radijativnih prijelaza vezanih
sustava tezih kvarkova i antikvarkova. Posebno uspjesnim pokazao se u spektrosko-
piji kvarkonija ¢ i Y.
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Slika 3.4: Priblizni oblik nerelativistickog QCD potencijala za vezano stanje ¢g, uz
as =0,21b =1 GeV/fm. (Slika preuzeta iz [2]).

Vodikov atom, kao sustav dvije nabijene Cestice u Coulombskom potencijalu, pred-
stavlja temelj za izgradnju i daljnji razvoj modela za proucavanje mezona.

3.3.1 Kvantnomehanic¢ki model vodikovog atoma

Vodikov atom, sastavljen od protona i elektrona, predstavlja problem dva tijela koji
se moze rijeSiti analiticki, Sto ga ¢ini znacajnim i realisti¢cnim kvantnim sustavom. U
ovom modelu, elektron nije vise predstavljen kao tockasta Cestica, kako je to slucaj u
klasi¢noj mehanici, ve¢ se opisuje valnom funkcijom koja odrazava njegovu kvantnu
prirodu. Energije na kojima promatramo vodikov atom ne obuhvacaju kvantna svoj-
stva elektromagnetskog polja, stoga je elektron smjesten u klasi¢no polje koje stvara
proton. Ovaj pristup ne opisuje u potpunosti atom vodika jer zanemarujemo spin
elektrona, spin-orbit medudjelovanje i relativisticke korekcije. Dodatno pojednostav-
ljenje dolazi od toga $to je masa protona 1836 puta vec¢a od mase elektrona!® $to
znaci da je centar mase sustava u ishodistu gdje se nalazi mirujudi proton oko kojeg
se giba elektron. Buduc¢i da razmatramo relativno gibanje elektrona u odnosu na sta-
cionarnu jezgru, masa koja ¢e se pojaviti u Schrodingerovoj jednadzbi je reducirana

masa u koja je priblizno jednaka masi elektrona:
=1y (3.21)

Me + My,

Zbog toga se problem vodikovog atoma svodi na problem jednog tijela u central-
nom potencijalu oblika V' (r) = —e?/r. U ovom najelementarnijem pristupu vremen-

10vidi [5] str. 1-1.
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ski neovisna Schrodingerova jednadzba za vodikov atom je:

(_ "oy V(r)) b= By (3.22)
2m,

Zbog sferne simetrije atoma racun ¢e biti najjednostavniji uz odabir sfernog ko-
ordinatnog sustava gdje je tocka opisana radijalnom koordinatom r te polarnim € i
azimutalnim kutem ¢.

ZA

>y

Slika 3.5: Sferne koordinate elektrona u vodikovom atomu. (Slika preuzeta iz [13]).

Jednadzba (3.22) uz zapis V? u sfernim koordinatama'! poprima oblik:

211 0 [ ,00 1 o (. ,0Y 1 % B
" 2m, [ﬁ or <T E) * r2sinf 90 (sm@%) * 2 sin? 0 37152} TV =Ly
(3.23)
Nastojimo pronaci valne funkcije ¢ (r, 6, ¢) koje zadovoljavaju jednadzbu (3.23).

Bududi da je polje centralno, valnu funkciju mozemo separirati na radijalni R(r) i
kutni dio Y (0, ¢):

»(F) = R(r)Y (0, ¢) (3.24)
S obzirom na poznato rjeSenje kutnog dijela u obliku kuglinih funkcija Y;,,(0, ¢),
rjeSavamo radijalni dio Schrodingerove jednadzbe:

R L (LdRY | R4
2m r? dr " dr

Uvodimo sljedecu supstituciju:

2
R-SR=ER (3.25)
T

2m  r?

R(r) = @ (3.26)

gdje je £(r) nepoznata funkcija. Cilj ove supstitucije je da se jednadzba (3.25) pre-
tvori u oblik jednodimenzionalne Schrodingerove jednadzbe. Nakon transformacije
derivacije i kracenja dobijemo jednadzbu:

11vidi [14] str. 133.
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2 2 2
L <_€_ RG] 1)> €= B¢ (3.27)
2m r

2mr?
Jednadzbu (3.27) prepoznajemo kao standardnu jednodimenzionalnu Schrodin-
R21(1+1)

gerovu jednadzbu gdje je —% + =5,z efektivni potencijal prikazan na Slici 3.6.

A
viry |\

E<0

Vezana stanja

R21(1+1)
2mr2

potencijalom vodikovog atoma koji je oblika jame. Prikazana su i vezana stanja u

Slika 3.6: Suma clana potencijala i Coulombovog potencijala —% rezultira

vodikovom atomu [13]. (Slika preuzeta iz [13]).

Promatramo vezana stanja, a ona Ce biti vezana za energije koje u klasi¢noj me-
hanici odgovaraju omedenim putanjama kada cCestica titra izmedu dvije tocke obrata,
Sto je u ovom slucaju za negativne energije.

U svrhu prelazenja na bezdimenzionalne varijable uvodimo tzv. Bohrov radijus:

2

fi
ro=—~053x10"""m (3.28)
me

Primje¢ujemo da r( priblizno odgovara dimenziji vodikovog atoma, $to opravdava
njegovu upotrebu kao prirodne prostorne skale, stoga ¢emo udaljenost izrazavati u
jedinicama Bohrovog radijusa, odnosno uvodimo bezdimenzionalnu veli¢inu 7

L (3.29)
To

Konstanta Fj ¢e biti od znacaja za daljnja razmatranja jer predstavlja pribliznu
energijsku skalu vodikovog atoma i posluzit ¢e kao prirodna jedinica za energiju.
Definira se na sljede¢i nacin:
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me4

Ey=— 72 =272¢eV (3.30)

Nakon transformacije derivacije i sredivanja izraza dobivamo sljede¢u jednadzbu:

2 2 2
d¢ (Qme rol I(l+ 1)) ¢t 2mT0E€ (3.31)

=T\ e 2
Uz definicije (3.28) i (3.30) dobivamo:
d (l+1)  2E
F] + 5 T T §+ E)é =0 (3.32)

Uvodimo oznaku za bezdimenzionalnu energiju: £ = E/FE, $to daje jednadzbu:

d2£
dr?
Definiramo izraz koji ¢e kasnije biti koristan: £ =

#2e - D e ome—o (3.33)

gdje je n € R sto konacno

2n2

daje jednadzbu u bezdimenzionalnom obliku:

d2§
di? ~£ B
Pri rjeSavanju takve diferencijalne jednadzbe, pocetni korak je analizirati asimp-

(+”5_$._o (3.34)

totsko ponasanje rjeSenja u granicama kada r tezi nuli i kada tezi beskonac¢nosti.
Kada r tezi u beskonacnost, 2. i 3. ¢lan u jednadzbi (3.34) mozemo zanemariti i
preostaje jednadzba:
¢ 1
Fr i 0 (3.35)
koju prepoznajemo kao diferencijalnu jednadzbu za eksponencijalne funkcije,
prema tome njena rjeSenja mozemo zapisati kao:

Ere /M (3.36)

£ ~ett/m (3.37)

Bududi da promatramo vezana stanja, moramo zadrzati rjeSenje koje konvergira,
stoga se rjeSenje (3.37) mora odbaciti jer divergira kada r tezi u beskonacnost.

Kada r tezi u nulu, 1. i 3. ¢lan u jednadzbi (3.34) moZemo zanemariti i preostaje
nam sljedeca jednadzba:

¢ I+
R
Pretpostavljamo rjeSenje oblika:

£=0 (3.38)

En~r? (3.39)

te ga uvrstavamo u jednadzbu (3.38) Sto daje:
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plp — 1)F®=2 (1 4+ 1)7P72) =0 (3.40)

Izraz (3.40) se svodi na kvadratnu jednadzbu:

pPP—p—11+1)=0 (3.41)
Cija su rjeSenja:
1+(20+1
p= % (3.42)

Uz (3.42) rjeSenja jednadzbe (3.38) su:

£~ ftt (3.43)

€~ it (3.44)

Rjesenje (3.44) mozemo odbaciti jer divergira u ishodistu.

Razmatranje asimptotskog ponasanja ukazuje na potrebu pronalaska opcenitih
rjeSenja radijalne jednadzbe ako funkciju £ napiSemo kao produkt asimptotskog rjesenja
za nulu (3.43), asimptotskog rjeSenja za beskonacnost (3.36) i nepoznate funkcije
W (7) koju tek trebamo odrediti:

E(r) = e W(F) (3.45)
Ansatz (3.45) uvrstavamo u izraz (3.34) sto nakon sredivanja daje jednadzbu:

-1
AW 49 <1+1—5) w42 T Ty — (3.46)

n n
Radi daljnje jednostavnosti uvodimo sljedec¢u supstituciju:
o5
n="" (3.47)

n
te nakon transformacije derivacije dobivamo jednadzbu:

AW dW
242 —n)— —(1+1l—n)W = :
nd772 +(2+20—n) a (1+1—n) 0 (3.48)

Preostaje pronadi rjeSenje za funkciju W (7). Jednadzbu (3.48) prepoznajemo kao

homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda:

p(x)y" +q(x)y +r(x)y =0 (3.49)

Ako postoji x, takav da je p(x) = 0 onda je z, singularna toc¢ka diferencijalne
jednadzbe.
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U jednadzbi (3.48) prepoznajemo da je p(z) = 1 pa je singularna to¢ka jednadzbe
(3.48) n = 0.

Kako bismo analizirali prirodu ove singularne tocke, nuzno je ispitati granice
sljede¢ih omjera:

ako je

. q(z)

alclgg)(:c — mo)m (3.50)
konacan i ako je

(e — )2

glcli%(x xo) () (3.51)

konacan, tada je singularna tocka tzv. regularna singularna tocka [15].
Provjerimo vrijedi li to za jednadzbu (3.48):

2420 —
lim (1) — o) =1 — 9 91 (3.52)
n—0
(14—
lim(n — 7}0)2M =0 (3.53)
n—0 n

Ovi limesi su konacni, dakle = 0 je uistinu regularna singularna tocka i jed-
nadzbu (3.48) mozemo rjesavati Frobeniusovom metodom (Dodatak A) tako da
rjeSenje pretpostavimo kao razvoj u red:

W=n" Z cknk (3.54)
k=0

i uvrstavamo ga u jednadzbu (3.48). Kao rezultat dobivamo izraz za ¢, i rekurzij-
sku relaciju s kojom mozemo generirati sve koeficijente u razvoju:

1+1l—n
s S TR (3.55)
k+14+1—n

T G Dk r2+2) " (3.56)

pri ¢emu je ¢y slobodan koeficijent kojeg odredujemo normiranjem valne funkcije.
Koeficijenti koji se pojavljuju u vodikovom atomu su Laguerrovi polinomi?2.
Preostaje provjeriti prihvatljivost rjeSenja u smislu asimptotskog ponasanja. Po-
sebno promatramo granicu kada 7 tezi u beskonacnost, gdje doprinosi koeficijenta %
postaju dominantni pa izraz (3.56) poprima sljedeci oblik:
Ck

Ck+1 =~ E (3.57)

Usporedbom s funkcijom e, ¢iji je razvoj u red:

12vidi [16] str. 889-892.
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| —

,n’“ (3.58)

-

oo
el = g
k=0

gdje je & = by pri ¢emu su by koeficijenti, vrijedi:

brt1 k! 1
— = 3.5
b (k+1)! k+1 (3.59)
Sto je za velike vrijednosti koeficijenta &:
by 1
/= 3.60
b 3 ( )
Posljedi¢no:
W(n) oc e (3.61)

Uzimajuéi to u obzir, ukupno rjeSenje se ponasa kao e™/”, $to, kako smo ranije
raspravili, divergira kada r tezi beskonacnosti. Kako bismo sprijecili tu divergenciju,
red:

Wn) =Y an* (3.62)
k=0

je potrebno prekinuti zahtjevom da je n € N, tako da red nije beskonacan, vec¢ se
zaustavi nakon konacnog broja k, Sto rezultira polinomom. Upravo uvjet da n moze
poprimiti samo vrijednosti iz skupa prirodnih brojeva daje kvantizaciju energije u
vodikovom atomu.

Za svaku vrijednost glavnog kvantnog broja n kojeg definiramo kao:

n=k+1+1 (3.63)

odgovarajuca vrijednost energije je dana s:

E = —EO# (3.64)

Za dani glavni kvantni broj, [ poprima vrijednosti 0,1, 2, ...,n — 1.

Vodikov atom je zanimljiv jer u osnovi posjeduje beskona¢no mnogo vezanih sta-
nja bududi da s porastom glavnog kvantnog broja n energetski nivoi vezanih stanja
postaju gusci. Iako valna funkcija ovisi o tri kvantna broja (n, [ i m), energetski nivoi
prikazani na Slici 3.7 ovise samo o n, $to je karakteristicno za Coulombov potencijal.
Ovo implicira da sva energijska stanja s istim n, ali razli¢itim orbitalnim kvantnim
brojem [ i magnetskim kvantnim brojem m imaju istu energiju Sto ukazuje na dege-
neraciju energijskih stanja. Vodikov atom ima visok stupanj degeneracije jer za svaki

n postoji n? stanja. Energetski nivoi s istim orbitalnim kvantnim brojem [ mogu se
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E A nevezana stanja
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Y

Slika 3.7: Shematski prikaz energetskih nivoa vodikovog atoma. (Slika preuzeta
iz [13]).

grupirati, Sto rezultira serijama spektralnih linija. Primjerice, za [ = 0 Lymanova se-
rija, za [ = 1 Balmerova serija, za | = 2 Paschenova serija, za [ = 3 Blackettova serija,
i za [ = 4 Pfundova serija.

Energija osnovnog stanja vodikovog atoma iznosi:

E=-136eV (3.65)

Iz uvjeta:

400
/ dr|Rou(r)Pr = 1 (3.66)
0

dobiva se norma radijalnog rjesenja Schrodingerove jednadzbe ¢iji je konacan
izraz:

Ro(r) = 7,0—3/2 (g) u (E) e—T/nToLilj-ll_l (E) (3.67)

n Qn[(n—l—l)!}s nro nro

gdje su L2} | (%) pridruZeni Laguerrovi polinomi'®.

U Tablici 3.1 prikazani su izrazi za nekoliko prvih radijalnih funkcija vodikovog
atoma. Radijalne funkcije navedene u Tablici 3.1 prikazane su na Slici 3.8.

Radijalna gustoca vjerojatnosti pruza informaciju na kojoj ¢e se udaljenosti od
jezgre elektron najvjerojatnije nalaziti i dana je izrazom:

13vidi [16], str. 892.
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Ryo(r) = 27“0_3/26*”/’"0

Roo(r) = %ro—i’u/? (1 _ ﬁ) o—7/2r0

Ro(r) = ghery**Lemr/zo

Rso(r) = %37"073/2 1— 327’;) + 2271%) e~ "/3r0
R3i(r) = ﬁé%—?’ﬂ% <1 — ﬁ) e~ T/3ro
Raa(r) = 81\4/%7’0_3/2%67”3%

Tablica 3.1: Radijalne funkcije vodikovog atoma.

144 — n=1,1=0
| === n=2,I=0
e n=2,1=1
10 i — I'I=3.|=|:|
i |
61 % — - n=3,l=2
=
3 6
4 4
2 |
D ._'—I‘I-
_2 .
0.0 0.5 10 15 20 25
rira

Slika 3.8: Graf radijalnih funkcija vodikovog atoma.

ot (F) = [Rpu(r)|*r? (3.68)

3.3.2 Maseni spektar mezona

Valna funkcija koja opisuje mezone je:

ug(r)

P = Y/*(7) x spin x boja (3.69)
T
a njena radijalna jednadzba je:
() + 6(642- Y u(r) + mo V) ulr) = m E u(r) (3.70)
T

gdje je m, masa c kvarka i rubni uvjeti za valnu funkciju su u(0) = u(o0) =
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Ovisno o obliku potencijala V' (r), moguce je dobiti egzaktna rjesenja radijalne
jednadzbe (3.70) za nekoliko slucajeva potencijala, kao sto su Coulombski poten-
cijal, potencijal harmonickog oscilatora i linearni potencijal. Za ostale potencijale,
ukljucujuci Cornell potencijal koji modelira interakciju izmedu kvarka i antikvarka,
kao i za ostale mezonima karakteristicne potencijale, nemamo egzaktna rjeSenja pa
se koriste razlitite metode za pristup tim problemima, primjerice Hartree metoda,
metoda diskretizacije ili varijaciona metoda.

Za Cornell potencijal radijalnu jednadzbu (3.70) moZemo pojednostaviti na jed-
noparametarski problem izrazen kao:

_A_%H_e B(F) =0 (3.71)

gdje se \ moze izraziti kao funkcija mase kvarka m te parametara Cornell poten-
cijala a ib.

Krajem sedamdesetih godina nekoliko znanstvenih skupina rijesilo je jednadzbu
(8.71) za problem koji opisuje medudjelovanje kvarkova. Prilagodbom parametara
bili su u mogucnosti reproducirati niZe energetske nivoe vezanog stanja cc te su
takoder bili u moguénosti predvidati nova, do tada nepoznata stanja.

U svrhu ilustracije na Slici 3.9 prikazan je tipi¢ni potencijal za vezano stanje cc,
zajedno s reduciranom radijalnom valnom funkcijom u(r) za stanja 1S i 2S uz pri-
lagodbu parametara: m,. ~ 1,5, a =~ 0,4, b =~ 0,211 c =~ —0,35 [8]. Uz te parametre
Cornell potencijal je: V(r) = —0,4/r + 0,2r — 0,35.

Slika 3.9: Jednostavan centralni potencijal —0,4/r + 0,2r — 0,35 i prva dva S-vala
za masu c kvarka m, = 1,5. Jedinice su GeV za V, GeV~! za r i proizvoljne za
reducirane radijalne funkcije u(r) [8]. (Slika preuzeta iz [8]).

Odgovarajuci rezultati prikazani su u Tablici 3.2.
Na Slici 3.10 prikazani su nivoi vezanog stanja bb dobiveni koristeé¢i potencijal
—0,4/r + 0,2r — 0,35 i masu b kvarka m, = 4,5 GeV [8]. Raspored energetskih nivoa
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cc bb
1S | 28 | 1P | 1D | 1S 2S 1P 1D 2P
Model | 3,07 | 3,68 | 3,48 | 3,78 | 9,47 | 9,99 | 9,87 | 10,11 | 10,23
Eksp. | 3,07 | 3,67 | 3,52 | 3,77 | 9,44 | 10,01 | 9,89 | 10,16 | 10,26

Tablica 3.2: Gruba prilagodba za energetske nivoe kvarkonija [8]. (Podaci preuzeti
iz [8]).

simuliran ovim modelom odgovara eksperimentalnim rezultatima.

M (GEV)
35S
2P
10.2 1D
25
1P
9.8
1S
94

Slika 3.10: Predvidanja za spektar vezanog stanja bb koriste¢i potencijal —0,4/r +
0,2r — 0,35 [8]. (Slika preuzeta iz [8]).

Na Slici 3.11, nadopunjujemo Sliku 3.10 energetskim nivoima vezanog stanja
c¢, izracunatim Kkoristedi isti potencijal, pri ¢emu su 1S nivoi postavljeni tako da se
podudaraju. Potencijal je podeSen tako da proizvede priblizno jednake energijske
razmake za najniza stanja. Medutim, za visSa stanja, u spektru pocinje dominirati
linearni ¢lan potencijala Sto rezultira znacajno ve¢im razmacima izmedu energetskih
razina za (c¢) u usporedbi s (bb) sustavima [8].

3.3.3 Analiza masenih spektara mezona NUFA metodom

Jedna od metoda za rjeSavanje Schrédingerove jednadzbe za potencijale koji karakte-
riziraju medudjelovanje izmedu kvarkova je Nikiforov-Uvarov metoda funkcionalne
analize (NUFA).

Generalizirani Cornell potencijal prosiruje standardni Cornell potencijal dodatnim
¢lanovima:

34



------- *
I
I
I
38 - :
2P !
10.2 e 13.80
[ N N ] Il .. I
75 !
1P l
| & = = = & ¥ ] I
9.8 13.40
:
I
I
1S |
I |
94 +3.00
I

Slika 3.11: Usporedba predvidanja energetskih nivoa za (bb) (pune linije) i (c¢) (crt-
kane linije) koriste¢i potencijal V(r) = —0,4/r + 0,2r — 0,35 [8]. (Slika preuzeta
iz [8]).

V(r) =ar®+br — Sy % +g (3.72)
T T
gdje sua, b, ¢, di g konstantni parametri potencijala koji se prilagodavaju odreden-
om fizikalnom sustavu kako bi se postigli rezultati koji su usporedivi s eksperimental-
nim i teorijskim podacima. Prednost koriStenja generaliziranog Cornell potencijala za
rjeSavanje Schrodingerove jednadzbe je da se opca rjesenja takvog potencijala mogu
prakti¢no koristiti za dobivanje rezultata nekih fizikalno relevantnih potencijala. Do-
datni ¢lan d/r* pobolj$ava ponasanje potencijala u podruéju r — 0, tj. bolje modelira
zatoCenje kvarkova u odnosu na Cornell potencijal.
Potencijal (3.72) je centralan, Sto omogucuje separiranje Schrodingerove jed-
nadzbe i rjesavamo radijalnu Schrédingerovu jednadzbu za generalizirani Cornell
potencijal (3.72):

d*R(r)  2u 5 c d (1 +1)n?

Za rjeSavanje jednadzbe (3.73) koristi se Nikiforov-Uvarov metoda funkcionalne
analize kako bismo dobili svojstvene energije i svojstvene funkcije koje opisuju ve-
zana stanja u sustavima s generaliziranim Cornell potencijalom.

Nikiforov-Uvarov metodu funkcionalne analize koristimo za rjesavanje diferenci-
jalne jednadzbe oblika:
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d®p(s) oy — ags di(s) 1
ds? s(1 —asgs) ds s2(1 — azs)?

[—5132 + &5 — 53] YP(s) =0 (3.74)

Uz odabir valne funkcije:

U(s) = M1 — ass)” f(s) (3.75)
jednadzba (3.74) se svodi na Gaussovu hipergeometrijsku jednadzbu'#:

d*f(s)
ds?

df(s)
ds

S(1 — ass) + | + 2\ — (2 a3 + 2vaz + a)s

B OIS S WY E T B R
3 2 \ as 4\ ag a3 (3.76)
2
c(aave (2 o) 2 (2 o1) 18 ) =0
2 \ as 4 \ a3 os

ako i samo ako vrijedi:

agy — ajasy +v(v — 1)ag + & — E3az — % =0 (3.78)
3

Jednadzbe (3.77) i (3.78) su kvadratne jednadzbe koje mozemo zapisati u obliku:

(1 - Oél)

A\ =
2

+ %¢(1 ST (3.79)

(a3 + oz — ag) £ \/(043 +ajaz —ag)? +4 <§—g + a3 — fz)

vy = (3.80)
20[3

Konacno, jednadzbe (3.79), (3.80) i (3.75) rezultiraju valnom funkcijom:

(1—ap)+4/ (1—aq)244é-
(s) = Ns : — ’ X (1 — ags)™ x oFy1(ay, by, cq; ) (3.81)

i jednadzbom za svojstvene energije:

1 (o n 1 (o n \? 1 Qo 2 &
o (v s (2 o1) s 2 Loz )y, no Yy tfa ) &
- <V+2(043 >+vas>+(y+2(@3 >+va3) 4(0@ ) 3 0
(3.82)

Primjenom NUFA metode na jednadzbu (3.73) dobivamo svojstvene energije:

14vidi [17], str. 23-42.
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—77_,2042

E =
24

(3.83)

2

—(v+n)?4+m — 73 h?a’Ts
_|_

2(v +n) 2u

i svojstvene funkcije:

Ru(r) = N (7)Y (1 — ¢mom) 272 PR Fi(an, b, e ) (3.84)

gdje je N konstanta normalizacije i o F}(aq, by, ¢1; e~ ") je hipergeometrijska funk-
cija pri cemu su parametri a, by i ¢;:

ay = <)\+1/+\/§>
blz()\+y—\/§_1> (3.85)

01:1—|—2)\

PodesSavanjem razliCitih parametara potencijala (3.72), moguce je dobiti neke
vazne oblike fizikalnih potencijala, kao sto su Kratzerov potencijal, pseudo-harmonicki
potencijal i Coulombov perturbirani potencijal koji ¢emo koristiti za racunanje mase-
nih spektara mezona bsi bg (¢ = u, d).

Polaze¢i od generaliziranog Cornell potencijala izborom parametara: d = g = 0
dobivamo Coulombov perturbirani potencijal:

V(r) = ar? + br — ; (3.86)

Ovisnost Coulombovog perturbiranog potencijala o  za mezone bs i bg prikazana
je na Slici 3.12.

Rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe za Coulombov perturbirani potencijal ko-
riste¢i NUFA metodu dobivamo jednadzbu za svojstvene energije:

2
R2a? | Ng — (v +n)?
E = N5 — 3.8
° T 2u [ 2(v+n) (3.87)
gdje je:
b h2l(l+1
N5:%—ca+—+M (3.88)
«o o 20
10pa  4pb  2uc
Ng = —(l+1 3.8
6= 20t T R2a3 ' R2a ((+1) (3.89)
1 1 24pa 8ub
=—4+ —4/1 4 1 .
v 2+2\/ 2t T ags T I(1+1) (3.90)

U svrhu rac¢unanja masenih spektara mezona b5 i bg, (¢ = u, d), koristimo sljedeci
izraz:
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Slika 3.12: Ovisnost Coulombovog perturbiranog potencijala o r za lakSe mezone bs
i bg. (Slika preuzeta iz [18]).

M =2m+ Ey (3.91)

pri cemu su my, m, i m, mase odgovarajucih kvarkova, s vrijednostima od 4,584 GeV,
0,419 GeV i 0,220 GeV, redom [18]. Uz svojstvenu energiju Coulombova perturbira-
nog potencijala (3.87) konac¢no jednadzba za odredivanje masenih spektara je:

2
M:2m—|—N1—

h2a? [Ng — (v +n)? (3.92)

2u 2(v+n)

Rezultati masenih spektara za mezone bs i bg prikazani su u Tablicama 3.3 i 3.4.
Parametri potencijala (a, b i ¢) za odabrani sustav prilagodavaju se kako bi se postigli
rezultati usporedivi s teorijskim i eksperimentalnim vrijednostima. Prosje¢no odstu-
panje masenih spektara izrazeno u postotcima za bs iznosi 1,5%, a za bg iznosi 1,94%
u odnosu na [19,20], redom [18].

Iz rezultata u Tablicama 3.3 i 3.4 zakljucujemo da se maseni spektri odredeni
NUFA metodom dobro slazu s rezultatima iz [20] koji su dobiveni koristec¢i Cornell
potencijal s relativistickim korekcijama i dobro se slazu s eksperimentalnim rezulta-
tima iz [21]. Dobiveni rezultati su znatno poboljSani u odnosu na istrazivanje [19]
gdje su maseni spektri izracunati metodom asimptotske iteracije. Ovi rezultati uka-

zuju na pouzdanost NUFA metode i potvrduju njezinu primjenjivost u predvidanju
masenih spektara mezona.
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Stanja | Rezultati | Rezultati iz [19] | Rezultati iz [20] | Eksp. rezultati [21]
1S 5,451 5,415 5,450 5,415
28 6,012 6,819 6,012 ~
3S 6,511 8,225 6,429 -
4S8 6,954 9,629 6,773 —
5S 7,345 — 7,076 —
1P 5,499 5,830 5,857 5,830
2P 6,058 6,786 6,279 —
3P 6,555 — 6,635 —
4P 6,995 — 6,946 —
1D 5,596 6,264 6,182 —
2D 6,149 ~ 6,542 ~
3D 6,640 — 6,855 —

Tablica 3.3: Maseni spektar mezona bs (GeV) (a = 0,0296 GeV?, b = 0,5076 GeV?,
c=51,81391 a = 0,0926) [18]. (Podaci preuzeti iz [18]).

Stanja | Rezultati | Rezultati iz [19] | Rezultati iz [20] | Eksp. rezultati [21]
1S 5,369 5,325 5,371 5,325
2S 5,932 6,413 5,933 —
3S 6,385 7,501 6,355 —
4S 6,742 8,589 6,703 —
5S 7,014 — 7,008 —
1P 5,464 5,723 2,777 5,723
2P 6,019 6,486 6,197 —
3P 6,464 — 6,557 -
4p 6,814 _ 6,872 —
1D 5,653 6,131 6,110 —
2D 6,101 — 6,475 —
3D 6,621 — 6,792 —

Tablica 3.4: Maseni spektar mezona bG (GeV) pri ¢emu je ¢ = (u,d) (a =
0,0296 GeV?3, b = 0,3098 GeV?, ¢ = 33,1102 i a = 0,1009) [18]. (Podaci preuzeti
iz [18]).
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4 Modeli bariona

U pocecima razvoja modela kvarkova, laksi hadroni tretirali su se kao sustavi ve-
zanih kvarkova koji se gibaju nerelativisticki, a zbog potencijala su zatoceni unutar
hadrona. Nerelativisticki sustavi imaju pobudene energije koje su zanemarive u us-
poredbi s masama pojedinih kvarkova, zbog cega se Cesto zanemaruju kao nevazne
za opisivanje sustava. Medutim, za teze hadrone, pobudene energije usporedive
su s masama kvarkova zbog Cega imaju znacajan utjecaj na njihova svojstva. Kako
bismo pravilno opisali sustave s energijama koje su usporedive s masama Cestica,
potrebno je koristiti relativisticku kvantnu mehaniku. Budud¢i da je masa mirovanja
u i d kvarkova jako mala'®, dinamika njihovog gibanja mora se tretirati Diracovom
jednadzbom.

U razumijevanju kvarkova i gluona unutar kvantne kromodinamike, analiziramo nji-
hova medudjelovanja i svojstva, kako na kratkim udaljenostima (r < 1 fm), gdje
se primjenjuje perturbativna teorija, tako i na velikim udaljenostima (r ~ 1 fm), za
koje postoji obilje eksperimentalnih podataka, ali QCD postaje izazovna za analizu.
SloZenosti QCD-a na velikim udaljenostima zahtijevale su razvoj fenomenoloskih mo-
dela, a neki od njih su MIT model vrece, SLAC model vrece, model vrece solitona i
kiralni model vrece. Ovi modeli nastoje ukljuciti neka bitna obiljeZja strukture ha-
drona koja su izostavljena iz ranijeg nerelativistickog QCD pristupa. Modeli vrece
kvarkova uzimaju u obzir asimptotsku slobodu na kratkim udaljenostima, uvode glu-
one kao sastavnike hadrona i posrednike kratkodoseznih interakcija izmedu kvarkova
te osiguravaju relativisticki i bazdarno invarijantan okvir za proucavanje svojstava
hadrona [23].

4.1 Relativisticka kvantna mehanika

U okviru proucavanja modela bariona uvodimo formalizam relativisticke kvantne me-
hanike koja omogucuje analizu svojstava Cestica u skladu sa specijalnom teorijom
relativnosti.

4.1.1 Relativisticka kovarijantnost i ¢etverovektori

U fizici Cestica poZeljno je veli¢ine izraziti u eksplicitno Lorentz-invarijantnom obliku
koji se moze primijeniti izravno u svim inercijalnim sustavima. Za veli¢ine koje su
invarijantne na Lorentzove transformacije, kazemo da su Lorentz kovarijantne, od-
nosno relativisticki kovarijantne. Iako Lorentzove transformacije ¢ine temelj speci-
jalne teorije relativnosti, Lorentzova invarijantnost je vazniji koncept, a najbolje se
izrazava pomocu Cetverovektora [2].

Lorentzova transformacija povezuje prostorno-vremenske koordinate u dva Lo-
rentzova sustava [1]. Primjerice, za dva sustava koja su u relativnom gibanju duz

15Mase mirovanja kvarkova dostupne su na [22].

40



x-0si, prijelaz sa sustava S na sustav S’ koji se giba brzinom v u odnosu na sustav S

opisan je izrazima:

¥ =5 (x —ovt)

v =y

. (4.1)
, T

r=a(t-3)

gdje je v relativisti¢ki faktor: v = (1 — v2/c?)""/2. U limesu malih brzina v < «,
relativisticki faktor v jednak je jedan pa se Lorentzove transformacije reduciraju na

Galilejeve transformacije.

Uz pokratu 8 = v/c i u prirodnim jedinicama, gdje je ¢ = 1, Lorentzove transfor-

macije su:
v’ =7 (z — pt)
/
Y 4.2)
Z =z
t' =~ (t - pr)

Uvodimo kontravarijantni ¢etverovektor s komponentama t = 2°, x = 2%, y = 2% i
» = x° koje se, mjerene u dva inercijalna sustava, povezuju Lorentzovim transforma-

cijama.

kontravarijantni vektor : x# = (:EO, zl xz,m?’) = (t, ) (4.3)

kovarijantni vektor : x,, = (zo, z1, %2, x3) = (t, —7) (4.4)

Indeksi ¢etverovektora oznaceni su grékim slovom i imaju Cetiri vrijednosti
(n=0,1,2,3). Nulta komponenta je vremenska, a tri prostorne komponente oznacene
su latinskim indeksima (i = 1,2,3). ”"Dogadaj” koji oznacava prostorno-vremensku
toCku predstavljen je Cetverovektorom i moze se interpretirati kao, na primjer, polozaj
Cestice u odredenom trenutku. Kontravarijantni i kovarijantni vektori povezani su
tenzorom dizanja i spustanja indeksa koji se naziva tenzorom Minkowskog ili me-
trickim tenzorom g,,, [1]:

1 0 0 0
0O -1 0 O

Juv = gMV 0 0 —1 0 (4.5)
1 0 0 -1

Skalarni produkt bilo koja dva cetverovektora:
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a-b=a"b, = g,ad'V =ad"t’ —a'b' — a®V* — a’V’ (4.6)

je Lorentz-invarijantan i ne ovisi o inercijalnom sustavu.
U Newtonovom prostor-vremenu postoje dvije udaljenosti:

prostorna udaljenost : I = 2% + y* + 22 4.7)

vremenska udaljenost : ¢ (4.8)

dok u geometriji Minkowskog, koja vrijedi u odsutnosti gravitacijskih polja, pos-
toji jedinstvena udaljenost:

prostorno — vremenski interval : s* = t* — [? (4.9)

Kao i prostorno-vremenske tocke, i ostale veli¢ine ¢e se prikazivati pomocu Cetvero-
vektora ukljucujuéi i diferencijale:

0 0 =

ozt - a“ B (E’v> (4.10)
0 0 =

== =

5o, = B, ((?t’ v) (4.11)

koji ¢e voditi na D’Alambertov operator:

o\’ d\°
0= 0,00 (E) - (a) 4.12)

Pomoc¢u izraza (4.11) moZemo zapisati koordinatnu reprezentaciju kvantnome-
hanickog operatora impulsa:

13} 3} -
=i = (i, —iV 13
V=g, (z&, ) (4.13)
U specijalnoj teoriji relativnosti, energija £ i impuls p izoliranog sustava Cine

komponente Cetverovektora energije impulsa:

' = (E,p) (4.14)

Po uvodenju Cetverovektora prostorno vremenskog polozaja Lorentzova transfor-
macija (4.2) poprima oblik:

70—~ (+° — Ba')
no_ 1 5.0
° 72(33 pa’) (4.15)
r =X
RER
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Sada je moguce Lorentzove transformacije prikazati u kompaktnoj formi, kao li-
nearne transformacije na cetverovektorima, pri cemu koristimo Einsteinovu sumaciju
po ponovljenom indeksu [1]:

3
= AL’ = Aa (4.16)

4.1.2 Klein-Gordonova jednadzba

U nerelativistickoj kvantnoj mehanici Schrodingerovu jednadzbu za slobodnu Cesticu
mase m Cija je energija E = p?/2m mozemo dobiti koristeéi supstitucije:

0
E — 1
— 1 5 (4.17)
7= —iV (4.18)
Dobivena jednadZba je operatorska i s njom djelujemo na valnu funkciju ¥ (7, t)
Sto daje:
?f -+ —v%p =0 (4.19)

Pri tome ¢ (Z,t) interpretiramo kao amplitudu vjerojatnosti nalazenja Cestice u
intervalu (z,z + dz), a |[¢|* kao gusto¢u vjerojatnosti koja zadovoljava jednadzbu
kontinuiteta:

dp

5% +Vi=0 (4.20)

Bududi da je p = *¢, onda je p pozitivan kompleksan broj.
U svrhu dobivanja relativistickog oblika Schrédingerove jednadzbe koristimo Eins-
teinov relativisticki izraz za energiju:

E? = p> + m? (4.21)

te supstituciju:

Pu — 10, (4.22)

$to nas vodi na Klein-Gordonovu jednadzbu koja je drugog reda u prostornoj i
vremenskoj derivaciji:

ot?
Uz D’Alambertov operator O = 9#9, = 9*/0t* — V?, Klein-Gordonova jednadzba
poprima eksplicitno kovarijantni oblik [1]:

82
(——V2+m)¢:0 (4.23)
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(O+m?*) ¢ =0 (4.24)

S obzirom da se radi o slobodnoj cestici, rjeSenje ove jednadzbe imat ¢e oblik
ravnog vala:

Y(x) = Ne (ELPT) (4.25)

Medutim, prema izrazu (4.21), energija moze biti pozitivna i negativna, stoga
dobivamo dva rjesenja:

W, = N i(Vrrm*=m) (4.26)
gdjeje £ = \/p*+m? >0
w_ = Ne~H(Vrrm?t=i) (4.27)

gdjejeE:—\/]m<O

No, slobodna cestica moze imati samo pozitivne energije, stoga bi rjeSenje ¢_ s
negativnim energijama bilo nefizikalno te se kao takvo u klasi¢tnoj mehanici moze
odbaciti. Medutim, u kvantnoj mehanici, sva rjeSenja ¢ine potpuni skup stanja koji
razapinje vektorski prostor, zbog Cega su pozitivne i negativne energije jednako rav-
nopravne. Prema tome oba vala jednako dobro zadovoljavaju Klein-Gordonovu jed-
nadzbu i relativisticki izraz za energiju (4.21) pa negativna energijska rjeSenja ne
mozemo jednostavno odbaciti i ona predstavljaju prvi problem Klein-Gordonove jed-
nadzbe.
U vremenu kada je Klein-Gordonova jednadzba bila razvijena, nije bilo jasnog tumace-
nja negativnih energijskih rjeSenja, no postoji ozbiljniji problem s pripadaju¢im gusto-
¢ama vjerojatnosti. Naime, ako Klein-Gordonovu jednadzbu pomnozimo s lijeva s
(—iY*) i od toga oduzmemo kompleksno konjugiranu Klein-Gordonovu jednadzbu
pomnoZenu s desna s (—it)) dobijemo [1]:

i (05— 05 )] + 9[- (w90 - w9w)) (4.28)

gdje je sada gustoca vjerojatnosti p = i (* % — ¢ %), Prva derivacija valne funk-

cije po vremenu i sama valna funkcija su dvije potpuno nezavisne varijable naseg
sustava te njihov produkt moze biti negativan, zbog ¢ega p moze poprimiti negativne
vrijednosti - to je drugi problem. Negativna gustoca vjerojatnosti je matematicki ne-
konzistentna.

Buduéi da je p = 2E|N|?, ova dva problema su povezana jer ¢e rjeSenja Klein-
Gordonove jednadzbe ) koja imaju negativne energije biti upravo ona koja ¢e re-
zultirati i negativhom vjerojatnos¢u. Iz prisutnosti negativnih rjeSenja gustoce vje-
rojatnosti moze se zakljuciti da Klein-Gordonova jednadzba ne pruza dosljedan opis
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stanja pojedinac¢nih Cestica za relativisticki sustav Sto je u povijesti vodilo na od-
bacivanje Klein-Gordonove jednadzbe kao relativistickog poopcenja Schrédingerove
jednadzbe.

Unato¢ ovim problemima, Klein-Gordonova jednadzba nije pogresna, budu¢i da ovaj
problem ne postoji u kvantnoj teoriji polja, gdje valne funkcije ne interpretiramo
kao amplitude vjerojatnosti pronalazenja Cestica, ve¢ kao operatore pa se Klein-
Gordonova jednadzba koristi za opisivanje viSecesticnih pobudenja kvantnog polja
spina nula [2].

4.1.3 Diracova jednadzba

Dirac uvidjevsi da je glavni uzrok problemu negativnih energija i negativnih gustoca
vjerojatnosti upravo kvadratna ovisnost o energiji u izrazu (4.21), predlaze ansatz za
Hamiltonijan:

H=a- p+ Bm (4.29)

S takvim Hamiltonijanom djelujemo na valnu funkciju ¢ i dobijemo jednadzbu
koja je linearna u energiji, a kako bi jednadzba bila kovarijantna, mora biti linearna
i u impulsu:

(a-5+Bm) v =By (4.30)
Rjesavanjem ove jednadzbe dobivamo stacionarna stanja. Varijable &' i 5 odreduje-
mo zahtjevom da rjesenja ¢ ovako postavljene jednadzbe zadovoljavaju Einsteinovu
relaciju (4.21), sto automatski znaci da ta rjeSenja moraju zadovoljavati i Klein-
Gordonovu jednadzbu. S obzirom na dodatnu jednadzbu (4.30) i zahtjev da ona
bude zadovoljena, broj ukupnih valnih funkcija bit ¢e smanjen, sto rezultira rjeSenjima
koja imaju samo pozitivhu gusto¢u vjerojatnosti.
Umjesto da odredujemo & i § iz zahtjeva da Klein-Gordonova jednadzba bude
zadovoljena, uvest ¢emo ekvivalentne objekte:

W) 'y=a (4.31)

) t=p (4.32)

Uz (4.31) i (4.32) Diracov ansatz mozemo zapisati:

()7 P+ () = B (4.33)
Mnozenjem jednadzbe (4.33) s lijeva strane s +° i uvodenjem standardne zamjene
operatora impulsa (4.18) i energije (4.17) dobivamo:

9 .
0 <Z5) -7 (—z’V) b —map =0 (4.34)
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Definiramo c¢etverokomponentni objekt, koji ¢e se algebarski ponasati kao
cetverovektor:

= (7°,79) (4.35)

i definiramo cetverovektor ¢ija je nulta komponenta derivacija po vremenu, a
prostorna komponenta je operator nabla:

0 0 =
b= o = (&’V) (4.36)
Ove zamjene rezultiraju jednadzbom:
(iv"0y —m) 1 =0 (4.37)

Ovime smo Diracov ansatz pretvorili u jednadzbu koja ima kovarijantnu formu i
naziva se Diracova jednadzba, no tek trebamo ustanoviti Sto su objekti v* i $to mo-
raju zadovoljavati kako bi rjesenja jednadzbe (4.37) zadovoljavala Klein-Gordonovu
jednadzbu. Kako bi to ustanovili, budu¢i da je Klein-Gordonova jednadzba kvadratna
u derivacijama, mozemo (4.37) s lijeve strane pomnoziti s (7”0, + m) Sto daje:

— 0,70, + im (Y0, — 479,) — m* | =0 (4.38)

MoZemo uoditi da je mijesani ¢lan (y#0, —~%0,) = 0 jer su 4*0, i 7”0, isti do
na slijepe indekse. Kako bi jednadZzba (4.38) bila ekvivalentna Klein-Gordonovoj
jednadzbi mora vrijediti:

7U Vﬁyuau = a“a,u (439)

i onda ¢e zadovoljavanje jednadzbe (4.37) osigurati istovremeno i zadovoljavanje
Klein-Gordonove jednadzbe, a time i istovremeno postivanje Einsteinove energijske
relacije (4.21).

Pogledajmo Sto moraju biti v objekti da bi ovo bilo zadovoljeno. Neka su v konstante
u prostoru i vremenu, zbog Cega na njih ne djeluje derivacija te ih mozemo izluciti i
zapisati u obliku:

v OO, = Y'¥"0,0, = 0"0, (4.40)

Raspis 7"7*0,0, po komponentama je:

0428000 + Y°7' 060; + 7000 + 'Y 8;0; = DD — 0;0; (4.41)

Usporedbom lijeve i desne strane u izrazu (4.41), uz napomenu da derivacije
komutiraju, zaklju¢ujemo:

(") =1 = ()= (4.42)
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Yy + 49" =0 (4.43)

71718131 + 72728252 + 73738333 + Z ViVjaz‘aj = —010; — 020, — 0305 (4.44)
i#]

Iz jednadzbe (4.44) usporedbom lijeve i desne strane iz dijagonalnih ¢lanova do-
bivamo uvjet:

(Y)'=-1,i=1,2,3 (4.45)

a iz mijeSanih ¢lanova, nakon $to izlu¢imo derivacije dobivamo uvijet:

VY A =00 A (4.46)
Dakle, objekti v moraju zadovoljavati uvjete (4.42), (4.43), (4.45) i (4.46) kako
bi rjeSenja jednadzbe (4.37) zadovoljavala Klein-Gordonovu jednadzbu.
Iz uvjeta (4.43) i (4.46) zakljutujemo da +° i 7* ne komutiraju, a nekomutativne
objekte mozemo reprezentirati matricama. Ta Cetiri uvjeta koja moraju zadovoljavati
~ matrice mozemo zdruzeno napisati u obliku:

Y A = (v, = 20" (4.47)
gdje je [v#,7"], antikomutator.
Objekti koji zadovoljavaju relaciju (4.47), zovemo Diracove gamma matrice:

10 0 O 0 0 01
01 0 O 0 0 10
0 1
— - 4.48
T loo -1 0 ! 0 -1 0 0 (448)
00 0 -1 -1 0 00
00 — 0 01 O
0 2 0 0 00 —1
2= P = 4.49
T7lo o0 oo "7 100 0 (449)
— 0 0 0 0 1.0 O
koje su u Dirac-Pauli reprezentaciji oblika:
0 &
62 = ’)/0’7 = (_‘ 0) (4.50)
c 0
o 1 0
=0 = 4.51
B=n (0 _1> (4.51)

Uz ovako definirane matrice 7* Diracova jednadzba (4.37) predstavlja ispravnu
relativistiCku diferencijalnu jednadzbu ¢ija rjesenja zadovoljavaju Klein-Gordonovu
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jednadzbu. Diracova jednadzba vrijedi za sve Cestice materije. Iako smo Cetiri matrice
~* udruzili u ¢etverovektor, one se ne transformiraju kao cetverovektori. Premda tako
izgledaju, nemaju klju¢no svojstvo Cetverovektora, a to je da za razliCite promatrace
izgledaju drugacije. Matrice v* su konstante i jednake za sve promatrace. S druge
strane, derivacija po koordinatama 0, se transformira kao Cetverovektor i kako bi
Diracova jednadzba ostala relativisticki kovarijantna, rjeSenje Diracove jednadzbe )
mora imati netrivijalnu transformaciju izmedu promatraca.

Uz Feynmanovu slash notaciju:

"a, = ¢, V Cetverovektor a” (4.52)

Diracova jednadzba postize elegantni oblik:

(i@ —m) b = 0 (4.53)

Diracova jednadzba predstavlja jedan od velikih teorijskih napredaka dvadesetog
stolje¢a. Prisutnost negativnih energijskih rjeSenja je neizbjezna i njihova interpre-
tacija razvijena je zahvaljuju¢i Stiickelbergu i Feynmanu u kontekstu kvantne teorije
polja. Negativna energijska rjeSenja se tumace kao negativna energija Cestica koje
propagiraju unatrag u vremenu, odnosno ekvivalentno, pozitivha energija anticestica
koje propagiraju prema naprijed u vremenu. RjeSenja Diracove jednadzbe pruzaju re-
lativisticki kvantnomehanicki opis Cestica i anticestica polucjelobrojnog spina.

4.2 MIT model vrece

Eksperimenti duboko neelasti¢nih rasprSenja potvrdili su postojanje kvarkova i po-
taknuli istrazivanja koja su se razvijala u tri osnovna smjera; objasnjenje svojstava
hadrona, predvidanje novih hadrona i fizika interakcija nukleona [24]. U sva tri
slucaja model vrece imao je vaznu ulogu i predstavlja jedan od najuspjesnijih feno-
menoloskih modela zatocenja kvarkova.

Fizikalna slika modela vre¢e povezana je s dvofaznim opisom vakuuma. Fizicki va-
kuum u "normalnoj” fazi izvan hadrona ne podrzava Sirenje kvarkovskih i gluonskih
polja. Koncentracijom energije moZze se stvoriti domena razli¢ite faze unutar fizickog
vakuuma. U unutrasnjosti te domene kvarkovska i gluonska polja mogu se Siriti na
uobicajeni nacin. Zamislimo hadron kao malu domenu u toj novoj fazi s kvarkovima
i gluonima - to je vre¢a. Unutar te vrece, pretpostavlja se da kvarkovi interagiraju
putem perturbativne razmjene gluona, Sto opisuje fiziku kratkih udaljenosti medu
njima. Granica izmedu dviju faza vakuuma je povrsina vrece koja djeluje kao nepro-
pusna barijera za kvarkovska i gluonska polja tako da ona ne mogu prodrijeti u ,,nor-
malnu fazu“ vakuuma, stoga izvan vrece nema slobodnih kvarkova. Ovo objasnjava
dugodosezni efekt zatocenja kvarkova postavljanjem rubnih uvjeta. S druge strane,
povrsina vre¢e dopusta neometan prolaz leptonima i posrednicima elektromagnet-
skih i slabih interakcija koji mogu propagirati u obje faze vakuuma [25, 26].

48



U ovom pojednostavljenom pristupu zanemarujemo izmjenu gluona. Takoder, pret-
postavljamo da su kvarkovi zatoceni unutar sfernog podrucja radijusa R. Unutar
tog podrucja, zbog asimptotske slobode, kvarkovi se gibaju kao slobodne Cestice, ali
su podlozni rubnim uvjetima koji jednostavno diktiraju zato¢enje uvodenjem tlaka
B. MIT model vrece podsje¢a na beskona¢no duboku sfernu jamu u tri dimenzije, a
moze se prosiriti uvodenjem interakcija i dodatnih korekcija. Model vrece je prvi put
primijenjen kako bi se objasnila svojstva hadrona. U jednom od prvih radova na tu
temu, DeGrand i sur. [27] uspjeli su pronaci mase laksih hadrona, njihove magnetske
momente, konstante slabog raspadanja i radijuse naboja.

Setovi od dva i tri kvarka i njihova moguca stanja unutar vrece omogucuju predvidanje
novih hadronskih sustava, medutim poteskoce se pojavljuju pri izracunavanju svoj-
stava tih novih hadrona. Utvrdeno je da model vrece pruza ¢vrstu osnovu za takva
istrazivanja.

4.2.1 Porijeklo modela

Model vrece je prvi put opisan 1967. godine u radu P. N. Bogolioubova naslova ”Sur
un modele & quarks quasi-indépendants”'® [28]. Bogolioubov je nastojao modeli-
rati zatocenje kvarkova u okviru QCD-a dajuéi kvarkovima izrazito veliku masu te
ih istovremeno ogranicavaju¢i dubokim potencijalom. Time je omoguc¢io da opazeni
hadronski sustavi zadrze razumne mase. Postavljanjem beskonac¢ne mase kvarkova,
ogranicio je njihovo slobodno gibanje, Sto se suprotstavlja asimptotskoj slobodi koja
je primije¢ena na kratkim udaljenostima. RjeSenje za ovaj problem pronasao je zatva-
ranjem kvarkova unutar sfernog volumena radijusa R, gdje su podloZni privlaénom
skalarnom polju jacine m [29]. To je rezultiralo Bogoljubovljevim modelom vrece,
gdje su se kvarkovi mogli slobodno gibati unutar vrece, ali su bili zatoceni u njoj.
Jedan od nedostataka ovog modela je da prilikom minimizacije energije dobivamo da
R — oo, stoga je radijus R za svaki hadron bio slobodan parametar. Ovaj model ima
jos nekoliko nedostataka, jedan od glavnih je naruSenje zakona ocuvanja energije i
impulsa. Unato¢ tome daje dobro slaganje s eksperimentalnim vrijednostima. Pri-
mjerice procjena modela za masu nukleona, uz prijelaz jednog od njegovih kvarkova
iz stanja 1s;/, u stanje 2s;,, je 1,446 GeV, Sto se dobro slaze s eksperimentalnom
vrijedno$¢u koja iznosi 1,412 GeV [24]. Cini se da zbog toga $to je rad napisan na
francuskom jeziku, nije dobio zasluzenu pozornost te je s viemenom gotovo pao u
zaborav.

Sedam godina kasnije, 1974. godine znanstveni tim sa SveuciliSta Massachusetts
Institute of Technology ponovno je razvio model vre¢e [30]. Danas se njihov mo-
del, koji je u svojoj srzi unaprijedena verzija Bogoljubovljevog, naziva MIT modelom
vrece. Problem narusenja zakona o¢uvanja energije i impulsa rijeSen je uklju¢ivanjem
fenomenoloskog tlaka B sto je omogucdilo QCD zatocenje. Ova korekcija znacajno je

160 modelu kvazi-neovisnih kvarkova.
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poboljsala slaganje izmedu predvidanja temeljenih na modelu i eksperimentalnih vri-
jednosti masa razli¢itih hadrona. Ovaj model omogucio je racunanje svojstava nukle-
ona, poput radijusa naboja, aksijalnih naboja i giro-magnetskih omjera te cak i sada,
49 godina kasnije, MIT model vrece koristi se u mnogim izracunima.

U

\
©
o
/

Slika 4.1: Primjena MIT modela vre¢e na barionu. Tri kvarka zatoCena su vanjskim
tlakom u sferi radijusa R. Gibanje kvarkova definirano je oblikom skalarnog potenci-
jala U [24]. (Slika preuzeta iz [24]).

4.2.2 Formule i pretpostavke modela

U MIT modelu vrece polazimo od pretpostavke da kvark-kvark interakcija onemogucu-
je razdvajanje obojenih kvarkova. To se najlakse postize odredivanjem proizvoljne
povrsine i zahtijevanjem da struja boje kroz nju iS¢ezava. Struja boje analogna je
elektromagnetskoj struji i ima oblik [31]:

qdr
JS = (q_Ru qs, CYG) Aafy,u 4B (454)
da

gdje su \* osam SU(3) matrica boje, a indeksi kvarkova predstavljaju tri boje (R,
G, B). Neka je izabrana povrSina karakterizirana vektorom normale n,. Tada uvjet
mozemo napisati kao:

i Jo = (4.55)

povrsina

pri cemuje a =1,2,3,...,8.

Uvodenjem Cetverodimenzionalnog vektora normale dobivamo kovarijantni oblik,
ali to ne odgovara op¢em kovarijantnom obliku modela jer jos uvijek moramo defi-
nirati povrSinu vrece. Ogranicavamo se na povrsSine koje ne uklju¢uju vremensku
dimenziju, tj.: n, — n = n:
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—n-J =0 (4.56)
R=R(0,¢)

Nadalje, mozemo pojednostaviti izraz (4.56) tako da zahtijevamo da je valna
funkcija koja opisuje kvarkove unutar vre¢e neovisna o boji, tj. ¢;(z) = ¢(x),i =
R, G, B sto implicira da svi kvarkovi unutar hadrona imaju istu valnu funkciju. Na
ovaj nacin dobivamo kvadratni rubni uvjet:

R=R(0,¢)

Kvadrat izraza n - 7 je negativna jedini¢na matrica:
1 2

(n-)" = ning5 (s + %) = —ninil = — (n)” - T= —1 (4.58)

Njegove svojstvene vrijednosti su stoga +i. Sada, svako stanje kvarka mozemo

prosiriti u odgovarajuce svojstvene vektore, a izraz (4.57) je zadovoljen samo za ta

svojstvena stanja. Stoga, umjesto da rjeSavamo izraz (4.57) koji je bilinearan u valnoj
funkciji kvarka ¢(z), mozemo rjeSavati puno jednostavnije linearne jednadzbe:

n-vyq = *iq (4.59)

Svojstveni vektori sa svojstvenom vrijednosti —i odgovaraju rjeSenjima za anticestice
koja imaju svojstvenu vrijednost +i pa se mozemo ograniciti na jedan predznak:

in(0,¢) vq(z) = —q(z) (4.60)
R=R(0,¢)

Izraz (4.60) koristi se kao rjeSenje za Cestice i rjeSavamo ga da bi dobili spektar
kvarkova u MIT modelu vrece.

U nacelu mozemo odabrati bilo koji oblik vrece, tj. proizvoljnu funkciju R =
R (0, ¢) i odgovarajuci vektor normale n (¢, ¢). Najjednostavniji oblik je sfera, tj.:

R (0,¢) = R = konst. (4.61)

n(0,p) =e, (4.62)
Uz takav odabir izraz (4.60) poprima oblik:

—ie, - vq (| = R) = q(|z[ = R) (4.63)

Preostaje joS jedan parametar koji nije fiksiran pretpostavkama modela, a to je
radijus vre¢e R. Budu¢i da nije zadovoljavajuce birati R proizvoljno za svaki hadron,
kao Sto je to slucaj u Bogoljubovljevom modelu, to nas vodi do jos jednog rubnog
uvjeta. Naime, ako su kvarkovi zatoceni u vrec¢i konacne veli¢ine koja se u jednom
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smjeru proteZe za Ax, tada se prema relaciji neodredenosti, kvarkovi kre¢u s impul-
som reda veli¢ine //Ax i stoga vrSe pritisak na unutarnju povrsinu vrece. Taj tlak koji
stvaraju kvarkovi je konstantan. Na nekoj ravnoteznoj vrijednosti tlak koji stvaraju
kvarkovi na unutarnjoj povrs$ini uravnotezuje tlak B na vanjsku povrsinu vrece kojeg
stvara vakuum. Tlakovi su prikazani na Slici 4.2.

Slika 4.2: Tlak koji stvaraju kvarkovi na unutarnjoj povrsini uravnotezuje tlak B na
vanjsku povrsinu vrece kojeg stvara vakuum. (Slika preuzeta iz [32]).

Upravo ta ravnotezna vrijednost odreduje radijus vrece, odnosno veli¢inu ha-

drona. Ako tlak B premasuje unutarnji tlak koji stvaraju kvarkovi, vreca se smanjuje;
inace se dalje Siri. Rubni uvjet za tlak glasi:

(4.64)

B:%’I’L~VZ(]Q
q

Linearni rubni uvjeti (4.63) i (4.64), zajedno s konvencijom da se kvarkovi sma-

R=R(0,p)

traju slobodnima unutar vrece, definiraju MIT model vrece. Uvodenjem novog para-
metra B, fiksiraju se radijusi vre¢a svih hadrona. Rubni uvjeti zahtijevaju da svaki
kvark zauzme najnize stanje koje ima ukupni angularni moment j = 1/2.

U nastavku ¢emo pretpostaviti da je vreca sfericna. Prednost sferi¢nih vreca je
da se rjesenja mogu pronaci ve¢inom analiticki. S obzirom da ¢emo MIT model
vrece primijeniti na proton koji se sastoji od dva u kvarka i jednog d kvarka koje
smatramo bezmasenim, trazimo rjeSenja stacionarne slobodne Diracove jednadzbe
za bezmasene Cestice:

pU =0 (4.65)

uz rubne uvijete:

e W= (Zg _g"’“> U= (4.66)

52

|z[=R



=B (4.67)
|z|=R

Zbog sferne simetrije problema, koristimo ansatz:

(.0 Y
v (—z F) ) ¢>> o

gdje su f(r) i g(r) radijalne funkcije, ", (6, ¢) dvokomponentni spinor, kvantni
broj « je svojstvena vrijednost operatora K koji komutira s H i .J, a definira se kao
K = B(X-L+1) pri¢éemu X predstavlja Paulijeve matrice, a L je operator angularnog
momenta. Svojstvena jednadZba operatora K je:

Kx" = —ky" (4.69)
Svojstvene vrijednosti x su:
1 1
——j_Z (=j—= .70
K i3 za I3 (4.70)
o1 1
/i:j—|—§ za€:]+§ 4.71)

Operator kineticke energije je:

(4.72)
= —i0, (gjtl — éf()

0 o,
oy = (Jr O) (4.73)

Uz (4.65) dobivamo jednadzbu:

i (0 "’”) (2 L1 éf() U= E (4.74)
o, 0 ar r r

Uzimajuéi u obzir da radijalna Paulijeva matrica o, mijenja predznak radijalne

gdje je

komponente spinora:
— ©
O-TX/{ - _X—H

te koriste¢i ansatz (4.68) u jednadzbi (4.74) dobivamo dvije vezane jednadzbe:

(et (g )0
d 1 d 1+k
(G5 5) s =-Br00= (g + 155 ) a1 7o
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Uz zamjenu Er =: z sustav vezanih jednadzbi poprima oblik:

d 1-—«
(&* : )fzg

(d +1+I€)g:_f

dz "z

Derivacija jednadzbe (4.77) po z daje:

d2f 1—I{f+1—/€ﬂ_d

dz? 22 2 dz dz

d2_1—li+1—1{d f—d
dz? 22 z dz Cdz

Iz jednadzbe (4.78) mozemo izraziti <L g:

dg 1+k

d_+ g=—/
z z

dg 1+ K
e R
z z

Uvrstavanje izraza (4.82) u izraz (4.80) daje:
> 1—-k 1—kd 1+ k&
(@_ 22 * z @)f__ z 91

Iz jednadzbe (4.77) izrazimo g:

"t
i uvrstimo u (4.82) sto daje:
dg _H_Kﬂ_H_ﬁl_ﬁf_f
dz z dz z z
dg 1+xkd 1—k2
dz | 2z dz 22 ]f_f

Izjednacavamo izraze (4.82) i (4.86):

1+k

z z dz 22

l1+xd 1—kg?
K d N K ]f
Izraz (4.87) uvrstimo u (4.83):
d2_1—l<u+1—lid fo-
dz? 22 z dz a

d? d /[1—-x 1+k 1—k? 1—k
+— - + - +1

1+k d 1 — K2
__|_ 5

f=r

z dz z

F=0

dz?2  dz z z 22 22
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f=0 (4.90)

@jdez—i_ 22

[dz 2d  k(l-r)

Jednadzba (4.90) je upravo diferencijalna jednadzba koju zadovoljavaju Besse-
love funkcije. Buduéi da funkcije f i g ne smiju u ishodistu divergirati brze od 1/r,
moramo odabrati funkcije j, [31]:

, —K akoje k <0
f(r) = konst X jy(Er), { = (4.91)
k—1 akojex >0
Analogno:
, —k—1 akojex <0
g(r) = konst x jy(Er) , { = (4.92)
K akojerk >0
Preostaje odrediti relativni faktor A izmedu funkcija f i g iz (4.87):
f(r)=gi(Er), g(r) = Aj(Er) (4.93)
Koristeci relaciju (4.87) dobivamo jednadzbe:
d 1-—kY\ . :
(£ + 157 i) = it (499
d 1+ . :
<$ + K) Aje(z) = —Ji(2) (4.95)

Za r < 0 prethodne dvije jednadzbe za A = 1 daju uobicajene rekurzijske relacije
izmedu sfernih Besselovih funkcija reda ¢ i { = ¢ — sgn(x), dok za k > 0 prethodne
dvije jednadZbe daju A = —1.

Prema tome valna funkcija bezmasenog kvarka u MIT modelu vrece je:

o(Er) x"(0 ,
V=N . j@( 7a) Xn( 7/?) e*lEt (496)
i sgn(k) Ji(Er) X2,.(0, 9)
gdje su j,(Er) i j;(Er) sferne Besselove funkcije prve vrste i N je konstanta nor-

malizacije:

E 1

M= Rl (ER)| \/2E(k + ER)

Uvrstavanjem valne funkcije (4.96) u rubni uvjet (4.67) u svrhu provjere je li on

(4.97)

zadovoljen, dobivamo:

d
B = _l_ NqQ [jl?q (EQR) ng(ea ¢)+ lei;l (Qa Qb) - jegq (EQR> Xliqnq (97 ¢)+ leicq (67 gb)]

2dR p
(4.98)
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gdje je N, broj kvarkova u vre¢i. Ova jednadZzba zadovoljena je ako desna strana
jednakosti ne ovisi 0 6 i ¢, Sto vrijedi samo za k = +1. Stoga je rubni uvjet (4.67)
zadovoljen samo za |x| = 1 [31]. U tom slucaju vrijedi:

1
XX = X = (4.99)
e

zbog cega se (4.98) svodi na:

1 d d
B=——S N2{ji,(E,R) Ey~mjt,(EsR) — jz, (EyR) Eq———jz. (E
4W; 4 (Jeq( o) qd(EqR)Jeq( 1) = j,(EqR) qd(EqR)jeq( qR))

(4.100)
Kada su svi kvarkovi u najnizem stanju vrijedi x = —1 i dobivamo:
1 E
B=—N,— .101
4 T R3 4 )
odnosno
N,ER
Rt=-1 102
e (4.102)

Prema tome jednadZba (4.98) daje odgovarajudi radijus vre¢e R kao funkciju
konstantnog tlaka B na vre¢u za kvarkove unutar vrece.

Medutim izrazi (4.101) i (4.102) upucuju da nukleon (proton/neutron) i pion
(koji se sastoji od jednog kvarka i jednog antikvarka) imaju gotovo isti radijus [31]:

1/4
B (g) — 1,107 (4.103)

i masa piona predvidena modelom je prevelika:

(4.104)

M,  2-2,043R, 2

.....

My 3-2,043/Ry 3 /2\"*
= = = 1,36
3
modela vrece, potrebno je napraviti dodatne pretpostavke. Do sada se energija sas-
tojala od dva Clana; energije povezane uz tlak B i jednocCesti¢nih energija [31]:

4
E=BoR+Y 1 (4.105)

gdje je w, = E,R = konst.
Uvest ¢emo dodatni ¢lan koji se fizikalno interpretira kao Kazimirova energija:
Z
Ey = T 7 = konst. (4.106)
Tada izraz (4.102) postaje:

B Nowy — 2

R4
4B

(4.107)
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Dovoljno velika vrijednost Z omoguc¢uje nam prilagodbu razlike u masi i radijusu
izmedu mezona i bariona. Model vre¢e daje donju granicu za energiju osnovnog sta-
nja polja gluona. Sto je vreéa manja, to je veéa energija osnovnog stanja oscilacija
vakuuma. Stoga FE iSCezava kada R — oo i divergira kada R — 0. Rubni uvjeti
ne vrijede za vrijednosti R koje su manje od tipi¢nih udaljenosti promatranih reak-
cija. Stoga R ne smije biti manji od 0,2 fm. Za energije ve¢e od ~ 1 GeV? moramo
primijeniti perturbativhu QCD, koja modelira interakciju izmedu kvarkova i gluona.
Individualne interakcije kvarkova i gluona ne mogu se opisati jednostavnim rubnim
uvjetima. Prema tome jednadzba (4.98) je samo fenomenoloska korekcija [31].

Sljedeca poteskoca u modelu je opisivanje razlike u masi unutar barionskog mul-
tipleta. Budu¢i da su sve Cestice Cija je stranost razlic¢ita od nule znatno teze od onih
sa stranosti S = 0, uvodenje masa kvarkova ¢ini se razumnim korakom pa rjeSavamo
Diracovu jednadzbu za masivne Cestice:

(h—m)¥ =0 (4.108)

koja ¢e dati valnu funkciju za masivne kvarkove u MIT modelu vrece:

v N ( dnlmxe > — (4.109)
i sgn(k) Jg, (pr) X2
Mase u, d i s kvarkova tretiraju se kao slobodni parametri. Medutim, ova generali-
zacija nije dovoljna za opisivanje relativno male razlike masa izmedu > i NV te velike
razlike masa izmedu K i w [31]. Potrebna je dodatna korekcija koja pretpostavlja
razliCite vrijednosti za mezone i barione. Prema tome uzimajuc¢i u obzir magnetsku
interakciju boje izmedu kvarkova dobivamo sljedec¢u korekciju:

R
E=aN-Y (o aj)’”‘;%‘f (1 +2/0 %uiuj) (4.110)
i<j

gdje je N = 2 za barione i N = 4 za mezone, dok je ;; magnetski moment kvarka
s indeksom i, . je konstanta jakog medudjelovanja.

Vazno je istaknuti da smo u (4.110) zanemarili interakciju izmedu gluona i pos-
tuliramo da su svi doprinosi osim izmjene jednog gluona opisani rubnim uvjetom
vrece. Bududi da se a, tretira uglavnom kao slobodan parametar (unutar odredenih
granica), (4.110) se takoder moze tumaciti kao fenomenoloska korekcija.
Zakljucujemo da ukupna energija poprima oblik:

47 Z Wq — Z
E=—RB+=2?t =
3 i R
Radijus vrece, odnosno radijus svakog hadrona odredujemo minimizacijom ener-

gije:

+ Eq (4.111)
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0FE 0*E
— = — 112
R 0, By >0 =R (4 )

Ukupno je dostupno otprilike 25 do 30 eksperimentalno promatranih vrijednosti
masa, magnetskih momenata, radijusa naboja itd. za prilagodbu Sest parametara
B, Z, a., mg, m, i my. Slaganje eksperimentalnih i teorijskih vrijednosti postignuta
takvom prilagodbom obi¢no je bolja od 30 % [31]. Promotrimo primjerice za mase.

« » » » EKSPERIMENT

18+ == MODEL VRECE
a PREDVIDENE
16+ MASE KORISTENE
B e ZA ODREDIVANJE
LA T $nauniia PARAMETARA
FEELS MODELA
B E T s
A [
] .0 T ¢ lllll
N K*oooes
0-8 T w
p
061 B'Y%-.146 GeV
oo e
04+ . SR
mg =.279 GeV
0_2 -+

[=3/2 J=1/2 J=1 =0
BARIONI MEZONI

Slika 4.3: MIT model vrece za lakSe mezone i barione. (Slika preuzeta iz [31]).

Na Slici 4.3 prikazane su eksperimentalne i teorijske vrijednosti za sljedeci skup
parametara:

B= (146 MeV)*, Z =184, a. =22,
my, =0 MeV |, mg =0MeV , my, =279 MeV

Mozemo uotiti dobro slaganje izmedu teorijskih i eksperimentalnih vrijednosti

(4.113)

masa za sve mezone i barione osim za pion. Kako bi dobili bolje slaganje za pion
trebali bi koristiti hibridni model vrece.

4.2.3 Primjena modela na protonu

Primijenit ¢emo MIT model vrece kako bismo procijenili prosjecni radijus naboja pro-
tona.
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Kvadrat prosje¢nog radijusa naboja definiramo:

1 N
_! / &ry / &*ry / Bl (07%) 0, (4.114)
€

gdje je ¥, valna funkcija protona koja se moze napisati pomoc¢u valnih funkcija
kvarkova:

—ur(1)ut(2)d"(3) — u' (1)d"(2)u*(3) + u'(1)2d"(2u'(3)  (4.115)
)d*(3)

gdje u'(1) oznatava valnu funkciju prvog u kvarka s projekcijom spina m, = +1/2.

Bududi da r? ne mijenja kvantni broj m,, sve orijentacije spina daju istu vrijednost.
Stoga se moZemo ograniciti na jedan odredeni slucaj:

meo— 1Y o Lot Dt (o)t
\1/( : 2)%%@ (D' (2)d4(3) 16

u'(1)d"(2)u*(3) — d'(1)u’(2)u*(3))
Operator naboja Qr? djeluje na svaki pojedina¢ni kvark. Za proton ga moZemo
zamijeniti s:

Qr’ — Qur} + Qors + Qs13 (4.117)
Sada (4.114) se svodi na:

/ d®ry / d3ry / d3'r3 (2u(1)u’(2)d*(3)

ul (1)d! dT( Ju <2>u¢<3>>T 4118)
X (Qury + Qz?"z + erg)(% (Du'(2)d*(3)
—u'(1)d"(2)u*(3) — d'(1)u" (2)u*(3))
Pretpostavljamo da su u i d kvarkovi bezmaseni prema (4.113) te da se nalaze u
istom stanju (1s stanju), tj. ne razlikujemo u i d kvarkove pa se r3 i 72 mogu zamijeniti

s ri:

Qur? + Qord + Q373 — (Q1 + Qo + Q3)r? = er? (4.119)

Sada se integrali po 7, i 73 mogu izracunati koriste¢i svojstvo ortogonalnosti.

/ s I = u, d
/d37'2 qST(Q) qls (2) = 6qq’5ss’ ) ©4 (4120)
s,s =1, 1
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() = [ @ty (@@l 0) + a1l (0) + a0 ) (4.121)

Prema gornjoj pretpostavci da ne razlikujemo u i d kvarkove, njihove valne funk-
cije daju iste doprinose te se izraz (4.121) svodi na:

(r?*) = /dQl /drl ri é (4u"T (D)’ (1) + u™ (1)’ (1) + «T(1)u" (1)) (4.122)

(r*) = /dQl/dm ri T (1)u'(1) (4.123)

UvrsStavamo valnu funkciju (4.96) i u daljnjem rac¢unu izostavljamo indeks 1:

<ﬂ=W/w/m#mwmﬁmmﬁm+ﬂmmﬁmfﬁm(M%)

UvrStavamo konstantu normalizacije (4.97) uz s = —13todaje: Ni__, = 3555 R]ilf)jg( 5]
i uzimamo u obzir ortogonalnost spinora y te dobivamo [31]:
(r?*) = ER /R dr r? (]Q(Er) +j2(E7")) (4.125)
2R(ER - )3(ER) Jy 0 1 |
Uz izraze za sferne Besselove funkcije:
, sin z 9 sin? z
Jo(z) = = Jilz) = —;
~ o L ) , (4.126)
X . SN 2 CcoSz .2 . S 2 COS™ 2 SN 2 COS 2
jl(z) - 52 - > = jl(z) - A + 52 —2 »2 e
raspisujemo (r?):
() ER(ER)? /Rd 4 [sin?(BEr) _sin(Er) cos(Er) N 1
re) = r —
2R} (ER — 1)sin’(ER) J, Eire E3r3 E2r?
_ 1 _ /R dr sin®(Er) 2Esin(Er) cos(ET) N E?
2E(ER —1)sin“(ER) Jo rd r3 r2
B 1 [r sin(Er)cos(Er) sin(Er)cos(Er) N rcos(2Er)  rE?
~ 2E(ER —1)sin*(ER) |2 2F 2F 2 3
1 [y 1 r3E21E
= —+ - (1—2sin*(BEr)) — —sin(E E
2E(ER—1)si(ER) |2 ' 2 (1= 25i0%(Br)) — 5 sin(Er) cos(Br) + — L

_ -, 1
= SEER - aER) | ) o psin(Er) cos(Br) + |

1 [ 1 RSEZ}

1 I 1 r3E2] R

= —Rsin*(ER) + R — — sin(ER) cos(ER
SE(ER— 1) sd(BR) | W (ER) + R = psin(ER)cos(BR) + =3
1 [ 1 R3E2
= E ER) — —sin(FE E
SE(ER — 1) s (ER) _R cos(ER) cos(ER) i sin(ER) cos(ER) + 3 }
(4.127)
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Iz rubnog uvjeta: jo(ER) = ji1(ER) dobivamo:

sin(F'R) B sin(FR) B cos(FR)

ER E2R? ER
ERsin(ER) = sin(ER) — ERcos(ER) (4.128)
ERcos(ER) = (1 — ER)sin(ER)

Konacno, (r?) se svodi na:

(r*) = ! L R ) sin(ER) cos(ER) — 1 sin(ER) cos(ER) + RE
- 2E(ER —1)sin*(ER) |\ E E
1 R3E3
= —FERsin(ER ER
2E2(ER — 1)sin2(ER) { sin(ER) cos(ER) + =
(4.129)
Uvrstavanjem numericke vrijednosti za £'R koja iznosi 2,0428 dobivamo [31]:
(r*) = 0,53 R? (4.130)

Radijus vre¢e R odredujemo minimiziranjem energije (4.111) sto daje: R = 1 fm,
stoga [31]:

V(r?) = 0,73 fm (4.131)

Ovaj rezultat se slaze s eksperimentalnom vrijednos¢u unutar 20 % [31]:

V/(r?)(eksp.) = 0,88 £ 0,03 fm (4.132)

Magnetski moment odredujemo racunanjem ocekivane vrijednosti odgovarajuceg
operatora:

l\')|®>

fL= S x & (4.133)

l’l’p = /dgrl/dSTQ/d3r3\I;LZ <%If’1 X dz> \Ilp (4.134)

Uvrstavanje valnih funkcija (4.96) i (4.115) daje rezultat:

M =19 (4.135)

Ho
gdje je po = e/2m, nuklearni magneton i m, je masa protona. Ova vrijednost
magnetskog momenta dobivena modelom znatno se razlikuje od eksperimentalne

vrijednosti [31]:

|| (eksp.) = 2,79 po (4.136)
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Magnetski momenti predvideni ovim modelom za ostale hadrone takoder su ma-
nji od eksperimentalno dobivenih vrijednosti, medutim omjeri magnetskih momenata
dobro se slazu s eksperimentalnim rezultatima.

U Tablicama 4.1 i 4.2 usporedeni su rezultati MIT modela za radijuse naboja i
magnetskih momenata s odgovaraju¢im eksperimentalnim podacima.

estica (r?)(eksp.) (r?)(teor.)
0,88 £ 0,03 fm 0,73 fm
—0,12 £ 0,01 fm 0 fm
0,78 £ 0,10 fm 0,5 fm

33| | o

Tablica 4.1: Usporedba eksperimentalnih vrijednosti radijusa naboja s odgovaraju¢im
rezultatima MIT modela vrece. (Podaci preuzeti iz [31]).

Cestica +-(cksp.) ~-(teor.) u_i (eksp.) u_i (teor.)
D 2,793 1,90 — -

n —1,913 1,27 0,68 2/3

A 0,613+0,004 | —048 | —021940,001 | —0,26
oL 2.38 + 0,02 1,84 0,85 + 0,01 0,97
>0 — 0,59 _ 0,31
2T —1,14 £ 0,05 —0,68 —0,36 £ 0,02 —0,36
=0 —-1,25£0,014 | —-1,06 | —0,448+£0,005 | —0,56
= —0,69 £ 0,04 —0,44 —0,25 £ 0,01 -0,23

Tablica 4.2: Usporedba eksperimentalnih vrijednosti omjera magnetskih momenata
s odgovarajuc¢im rezultatima MIT modela vrece. (Podaci preuzeti iz [31]).

4.2.4 Prednostii nedostaci modela

MIT model vre¢e pruza fenomenoloski opis hadrona, a njegova velika prednost je
omogucavanje grube procjene svih zanimljivih procesa i veli¢ina koje jo$ nisu ekspe-
rimentalno utvrdene. Model dobro predvida mase razli¢itih hadrona, izuzev mase
piona. Unato¢ tome Sto model koristi prilicno dalekosezne aproksimacije, daje za-
dovoljavajuce rezultate koje ne moze predvidjeti QCD zbog matematickih poteskoca.
Osim toga, moguce je procijeniti fenomenoloske posljedice koje proizlaze iz dodatnih
interakcija medu kvarkovima. Na primjer, model vre¢e omogucuje povezivanje poz-
nate slabe interakcije hadrona sa slabom interakcijom kvarkova. Zahvaljujuéi svojoj
jednostavnosti, model vrece se moze primijeniti na razli¢ite sustave, ukljuc¢ujuéi pri-
mjene od atoma do zvijezda.

62



Svi modeli vrece moraju se smatrati ¢istom fenomenologijom zbog ¢ega nisu kon-
ceptualno zadovoljavajuci. Trenutacno nije jasno u kojoj mjeri pretpostavke modela
mogu biti objasnjene teorijom QCD-a. Ako se u buducnosti problem zatocenja kvar-
kova rijeSi iz QCD jednadzbi, moglo bi se ispostaviti da su pretpostavke MIT modela
vreCe nefizikalne, a model nije renormalizabilan niti Lorentz-invarijantan. Osnovne
pretpostavke ovog modela ukljucuju rubni uvjet, koji kvarkove ogranicava unutar
vrece, i slobodno kretanje kvarkova unutar te vrec¢e. Ove pretpostavke drasti¢no se
razlikuju, Sto sugerira da barem jedna od njih nije to¢na. Sam rubni uvjet uzro-
kuje nekoliko problema, ukljucujuéi nefizikalno gibanje, poput oscilacija svih kvar-
kova u odnosu na vrec¢u Sto nije Lorentz-invarijantno. Osim toga, taj uvjet dovodi
do beskonac¢ne mase kvarkova izvan vrece, Sto nepoZeljno narusava kiralnu sime-
triju [23,31]. MIT model vrece suocava se i s problemom centra mase zbog ¢ega nije
prikladan za proucavanje raspada Cestica [33].

MIT model vrece stekao je popularnost zbog svoje jednostavnosti, medutim veéinu
njegovih uspjeha i nedostataka nedvojbeno dijele i drugi modeli. Bardeen i suradnici
razvili su SLAC model u kojem skalarno polje djeluje kao vreca, a kvarkovi se nalaze
unutar tanke sferne ljuske i nisu rasporedeni po cijelom hadronu. Medutim, sferna
ljuska nije u skladu s eksperimentalnim rezultatima i SLAC model je zamijenjen srod-
nim solitonskim modelom kojeg su razvili Hasenfratz i Kuti [25] koji uz tlak B uvode
povrsinsku napetost . Osim ovih modela gdje se veli¢ine mogu pronaci analiticki,
Wilson razvija numeri¢ki model - model QCD na prostorno-vremenskoj resetci [34]
za koju je potrebna izuzetna racunalna snaga. Nedostatak koji QCD na resetci dijeli
s MIT modelom vrece je narusSenje kiralne simetrije. Ovaj problem nije bio trivijalan
i zahtijevao je napore prilicno mnogo znanstvenih skupina da ga rijeSe i formiraju hi-
bridne kiralne modele gdje vre¢u okruzuje polje piona koje moze prodrijeti u vrecu.
Kiralni kvark model ostaje vazan, posebno u kontekstu nuklearne fizike.

Svi navedeni modeli sa svojim prednostima i nedostatcima doprinijeli su razumi-
jevanju subhadronske fizike, a daljnji razvoj modela vre¢e mora proizadi iz boljeg
razumijevanja kvantne kromodinamike.
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5 Zakljucak

Tijekom proteklih nekoliko desetlje¢a otkriveno je viSe od 200 razli¢itih hadrona,
koji se Kklasificiraju kao mezoni i barioni. Spektar mezona i bariona pokazuje visok
stupanj pravilnosti koji je najbolje sadrzan u kvarkovskom modelu prema kojemu se
svi hadroni sastoje od Sest kvarkova $to omogucuje sistemati¢no objasnjenje struk-
ture hadrona. Prema kvarkovskom modelu, mezoni se sastoje od jednog para kvark-
antikvark, dok se barioni sastoje od tri kvarka. Model kvarkova pruza elegantno
objasnjenje svojstava mnogobrojnih hadrona i omogucuje predvidanje karakteristika
novih hadrona.

Razvoju kvarkovskog modela doprinijelo je otkrice ¢ Cestice u eksperimentima e~ e*
anihilacije koje je potaknulo razvoj spektroskopije vezanih stanja teskih kvarkova. Za
istrazivanje ove spektroskopije razvijeni su razni fenomenoloski potencijali koji mo-
deliraju interakcije izmedu kvarkova s ciljem reprodukcije eksperimentalno opazenih
masenih spektara mezona. U tu svrhu u ovom radu koristi se Cornell potencijal
koji obuhvaca ocekivana svojstva iz interakcije kvarkova, s Coulombskim ¢lanom
(~ 1/r) dominantnim na kratkim udaljenostima koji predstavlja jednogluonsku iz-
mjenu izmedu kvarka i antikvarka, te s linearnim ¢lanom (= r) koji dominira na
ve¢im udaljenostima opisujuci zatocenje kvarkova.

U analizi mezona primjenjuje se nerelativisticki pristup, rjeSavanjem Schrodingerove
jednadzbe s Cornell potencijalom, koja predstavlja vazan nerelativisticki model za
izracun masenih spektara i radijativnih prijelaza vezanih sustava tezih kvarkova i an-
tikvarkova. Budud¢i da egzaktan analiticki pristup Schrodingerovoj jednadzbi s Cor-
nell potencijalom nije izvediv, primjenjuju se razli¢ite numericke metode, ukljuc¢ujuéi
Hartree metodu i metodu diskretizacije ili varijacioni postupak. Uz prilagodbu para-
metara: m, ~ 1,5, my = 4,5 GeV, a =~ 0,4, b = 0,2 i ¢ = —0,35, Cornell potencijal
definiran je kao V' (r) = —0,4/r+0,2r —0,35. Ovom prilagodbom uspjesno se reprodu-
ciraju nizi energetski nivoi vezanih stanja c¢ i bb, a takoder se omogucuje predvidanje
novih stanja. Raspored energetskih nivoa dobiven ovim modelom odgovara eksperi-
mentalnim rezultatima.

U svrhu boljeg modeliranja interakcije medu mezonima, Cornell potencijal moze

se prosiriti ¢lanom ar?

¢ime se dobiva Coulombov perturbirani potencijal oblika
V(r) = ar® + br — €. Parametri potencijala (a, b i ¢) za odabrani sustav prilagodavaju
se kako bi se postigli rezultati usporedivi s teorijskim i eksperimentalnim podacima.
Schrédingerovu jednadzbu s perturbiranim Cornell potencijalom moguce je rijeSiti
primjenom Nikiforov-Uvarov metode funkcionalne analize (NUFA) ¢ime dobivamo
jednadzbu za svojstvene energije koju koristimo za racunanje masenih spektara me-
zona bs i bg, (¢ = u,d). Dobiveni maseni spektri pokazuju prosjecno odstupanje od
1,5% za b5 i 1,94 % za bq u usporedbi s referentnim vrijednostima iz [19] i [20], re-
dom. Iz Tablica 3.3 i 3.4 zaklju¢ujemo da maseni spektri dobiveni NUFA metodom

dobro reproduciraju rezultate iz [20], koji ukljucuju relativisticke korekcije, te su u
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skladu s eksperimentalnim podacima iz [21]. Ovi rezultati su znatno poboljsani u od-
nosu na prethodna istrazivanja, posebice u usporedbi s radom [19], gdje su maseni
spektri izracunati primjenom metode asimptotske iteracije. Ova uspjesna uskladenost
potvrduje pouzdanost NUFA metode kao i njezinu primjenjivost u predvidanju ma-
senih spektara mezona $to je klju¢no za razumijevanje jake interakcije izmedu kvar-
kova.

U okviru modeliranja zatocenja kvarkova unutar hadrona razvijen je MIT model
vrece, koji se istiCe kao jedan od najuspjesnijih fenomenoloskih modela za prouc¢avanje
bariona. Ovaj model pretpostavlja da su kvarkovi zatoCeni unutar ograni¢enog sfer-
nog volumena radijusa R. Unutar tog volumena, kvarkovi se gibaju kao slobodne
Cestice i podlozni su dvama linearnim rubnim uvjetima koji diktiraju zatocenje uvode-
njem tlaka B sto je znacajno poboljsalo predvidanja modela u usporedbi s eksperi-
mentalnim vrijednostima masa razli¢itih hadrona. Uvodenjem parametra B fiksirani
su radijusi vre¢a. U ovom modelu zanemaruje se izmjena gluona. Za unaprjedenje
modela i postizanje realisti¢nijih rezultata, uvode se dvije fenomenoloske korekcije
energije. Prva korekcija, F,;, razmatra razlicite vrijednosti za mezone i barione.
Druga korekcija je Kazimirova energija, —Z/R, gdje odabir dovoljno velike vrijed-
nosti parametra Z omogucuje prilagodbu razlika u masi i radijusu izmedu mezona i
bariona. Radijusi svih hadrona odreduju se minimizacijom energije.

MIT model vre¢e omogucio je racunanje svojstava nukleona, poput radijusa naboja,
aksijalnih naboja i giro-magnetskih omjera, te i dalje ima Siroku primjenu u suvre-
menim istrazivanjima. Za prilagodbu Sest parametara; B = (146 MeV)*, Z = 1,84,
a. = 2,2, my, = 279 MeV, m,, = 0 MeV imyg = 0 MeV, dostupno je ukupno otprilike 25
do 30 eksperimentalno promatranih vrijednosti masa, magnetskih momenata, radi-
jusa naboja itd. cije je slaganje s teorijskim vrijednostima bolje od 30 %. Na primjeru
masa, primjecuje se dobro slaganje izmedu teorijskih i eksperimentalnih vrijednosti
masa za sve mezone i barione, osim za pion.

MIT model vrece primijenjen je na proton za procjenu prosjecnog radijusa naboja
rjeSavanjem Diracove jednadzbe za bezmasene Cestice, rezultirajuci vrijednos¢u:

v/ (r?) = 0,73 fm. Ovaj rezultat se slaZe s eksperimentalnom vrijedno$¢u koja iznosi
v/ (r?)(eksp.) = 0,88 4 0,03 fm s odstupanjem manjim od 20 %.

Pomoc¢u ovog modela moguce je procijeniti magnetski moment protona koji iznosi:
|| /1o = 1,9. Ova vrijednost znatno odstupa od eksperimentalne vrijednosti za mag-
netski moment iznosa |u,[(eksp.) = 2,79 o. Magnetski momenti predvideni ovim
modelom za ostale hadrone takoder su manji od eksperimentalno dobivenih vrijed-
nosti, no omjeri magnetskih momenata uskladeni su s eksperimentalnim rezultatima.
MIT model vre¢e ima mnogo nedostataka, ukljucujudi pitanje konzistencije s QCD-
om, nefizikalne pretpostavke i probleme vezane uz rubni uvjet te centar mase. Unato¢
ovim nedostatcima i grubim aproksimacijama model pruza zadovoljavajuce rezultate
za mase hadrona i omogucava procjenu razlic¢itih procesa i veli¢ina.

Razmatranje kvarkovskih modela mezona i bariona pridonosi istrazivanju i interpre-
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taciji eksperimentalnih podataka i na taj nac¢in pruza dublji uvid u prirodu jake sile
koja djeluje medu kvarkovima.
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Dodaci

Dodatak A Vodikov atom: raspis Frobeniusove metode

Izracunajmo derivacije pretpostavljene funkcije W (3.54):

W' =gt Z an® +n" Z ekt (A.1)
k=1 k=1
W' =r(r—1)n"2 Z cn® + 2rn" 1 Z cknt Tt + 0" Z crk(k — 1)n*2 (A.2)
k=1 k=1 k=2

Uvrstavanjem izraza (3.54) i derivacija (A.1) i (A.2) u jednadzbu (3.48), dobi-

vamo:

pr(r =02 " en® + 20" ek Y enk(k = Dnt 2 e

k=1 k=1 k=2 k=1
+ 20" Y ekt 20y Y e 4207 ekt = e et
k=1 k=1 k=1 k=1
=Y ekt Tt ="y et =Y et " et =0
k=1 k=0 k=0 k=0
(A.3)

Mnozenje s " daje:

r(r—1) Z ekt 2r Z crknt 4 Z crk(k — D=t +2r Z et
k=1 k=1 k=2 k=1
+2 Z crkn™t + 21r Z et 21 Z crkn® ™t —r Z cn® (A.4)
k=1 k=1 k=1 k=0

— ickknkl — icknk — li crn® + nicknk =0
k=1 k=0 k=0 k=0

Najniza potencija je ! koja se pojavljuje za k = 0. Zahtjevamo da ¢lan uz n!
iStezava i dobivamo indicijalnu jednadzbu:

r(r—1)eco + 2rco + 2lreg = 0 (A.5)
iz koje slijedi da je
r=20
ili
r=-2—1
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dok je ¢y # 0 po definiciji.

Rjesenje » = 0 je ispravno, dok rjeSenje » = —2[ — 1 nije prihvatljivo jer ono
divergira u ishodistu.

Uz rjeSenje r = 0 izraz za funkciju W (3.54) se pojednostavljuje:

W = Z cxn” (A.6)
k=0
Izracunajmo derivacije:
W' =>"chnt! (A.7)
W =" epk(k — 1) (A.8)
k=2

Uvrstavanje u (3.48) daje:

Z crk(k— D"t 4+ (24 20) Z crknt T — Z crkn® — (1 +1—n) Z an® =0 (A.9)
k=2 k=1 k=0

k=1

Kako bismo prilagodili sve ¢lanove na istu potenciju, npr. n*, uvedimo varijablu
K =k—1.

ch,ﬂ (K +1)kn" + (24 20) ch,H (K +1)y chkn —(1+1-n)) an® =0
k'= k'=0 k=0

(A.10)
Radi jednostavnijeg zapisa, uvodimo oznaku: &' =

ch+1 (k+1)kn*+(2+20) chH (k+1)n —chknk—(l+l—n)20knk =0 (A.11)
k=1 k=0 k=1 k=0

Uocavamo dvije sume koje pocinju s 1 i dvije sume koje pocinju s nulom, stoga
¢lanove s nulom mozemo izdvojiti:

(2+2l)cl—(1+l—n)ca+i{ck+l {k(k+1)+(k+1)(2+2l)} —Cp [k’~|—1+l—n] 7" =0

k=1
(A.12)
Zahtjevamo da koeficijenti svake potencije od 7 iS¢ezavaju zasebno pa vrijedi:

(24+2)c; —(14+1—n)eg=0 (A.13)
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e |k(E+1) + (E+1)(2+ 21)} — Cg {k: +1+10— n] =0 (A.14)
Iz toga slijedi koeficijent:

_1+l—n

= A.15
aT oy @ (&.15)
i rekurzijska relacija:
k+1+1—n
= A.16
T ey DR+ 2+2) (A.16)
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